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CARACTERISATION LOCALE
DE LA SOUS ALGEBRE FERMEE
DES FONCTIONS RADIALES DE gL' R,

par Michel GATESOUPE

I

Notations et Introduction.

a) w est une application de R+ dans R+ continue, croissante telle
Dw@=+1

ii) w (@ + b) < w (@) w (b) pour tous a, b € R+

i) oA r) =0 (w ) A fixé >0, r tendant vers 4+ o, enfin w

est & croissance lente 4 I'infini, c’est-a-dire qu’il existe un entier £ > 0
tel que lorsque x tend vers + o

w (x) = 0 (x¥).
En particulier on pourra prendre w (r) = (1 4 r)* keR™.

b) L! (R", w) désigne I'algebre de Banach des applications f : R*—C
intégrables pour la mesure v (| x |) dx munie de la norme :

I £l =fkn |[fG) |0 (x])dx

g L' (R", w) est I'algébre de Banach des transformées de Fourier avec la
méme norme; si f = F f

1= 1111l

, ¢) Une application de R™ dans C sera dite « radiale » si elle ne
dépend que de la distance » = | x |; une telle application sera notée (F),
ol F est la fonction d’une variable définie par

F(lx]) = (P ®).
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On sait que la transformation de Fourier, isomorphisme de L' (R", w)
sur ¥ L! (R", ) se restreint en un isomorphisme des sous algebres
fermées des fonctions radiales qu’on notera

Lua R w) et F Lo (R, w).
Le résultat qui va étre établi dans cet article est le suivant :

Dans le complémentaire de I'origine, les algebres

n—1

FLuaB,0) et FLIR 14 |x]) 2 w)
sont localement isomorphes.

_ De fagon précise : Soit K un compact d’intérieur non vide contenu
dans 10, + « [, 8 : R* = R+ une fonction C* a support compact dans
10, + o [, égale a 1 sur K et telle que 0 << 0 (x) < 1 partout.

Alors
n—1
F)pEFLYWEB, ) 20FEFLIR,(I + [x]) 2 w) 1))
a—1
FEFLIR, A+ [x]) 2 ©)= (0F), €F L (R, ) (ID)

Le théoréme du graphe fermé montre immédiatement que ces deux
applications sont continues. Cas particulier : o (| x |) = + 1, alots
n—1

loc F L (R ~loc FL' R, (1 + |x|) 2 ).
Une application : le contre exemple de L. Schwarz ([2]).
On sait que:
— un point de R n’est pas de synthése spectrale pour
FL'R, (1 + |x|)¥) avec k > 1.
On en déduit que

— Une sphére S,_;1 CR* n >3, n’est pas de synthése spectrale
pour & Lt (R").

Il suffit de remarquer que si on peut approcher une fonction de
F Li.a (R") par une suite de fonctions & L! (R*), la suite de fonctions
radiales obtenues en faisant la moyenne sur les sphéres de centre O,
approche encore la fonction initiale.
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II

Soit (f)a € Liaa R, ) et (F) = F (f)n € F Liaa (R", ).

Un calcul classique ([1]) donne :

—n+2

+ =«
F(p):C[ ") (r) * Jaa(pr)dr
] 2
avec

+
lIFnII=anH=f PO |0 () dr < + o
0

ou J, (¢) est la fonction de Bessel. (E))]

5)

L@ = " f e—itcost (sin 0)2V d @
Val (v + —) ’
2
S (—1D Tv+1)
2= J, () est la fonction entiére Z 2,

¥= 2>n! T'(v+n+1)

On aura besoin du développement asymptotique, & un ordre N
quelconque, de J, (z), valable pour | z | assez grand, dans la demie bande
|Imz | < Ct, Re (z) > 0.

2 1/2 N—1 aq T
Jo (@ = (-———n . ) [(q;o -Z—q-) cos (z—-z>
n—1 b /
+ ( ¥ —“) sin (z——%)] + Ry (@

g=1 27
ol Ry (z) est une fonction, holomorphe dans la demie bande

|[Imz | << Cte, Re(z) >0

' 1

alors pour p quelconque on a la méme estimation

1
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En eﬁet :

1 R
RP(2) = P f (9]
c

2mi (g —z)ptt
ol C est la circonférence de centre z, de rayon unité, donc

|Rx(@) | < p! §‘§£ | RY (0) |.

PRroOPOSITION 1.
(FrEF LR, w)=>0FEFLI®R, (1 4+ |x)2w).

Démonstration. — Par homothétie on peut se ramener au cas oll
le support de 6 est contenu dans ] 1, 4+ o [. On a

+
F(p) = cf rlo(enf @ ar

avec
+

@l = 1| e | =f PO 0@ dr < + .
0
Soit

‘ M
G(p):Cf rlo(pr)f(r)dr
0

c’est une fonction C* dans ] 0, + oo [, donc
0GEFL 'R, (1 + | x )2 w).
Reste
+
H (p) =c/;[ rJo(er) f () dr.

Pour p r = M nous allons utiliser le développement asymptotique de
Jo(pr) a I'ordre N = k + 2. Posons pour 0 <g<K{N—1

e () T
hq(p):‘/;1 r—_—(pr)q“/z cos (pr—:)dr

T f(s+ M) 1 b1
hy (o) = cos|ps+pM——)ds
0 (s + M)a-1/2 pa+1/z 4

cos (p s+pM— %) = -;_ [em P ("M—%) + e—ion e_i("M—;)MI
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Soit

e fe+M
ka(P)=A We ds

pour montrer que kK, € FL* (R, (1 + | x |)1/2 v) il suffit de montrer que
Iintégrale suivante est bornée '

+
Iq(p)=f A4 sy lC M1
0

ISR

1 e :
Iq(p)<wf (4 MPQ 4+ [P | F(6 + M) | 0 ds
]

M > 1, donc
1 +®
Iq(P)SWf C+M]|fG+ M| w()ds

0
or

+ % +
f G+ M) |f6s + M)|w(s)ds<f tf@O|w@®dt < + o

puisque w (¢t — M) < w ().
Ainsi k,€ F L' (R, (1 + |x|)/2 w).
Posons

1 il 1
— __\"M7
$q(p) = 5 e( 4) i

0¢, appartient 3 F L! (R, (1 + |x|)'/2 w) de méme que 8¢, k,. Pour mon-
trer que 6H appartient 3 & L! (R, (1 4 |x|)*/? w) il suffit de remarquer
que

+
S(p) = cf r Ry (pr) f () dr

est une fonction (k 4 2) fois dérivable, car pour tout p, 0 < p < k + 2,
I'intégrale

+
f r+1|R® (pr)| |f(r)| dr

est bornée puisque

R(») (pr) =0 (m) .
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Alors 8S fonction (k + 2) fois dérivable a une transformée de Fourier

1
qui est 0 ( ' l"+2) a I'infini, donc sommable pour le poids
x

a + [xD"2 w.
Ainsi S€ F L' (R, (1 + |x|)/2 w).

PRrROPOSITION 2.

(F)s €F Lia R:, ) > 6FEF L' R, (1 + |x]) w).

Démonstration.

C +
F (p) =——f rsinprf(r) dr
pYo

avec
+
i@l = [ A lf0]o0d < +
0
posons )
N gf(u)=f(u) uz=z0
f: R->R §.
f) =f(—u) u<0
alors
iC += -
Fp) = — e—iruy f(u) du
20/ _»
et
ufeLl'®, (1 + |x|) w)
donc

FEF L' R, (1 + |x|) w).

PROPOSITION 3.

n—1

FnEFLua(R,w)20FEFL R, (1 + |x]) 2 w).

Démonstration. — On l'a vu pour n = 2 et n = 3. Supposons la
proposition établie & I'ordre n — 2. Soit (F), € F Lraa (R”, w). On a

+ n—2
" *F(p) = Cf (er) 2 Ja—2 (e rf() dr
0 2
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or
d
— O]l = h_10®
dt
donc
d n—2 n=2
—[(en) % Ja—2 @M1 =(n % Ja—s (N1
0o 2 2
Considérons

2

+ n—
Cf (pr)T Jn—a (pr)r2f(r)dr
0 2

n—4

2

4

le second membre est le produit par p"*+! d’une fonction G (p) telle que

G-2€9 Lhaa R"—2, w)

car

+ «
f r"—3|r2f(r)|w(r)dr< + oo.
o

99

pn+1 +o n—2
=C f r2 Ja_a (pr)r2f(r)dr
0 2

Ceci prouve que p"~2 F(p) est dérivable et que sa dérivée est p"+! G(p)
qui d’apres I'hypothése de récurrence coincide sur K avec un élément de

n—3
FL'(R,(1 + |x)"2 w). Alors la primitive p*~2 F (p) coincide sur K
n—1

avec un élément de F L (R, (1 + |x|)T w), donc F (p) aussi d’aprés

le lemme suivant :

LEMME. — Si @ est un élément a support compact K de J L' (R, w),

toute primitive de ® coincide sur K avec un élément de
FL'R, (1 + |x]) w).

Preuve. — Soit

+
d(x) = f e~ o (1) dt

¢ fonction entiére appartenant a L' (R, w). Soit ¢ fonction C* a support
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compact dans R, telle que ¢ (0) = ¢ (0), alors ¢ (#) — ¢ () = tA () od A
est une fonction C* appartenant 3 L' (R, (1 + |x|) w) et

+ x +
d(x) = f e~ (o) dt +f e~ @t A (1) dt.

+
f et At dt

+
Cte if e~#r ) (¢) dt.

a pour primitive

Une primitive de @ est donc la somme d’une fonction C= et d’'une fonction
de FL' (R, (1 + |x|) w) ce qui prouve le lemme.

Le résultat (I) est ainsi établi.

III

PROPOSITION 4. — Soit F a support compact K

B)n € F Lraa B, (1 + |x]) 0) = (Fla2 € F L (R**2, ).

Démonstration. — Soit (F), = F (fa

avec
+

f P11 A+ Ir) w@) dr < + <o

Posons
f Fe f@)
G =C 1 (er)="2 ), (pr) ar
1]
Gi2€F L' R**2, (1 4 |x]) w)
car
()
f I I (1+| ])w(r)dr<+°°
0

On a

e f(
"Gl =C (eN™2 Ju2 (pr) dr
0
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mais
]
— 12 Juz Nl = ("2 In—2 (er)r
dp 2
donc p" G(p) est dérivable et admet pour dérivée
+ »
C f (en™2Ja—2 (pr) f(r)dr = "' F(p)
v 0 2

alors (p" ' F(p) )ut2 €T LLa (R**2, w) en vertu du vlemme :

LEMME. — Soit (G)x une fonction radiale qui sur un compact
(K)x C RY — {0} coincide avec un élément de F Lia RN, (1 + |x|) w)

alors G est dérivable et (T) coincide sur (K)x avec un élément de
P /N
F Lraa (RN, w).

G)x

Preuve. — (G)y est de classe C? sur (K)x, et dérivée partielle

i
selon une coordonnée quelconque E;, coincide sur (K)x avec un élément

de ¥ L' (RY, w). Or
0(G) aG 0

0
et P est C»

4
Ei 0 &i
. dp .
et différent de zéro dans R — {0} donc e coincide sur (K)y
N

avec un élément de ¥ L4 (R, w).

PROPOSITION 5.
FEFL R, (1 + |x))" ) = 0F)2011 € F Lina R2*+1, ).

Démonstration évidente a 'aide de la proposition 4. Ceci établit la
caractérisation annoncée pour la dimension impaire. Pour le cas de la
dimension paire il suffit d’établir le résultat suivant :

ProroSITION 6. — Soit F a support compact K C 10, + o[
FEF LR, (1 + |x))2w) = (F): € F Lina (R?, w).
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Démonstration. — Soit
+ o
F(p) = f e~ f(x) dx
f(x) est une fonction enticre telle que
» 4 o
j (A + [x 2 @) | w(|x]) dx < + <.

Considérons les intégrales

+ +
f cos xp f(x) dx, f sin xp f(x) dx,
(V] 0

+ +
f cos xp f(— x) dx, f sin xp f(— x) dx.
0 0

On va montrer que chacune coincide sur la couronne compacte (K).
2z . 1 B oqe
engendrée par K, avec une fonction de & L.,q4 (R?, w). Pour cela utilisons

T
les développements asymptotiques de J,(2) et J, (z + T) a lordre

Cz12), (2) = ( 2 ﬁ) COs Z +(2 &> sin z 4+ R; (2)
zq q

q=0 q=0 Z

1/2 4 N—1 = 5
c(e03) n(er ) =(E B (§ Honeom
1

g=0 27 g=1 29

1

(%05 Bos Yo 7 0), Ry(z) et Rz(z) sont holomorphes et 0 <—§> dans le
z

domaine |z| =M, |Im(z)| < C*, Re () = 0.

1
Alors il existe des polynomes en — de degré N — 1, Ty, Ty, S;, Sa,
z
Ss, Sy tels que

m \ /2 bl

Ticosz = S:22J5(2) + S2 <z + —4—) Jo (Z + I) + Rz (2)
T\ /2 T

Tesinz = S32172J4(2) + Ss (Z + —4—) Jo (Z + —4"> + R4 (2)

1
R;(z) et R4(z) étant holomorphes et 0 (—N> dans le méme domaine.
z



SOUS-ALGEBRE FERMEE DES. FONCTIONS RADIALES 103

T, et T, ont le méme terme constant 3, yo 7 0, donc il existe des poly-

1
nomes en — de degré N — 1 tels que

z
N=1 g4 N=1} o\ 1/2 n
COSZ=(Z—(I>ZV2Jo(z)+(Z ——q>(z+—) Jo<z+—>(7)A+
a=0 29 g=0 24 4 4
N=1 ¢ N=1g m\ /2 P
sin z = (Z —q>z’/2Jo(z)+<Z—q)<z+—> Jo<Z+—>+W(Z)
g=0 2¢ =0 27 4 4
m
1
ol V (z) et W (z) sont holomorphes et 0 (T) dans le méme domaine.
z

. s .z + P . .
Etudions l'intégrale f ® cos xpf(x) dx (la démonstration serait analo-
0

gue pour les autres). On peut Iécrire

M +
f cos xp f(x) dx +f cos xp f(x) dx.
0 M

La premiére intégrale est une fonction C=, donc coincide sur (K), avec
une fonction de & L,.qa (R?, w).

Pour la deuxi¢me intégrale utilisons le développement de cos xp
donné par (1) valable, si on suppose KC ]1, 4+ o« [, pour x > M.

a) Posons pour 0 < g N—1

+ f
g.(p) = f rJo(pr) ®
M

ra+1/2

et soit
0 pour o0sr<M
fo) = f@)
ey pour r=M
On a
+w 3
8q (p) =f rJo(pr) f(r) dr
0

et

(8):2 € F L (R?, ).



104 MICHEL GATESOUPE
Car

+ ~ + r1/2
f r|f(r)|w(r)dr =f lf(r)lw(r)dr
0 M r .

c [+=
[Tk jead<t

< 7
Soit maintenant
6 (p)

pq—1/2 :

0 ¢ (P) =

(0 ). appartient a F led (R?, w) ainsi que (8 ¢q 82 -

b) Considérons

o m\ V2 n
o= [ =T (er+ ) 50 (er+ 2)i0a

+ t1/2
hq(p)zf i)————Jo(pt)f<t————lt—>dt
M T \* 40
- <pt———
4

m

+ 1\1+4—p
hq () =f ——/ =ke (@ —1, ()
M M

l; (p) est une fonction C> donc (8 [,); appartient & & L,.q (Rs, v). Exa-
minons

f—

1 + ) f 4p>

ke () = f 123, (p ) —— = _ar.
M

pq—1/2

Posons f, (z) = holomorphe dans le complémentaire de 0. On a

pour t =M

n v m \" fo' @
—_ ) =Y 1 (— :
f"<t 49) &, )<4p> nt

Considérons

1 (@

n!

? + + =
kx4 () =j 1723, (0 dt =f sJo (ps) ¢ (s)ds
M 0
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avec
0 si 0<s<M

CP(S)=§ e s>M

n!s!/?

Pour montrer que (k, o) appartient & & L., (R? w) il suffit de
montrer que I'intégrale suivante est finie

+ % (n)
A,.,,,:f |S|Ml—w(s)ds
M

n!|s|/?

(;n)(s) 3

1 2w !
= ———f fq (s + €) e—"* da,
2 Jo

n!

donc

1 2w + -
An ¢ < — doc[f |t|1/2'fq(t+e‘°‘)‘w(t)dt]
M }

2 (Y 0
mais

[falt e | <~

————|f @+ &) |
M— 1) -

Montrons que

+ =
f ,t}l/z If @ + €9 | w (¢) dt
M

est majoré par une constante indépendante de «. F étant & support
compact on a

1 e
f@ = —f e"™ F (u) du.
271 J o

, ia
‘Posons 0 (1) = et | alors
b

1 +
fit+ e =—— f et 0y () F (1) du
2w J

f (¢ + €*) est transformée de Fourier de 8. (&) F (w). Soit ¢ (u) une fonc-
tion C= a support compact, égale & 1 sur le support de F (u), 0« (1) ¢ ()
fonction C= a support compact appartient 3 & L! (R, (1 + |x[)/2 w),
ainsi que 0. (1) F (), et
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+ <
T et e o 0= e @ F W)
< ||F @] [[ex @) @ @)

L’application o — 8« (1) ¢ () de [0,2 7] dans F L' (R, (1 + |x|'/? w)
est continue. En effet [0« (1) ¢ (4) — 6, (w) ¢ ()] tend vers zéro unifor-
mément en u, lorsque o tend vers oy, ainsi que toutes ses dérivées.
L’ensemble des 6a (1) ¢ (u) est compact, donc ||6s (1) ¢ (w)|| est borné
par une constante. Il suit que

C
T M —1)

", q

KN AN 1
L@ =4 (7)) Sk ®

(il est facile de le voir a 'aide de la majoration

(n) 2 ior
1" @) < 1 /‘ lf(t+e)|da
n! 2w Jy M —1)

Alors

+ x n B ( )
8 (p) kg (p) = 2 (— D (1) ——P——kn.q(p)

n=0 4 / p"+q'“l/2

est tel que (0 k), appartient a & L' (R?, w) car la série des normes dans

g 11 (Rz, (,0)
n=0 (TE )n (: 11( 0 (9) )
+ = 4 (M —_— l)q p" q—1/2 2

0 (p
converge. (La suite de fonctions e tend uniformément vers zéro
prreT

ainsi que toutes ses dérivées ce qui assure la convergence vers zéro dans
F L' (R% w)).
+ <

c¢) Pour achever de montrer que f cos x p f (x) dx coincide sur
M

(K,) avec une fonction de & L:an (R?, w), il suffit de remarquer que

+ o
V() =f V(px) () dx
M
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1
est une fonction (k 4 3) fois dérivable puisque V® (z) = 0 < e >
z

pour tout p > 0 assure la convergence des intégrales
+ o
f x| V® (px)| If (x)|dx
M

pour 0 < p<k + 3.

. 1
Alors (8 V), a une transformée de Fourier qui & l'infini est O < s )
Pt

avec r = (x%2 + y»1/2, donc sommable pour le poids o ( (x? + y?)1/2).
Ainsi (8 V), appartient 3 & L! (R?, w). Ceci achéve la démonstration.
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