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FAMILLES D'OPÉRATEURS ET FRONTIÈRE
EN THÉORIE DU POTENTIEL

Par Georges LION

Introduction.

Le présent travail a trouvé son point de départ dans un
mémoire fort important de G. A. Hunt, paru dans Illinois
Journal of Mathematics [20].

Cet auteur y établit, sous des hypothèses générales, l'exis-
tence de liens étroits entre, d'une part, la théorie des processus
de Markov, et d'autre part, la théorie du Potentiel, au point
où l'ont conduite les travaux de Henri Cartan, Brelot, Choquet
et Deny.

Au chapitre xv de son mémoire, Hunt associe un semi-groupe
fortement continu à tout noyau continu V tendant vers 0
à l'infini,

— vérifiant le principe complet du maximum,
— et tel que toute fonction continue, tendant vers 0 à

l'infini, soit limite uniforme d'une suite de V-potentiels.
L'intermédiaire essentiel de cette démonstration est la

construction d'une famille résolvante. Nous avons pensé que
cet intermédiaire pouvait mériter un sort plus autonome;
de plus, nous nous sommes efforcés d'étudier la situation en
l'absence de l'hypothèse de densité des V-potentiels.

Le résultat est un théorème d'existence et d'unicité de la
famille résolvante associée à tout noyau continu, tendant
vers 0 à l'infini, et vérifiant soit le principe de domination,
soit le principe complet du maximum.
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Dans l'étude des noyaux non bornés, nous avons repris
l'idée d'approximation de Hunt, mais nous n'avons pas eu
recours à la notion de changement de temps.

Réciproquement, nous avons caractérisé les familles résol-
vantes relativement aux deux principes cités ci-dessus.

Ayant déterminé ces familles résolvantes, il était naturel
de tenter de leur associer des semi-groupes. Il s'agit là d'un
problème très ardu en toute généralité.

Dans la lecture d'un article de D. Ray [30], nous avons puisé
l'idée d'une hypothèse de séparation moins restrictive que
l'hypothèse de densité de Hunt, et permettant d'associer
un semi-groupe à la famille résolvante (V^).

En vue d'appliquer les résultats de Ray, il faut passer de
l'espace localement compact de départ à son compactifié;
les théorèmes de prolongement correspondants font l'objet
du chapitre ni.

Ensuite, il nous a paru utile de simplifier la démonstration
de Ray, et cela nous a conduit à partir d'une hypothèse un
peu plus générale, énoncée grâce à la notion de fonction surmé-
diane. Cette hypothèse est suffisante pour retrouver les conclu-
sions du théorème de Ray, à savoir :

—l'existence de lim XV^rc), pour tout x et toute f continue;
\->»

— l'existence et la continuité à droite du semi-groupe.
Nous avons pu caractériser les cas où la fonction limite

est continue en rc. Enfin nous avons situé le problème qui nous
intéresse ici par rapport à la notion de mesures maximales
relatives à un cône de fonctions continues.

Des divers résultats qui précèdent nous avons déduit les
théorèmes de représentation d'un noyau continu par l'intégrale
d'un semi-groupe. Le cas des noyaux vérifiant le principe
complet du maximum et l'hypothèse de séparation citée
ci-dessus a fait l'objet d'une note ([26]). Outre ce cas, men-
tionnons :

— Les noyaux vérifiant le principe complet, sur un espace
discret;

— Les noyaux continus vérifiant le principe de domination
et l'hypothèse de densité de Hunt, sur un espace compact;

— Les noyaux strictement positifs vérifiant le principe de
domination sur un espace fini.
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Dans le chapitre vi, nous avons introduit des familles d'opé-
rateurs généralisant effectivement les familles résolvantes. A
leur sujet, nous avons obtenu des résultats similaires à ceux
du chapitre iv. Quant aux méthodes, elles sont différentes;
ici, rien ne correspond plus à la notion de fonctions surmédianes,
essentielle au chapitre iv; en outre, nous n'avons pas fait d'hy-
pothèse de séparation. Par contre, l'étude faite au chapitre iv
n'entre pas dans ce nouveau cadre; en effet, nous raisonnons
sur un espace métrisable, et nous utilisons le théorème de
représentation intégrale de Choquet.

Nous avons terminé par un exemple qui met en évidence
le caractère partiel des résultats obtenus ici. Partant d'un
semi-groupe et de la famille résolvante associée, nous montrons
que \'V^f{x) peut ne pas avoir de limite, lorsque X tend vers
l'infini. Ce fait prouve que la méthode présentée au chapitre iv
est loin d'épuiser toutes les possibilités de construction de
semi-groupes.

Il m'est agréable de conclure cette introduction en expri-
mant ma reconnaissance envers M. Choquet, qui a bien voulu
reconnaître à ce travail la qualité de thèse, et en présider le
jury. Je remercie également M. Deny, dont les encouragements
et les conseils n'ont jamais cessé de m'être utiles, M. Serre
qui s'est préoccupé du second sujet et P. A. Meyer qui a su
orienter mes recherches aux tournants décisifs.

« Après la rédaction de ce travail, nous avons eu connaissance du livre de
P. A. Meyer : Probabilités et Potentiels, Y figure une démonstration du théo-
rème de Ray identique à celle que nous avons donnée ci-dessus. Ajoutons
qu'une remarque simple de l'auteur permet de montrer l'équivalence de
l'hypothèse de Ray et de l'hypothèse notée présentement (H). »
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CHAPITRE PREMIER

PRINCIPES CLASSIQUES EN THÉORIE DU POTENTIEL

1. Notations.

Soit X un espace localement compact; soit K le compactifié
d'Alexandroff de X; soit co le point à l'infini.

Si X est compact, on désignera par K l'espace compact
obtenu par adjonction à X du point isolé co.

Notons (°K l'espace vectoriel des fonctions numériques réelles,
continues sur X, et à supports compacts.

Notons ÊQ l'espace vectoriel des fonctions numériques
réelles, continues sur X, et tendant vers 0 à l'infini.

Notons G l'espace vectoriel des fonctions numériques réelles,
continues sur X, et tendant vers une limite à l'infini.

L'espace 6 sera souvent identifié à l'espace des fonctions
numériques réelles continues sur K, en raison de l'isomor-
phisme canonique déterminé par l'injection de X dans K.

Les trois espaces (°K, 60, 6 sont normes par la norme de la
convergence uniforme sur X.

Enfin notons Ê^, Ê^", (0+, les cônes des fonctions positives (1)
de chacun des trois espaces (SK, (?o, 6.

2. Les noyaux.
DÉFINITION. — On appelle noyau continu sur X, toute appli-

cation linéaire V de (°K dans (°o, telle que V(Ê^) soit contenu dans (°o'.
Le noyau V est dit borné (2) s'il existe une constante M telle

l'inégalité : \\f\\ < 1, entraîne : \\'Vf\\ < M.

(1) Le terme positif est pris au sens large (positif ou nul).
(2) Deny emploie dans ce cas le qualificatif « uniforme » (voir [14]).
Par contre, on trouve « borné » dans un sens très différent, dans Choquet-Deny [7].
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Tout noyau borné peut être prolongé à l'espace 60 de la façon
suivante : soit f une fonction de 6^, et soit V/* l'enveloppe
supérieure des fonctions Vy, pour y appartenant à 6^ et majo-
rée par /*; ainsi définie, la fonction V/ appartient à fig", car Ê^
est dense dans (°o".

Si l'espace X est compact, tout noyau continu est borné.
On dit qu'un noyau est strictement positif, si pour tout x

de X, il existe dans (°K une fonction f telle que V/*(^) soit stric-
tement positif.

Exemples. — I. Prenons pour espace X l'espace euclidien
R" (n >> 2) ; et posons :

VA^f . ^ -^ (^<°,).
JR" p — 2/1

Le noyau V n'est pas borné.
II. Soit p. une mesure positive à support compact dont

le potentiel newtonien U^ est continu.
Posons : vfw= .-c-i.-̂ -̂ '
Si /'appartient à (0+, la fonction V/*est à priori semi-continue

intérieurement; si k désigne la borne supérieure de f sur le
support de (JL, la fonction V(/c — f) est de même semi-continue
intérieurement ; or nous avons :

Vf=kV^ - V(/c - f).

Ainsi la fonction V/* est continue sur R71, et le noyau V est
borné.

III. Si X est un espace fini, tout noyau peut être représenté
par une matrice carrée à coefficients positifs et réciproquement
(voir Choquet-Deny [8]).

3. Énoncé des principes.
a) Principe complet du maximum.
Pour tous a ̂  0, f et g e ôg", l'inégalité :

V/"(aO<V^r)+a,

a lieu partout sur X pourvu qu'elle ait lieu sur le support de /*.
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b) Principe du maximum positif faible.
Si, pour /* appartenant à ÊK? la fonction V/* n'est pas négative,

elle atteint son maximum (strictement positif) en au moins
un point de X où f est positive.

c) Principe fort du maximum.
Pour toute fonction f de (°K, l'inégalité : ̂ f(x) < 1, a lieu

partout sur X pourvu qu'elle ait lieu sur le support de /.
d) Principe classique du maximum.
Pour toute fonction f de (5s:, l'inégalité : V/' (x) < 1, a lieu

partout sur X pourvu qu'elle ait lieu sur le support de /*.
e) Principe de domination.
Pour toutes f et g dans 6^, l'inégalité: ^f{x) < Vg(;z;), a

lieu partout sur X pourvu qu'elle ait lieu sur le support de f.
Les noyaux définis dans les exemples 1 et II, vérifient le

principe a) (voir Cartan-Deny [4], et Brelot [3]).

4. Équivalence des principes.

THÉORÈME. — Les principes a) et &), sont équivalents.
Hunt a remarqué l'implication : a) entraîne &).
Démontrons par l'absurde la réciproque.
Supposons qu'il existe une constante a positive, et deux

fonctions f et g de C^ telles que l'on ait : 'Vf(x) < Vg(^) + a,
pour tout x du support de /*.

Supposons d'autre part, qu'il existe un point XQ, hors du
support de f, vérifiant l'inégalité : V/^o) > Vg(n;o) + a.

Posons :
b = V/^o) — Vg(;ro); et soit c = b — a.

Soit U =\x^ X; ̂ f{x) - \g{x) > b - - c ? - Cet ensemble U
v . . - )

est ouvert, disjoint du support de /, et contient XQ.
Il existe dans C^ une fonction 9, égale à 1 en tout point de U.

Si la fonction Vç est identiquement nulle, posons k = 1,
sinon, posons : k = sup \(p(x).

œex

La fonction ^ = f — g — ^ _ ( p , contredit le principe b) $
en effet, pour x ^ U, on a :

V^)<&-^- et V^o) > &---J-.
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Ainsi, la fonction V^ a un maximum strictement positif,
qu'elle ne peut atteindre que dans U où la fonction d/ n'est
jamais positive.

Remarque. — On connaît les implications : a) entraîne c)
et <?); et c) entraîne d) (voir Deny [16]). Tenant compte du
théorème qui précède, on en conclut : b) entraîne c).

Lorsque X est un espace discret, nous allons démontrer la
réciproque : c) entraîne &).

Supposons qu'il existe une fonction / de (°K, telle que soient
disjoints les ensembles A et B définis ainsi :

A= ^eX; /N>0j,

B= | ^eX ;V^ )=&>Oj ,

(où b est le maximum de V/').
Soit y la fonction caractéristique de l'ensemble compact B.
Posons : f^ == sup (— /, 0), et g = f -\- f~^', la fonction g

est nulle sur B; en vertu du principe d), qui découle de c),
on a :

c == sup V/*~9(^) ==== sup V/'"~<p(:c),
a?6X a;€B

et b + c == sup Vg(rc) == sup Vg{x).
a?€X a;€B

Or, pour tout élément y du support de g, on a :

Vg(y) = V^y) + V^y(y) < b + c.

La fonction g contredit donc le principe c) ; cette contradic-
tion signifie que l'hypothèse de départ est impossible, et le
principe b) est vérifié par le noyau V.

Dans ce même ordre d'idées, Kishi a démontré complète-
ment les équivalences : a) -<r=> c) ^> d) et e), sous les hypo-
thèses suivantes : le noyau V est un noyau-fonction, stricte-
ment positif, et régulier (voir à ce sujet Kishi [2l], ou
Durier [18]).

5. Prolongement des principes.

Soit f une fonction de 6^; posons, lorsque cette expres-
sion est finie :

V/^) == sup Vy(rr), (rreX).
W
fe(°i
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Les fonctions f pour lesquelles ^f(x) définit sur X une
fonction continue, engendrent dans 69 un sous-espace vectoriel
noté ®(V). La fonction V/ peut ne pas appartenir à GQ. Lorsque
le noyau V est borné, le sous-espace 3)(V) est égal à 60.

Nous allons étudier deux cas où un principe, valable pour
des fonctions de 6^, vaut encore pour des fonctions de ©(V)4"

a) Principe de domination pour un noyau strictement positif.
Supposons l'inégalité : V/*(a;) < Vg(a?), vérifiée pour tout x

du support de f(f et g appartenant à ©(V)-^).
Soit 9 dans 6^, majorée par /*; pour tout x du support de y,

on a: Vy(a;) < Vg(a;); d'autre part, il existe dans Q^ une
fonction h telle que VA(rc) majore 1, pour tout x du support
de y.

La fonction g est limite d'une suite croissante de fonctions
gn de 6^$ ainsi Vg est limite de la suite croissante Vg^; sur le
support de y, la convergence est uniforme.

Soit £ > 0, pour n assez grand on a donc :

Vg(a;) ̂  Vg^(^) + s (;r appartenant au support de y),

d'où:

Vy(;r) ̂  Vg^(^) + £ VA(rc) (a; appartenant au support de y).

En vertu du principe de domination, cette inégalité a lieu
partout sur X ; en passant à la limite successivement sur n,
£ et y, on en conclut l'inégalité demandée : V/'^ Vg.

b) Principe complet du maximum;
Reprenons les mêmes notations et soit a une constante

positive; si l'inégalité : 'Vf(x) < ̂ g(x) + a, a lieu pour tout x
du support de f l'inégalité : Vy(aQ < ^gn{x) + a + e, a lieu
pour tout x du support de y ; cette inégalité a donc lieu partout
sur X. On conclut de même : Vjf <; Vg + a.



CHAPITRE II

FAMILLES RÉSOLVANTES

1. Notations.

Soit une famille d'opérateurs linéaires continus de 60 dans
lui-même, notés V^, définis pour X > 0, ou pour \ ;> 0, selon
les cas.

Nous dirons que (V^) est une famille résolvante si l'on a pour
tous À et (A, l'égalité :

^ _ ^v,V^ = Vx - V,.

En conséquence, les opérateurs V\ sont permutables ; l'image
et le noyau de ces opérateurs ne dépendent pas de X.

La famille résolvante (V^) est dite positive, si pour tout X,
l'opérateur V\ est positif (c'est-à-dire que V^((?o-) est contenu
dans 60")-

La famille résolvante (V;,) est sous-markovienne^ si pour
tout X, on a : X||V>J| <; 1, (il s'agit là de la norme de l'opérateur
V\, dans l'espace de Banach Ï(6o))-

PROPOSITION. — L9 application : X-> V^, de R^ dans Ï(6o)
e^ analytique.

En effet, de l'équation résolvante, on déduit, pour tout
entier n :

^ _ ^VxVp. = (pi - ̂ V^ + (;Ji - ̂ V^1.
Fixons pi, et prenons X dans l'intervalle défini par l'inégalité :

. . 1 .1^ - N <11^
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par addition membres à membres des égalités précédentes,
nous obtenons :

vx - i (^ - îw+i.
7Ï==0

Nous avons ainsi le développement en série de V^.

2. Famille résolvante associée à un noyau borné.

THÉORÈME I. — a) Soit un noyau continu V, borné, stricte-
ment positif et vérifiant le principe de domination', alors il
existe une famille résolvante (V)J, et une seule, telle que Von ait:
V = Vo$ de plus, une telle famille est positive.

b) Soit un noyau continu V, borné, et vérifiant le principe
complet du maximum', alors il existe une famille résolvante
(V\), et une seule, telle que Von ait: V === Vo; de plus, une telle
famille est positive et sous-markovienne.

1
Démonstration. — Pour X < ipv,,' la série ^ (— X^V71"1'1

IJ ' I I ^ ^ n=o
définit un opérateur V\ qui vérifie la condition :

V - V, = XVV, = XV^V (1).

Il existe un prolongement analytique maximal de cette
fonction V\ : notons encore V\ ce prolongement, et soit [0, k[
son intervalle de définition; dans cet intervalle la condition (1)
reste vérifiée.

Prenons X et (JL dans l'intervalle [0, k[ ', on a alors :

V,(I - XVx) = (I - pLV,) V(I - XVx) = (I - (xV,) V,.

De cette égalité, on déduit l'équation résolvante.
Montrons à présent que les opérateurs Y), sont positifs.
Soit f une fonction de QQ', et soit V}/ == h^ — h~, de l'égalité

XW^-Vy-Vx/-,
on déduit l'inégalité :

Vf{x) > \Vh+{x) - \^h-{x),

pour tout x du support de h^.
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En vertu du chapitre i, § 5, et dans chacun des cas présents,
la même inégalité a lieu sur tout l'espace X. Donc V\/* appar-
tient à e^.

De ce fait, on déduit l'inégalité : ||V^|| ̂  ||V||, pour tout
x e [o, /<.

Supposons que k soit un nombre fini, et prenons

^>k - \\\n\9

la série ^ (pi — X^V^1 converge vers V\, pour X <; k (en
n==o

vertu de la proposition préliminaire) ; d'autre part, cette série

prolonge la définition de V\, à l'intervalle 10, [JL + .-_,| ;
ainsi k n'est pas fini. L I I II1-

L'unicité de la famille résolvante se déduit aussitôt de la
proposition préliminaire.

Il nous reste à prouver l'inégalité : X||V\[| <, 1, dans le cas 6).
Soit f une fonction de &^ inférieure à 1 ; soit a le maximum

de V^jf; il existe dans X un élément XQ tel que l'on ait :

et:
V^o)=a,

f{x,) - XV,/^o) > 0

(en vertu du principe du maximum positif faible appliqué à
V^V^-ÀV^)).

Nous trouvons l'inégalité cherchée : Xa <; f{^o) ̂  1-

Remarque. — Si l'espace X est compact, le théorème 1 a)
subsiste sans la restriction : « V est strictement positif ».

Cette restriction entraîne l'existence de deux constantes a
et fc, telles que l'on ait :

0 < a < V(l) < 6,
d'où l'on déduit :

XV,(a)<XVxV(l)<V(l)<fc;
ainsi on a :

WIK-
(̂Ju
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Dans [20], Hunt démontre la partie b} du théorème I, sous
l'hypothèse supplémentaire : « L'espace V(CK.) est partout
dense dans Co ))-

3. Famille résolvante associée à un noyau non borné.

THÉORÈME II. — Soit X un espace localement compact,
dénombrable à Vinfini, et V un noyau continu sur X, vérifiant
le principe complet du maximum', alors il existe une famille
résolvante (V\), et une seule, telle que Von ait:

Vf - Vx/" = VxV/- = VV,/-, (/-e ̂ , X > 0).
De plus, la famille (V\) est positive et sous-markovienne ;

6(, quand X (enrf (^r^ 0, Y)/ (eTZ^ ^er^ V/*, uniformément sur X.
Pour démontrer ce théorème, nous allons procéder par

étapes.
1) Construisons une suite de noyaux bornés V^, tendant

en croissant vers V. Soit (KJ une suite de compacts de X,
vérifiant les conditions :

K.cK^i et X==(JK,.
n

Pour tout entier n, il existe une application continue <p^
de X dans [0, l], égale à 1 sur K^, nulle hors de K^+i; pour
toute f de (SK, posons : ¥„(/') = V(y^).

Cette formule définit un noyau continu V^, vérifiant le
principe complet du maximum et borné; dès que K^ contient
le support de f, on a : ¥„/' = V/*.

2) Associons à chaque noyau V^, la famille résolvante (Vj^),
dont l'existence est assurée par le théorème I.

Soit f une fonction de (°^, et S^ le support (compact) de f.
Choisissons m assez grand pour que K^ contienne Sy.

On a alors :
vy = v,y - vy + xv^y = vy + xv.vy.

Pour n ̂  m, posons : /^ == V^/', et /^ === V^f; de la formule
précédente, nous déduisons :

h, + XV(îA) = ̂  + XV(9A.).
Soit A == Inf (A», A^), g, = A» — A, et : g,, = h^ — h.
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Retranchons la fonction h 4- XVç^A, nous obtenons l'égalité :
9

gn 4- ^V(yA —— VfJl) == g» + ̂ (gmfm),

qui entraîne, l'inégalité :

^Vy^,^) < XV(çA - î,̂ ),

valable pour tout x du support de g^; cette inégalité a lieu
partout sur X en vertu du principe de domination ; ainsi on a :
gm > gn» et h^ > h^

En résumé, dès que K^ contient le support de /*, la suite des
fonctions Vy est décroissante ; elle tend donc vers une limite
que nous noterons V /̂*.

3) Montrons que la convergence est uniforme sur X.
Soit g == V/* == V^/* + XV^V/*; pour n assez grand, la suite

des fonctions V^g est croissante.
Soit £ > 0 ; il existe un compact K, hors duquel g(x) est

majoré par £; si u est une application continue de X dans
[0, l], à support compact, égale à 1 sur K, la fonction g — gu
est majorée par £ sur X.

Prenons K^ contenant les supports de u et de /, et m ̂  n;
on a :

v^) < vr(^) < ̂ g < ̂ g < v^) + y
d'où l'on déduit :

0<V^-V^<^,

donc :
V^-V^<£, (f^Gî).

La convergence uniforme de V^/* vers V^/* est ainsi vérifiée
pour toute fonction de (Sç, car ÊR y est dense et on a :

- wi<i.
Les opérateurs V\, limites fortes de V^, constituent une

famille résolvante sous-markovienne, positive.
De l'égalité : V/* == V^/* + XV^V/; on déduit, par passage à la

limite sur n\
v/*=v^+xv,v/1 (/•ee^).
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Prenons de nouveau f dans (°^ ; de l'inégalité : Y)/ <; V/',
on déduit : lim XV\/'== 0, uniformément sur X; si g appartient

x^o
à (3o, il en est de même de ^V^g, donc V\/*tend vers V/* quand X
tend vers 0, uniformément sur X.

Démontrons l'égalité :

V^f=Wf (/^ÊK).

Soit h une fonction de 6^, majorée par V\/*; dès que K^
contient les supports de f et de A, on a l'inégalité :

qui entraîne :
h < înV^

v/^v^/^v^Y.
En passant à la limite sur n, puis sur A, on démontre l'iné-

galité :
vv,/'<v>vy.

D'autre part, on a, pour tout pi > 0 : VV^/* > V^V\/'= V^V^/*;
faisons tendre (JL vers 0, il vient :

vv,/>v,v/-.
Ainsi est démontrée l'égalité :

xvv,/- = xv.v/- = vy - v,/-, (/•e ̂ ).
4) II reste à démontrer l'unicité de la famille résolvante.
Supposons qu'il existe deux telles familles (V^) et (W^),

vérifiant la condition :

V^+XVV^=Wx/'+XVW^F, (/•e^,À>0).

Posons :
gi=^f- Inf (V,A W,/*),
ft=W,/'- Inf (¥,/•, W)/).

Ainsi, on a : gi + ^Vgi == gg + ^Vgg; pour tout rc du support
de gi, a lieu l'inégalité: Vgi(.r) ̂  Vgg^), cette inégalité a
donc lieu partout sur X, ce qui entraîne : gi ,> gg ; on démon-
trerait de même l'inégalité inverse, d'où l'on déduit finalement :

Vxf^Wx/*.
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Remarques, — 1) A l'exception de la partie 3), les mêmes
raisonnements s'appliquent à tout noyau continu, strictement
positif, et vérifiant le principe de domination.

2) Hunt a démontré le présent théorème en usant d'une
méthode probabiliste, et sous l'hypothèse supplémentaire
citée à la fin du § 2.

4. Étude des réciproques.

THÉORÈME III. — a) Soit (V\)\^,Q une famille résolvante
d9 opérateurs strictement positifs, définis sur 60'? alors tout
opérateur V\ vérifie le principe de domination.

b) Soit (V\)^>o une famille résolvante ^opérateurs positifs
et sous-markovienne ; alors tout opérateur V\ vérifie le principe
complet du maximum.

Remarque. — Dans la partie a) il suffit que l'un des opérateurs
V\ soit strictement positif, pour que tous les autres le soient.

Introduisons de nouvelles notations. Pour pi > X, désigne
par ê^ l'ensemble des fonctions de 6j", vérifiant la condition:

(^-W^A
On vérifie aussitôt que ê^ est un cône convexe, semi-

réticulé intérieurement; si f appartient à (°o", V\/' appartient
à % en vertu de l'équation résolvante:

(^ ~ ̂ )V,V;/ = Vx/1 - V,/1 < V^

Posons T^==== V\f+——T-» si f appartient à &^y alors
(x — À

T^/* appartient à ê^. En effet, on a la formule :

((x - X)V,T\Y== V,/ - V^+ V= V^< T\Y.

Réciproquement, pour toute fonction u de ê^, il existe une
fonction f dans ÊQ", telle que l'on ait : u == T^/*; on calcule f
ainsi :

/*=((.— X)(T^ - V^) = ((x - X)(u - ((x - X)V,u),

et cette formule détermine bien une fonction positive.
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Démontrons un lemme préliminaire :

LEMME I. — Soient fe (°^ et u e = Ê ^ ; si l'inégalité:

T?/N < u{x),

a lieu pour tout x du support de /, alors elle a lieu sur tout X.
Posons v == Inf (T^/*, u), et soit g une fonction de (3^ telle

que l'on ait : v = T^g; on a donc :

Vxg = (^ - X)V,T^ < ((. - X)V,T^= V,/;
c'est-à-dire :

^-^<^f-^
Par hypothèse on a, pour tout x du support de /", l'égalité :

^A^) = ̂ ) == ̂ gWf et ceci entraîne g{x)^f(x)\ cette
inégalité a donc lieu partout sur X, et ainsi on a :

T^g > m
c'est-à-dire : T^/* = T^g = ^, d'où découle aussitôt la conclu-
sion du lemme.

Nous pouvons démontrer la partie a) du théorème : suppo-
sons l'inégalité : VV(rc) < "V\g{x), vérifiée pour tout x du sup-
port de fÇk > 0, f et ge 6^).

Pour tout tel rc, on a donc :

T?/N < V,g^) + -^-. .
[̂  — À

L'opérateur V^ étant strictement positif, il existe dans Cg"
une fonction A donnant lieu, pour tout x du support de /,
à l'inégalité: f(x) < V^).

Ainsi, l'inégalité: T^< V^g +—2—. a lieu sur tout X.(x — À
En faisant tendre p. vers l'infini, nous obtenons l'inégalité

demandée : V\/* ̂  V^g.
Lorsque la famille est sous-markovienne on a le résultat

suivant :

LEMME II. — Si les fonctions u et v appartiennent à %
alors la fonction Inf {u, v + 1) appartient aussi à ê^.
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Soit h^ une suite croissante de fonctions de (°ç~, tendant vers 1.
Posons Wn = 1̂  (u? v + ^n) ; quand n tend vers l'infini,

w^ tend vers w == Inf (u, ^ + l) î e^ l81 convergence est uni-
forme sur tout compact, donc aussi sur X, car w appartient
à 60-.

Or on a :

(^ - ̂ v^, < (pi - x)V + ̂  - WA. < ̂  + l,
donc, à la limite :

^ - ̂ )V^ < ^ + 1.
D'autre part on sait :

((A — X)V^ < ((A — X)V^u < u;

ainsi w appartient à ê^.
Démontrons l'assertion &) du théorème.
L'inégalité : V^) < V^g(rr) + a, (/>, ge=e^a>0) , ayant

lieu sur le support de /*, entraîne pour un tel x :

/c
^fW < Vxg(^) + ̂  + JAÏL < V,g(^) + a +pi - Â ^ À6V / ' ' p. -X 7

où À* est la borne supérieure de f sur X.
En vertu du lemme II la fonction

Inf ('IV, V,g + a + ̂ )

appartient à ê^; donc on a d'après le lemme I:

^I\7•<V,g+a+-- /—-p. — A
qui conduit de même à :

V)/<Vxg+a.

Remarque. — Supposons la famille (V\) sous-markovienne ;
supposons de plus que, pour toute fonction f de (°K, ^f\f tende
vers une fonction V/, uniformément sur X, quand X tend vers 0.
L'application f —^ V/* définit alors un noyau continu vérifiant
le principe complet du maximum, mais non borné en général.



CHAPITRE III

PROLONGEMENT AU COMPACTIFIÉ

1. Position du problème.

Partant d'un noyau continu, défini sur (°K ou sur (°o? et

vérifiant le principe complet du maximum, nous sommes
arrivés à une famille résolvante (V\) sous-markovienne, définie
sur QQ-, dans le but d'appliquer à cette famille résolvante les
résultats de Ray [30] et de Choquet [5], nous devons nous
placer sur un espace compact; c'est-à-dire étendre de GQ à
(°, l'espace de définition des opérateurs V\.

D'autre part l'image V\(Ê) devra contenir les fonctions
constantes; nous cherchons donc à prolonger l'opérateur V\

4
de façon que l'on ait : V\(l) = —

À
Nous verrons qu'un tel prolongement est possible et qu'il

est unique.

Remarque. — Si l'espace X est compact, il y a lieu de lui
adjoindre un point isolé, qui jouera un rôle analogue au point
à l'infini d'un espace localement compact non compact.

2. Prolongement d'une famille résolvante sous-markovienne.

PROPOSITION. — Soit (V\)^>o? une famille résolvante, positive,
sous-markovienne, définie sur (°o pour X > 0.

Si on a, de plus, pour tout \ > 0 :

l|Vx|| <k+\'
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alors il existe une famille résolvante (W^>o? positive, sous-
markovienne, définie sur G pour X > 0, et telle que :

Pour toute fonction f de 60, on ait: W^/^V^/, etw^= m-
De plus une telle famille est unique.
Démonstration. — a) Soit g une fonction de 6, et

f= ë — g(^)-
Ainsi f appartient à 60 et l'on a nécessairement :

W,g(^) = W, f{x) + W,[g(co)] = V, /^) + ̂ ^ (o;e X),
et

W^)=^.

Ces inégalités suffisent à déterminer W^g.
b) Vérifions l'équation résolvante à propos de (W)J :

((, - x)w,w,g = (pi - À)W(, [v,y + ^ ]̂
=(.-^V^+(,-.)^^^

-v^-v^+^-^^w^-w^
L'opérateur W^ est positif :
Soit g une fonction de (0+ ; on a :

f= g — g^) > — g(^),
d'où :

W^= V^> ̂ ^ et W,g = ¥,/•+ ̂  > 0.

Et rinégalité: | |W),| | < , 1 — , entraîne que la famille (W^)
est sous-markovienne. '"

3. Prolongement d'un noyau continu à l'espace K.

Soit V un noyau continu borné, défini sur X et vérifiant le
principe complet du maximum.
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DÉFINITION. — On dit que Von prolonge le noyau V en
4

posant W(l) = —» si l'opérateur W, défini sur (° par la
formule :

Wg = V(g - g(œ)) + ̂

e^t un noyau continu vérifiant le principe complet du maximum.

Remarque. — Pour que ce prolongement ait lieu, il faut que
ila norme de V dans Ï((°o) solt majorée par —
n*

Cette condition n'est pas suffisante, comme le prouve
l'exemple suivant :

Soit X l'ensemble des deux éléments x^ et rcg.
Soit V le noyau représenté par la matrice:

( i oyu i/
Ce noyau V vérifie le principe b) du chapitre i, donc le

principe complet.
Soit W un prolongement de V, représenté par la matrice :

i 0^ - i \

1 1 -^-2 , (O<t<^-).

,° ° 7 /
Soit

1 1
g^l) ==-^—1, g(^)=—y, g((o) == — 1 ;

Calculons Wg :

Wg(^)==0, Wg(^)=^ Wg((o)=-^-.

Ainsi, quel que soit le nombre /c, le noyau W ne vérifie pas le
principe complet du maximum.
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Démontrons trois lemmes :

LEMME I. — Si Von peut prolonger le noyau V en posant
! . .W(l) = ——') alors il existe une famille résolvante (T^)^>o,
k

positive, sous-markovienne, définie sur 60 pour À > 0 et telle
que Von ait: V == T\.

Le noyau W vérifie le principe complet du maximum, il
existe donc une famille résolvante (W^) d'opérateurs de 6,
définis pour \ > 0 et tels que l'on ait Wo == W. (Au chapitre II
le résultat a été démontré pour (°o)-

On peut donc écrire la formule :

w^ - w = - xw^w = - xww^, (x > G).
1D'autre part, l'inégalité: ||W|]^-y-? permet de définir

l'opérateur U» somme de la série

S (k - (^W^S (0 < pi < k).
n=o

L'opérateur U« est évidemment positif sur (°; de plus on a :

(/c - (JL)WU^ = (k - ̂  U^W = U^ - W, (0 < (JL < /c).

Prolongeons la famille IL en posant :

Up.=W^, ((x>/c).

La famille (Um)«>o es^ positive ; pour tout (A > 0 on a l'éga-
lité :

(/c - (x)U(,W = (/c - (A)WU(, = Vy. - W,
d'où l'on déduit :

U^(I + (/c - X)U^) = (I + (/c - ^)U^)W(I + (^ - À)Ux)
= (I + (/c - y.)V^,

c'est-à-dire :
U, - U, = {\ - (x)U(JJ,.

Il s'agit donc d'une famille résolvante.
Pour (x ̂  /c, on a

U m - y ^ - ̂ " - ±-tiw ~ S. k^ - (x '
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par prolongement analytique, cette égalité a lieu pour tout
^•>/c.

La famille (U^)^>o es^ donc sous-markovienne et U^ = W.
Prenant la restriction T^. de U^. à Cç, oi1 obtient la famille

cherchée.

LEMME II. — Soit (V\)\^o une famille résolvante, ^positive,
définie sur (°o; ^il existe une famille (T^)y.>o résolvante, positive,
sous-markovienne et telle que Von ait, pour tout \ > 0, V\ = T/^.

^
Alors la norme [|V^[| est majorée par ,———

k + A
Ce lemme est évident car la famille (TJ est sous-marko-

vienne.

LEMME III. — Soit (V\) une famille résolvante, positive,
définie sur 60 pour \ ̂  0 et telle que Von ait, pour tout X ;> 0,

11^11 <^T (Â>>0);

Alors tout opérateur W\ rfe (a famille prolongée à 6 vérifie le
principe complet du maximum sur K.

Le prolongement (W^)^o existe en vertu du théorème 1
du présent chapitre ; de plus, pour tout X > 0, le noyau défini
par W^ vérifie le principe complet du maximum (chapitre n,
théorème III).

Il reste donc à vérifier ce principe pour le noyau W == Wo.
Soient a ̂  0, f et g dans (°+, tels que l'inégalité :

W/^) < Wg(^) + a,

soit vérifiée pour tout élément x du support de /*.
Lorsque X tend vers 0, W^/* tend vers W/* uniformément sur

K, et de même W^g tend vers Wg.
Soit £ > 0; pour X assez petit, l'inégalité :

Wx/'(^)<Wxg^)+a+£,

est vérifiée sur le support de /*.
Par application du principe complet, on obtient :

Wxf<W^+a+£,
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d'où, par convergence uniforme :

W<Wg+a+e.

Cette inégalité ayant lieu pour tout e > 0, on en conclut :

W/-<Wg+a.

THÉORÈME II. — Soit V un noyau continu sur X, vérifiant
le principe complet du maximum; soit (V^>o la famille résol-
vante associée à V. Les trois nombres suivants sont égaux:

'"^.(i-r^-')
I b == sup k > 0; on prolonge V en posant W(l) = -U

c == sup k > 0 ; i7 existe une famille résolvante sous-marko-
vienne (T^XX) telle que V?,=T^j.

Démonstration. — Quatre cas sont possibles à priori :
1) b ̂  0; on a alors : b < c (lemme I) ;
2) c ̂  0; on a alors : c < a (lemme II);
3) a ^= 0; on a alors : a < & (lemme III) ;
4) a = b = c = 0.

Ces quatre cas conduisent à l'égalité a = b = c.

Exemples. — I. Au noyau cité plus haut on associe la famille
résolvante définie ainsi :

0
v^- 1^ _j_ ' (X>0).

\ (1+X)2 1 + X /
On peut calculer :

n-iT ii 2 4" ^ 1 1
I|V.||= .̂, .t l^-^^-

Ainsi, on retrouve le fait que V n'est pas prolongeable.
(Pour : 0 > X > — 1, les opérateurs V^ sont positifs, mais

ils ne vérifient pas le principe complet du maximum).
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II. Construisons un exemple où l'on ait :
1 ^a^O.

Il suffit de considérer :

v /2 0\ „ , 1 1^(i 2} dou î ry
et

01+2XV^= 1 2
\ (1+2X)2 1+2À

ce qui donne :
1 ^ À + l ^

||Vx|| 4 À + 3
d'où l'on déduit :

- 1 -^-L"-T^IIVII



CHAPITRE IV

FONCTIONS SURMÉDIANES

1. Introduction.

Dans ce chapitre K désigne un espace compact et & désigne
l'espace vectoriel des fonctions numériques continues sur K.

Soit (V^) une famille résolvante, positive, définie sur 6
pour X > 0, on suppose de plus l'égalité: XV^(l) ==1.

Ray s'est préoccupé de savoir sous quelles hypothèses on
peut conclure que chaque opérateur V^ est l'intégrale d'un
semi-groupe sous-markovien (voir [30]). Le théorème de
Hille-Yosida (voir chapitre v) permet de ramener cette ques-
tion à la suivante :

Lorsque la fonction f appartient à 6, la fonction \V\f(x)
a-t-elle une limite quand X tend vers l'infini?

Ray a répondu positivement sous la condition suivante :
les fonctions 1-surmédianes (3) séparent les points de K.
Notons f la limite (simple) de XV}/; Ray a montré que pour
tout x d'un ensemble A et pour toute f de G on a : f{x) = f(x).

Il a ensuite étudié le semi-groupe associé à (V\) et les proces-
sus de Markov qui s'en déduisent.

Notre propos est d'étendre les premiers résultats de Ray
au cas où c'est le cône de toutes les fonctions surmédianes
qui sépare les points de K; les méthodes s'en trouveront
d'autant simplifiées; puis nous ferons le lien du problème
étudié ici avec les travaux de Bauer sur la frontière de Choquet,
et aussi avec la notion de mesures maximales; enfin, nous

(3) C'est-à-dire les fonctions de (3+ vérifiant pour tout X > 0 l'inégalité :

^+if^f'
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donnerons une condition nécessaire et suffisante pour que la
fonction f soit continue sur K, et un exemple où ceci n'a pas
lieu.

2. Résultats préliminaires.

DÉFINITION. — On dit qu'une fonction f de G^ est\-surmédiane
si, pour tout pi > X, on a l'inégalité: (pi — ^)Vu/<î /*.

L'ensemble ê\ des fonctions X-surmédianes est un cône
convexe, semi-réticulé intérieurement.

Toute constante positive appartient à 8^.
Si la fonction g appartient à Ê4', en vertu de l'équation résol-

vante la fonction V\g appartient à ê),.

LEMME I. — Si la fonction f est \'sur médiane y alors V inégalité:
(x' > pi, entraîne (pi' - X)V^> (pi - X)V^.

En effet on peut écrire :

(t^' - ̂ )W- (^ - x)v= (^ - x)(v^- V,/1) + ((x'^ ^)v,/1
-(^'-^W-^'-x^v^]
-v^'-^y-^-x^f)],

et cette dernière fonction est bien positive.
Soit x un élément de K, et f une fonction X-surmédiane;

puisque (pi — X)Vp/(.r) croît avec pi, cette quantité tend vers
une limite lorsque pi tend vers l'infini. Soit f[x) cette limite.
Nous savons d'autre part :

W=(pi-X)V+XV,/;
et

IW||<M
Donc nous avons :

f{x)=ïimy.\y.f(x), (a;eK;/-eg,).
IJL-X»PL-^OO

LEMME II. — L'inégalité: X'^ X entraîne l'inclusion:
g^=)ê^.

En effet soit f appartenant à ê\', nous avons, pour pi > X' :

^ -^f= ̂  - W+ (x - ̂ ')V< (p1 - W< f9
Donc la fonction f appartient à ê\,.
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La réunion ê des cônes ê\ est un cône convexe, semi-réticulé
intérieurement. Nous dirons dorénavant qu'une fonction de G
est surmédiane si elle appartient au cône ê.

Démontrons un résultat général sur les familles résolvantes.
Notons H l'adhérence de l'espace vectoriel V\(6) dans 6.

PROPOSITION. — Pour que Von ait, pour tout x de K, V égalité :
lim \N^f{x) = f{x), (1)
\->w

il faut et il suffit que f appartienne à H.
Et alors la convergence est uniforme sur K.
1) Démontrons que la condition est nécessaire; l'espace H

est l'intersection des hyperplans fermés le contenant. Soit
donc L une forme linéaire continue sur 6 et nulle sur H;
on peut écrire : L == L4" — L~, où L4" et L~ définissent deux
mesures positives sur K.

Si la fonction continue /"vérifie la condition (1), on a en vertu
du théorème de Lebesgue :

L+{f) == lim L+(XV^) et L-{f) = lim L-(XV^).
x->°° \•>w

Ayant, pour tout X, l'égalité : L(XV^/*) === 0, on en déduit :
L(/*) ==== 0, et f appartient à H.

2) Réciproquement, supposons qu'il existe une fonction g
de 6 telle que l'on ait f == V^g.

Alors l'équation résolvante :

XVxV,g == V^g + ^VxV,g - V,g,

entraîne la convergence, uniforme sur K, de XV\/* vers /*.
En vertu de l'égalité : XVx(l) == 1, on a le même résultat

pour toute fonction f de H.
Nous ferons l'hypothèse suivante :
(H) : Uensemble des fonctions surmédianes sépare les points

de K.

THÉORÈME I. — Lorsque f appartient à 6, et x à K, \N\ f{x)
tend vers une limite f{x), quand X tend vers Vin fini.

En effet, la propriété a lieu pour toute fonction f surmédiane;
elle a donc aussi lieu pour toute fonction appartenant à l'espace
vectoriel D engendré par ê.
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Or cet espace D contient les constantes, sépare les points
de K, est réticulé. D'après le théorème de Stone-Weierstrass,
cet espace vectoriel D est partout dense dans (°.

Soit donc f une fonction de 6, et (/'J une suite de fonctions
de D tendant vers f uniformément sur K. Nous avons :

XVx f{x) - V^ f{x) = XW - fn){x) - V^{f - f^{x)
+ (XVx - ̂ )fn{x).

Les deux premiers termes sont majorés en valeur absolue
Par |1^-/nU.

Ainsi la convergence est démontrée.
Remarque. — Pour toute fonction f de ê, on a l'inégalité :

f<f-
L'égalité /^==V^g, entraîne: f=f (et la convergence est

uniforme).
L'inégalité : f ;> 0, entraîne : f ̂  0.

3. Frontière de l'espace K.

Soit F l'ensemble des fonctions f de G vérifiant l'inégalité :
f ̂  f. L'ensemble F est un cône convexe, semi-réticulé inté-
rieurement, fermé et il contient le cône ê.

Introduisons les notations de Bauer (voir [22]).
Soit M)^~ l'ensemble des mesures positives de masse 1 sur K.
Pour toute fonction f de Ê, désignons par S(/*) le compact

où la fonction f atteint son minimum.
Pour toute mesure (JL de M)^~, notons S« le support de (JL.
Pour tout x de K on note M^, l'ensemble des mesures pi

de jllb^, vérifiant pour toute fonction f de F, l'inégalité :

^(/•X/N.
L'ensemble Ma. n'est pas vide, car il contient la mesure ^.
Cet ensemble contient aussi la mesure ^ définie ainsi :

^(/•)==/U (/"-e).
Pour toute mesure (A de M^, on a :

(W)=V^), (/•e(°).

En effet la fonction V^/* appartient à F n (— F) === H.
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LEMME I. — Pour toute f de ê, et toute [JL de M^, on a V inégalité :

^f}>^(f)-
En effet soit fe ê>\ et k > À ; nous avons :

^(n > ̂ [(^ - wn = (^ - w/-^).
Passant à la limite on obtient :

v•{n>fw==^f)•
LEMME II. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
a) pour toute fonction f de ê, on a : f{x) = f(x) ;
b) V ensemble M^ se réduit, à ̂
La condition a) signifie l'égalité : (^a.== £3;; donc b) entraîne a).
Réciproquement la condition a) entraîne pour toute f de ê

et toute p. de Ma. : (Ji(/*) ^/(^), (lemme I).
On a l'inégalité inverse par définition de M^., donc les mesures

p. et £3; coïncident sur le cône ê, donc sur l'espace D, et aussi
sur 6 par convergence uniforme.

DÉFINITION. — U ensemble A des éléments x de K vérifiant la
condition a) (ou b)) e5( appelé frontière de Choquet de K relative-
ment au cône F.

Remarque. — On obtiendrait la même frontière en partant
du cône ê.

Il nous faut maintenant montrer que cet ensemble A n'est
pas vide, suivons pour cela la méthode de Choquet-Bauer.

On dit qu'un compact E de K est extrémal (4) si, pour tout x
de E et toute (JL de M^., le support S .̂ est contenu dans E.

L'ensemble des compacts extrémaux, ordonné par inclusion,
est inductif vers le bas; il y a donc des éléments minimaux.

LEMME III. — Uensemble A n^est pas vide et toute fonction
de F y atteint son minimum.

Montrons d'abord que, pour toute f appartenant à F,
le compact S(/*) est extrémal.

En effet soit x^S(f) et [ J L € = M ^ ; l'inégalité: y-(f) ̂  f(x),
entraîne que S^ est contenu dans S(/*).

(4) Au lieu d'extrémal on dit parfois stable.
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Soit donc M un compact extrémal minimal contenu dansS(H. ^
Si l'ensemble M contenait deux points distincts, il existerait

dans F une fonction g non constante sur M. Soit M' le compact
où la restriction de g à M atteint son minimum. Soit x dans M'
et [A dans M^.; on sait déjà que l'ensemble Su est contenu dans
M; donc l'inégalité: ;x(g) <: g{x), entraîne, comme plus haut,
l'inclusion : Sp. c M' ; le compact M' serait donc extrémal et
distinct de M.

Le compact M est donc nécessairement réduit à un point !;.
Toute mesure de Mç est ponctuelle donc égale à £P, et ç

appartient à l'ensemble A.
Soient x un élément de K et f une fonction de 6; posons :

J(x) = inf v{x), et f(x) = sup w(x),w- ~ ^
(nous désignons par /A, PA? WA? les restrictions à A des fonctions
A ^ w);

Le fait que F soit un cône entraîne les inégalités :

f+~g<7+8. et /^Lg>/+i.

Pour de telles fonctions ^ et w, la fonction v — w atteint son
minimum sur A, donc cette fonction est positive partout sur K.

Nous en déduisons l'inégalité : f ̂  J .
Enfin si la fonction f appartient à F on a : f ̂  J .

LEMME IV. — a) Pour toute fonction f de ê, on a V égalité:
/ = = / * ; b) pour toute fonction f de D, on a les inégalités:

f<f<7.
Démonstration. — a) Soit f appartenant à ê^; pour tout

k > X, on a : (k — X) V,/'< /•, or la fonction {k — X)V^ f
appartient à — F, et ceci entraîne : (k — À)^/^) ̂  f{x),
qui donne l'inégalité : f <; /*, en passant à la limite sur k.

D'autre part, soit w une fonction de — F, telle que l'on ait :
^A < /A-

La fonction f — w appartient au cône F, étant positive
sur A, elle est positive partout sur K.

21



422 GEORGES LION

Ainsi pour tout k > X, on a : (k — X)V^w ̂  (A* — ^V/,/*;
cette inégalité entraîne : w ̂  f.

L'appartenance : w e= — F, entraîne l'inégalité : w ̂  w;
finalement on a bien: f^f.

b) Soit h une fonction de D, égale à f — g, où f et g appar-
tiennent à ê.

On a:
h== f — g= f— g > (f— g) == à-

Et de même on a : h ̂  h.

THÉORÈME II. — Pour tout x de K, le support de la mesure ̂
est contenu dans S.

En effet soit une fonction f de (0+, nulle sur A; pour tout
£ > 0, il existe dans D une fonction h différant de /"d'au plus £.

La fonction h étant majorée sur A par £, la fonction h est
majorée par £, il en est de même de la fonction h.

Ainsi pour tout x de K, on a :

0 < ^(/>) < t^W + s < 2e,
d'où:

^(f) - 0.

Remarque. — Le compact A est la frontière de Silov de K
relativement à F.

Pour toute mesure de Radon (JL, notons (xV\ la mesure définie
par :

<(x, Vx/-) = ̂ v,,/), (f^e).
COROLLAIRE I. — Pour tous x dans K et X > 0, la mesure

€yN\ a son support contenu dans le compact S.
Prenons une fonction f de (0+, nulle sur l'ensemble A; on a :

f==o.
En vertu de l'équation résolvante, et en posant pi == £a;V^,

on a :
^f{x) = lim k^^f(x) = lim F A-V^) ^(y).

fc-X» fc->QO v

Invoquons le théorème de Lebesgue :

V,/N == f^f{y} dy.{y) = 0.
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COROLLAIRE II. — Le noyau de l'opérateur linéaire V>
est identique à l'idéal des fonctions continues nulles sur le
compact S.

Nous connaissons déjà l'un des deux résultats à démontrer.
Réciproquement supposons que N\f soit nulle sur K.
Alors pour tout (J., la fonction Vp/ est nulle ; la fonction f

étant égale à f sur A, est bien nulle sur le compact S.

COROLLAIRE III. — Si la fonction V\/*a un maximum stricte-
ment positif, elle atteint ce maximum en au moins un point de S
où la fonction f est positive.

Soient C le compact où N\f atteint son maximum, et D le
compact ou f est positive. Supposons que les deux compacts
C n D et A soient disjoints.

Il existe une fonction g continue, positive, nulle sur l'en-
semble A, et majorant la fonction sup (1,2 f) sur le compact
C n D .

La fonction V\(/* — g), égale à V\/*, atteint son maximum
seulement sur C.

Hors du compact D, la fonction f — g est strictement néga-
tive.

Sur le compact C n D on a l'inégalité :

/N - gW < int (- f(x), f{x) - 1) < 0.

Ainsi le principe du maximum positif faible, vérifié par
le noyau V\, est contredit par la fonction f — g; donc C n D
rencontre ï.

4. Mesures maximales.

Prenons les notations de Choquet, Meyer et Mokobodzki
(voir [6], [10], [27], [29]).

DÉFINITION. — Soit pi et v deux mesures positives sur K;
par définition on dira : (JL ^ v, si pour toute fonction f de F on a
l'inégalité: ^(f) > v(/').

On vérifie aisément qu'il s'agit là d'une relation d'ordre.
Cette relation entraîne, pour toute f de H, l'égalité :

t^) - v(/").
Ainsi pour toute fonction f de 6, on a : y.{f} = v(^).
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LEMME I. — Soit (A une mesure positive sur K; les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

a) la mesure [JL est maximale pour l'ordre ^ ;
b) pour toute fonction f de fi on a: pi(/*) == p.(f).
Démontrons : a) ==> b) ; posons : v(/') == p.(f), (/e 6) ; ainsi

v est une mesure positive sur K; si l'on choisit f dans F, on a :

0 = y-(f} < (̂ ).
Et ^, qui majore (JL pour l'ordre ^, lui est identique.
Démontrons b}=^a)\ soit v une mesure majorant p. pour

l'ordre ^-. Prenons une fonction f dans le cône F; on a :

^«x^n-^);
or on connaît l'égalité :

^)=v(^);

on en déduit : y.(f) = v(/*). Cette égalité se prolonge à l'espace &
par densité. Ainsi (x est maximale.

LEMME II. — Toute mesure maximale est portée par les
ensembles A^ == |a;e X; /'(.r) == f{x)\ et réciproquement^ (/'^(S).

En effet le résultat est évident si la fonction f appartient à F ;
si f est la différence de deux fonctions g et A de F, on a l'inclu-
sion : A^=> Ag n A^,; et de même, si/* est la limite uniforme d'une
suite de fonctions fn appartenant à F — F, on a : Ay D j j A^.

La réciproque est immédiate. n

LEMME III. — Toute mesure positive p. est majorée par une
mesure maximale unique.

Soit v une mesure maximale majorant (JL; on a:

^n=^f)-^ (/^).
Cette égalité détermine complètement la mesure v.
En particulier l'unique mesure maximale majorant 63; est

la mesure ̂
Pour (xeMa; et /*e6, on a: ^(f) == f{x), et pour / ' € = F :

^/•)>^(/1).
Ainsi on a la relation : ̂  ^ (JL.



FAMILLE D'OPÉRATEURS ET FRONTIÈRE 425

THÉORÈME III. — Le dual de Vespace vectoriel H est réticulé.
En effet, soit p une forme linéaire positive sur H; pour toute

mesure pi positive, prolongeant p, on a :

f^) = lim p(XV^), (/•ee).
x->00

Cette égalité détermine complètement une seule mesure
maximale associée à la forme p. Or le cône des mesures maxi-
males est identique au cône des mesures positives portées
par les ensembles A^, (lemme II). C'est donc un ensemble
réticulé.

5. Cas particulier : l'ensemble A est fermé.

THÉORÈME IV. — Les trois conditions sont équivalentes:
A) Pour toute fonction f de 6, la fonction XV\ f tend vers f,

quand X tend vers l^infini, uniformément sur K;
B) Pour toute fonction f de 6, la fonction f est continue sur K.
C) L! ensemble A est fermé dans K.
Les implications A) => B) ==^ C) sont aisées.
Démontrons C) ===»» A), et pour cela considérons seulement

le cas des fonctions f de ê, (car D === ê — ê est partout dense
dans 6).

Si f appartient à ê^(/c — X) V^/* tend vers f en croissant;
sur A, où f coïncide avec jf? la convergence est uniforme, en
vertu du lemme de Dini. Pour tout x hors de A, on a :

(k - \)V,f{x) = j\ (k - X)V(y) d^(y);

or la masse totale de p.̂  vaut 1 quel que soit x', ainsi la conver-
gence de (A* — X) Vfc/* vers f est uniforme sur K.

COROLLAIRE I. — Uespace de Banach H est isomorphe à
l^espace des fonctions continues sur le compact A.

Soit © une fonction continue sur A; quelle que soit la fonc-
tion $ continue sur K et prolongeant 9, on a :

^) = Jl î(y) ^(2/)-
Ainsi, $ appartient à H.
Réciproquement, la restriction de ^ à A est égale à ç.
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COROLLAIRE II. — Tout opérateur Y), induit sur A un noyau
de Hunt.

En effet, la restriction de V^ à A vérifie le principe complet
du maximum (voir § 3, corollaire III, et chapitre i).

De plus, l'image de (°(A) par Y), est dense dans Ê(A), iso-
morphe à H.

6. Étude (Pun exemple.

Soit X l'espace topologique somme des trois demi-axes :

DI =]- oc, a]; D^ =]- oo, 6]; D^ = [c, + oo[,

où les abscisses de a, b et c, sont nulles.
Soit K le compactifié d'Alexandroff de X, co le point à l'in-

fini. Pour toute f continue sur K, soit f, la restriction de f à D,.
Si /'((o) est nul, on pose :

^f^^fiWdu, (^eDi) ;

^f^^Wdu, (^eD,);
V,̂ ) = .r^./f^M\^+^r^^

J -oo \ ^ y JQ
(^^Da).

Enfin, si /'(œ) n'est pas nul, on pose :

Vx/^W-^+^M

II s'en suit, pour tout x différent de c : f(x) = f(x) ; et

/(., = M+m. ,. „ ̂
Zi Z

Ainsi, la fonction f n'est pas toujours continue sur K,
et l'ensemble A est dans ce cas l'ouvert K — ici.



CHAPITRE V

NOYAUX ET SEMI-GROUPES

Dans ce chapitre, nous allons établir certaines conditions
suffisantes pour qu'un noyau soit l'intégrale d'un semi-groupe.

1. Le théorème de Hille-Yosida.

DÉFINITIONS. — Soit E un espace de Banach réel', on appelle
semi-groupe défini sur E, toute famille d'opérateurs linéaires
continus K(, de E dans lui-même, définis pour t ̂  0, et vérifiant
l'égalité :

K,K, = K^, (t et (/ > 0).

L'opérateur Ko est idempotent, et parfois égal à l'identité.
On dira que le semi-groupe (K() est fortement continu si,

pour tout x de E, l'application: t -> K^, de R^ dans E, est
continue.

On dira que le semi-groupe (K() est sous-markovien si, pour
tout t>0, on a l'inégalité: ||K([]< 1.

Rappelons le théorème de Hille-Yosida (voir [19]).

THÉORÈME. — Soit (V^>o? une famille résolvante d'opéra-
teurs de E, vérifiant la condition suivante :

Pour tout entier n > 0, on a: [|V^|| <; — .
À

Alors il existe un semi-groupe fortement continu d'opérateurs
K(, définis sur l'espace V(E), et tels que l'on ait:

a) V^ = f^ e-^x dt, (X > 0, x eV(E^),
b) HK, | l<a,
c) Ko = I.

On a noté V(E) l'image de E par un opérateur V^ quelconque.
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Esquissons une démonstration rapide du théorème :
On vérifie les résultats suivants, pour tout x appartenant

à V(E):
lim k\^x == x\ lim B^V^rc = \V^x — x,
k-> oo k-> 00

(en posant B^ == k(k\^— I)); pour k fixé, les opérateurs
Exp(tB^) forment un semi-groupe fortement continu, et on a :
|lExp((B^)[[ <; a; enfin, quand k tend vers l'infini, Exp(riB^) x
tend vers un élément de V(E), noté K^.

Pour vérifier la formule intégrale, posons
/*_i_no _

S^x = j^ e~^Exp{tB^x dt,
on a :

V^ = S^(XI - B,)V^ = XSx,,V^ - S^[/c(XV^ - I)]V,,r
= S,,̂  + (XS^ - ̂ ){x - kV,x).

Ainsi on obtient :

î  Sx,^ = V,̂  = J;"" e-^ dt.

2. Principe complet du maximum
et semi-groupes sous-markoviens.

Soit V un noyau continu vérifiant le principe complet du
maximum sur un espace X localement compact (5).

Désignons par (V\)^>o la famille résolvante sous-marko-
vienne associée à V. Nous ferons dans ce paragraphe l'hypo-
thèse suivante :

(H) U ensemble des fonctions surmédianes relativement à (V\),
sépare les points de K.

Cette hypothèse signifie que cet ensemble sépare les points
de X, et que, pour tout x de X, il existe une fonction sur-
médiane non nulle en x\ c'est le cas, en particulier, si l'espace
vectoriel V(ÊK) sépare les points de K.

Soit (W^) la famille résolvante, définie sur 6, qui prolonge
(V\) ; le cône des fonctions surmédianes relativement à (W),)
sépare les points de K, et contient les constantes. On peut donc
appliquer la théorie du chapitre iv.

(6) Si le noyau V n'est pas borné, on supposera X dénombrable à l'infini.
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Désignons par S) l'espace des fonctions boréliennes bornées
sur K (6).

THÉORÈME I. — Soit V un noyau continu sur X, vérifiant
le principe complet du maximum et Vhypothèse (H). Il existe
alors un semi-groupe d^ opérateurs P(, définis sur ^ pour t ^> 0,
sous-markoviens^ positifs tels que Von ait:

PofW^f{x) CreXJeeK),

\f{x)=f^P,f(x)dt (^X,/^),

de plus, Inapplication : t —> P(/*(^) est continue à droite et pourvue
de limite à gauche (fe&K).

L'essentiel de ce théorème a été démontré par Ray, qui a
établi la formule de représentation pour tout opérateur
W^(X > 0), sous l'hypothèse précisée au chapitre iv.

Résumons en quelques points la démonstration du théorème ;
d'après le théorème précédent, il existe un semi-groupe
d'opérateurs K(, définis sur l'espace W((3). Soit t ̂  0, et xe K,
la forme linéaire : h —^ K^hÇx) peut être prolongée à 6, et
définit sur K une mesure positive (A. Le théorème de Lebesgue
prouve alors l'existence de lim K^k^W^fÇ^ == [^(^), pour toute f

<t->00

de 6. Notons Ptf{x) cette limite; la forme linéaire ainsi définie
sur 6 se prolonge à %, de façon unique.

Le même théorème de Lebesgue permet de démontrer,
pour f continue, l'égalité : P<+r/ == P<Pr/^ P^ passage à la
limite cette égalité a lieu pour toute fonction de ai.

Démontrons la formule intégrale; soit /^e6, et o;eK.
On a:

W)/(.r) = lim W^cW,/^) == lim (^ e-^kW^x) dt
fc->30 k->^ - 0

== f;" e-^P,f(x) dt.

Si maintenant ^appartient à 6^, on sait d'après le chapitre 11,
que V\/* tend vers V/*, quand X tend vers 0 ; on a donc, par
convergence monotone, l'égalité :

V/^) == lim f^ e-^P,f(x) dt - (^ P,f{x) dt.
X-X)170 JQ

(6) Si K n'est pas métrisable, ^B désigne le plus petit espace vectoriel de fonctions
bornées, contenant (°, et stable pour les passages à la limite simple.
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Passons à la dernière assertion de l'énoncé; soit xeX et
f.e.

Prenons g dans (°+, et soit f = W),W^g$ on a :

e-^K,f{x) = e-^f;e-^K^f^g(x) du = f; e-^K^g{x) d^

Cette fonction est continue et décroissante de t.
Par convergence uniforme il en est de même pour toute

fonction f appartenant à W),(Ê+).
Prenons maintenant f dans le cône ê-^', pour tout k > 0, on a :

kW^f= kW^f - kW^f) et f - /cW^> 0.

La fonction e~^ K( k'W^\f{x) est une fonction continue et
décroissante de t. Elle tend en croissant (chapitre iv, § 2,
lemme I) vers e-^ PffW lorsque k tend vers l'infini.

Ainsi, e-^P/Çx) est décroissante, et continue à droite.
La fonction P(/*(rc) est continue à droite et pourvue de limite

à gauche, lorsque f appartient à ê. Il en est de même pour
toute fonction de D, et aussi pour toute fonction de C, par
convergence uniforme.

Remarque. — La famille résolvante (W^) étant donnée, il
existe un seul semi-groupe (P() tel que l'on ait :

w^) = Je"00 ^P</N dt, (^ > 0, /•<= Ê, X e K),

et que l'application : ( -> Pff(x), soit continue à droite.
C'est un résultat d'unicité de la transformation de Laplace.
D'autre part, si le noyau V est borné, il existe une seule

famille résolvante (V\) telle que l'on ait : V = Vo : le prolonge-
ment d'une telle famille à 6 est unique.

Ainsi, le semi-groupe associé à V est unique, si V est borné.

3. Étude d'un cas particulier.

Précisons le théorème précédent dans la situation du cha-
pitre iv, § 5.

THÉORÈME II. — Soit V un noyau continu sur X, vérifiant
le principe complet du maximum, l'hypothèse (H), et tel que,
pour toute fonction f continue, la fonction f soit continue-, alors
il existe un semi-groupe fortement continu d'opérateurs P(,
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définis sur G pour t ̂  0, sous-marko^iens, positifs, et un seul,
tel que Von ait:v/^)= sr P'/^) ̂  ^e ̂ 'a; e x)-

Démonstration. — a) Existence; la fonction f appartient à
l'espace W(fi), ainsi la formule: Pff = K^f, définit sur fi un
semi-groupe fortement continu.

b) Unicité : la méthode employée par Deny dans [14],
convient. Soit (P() un tel semi-groupe, f une fonction de fi^,
et x e X; posons :

^f(x)==f^e-^f{x)dt;

la fonction V\/* est à priori semi-continue intérieurement sur
X ; il en est de même de la fonction :

f^ (1 - e-^P,f(x) dt = \f(x) - V^(^).

Ces fonctions sont donc continues sur X.
D'autre part, le théorème de Fubini permet d'écrire :

V/'-V)/=XVV^.
Au chapitre n, on a prouvé l'unicité d'une telle famille (V\) ;
comme plus haut, l'unicité du semi-groupe tient à la transfor-
mation de Laplace.

Remarques. — I. On peut démontrer ce théorème en appli-
quant le théorème de Hunt (voir [20]) au noyau V restreint
au compact A.

II. Courrège et Priouret (voir [11]), utilisent le présent
résultat dans le cas où l'on sait d'avance: f=f'

III. Cette démonstration d'unicité est valable même si le
noyau V n'est pas borné.

4. Principe de domination et semi-groupes.

Soit K un espace compact, fi l'espace des fonctions continues
sur K.

THÉORÈME III. — Soit V un noyau continu vérifiant le
principe de domination, et tel que Vespace vectoriel V(fi) soit
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partout dense dans Ê; alors il existe un semi-groupe fortement
continu d'opérateurs P,, définis sur C pour t > 0, positifs,
et un seul tel que l'on ait:

^ - fr p^) dt, (/-e (°, x e K) et Pô = I.

Démonstration. — a) Existence; l'hypothèse de densité
citée ci-dessus entraîne que le noyau V est strictement positif.
Donc, en vertu du théorème I, chapitre n, il existe une famille
résolvante (V^) telle que V = = V o ; d'autre part, on a déjà
remarqué (chapitre n, fin du § 2) l'existence de deux constantes
a et 6, strictement positives et donnant lieu à l'inégalité :

^a<V(l)<6.

On en déduit, par récurrence sur n : Î^Wa) <; fe.
Il reste donc à appliquer le théorème de Hille-Yosida, en

prenant :

a = —, et E = VYe) = 6.
a v /

De la formule :

v^) = ̂  ^PifW dt, (X > 0, /•e 6, x e K),

on déduit la formule de l'énoncé en faisant tendre \ vers 0.
b) Unicité; elle a été démontrée par Deny (voir [17], § 3)

qui démontre également la réciproque du présent théorème.

5. Cas des espaces discrets.

Soit X un espace discret; soit (V\)^>o une famille résolvante
d'opérateurs positifs, définis sur (°o.

On suppose de plus les deux conditions suivantes vérifiées
1) Pour tout entier n, on a : X^V^j < a;
2) L'un au moins des opérateurs V\ vérifie le principe

de domination, pour tout couple de fonctions appartenant
à Ce-.

LEMME. — Sous les deux conditions 1) et 2), il existe un semi-
groupe fortement continu d'opérateurs P(, positifs, définis sur ÔQ,
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et un seul, tel que Von ait:

V)/ (x) = f,^ e-^f(x) dt, (X > 0, /-e (°o, x e X),
et

||P, <a2.

Démonstration. — L'unicité du semi-groupe tient simple-
ment à la transformation de Laplace; pour l'existence divisons
le raisonnement en plusieurs étapes.

a) Notons V l'opérateur de la famille (V\) qui vérifie le
principe de domination. On dira : xî{y s'il existe un nombre
k > 0, tel que pour toute fonction f de (°o? on a1^ l'égalité :

Nf{y)=k\f(x);

la relation R est une relation d'équivalence; on notera R(<o) la
classe d'équivalence des éléments de X où s'annulent toutes
les fonctions V/*, et R(rc) la classe d'équivalence de x.

On dit qu'une fonction g de 69 es^ compatible avec la rela-
tion R, si g est nulle sur R(œ), et si la relation xî{y entraîne
g{y) = kg{x)f

L'ensemble des fonctions compatibles est un sous-espace
vectoriel G, fermé, de 60, et contient V((°o); soit êi le cône des
fonctions surmédianes compatibles; l'espace vectoriel

Di - êi - êi,

est réticulé et contenu dans G; d'autre part, il contient V((°o).
Soit h une fonction compatible; soit (rc, y) un couple d'élé-

ments de X ; dans tous les cas, il existe dans (°o une fonction /*,
telle que l'on ait :

\f{x) == h(x) et ^f(y}=h{y);

la fonction V/* appartenant à Di, on en conclut que G est
l'adhérence de Di, d'après le théorème de Stone (voir [31]).

Etudions maintenant la suite de fonctions /cV^/i, (AeG) .
Si f appartient à ê^, on sait que, lorsque k tend vers l'infini,

À*Vfc^ f tend en croissant vers une limite f ; la convergence a
lieu uniformément sur X en vertu du théorème de Dini.

La même conclusion subsiste pour la suite /cV\/, en vertu
de la formule :

^V=/cV^/-+/cXV,V^/-.
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Et cette conclusion s'étend à toute fonction de G (car :
G== Di et /c||V,||<a).

Remarque. — Si f appartient à V((3o), alors on a : f= f.
b) Pour toute fonction f appartenant à 6^ nous allons

construire une fonction h de G telle que l'on ait :

VA=V/1 .

Il suffira d'effectuer cette construction pour les fonctions f
nulles hors d'une classe d'équivalence notée S, et différente
de R(co).

Il existe dans S un élément Ç où, pour toute fonction g
de 6^, la fonction Vg restreinte à S atteint son maximum.

Ainsi le quotient :

k{y}^^' (2/es)'
ne dépend pas du choix de g dans fi^", et est compris entre 0
et 1.

Soit (fy la fonction caractéristique de ( î / j ; posons

P(2/) = Vy,(Ç).
On a la formule :

k = S y^(z/).
yes

La fonction k appartient à (°^ ; on peut donc calculer :

V/c(Ç) = S k{y} ?(</).
yes

VfPosons maintenant : h = - - , / ? sur l'ensemble S, et /i == 0
ailleurs. v/f^)

La fonction h est compatible; d'autre part on a :

VA(^) = S h{y) P(y) = A(^) S k(y) (î(y) = V/-(Ç).
yes yçs

Pour tout î/ de S on a :

VA(y) = /c(y) VA(Ç) = /c(2/)V^(^) = ¥/•(</).

Enfin le principe de domination entraîne partout VA = V/*.
Pour tout /c > 0 on a donc : V^/* = V^A ; ceci entraîne

l'existence de lim /cV^/* = /*, la convergence ayant lieu unifor-
k->oo
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mément sur X; enfin on a :

1 1 1 1 < a|l/|].

c) Appliquons maintenant le théorème 1 de ce chapitre.
On a:

v^) = ,0° e-^'Kf(x) dt, (x s X; /-e V(Co) ; X > 0),

1|K,|] < a.

Prenons maintenant f dans 60 :

V)W(.r) = j^e-^K^,f{x) dt.

Lorsque /c tend vers l'infini, on obtient :

^f(x) = f; e-^'K/Çx) dt,

d'où le résultat, en posant P(/" = K(/, car on a l'inégalité :

l|Pt/1l<|]K,|| ||/1| <^||/1|.

COROLLAIRE I. — Soit X un espace fini, V un noyau stricte-
ment positif vérifiant le principe de domination-, alors il existe
un semi-groupe fortement continu, ^opérateurs positifs P(,
définis sur (°, et un seul, tel que Von ait :

\f(x)=f^P,f{x)dt, (a-eX,/-ee) .

En effet, la famille résolvante associée à un tel noyau vérifie
la condition 2), et on voit comme au § 4 que la condition 1)
est satisfaite.

COROLLAIRE II. — Soit X un espace discret, V un noyau
continu (7), vérifiant le principe complet du maximum: alors
il existe un semi-groupe fortement continu d9 opérateurs posi-
tifs sous-markoviens P(, définis sur (°o, et un seul tel que Von
ait:

Vf(x) = J; P,f{x) dt, (x e X, /-s CK).

En effet d'après le chapitre n, la famille résolvante associée
à V est sous-markovienne ; on a donc: a = 1.

(7) Si le noyau V n'est pas borné on devra supposer que X est dénombrable.
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6. Étude d'un exemple.

Soit V le noyau défini au chapitre i, § 2, II; le support de [JL
est compact, supposons qu'il ne soit contenu dans aucun
hyperplan de R"; ainsi, l'espace des V-potentiels sépare les
points de R", et on peut appliquer le théorème 1 du présent
chapitre. L'ensemble A associé à la résolvante du noyau V
a pour adhérence le support de p.; c'est un ensemble finement
fermé; P. A. Meyer propose la conjecture suivante:

L'ensemble A est-il le support fin de pi?
Dans ce chapitre, on a vu que l'existence de lim XV\/*, per-

x^°°
mettait de construire un semi-groupe; à la fin du chapitre
suivant, on verra que cette méthode n'englobe pas toutes les
possibilités de construction de semi-groupes.



CHAPITRE VI

FRONTIÈRE DE CHOQUET ET FAMILLES ^OPÉRATEURS

1. Notations.

Dans tout ce chapitre, K désigne un espace compact métri-
sable.

L'ensemble 1 est filtré par un filtre 9 ayant une base dénom-
brable.

Nous étudierons des familles d'opérateurs linéaires continus
de (°, positifs, notés A;, et tels que :

i) Pour tous i et /, on ait : A;Ay = AyA^ (i, j' e I) ;
ii) Pour toute f de 6, on ait :

Km A^AÎ/ == A;/,
^

La convergence étant uniforme sur K;
iii) Tout opérateur Ai laisse invariantes les fonctions

constantes sur K.
Exemples. — I. Soit (V») une famille résolvante sous-marko-

vienne.
Posons I == R+, A; == iV;, et prenons pour S le filtre engen-

dré par les demi-droites [n, + °°[-
II. Soit (Pi) un semi-groupe fortement continu d'opérateurs

markoviens définis sur 6 pour i > 0; posons : I == R^ et
prenons pour S le filtre des voisinages de 0 dans R*.. Les pro-
priétés i), ii), iii) sont vérifiées.

Dans ce chapitre, nous tenterons de répondre à la question
suivante : Pour x dans K, et f dans (3, K(f (x) a-t-il une limite
suivant S?

Notons H le sous-espace vectoriel fermé de 6, engendré
par Ai((S) lorsque i parcourt I.
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PROPOSITION. — Pour que Von ait, pour tout x de K, V égalité:
lim A,f{x) = f{x),
^

il faut et il suffit que f appartienne à H ; et alors la convergence
est uniforme sur K.

Si l'on remarque que, le filtre 9 étant à base dénombrable,
on peut appliquer le théorème de Lebesgue, la démonstration
est identique à celle de la proposition analogue au début du
chapitre iv.

2. Relation d'équivalence
et espace quotient associés à H.

Nous dirons : xl{y, si pour toute fonction h de H, on a :

h(x}=h{y);

la relation R est une relation d'équivalence; deux éléments x
et y de K, non équivalents, peuvent être inclus dans deux
ouverts saturés et disjoints; ainsi l'espace quotient K/R est
séparé donc compact. De plus cet espace est métrisable
(Bourbaki, Topologie chapitre ix, § 2).

Dans la suite, R(rr) désigne la classe d'équivalence de x;
c'est un ensemble fermé dans K. Notons G/ l'espace vectoriel
des fonctions continues sur K' = K/R; notons H' le sous-
espace de 6' isomorphe à H, Ci le sous-espace de 6 isomorphe
à Ê'; soit y la surjection de K sur K'.

Pour tout x de K, soit M^ l'ensemble des mesures positives pi
vérifiant pour toute fonction h de H, l'égalité :

(X(A) = h(x).

Pour tout x ' de K', on définit de même M^.
Toute mesure de MLp (et de M^») est de masse égale à 1. La

relation : xî{y, entraîne : MLç = My.
Soit F l'ensemble des éléments x de K, tels que IVLp coïncide

avec l'ensemble des mesures positives, de masse 1, portées
par R(.r).

De même, soit F' l'ensemble des éléments x ' de K', tels
que M^ soit réduit à la seule mesure £^.

Rappelons que F' est la frontière de Choquet de K' relati-
vement à H'. Rappelons aussi le théorème de représentation
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intégrale de Choquet, qui s'applique ici puisque H' sépare
les points de K/, et dont les conclusions sont :

— L'ensemble F' n'est pas vide;
— Pour tout x ' de K' il existe une mesure v de M^, portée

parF';^
— L'ensemble F' est un G§.
Nous allons traduire ces résultats sur l'espace K.

3. Applications du théorème de Choquet.

THÉORÈME I. — L'ensemble F est identique à y-1 (F');
c^est un G§ non vide.

a) Démontrons l'inclusion : F c <p-1 (F').
Soit xe F, x = ̂ (x) et v une mesure de M^.. En vertu du

théorème de Hahn-Banach, il existe une mesure pi, que l'on
peut supposer positive, telle que l'on ait : v == 9(pi).

Soit h' dans H' et h = h' o y ; nous avons les égalités :

^K) = v(À') = A'(^') = h{x),
donc (A appartient à M^.

Or x appartient à F, la mesure pi a donc son support contenu
dans R(a;) et la mesure v a pour support i x ' i (voir Bourbaki,
Intégration chap. v, § 6 ) ; ainsi x appartient à F'.

b) Démontrons l'inclusion inverse : F D (p'^F').
Soit x dans K, tel que y(rr) = x ' appartienne à F'.

Si (x appartient à M^, (p(pi) appartient à M^,; donc ç((x) est
égale à s^.

Si S est le support de pi, <p(S) est le support de ç(^), donc on a :

9(S)= ^j.

Le support S de p. est contenu dans R{x) et x appartient à F.
La seconde partie de l'énoncé découle aussitôt du théorème

de Choquet.

THÉORÈME II. — Pour tout x de K il existe une mesure (JL
de M^ portée par F.

En effet, soit : x* = y(^), et v une mesure de M^ portée
par F'. Il existe une mesure pi dans M^ telle que l'on ait :
v = 9(p.).
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L'ensemble F étant un borélien saturé de K, on peut écrire :

(.(F) = v(F') = 1.

THÉORÈME III. — Pour tout x dans K et toute f dans Ci, A.if{x)
tend suivant ff vers une limite f{x), égale à f(x) lorsque x appar-
tient à F.

Soit x dans F, s^A^ la mesure positive sur K définie par :

eA(n = A^).
Posons

vf = y(£A) et x' = (f{x).

Lorsque J parcourt S, les ensembles |vfjiej forment une
base de filtres â^, sur l'espace ciKfc^(K') des mesures positives
sur K', de masse 1.

Par compacité vague de ^^(K'), il existe des mesures
vaguement adhérentes à %^; soit v une telle mesure.

Pour toute h' de H', vf(À') == A^h' o y) (x) tend vers h^x'}
suivant 9 (p211* application de la proposition préliminaire).

Il s'en suit nécessairement :

v(A') == A'(rc'), y e M,, et v = £„.

La base de filtre S>^ n'ayant qu'une seule valeur d'adhérence,
converge vers £^.

Ainsi, pour toute f de Ci, A;/'(.r) tend vers f{x) suivant ^I?.
Prenons maintenant x hors de F et soit p, dans M^ portée

par F.
Soit f dans (°i ; on a :

A^)=JpA^)^(2/).

Le filtre ^ étant à base dénombrable, on peut appliquer le
théorème de Lebesgue :

Suivant 3^, P^if{x) tend vers une limite f{x) égale à :

f, lim A,/- (y) dy. (y) = J; /-(y) ̂  (i/).
î

COROLLAIRE I. — Pour tout x' de K', il existe dans M^ une
seule mesure portée par F'.

Soit v une telle mesure, et /*' une fonction de Ê\
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Posons f = = f o ^ ' y la fonction A^ /'appartient à H, il lui
correspond dans H' une fonction fi. Suivant S, A^f tend simple-
ment vers f, égale à f sur F. Donc on a :

^(f) - f^W) d ^ ( y ) =C^mfl(y) d^y} = lim/^'),
^ ^

d'où :
^n=f~^{^ (^î-w).

Cette égalité détermine entièrement v, qui sera notée v^.
On peut en déduire (8) que le dual de H' (donc celui de H)

est réticulé.

COROLLAIRE II. — Pour que x appartienne à ¥ il faut et il
suffit que, pour toute fonction f de 61, on ait: f(x) = f{x).

La condition a été reconnue comme nécessaire.
Réciproquement soit f dans 6' ; on a :

'̂(D = r^)= r " î(^) = w)
donc : Va., = e^ ; cette mesure étant portée par F', x appartient
à F' et x appartient à F.

THÉORÈME IV. — Pour tout i dans I, la mesure e^A; est portée
par F.

Soit Pi le sous-ensemble de 61 défini par la condition f ̂  f.
C'est un cône convexe, semi-réticulé intérieurement, conte-

nant H.
D'après le théorème de Stone, Fi engendre un espace vecto-

riel DI partout dense dans (°i. L'espace K' étant métrisable,
il existe dans (0/, donc dans 61, un ensemble dénombrable
dense.

Nous pouvons supposer que cet ensemble est contenu dans
DI; notons le (/ijn^o- On a : ̂  == f^ — g^ où f^ et gn appar-
tiennent à Fi. Pour toute fonction f de 61 on peut écrire :

f^fW ^xMy) = ̂ f^^i'fiy) d^{y) = lim A,A^(rc)
iy ty

= A./^),
et

^A^J^^W.
(8) Voir Choquet-Meyer [10].
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Pour tout n ̂  0, on peut donc écrire :

fjfn{y} - fn{y)\ d^My) = f^\gn(y) - gn(y)\ d.My) - 0.
L'ensemble Gn où la fonction/*„ diffère de /*„ est négligeable

pour s^A,.
Il en est de même de G^, où g^ diffère de g^; si bien que l'on

eAU)^'1"0»)^0-
Pour tout \ n'appartenant pas à cette réunion, on a :

W = f^) et g^) = g^),

d'où, par convergence uniforme :

m = fw,
pour toute f de (°i ; l'élément ^ appartient à F et l'on en déduit :
£A(F) = 1.

COROLLAIRE. — Le noyau de ^opérateur A^ contient Vidéal
des fonctions nulles sur F.

4. Critère de continuité de la fonction limite.

Démontrons un théorème analogue au théorème IV
(chap.iv).

THÉORÈME V. — Les conditions suivantes sont équivalentes:
A) Pour toute fonction f de 61, A^/* tend vers f suivant S,

uniformément sur K.
B) Pour toute fonction f de Ci, f est continue sur K.
C) Uensemble F est fermé dans K.
Les implications A ===»- B ==^ C sont aisées compte tenu

du corollaire II, théorème III, § 3 de ce chapitre.
Démontrons : C ===^ B ; pour toute fonction f de G posons :

f{x) = Inf h{x), f{x) = Sup h{x)
/ïp>/F ~ /Ip^/F
/i€H heH

où /F et hp désignent les restrictions de f et de h à l'ensemble F.
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D'après le théorème de représentation intégrale de Choquet,
si h est positive sur F, h est positive partout sur K.

Donc pour tout x de K, on a : f{x) ̂  /^)? et pour toute
h de H : h = h = h._

L'application f—^f(x) est une fonctionnelle sous-linéaire.
Choisissons une fonction fo de 6; il existe, d'après le théorème

de Hahn-Banach, une mesure TC telle que l'on ait :

S^ = ̂ ^ pour toute fonction f de 6.WXfW
Si h appartient à H, les inégalités :

^(h) <; h(x) = h{x),
et

^(h) < (— h){x) = — h(x)
entraînent :

-rc(^) = h{x).

Enfin, si g est négative, on a :

^(g) < §W < 0,

donc TT appartient à M^..
Montrons maintenant que n est portée par F.
Soit Ç ^ F ; le complémentaire U de F est un voisinage ouvert

de ^, et pour toute fonction g de (0+, dont le support est contenu
dans U, 11 (g) est nul; donc Ç n'appartient pas au support de 11.

D'après le paragraphe précédent, si l'on suppose ^o apparte-
nant à Ci, on en déduit :

W = ̂ f.) = to.
De même : fo{x) = fo{x).
Ainsi /*o est à la fois semi-continue intérieurement et supé-

rieurement.

Remarque. — On peut aussi démontrer, pour tout x de F,
et toute f de G :

f(x) = sup /^).
^Rx
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Démontrons maintenant : B ====^ A ; soit f une fonction
de (°i :

Nous avons démontré la formule :

f{x) == inf h(x) = sup h{x).
h^fv hy^fv

/i<=H /»eH

Pour tout £ > 0, et pour tout x de K, il existe une fonction
^ dans H telle que l'on ait : f{x) — h^x) < £, et que f majore
/^ sur F. Par représentation intégrale, f majore h^ partout
sur K.

Soit LLp l'ouvert de K défini par :

U,= | î / eK;A2 / ) -^ (y )<£ | .

Les ouverts U^ recouvrent K$ on peut en déduire un recou-
vrement fini : Ui, Ug, . . ., U,, associés à h^ h^ . . . h^ On a
les inégalités :

0 < f — sup (Ai, As, . . . AJ < £.

De même il existe dans H, m fonctions h[, h'^ . . ., h'm telles
que l'on ait :

0<Inf(^,A, , . . . , /^) - / " < £ .

Posons : u == sup (Ai, h^ . . ., AJ et

p = = I n f ( A L ^ , . . . , ^ ) .

Sachant l'égalité: A,f=A^ on peut écrire:

u, = sup (A,Ai, . .., A,^) < A,M < A,/;
et:

A^< A^ < inf (A^, . . . , A^,) = ̂

Suivant 3?, ^ tend vers u, ^ tend vers y, uniformément
sur K. Il existe donc J dans ^, tel que, pour tout i dans J,
on ait :

^IKs? et \\v — ^.|[<£;u

ce qui entraîne: ||̂  — ^[| ̂  4£.
Ainsi, pour i dans J, on a :

1 1 ^ - A^|| < ||/ - u\\ + ||̂  - |̂| + |h - A^|i< 6£.



FAMILLE D'OPÉRATEURS ET FRONTIÈRE 445

Remarque. — Comme au début de ce chapitre on peut prou-
ver directement que, si la fonction f est continue sur K, elle
appartient à H.

5. Étude d'un cas particulier.

Soit x un élément de K ; posons pour toute fonction f de & :

p^{f) == lim sup Kif[x).
^

La fonctionnelle p^ est une fonction sous-linéaire sur 6,
dont la restriction au sous-espace (°i est une forme linéaire.
On dira que S; appartient au support de p^ si, pour tout voisi-
nage V de ^, il existe une fonction f de (3, nulle hors de V, et
telle que px{f) ne soit pas nul. Le support de p^ est un ensemble
compact.

LEMME I. — Soit f^ une fonction de Ê, x un élément de K.
Il existe dans M^ une mesure [x telle que Von ait:

^(fo) = P^fo) et (x(g) < p^(g),

pour toute fonction g de (°.
De plus toute mesure vérifiant cette condition appartient à Ma..
Il s'agit là d'une simple application du théorème de Hahn-

Banach; la démonstration s'achève comme au paragraphe
précédent.

LEMME II. — Pour tout x de F et toute f de Ê, on a Vinégalité:

?,(/•)< sup f^}.
^X

C'est une conséquence du lemme 1 et du fait que x appar-
tienne à F.

Remarques. — I) Si x appartient à F le support de p^ est
contenu dans R(.r).

II. Soit F le sous-ensemble de 6 défini par la condition:
pour tout x de F on a : px{f) ̂  fW- Cette condition entraîne :

?,(/•) <inf^).
ÇB»
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Or on peut démontrer l'inégalité similaire à l'inégalité du
lemme 11 :

lim inf A,f{x) > inf /^), (/•€= 6).
^ ^x

Finalement, pour toute f de F et tout x de F, lim A^fÇx)
existe et est égale à : ^

infAS).
^Rx

Par représentation intégrale, la convergence a lieu en tout x
de K.

L'ensemble F est un cône convexe, semi-réticulé intérieure-
ment; si l'on sait de plus que ce cône F sépare les points de K,
l'espace vectoriel engendré est partout dense dans G et la
convergence de A^rc) a lieu pour tout f de (3.

III. Si (A^) est une famille résolvante, le cône F associé
contient le cône des fonctions surmédianes, nous avons donc
retrouvé le résultat du théorème 1 du chapitre iv, dans le cas
métrisable.

Revenons au cône F :

THÉORÈME VI. — Si le cône F sépare les points de F,
a) pour tout x de ¥ le support de p^ est ponctuel,
b) pour tout x de K et toute f de 6, A;/*(n;) a une limite sui-

vant 9.

Démonstration. — a) Soit x dans F $ supposons que le support
de pa., qui est contenu dans R(^), contienne deux points a
et (3. Soit f une fonction de F vérifiant l'inégalité : /*(a) <; /*(?).
Soit :

0 < s < fW - /(a), B = /-Wa) + e, + °o[)
et

B'=/•-!(]- ^, /•(«)+£]).

L'ensemble B est ouvert et contient (3; l'ensemble B' est
fermé et contient a; ils forment une partition de K.

Soit Ci une application continue de K dans [0,1], dont le
support est contenu dans B, et telle que px{<fi) soit stricte-
ment positif.

Soit une mesure (JL associée à <pi dans les conditions du
lemme I.
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Nous avons :

PÂf) > V-{f) > f^B') (inf/-(Ç)) + (x(B)(/-(a) + £),
çRa;

et
?.(/•) =inf ̂ ),

^R-r

(car /* appartient à F).
On en déduit :

P.{f) t^(B) > (^(B) (/•(a) + e),

tandis que l'on sait :
P^X/^).

Ces deux inégalités ne sont compatibles que si pi(B) est nul;
or on a :

^(B)>^(yi) =p,(^)>o.

Cette contradiction entraîne : le support de p^ est ponctuel.
b) Soit x dans F et ̂  le support de p^ soit /* dans 6

et (J. associée à f dans les conditions du lemme I. Le support
de p. est contenu dans celui de p^ donc on a : pi == ̂ . Ainsi
on a :

lim sup A,f(x) = p^f) = f[x,Y
^

La fonction p^ est donc linéaire sur 6, et ^f{x) tend vers
f{xo) suivant Q.

Par représentation intégrale on peut conclure, à l'existence
de lim K,f{x) = f{x), pour tout x de K et toute f de Ê.

^ '

Remarques. — I. Soit x dans F et XQ le support de p^
pour toute fonction /* de F, on sait :

^(n-A^^inf/^).
^Rœ

Donc en .3:0 la restriction de f à R{x) atteint son minimum.

II. Si x n'appartient pas à F, le support de p^ ne peut pas
être ponctuel; sinon, soit \a\ ce support. Pour toute h dans H
l'égalité h(x) = h{a) a lieu, si bien que l'on a: xRa-, d'autre
part, on a pour toute f de (°i : f{x) = f(a) = f{a), si bien que a
appartient à F, et il en est de même de x.
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III. La mesure p^ est portée par F et appartient à M^;
c'est l'une des mesures dont l'existence est assurée par le théo-
rème II; posant x = f(x)^ on peut écrire:

î(P.) = ̂

Lorsque x parcourt F, soit A le sous-ensemble de F constitué
par les supports des mesures p^

Si x appartient à A, l'égalité : f {x) == f{x), est vérifiée pour
toute fonction f de (S; réciproquement l'égalité: pr. = ̂
entraîne : x e A.

Donnons une autre caractérisation de l'ensemble A.

PROPOSITION. — Pour que Vêlement x de F appartienne à A,
zl faut et il suffit que pour toute mesure positive (JL, distincte
de £^, il existe une fonction f dans F vérifiant l'inégalité:

^(n > /w.
a) Démontrons que la condition est suffisante : en effet, si x

n'appartient pas à A, la mesure p^ est distincte de e^, et donne
lieu, pour toute f de F, à l'inégalité :

P^X/W.
b) Réciproquement, soit: ^e=A, yRx, et fe F; il s'en suit:

f(y)>fW=f(x)= f{yY
Soit (À une mesure positive, vérifiant l'inégalité : ̂ (f) < f(x),

pour toute f de F. Une telle mesure appartient à M^ car F
contient H. Le support de (JL est donc contenu dans R(a;);
ainsi on a : (x(/*) == f(x), et l'égalité : pi = ̂  découle du fait
que F sépare les points de F.

Remarques. — I. Si une fonction f de Ê est nulle sur A, la
fonction f est nulle sur K. Donc les supports des mesures p^
et £^A( sont contenus dans S, (^e=K, le l ) .

II. Si le cône F sépare les points de K, on peut démon-
trer que ces mesures sont portées par l'ensemble A (la démontra-
tion est analogue à celle du théorème IV).

III. Pour tout élément y de F', l'intersection : A n y-^y'),
est réduite à un seul élément de A, noté s Ç y ' ) ; on peut alors
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écrire une formule de désintégration de la mesure py; :

px=f^^d^x){yf}'
IV. En raisonnant comme dans la démonstration du théo-

rème V, on voit que, pour que l'ensemble A soit fermé, il
faut et il suffit que, pour toute f de 6, la fonction f soit continue
sur K.

6. Solution du problème lorsque K est fini.

THÉORÈME VII. — Pour tout x dans K, A.if(x) tend vers une
limite suivant 9.

Soit f une fonction définie sur K, g sa restriction à F;
on a pour tout i l'égalité: Ai/*== A;g; soient Ri, . . ., R^,
les classes d'équivalence contenues dans F, et f^ la restriction
de f à Rfc; on a :

g=fl+ • • • +/n.

Pour k =^ /, et x e R^, le support de ps étant contenu dans
R^, on a :

P^)-0,
ce qui entraîne :

lim K,fj{x) = 0.
^

II reste donc à examiner A^u^), pour u nulle hors de ï{{x).
Il existe un filtre 3^, plus fin que 9^, et tel que, suivant 9\

AiU(rc) ait une limite l. Soit h la fonction de 61, égale à l sur
R(.r), et nulle en dehors. Nous avons, pour tout y de F :

h(y) == lim A,u(y) ;
y

Pour tout i' de I, on peut donc écrire :

A^/i = lim A^A;u == lim A(A^U == A^u,
^ ^

car la mesure £^A^ est portée par F, et le filtre <?' est plus fin
que 9.

La convergence, suivant S, de Ai»u, découle de l'égalité :

A;»u == A^A,

et du fait que h appartient à (°i.
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7. Un contre exemple.

Nous allons voir que, dans certains cas, A^/*^) n'a pas de
limite suivant ^.

Soit X l'espace produit R_^a,(îj. Soit K le compactifié
de X, œ le point à l'infini. Soit a un nombre > 1, dont la valeur
sera précisée par la suite.

Pour :
gp_ _L. 2p4- —L

a 2 < ( ̂  a 2 , on pose : g{t) == a;
pour :

2P—1——*- 2P——*-
a 2 < t <: a 2 , on pose : g(t) = (3, (p e Z).

Soit /* une fonction continue sur K, et X > 0 ; posons :

V,̂ , a) = Vx/'(^ P) = Jo" ^T[^ + t, g{x + <)] ̂ ,
et

\r ti \ A03)^fW = -y-

II est aisé de vérifier que l'intégrale posée a un sens, qu'elle
définit une fonction continue sur K, et que la famille des
opérateurs V\ est une famille résolvante positive et sous-
markovienne.

Choisissons la fonction f ainsi :

f(t, a) = e-\ f(t, (3) = - e-1.
On a alors :

XV,/-(0, a) = XV,/(0, P) == \ f^ e-^Ws{t) dt,

où la fonction s[t) vaut + 1 (ou — 1)? selon que g(t) est égal
à a (ou à P). Ainsi on a :

wlfw=^^e~'s{^^l)du•
Soit n un entier positif;
a) pour X + 1 = ̂ 2ra? on a : ̂ (•^-,—. ) == s(^)? d'où l'on déduit

^f{0}=^-^f^e-as{u}du;
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b) pour X + 1 = a2714'1, on a :

/ u \ , x
^xT-i) = - s(u)'

d'où l'on déduit :

^/•(o)==^=^ rv^u)^;
or on a l'inégalité :

i
( + Q O e-" s(u) du >JV%-U riu - f^ e^ du — (^ e-11 du,

^

et la première de ces intégrales est strictement positive dès
, N'a , , . 2que a est assez grand pour que j e du majore —

Donc on a : ^

lim sup XY)/(O) > 0, et lim inf XV^O) < 0.
x>00 x>00

Ainsi l'existence de lim A^rr) n'est pas assurée en général,
^

même pour une famille résolvante définie comme intégrale
d'un semi-groupe.

Il semble donc, que, pour représenter une famille résolvante
par l'intégrale d'un semi-groupe, on doive explorer d'autres
voies que le calcul de lim XV\/*(;r).

X>oo
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