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FAMILLES D’OPERATEURS ET FRONTIERE
EN THEORIE DU POTENTIEL
Par Georges LION

Introduction.

Le présent travail a trouvé son point de départ dans un
mémoire fort important de G. A. Hunt, paru dans Illinois
Journal of Mathematics [20].

Cet auteur y établit, sous des hypothéses générales, 1’exis-
tence de liens étroits entre, d’une part, la théorie des processus
de Markov, et d’autre part, la théorie du Potentiel, au point
ou ’ont conduite les travaux de Henri Cartan, Brelot, Choquet
et Deny.

Au chapitre xv de son mémoire, Hunt associe un semi-groupe
fortement continu a tout noyau continu V tendant vers 0
a Dinfini,

— vérifiant le principe complet du maximum,

— et tel que toute fonction continue, tendant vers 0 a
P'infini, soit limite uniforme d’une suite de V-potentiels.

L’intermédiaire essentiel de cette démonstration est la
construction d’une famille résolvante. Nous avons pensé que
cet intermédiaire pouvait mériter un sort plus autonome;
de plus, nous nous sommes efforcés d’étudier la situation en
I’absence de I'hypothése de densité des V-potentiels.

Le résultat est un théoreme d’existence et d’unicité de la
famille résolvante associée a tout noyau continu, tendant
vers 0 a l'infini, et vérifiant soit le principe de domination,
soit le principe complet du maximum.
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Dans I’étude des noyaux non bornés, nous avons repris
I'idée d’approximation de Hunt, mais nous n’avons pas eu
recours a la notion de changement de temps.

Réciproquement, nous avons caractérisé les familles résol-
vantes relativement aux deux principes cités ci-dessus.

Ayant déterminé ces familles résolvantes, 1l était naturel
de tenter de leur associer des semi-groupes. Il s’agit la d’un
probléme trés ardu en toute généralité.

Dans la lecture d’un article de D. Ray [30], nous avons puisé
I'idée d’une hypothése de séparation moins restrictive que
I’hypothése de densité de Hunt, et permettant d’associer
un semi-groupe a la famille résolvante (V;).

En vue d’appliquer les résultats de Ray, il faut passer de
I’espace localement compact de départ a son compactifié;
les théorémes de prolongement correspondants font I’objet
du chapitre 1.

Ensuite, 1l nous a paru utile de simplifier la démonstration
de Ray, et cela nous a conduit & partir d’une hypothése un
peu plus générale, énoncée grace a la notion de fonction surmé-
diane. Cette hypothése est suffisante pour retrouver les conclu-
sions du théoréme de Ray, a savoir:

— Pexistence de lim AV,f(z), pour tout z et toute f continue;
> o

— Pexistence etlla continuité a droite du semi-groupe.

Nous avons pu caractériser les cas ou la fonction limite
est continue en z. Enfin nous avons situé le probléme qui nous
intéresse ici par rapport a la notion de mesures maximales
relatives 4 un cone de fonctions continues.

Des divers résultats qui précédent nous avons déduit les
théorémes de représentation d’un noyau continu par 'intégrale
d’un semi-groupe. Le cas des noyaux vérifiant le principe
complet du maximum et I’hypothése de séparation citée
ci-dessus a fait 'objet d’une note ([26]). Outre ce cas, men-
tionnons :

— Les noyaux verlfiant le principe complet, sur un espace
discret; -

— Les noyaux continus vérifiant le principe de domination
et I’hypothése de densité de Hunt, sur un espace compact;

— Les noyaux strictement positifs vérifiant le principe de
domination sur un espace. fini.
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Dans le chapitre vi, nous avons introduit des familles d’opé-
rateurs généralisant effectivement les familles résolvantes. A
leur sujet, nous avons obtenu des résultats similaires a ceux
du chapitre v. Quant aux méthodes, elles sont différentes;
ici, rien ne correspond plus a la notion de fonctions surmédianes,
essentielle au chapitre 1v; en outre, nous n’avons pas fait d’hy-
pothése de séparation. Par contre, I’étude faite au chapitre 1v
n’entre pas dans ce nouveau cadre; en effet, nous raisonnons
sur un espace métrisable, et nous utilisons le théoréme de
représentation intégrale de Choquet.

Nous avons terminé par un exemple qui met en évidence
le caractére partiel des résultats obtenus ici. Partant d’un
semi-groupe et de la famille résolvante associée, nous montrons
que AV,f(z) peut ne pas avoir de limite, lorsque A tend vers
I'infini. Ce fait prouve que la méthode présentée au chapitre 1v
est loin d’épuiser toutes les possibilités de construction de
semi-groupes.

Il m’est agréable de conclure cette introduction en expri-
mant ma reconnaissance envers M. Choquet, qui a bien voulu
reconnaitre a ce travail la qualité de thése, et en présider le
jury. Je remercie également M. Deny, dont les encouragements
et les conseils n’ont jamais cessé de m’étre utiles, M. Serre
qui s’est préoccupé du second sujet et P. A. Meyer qui a su
orienter mes recherches aux tournants décisifs.

« Aprés la rédaction de ce travail, nous avons eu connaissance du livre de
P. A. Meyer : Probabilités et Potentiels. Y figure une démonstration du théo-
réme de Ray identique a celle que nous avons donnée ci-dessus. Ajoutons
qu’'une remarque simple de l'auteur permet de montrer I'équivalence de

I’hypothése de Ray et de I’hypothése notée présentement (H). »
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CHAPITRE PREMIER

PRINCIPES CLASSIQUES EN THEORIE DU POTENTIEL

1. Notations.

Soit X un espace localement compact; soit K le compactifié
d’Alexandroff de X; soit w le point a l'infini.

S1 X est compact, on désignera par K l'espace compact
obtenu par adjonction & X du point isolé .

Notons Cx I'espace vectoriel des fonctions numériques réelles,
continues sur X, et a supports compacts.

Notons C, lespace vectoriel des fonctions numeériques
réelles, continues sur X, et tendant vers 0 a 'infini.

Notons € I'espace vectoriel des fonctions numériques réelles,
continues sur X, et tendant vers une limite a I’'infini.

L’espace C sera souvent identifié & I'espace des fonctions
numériques réelles continues sur K, en raison de I'isomor-
phisme canonique déterminé par l'injection de X dans K.

Les trois espaces Cx, Gy, € sont normés par la norme de la
convergence uniforme sur X.

Enfin notons Cf, Cf, C*, les cones des fonctions positives (1)
de chacun des trois espaces Cx, Gy, C.

2. Les noyaux.

DerintTion. — On appelle noyau continu sur X, toute appli-
cation linéaire V de Cx dans C,, telle que V(Cy) sott contenu dans G

Le noyau V est dit borné (2) s’il existe une constante M telle
Pinégalité : ||f|| << 1, entraine: ||Vf]| << M.

(Y} Le terme positif est pris au sens large (positif ou nul).
() Deny emploie dans ce cas le qualificatif « uniforme » (voir [14]).
Par contre, on trouve « borné » dans un sens trés différent, dans Choquet-Deny [7].



396 GEORGES LION

Tout noyau borné peut &tre prolongé a ’espace C, de la fagon
suivante: soit f une fonction de G, et soit Vf ’enveloppe
supérieure des fonctions Vg, pour ¢ appartenant a Ci et majo-
rée par f; ainsi définie, la fonction Vf appartient a C, car Cx
est dense dans C;.

Si 'espace X est compact, tout noyau continu est borné.

On dit qu'un noyau est strictement positif, si pour tout z
de X, 1l existe dans Cx une fonction f telle que Vf(z) soit stric-
tement positif.

Ezxemples. — 1. Prenons pour espace X l'espace euclidien
R"* (n > 2); et posons:

Vi@ = [ T8 g Cx).
f(il)) - Ix _ yln_z Y (fe K)
Le noyau V n’est pas borné.

II. Soit . une mesure positive & support compact dont
le potentiel newtonien U" est continu.
Posons :

Vi) = [ W du).

Si f appartient a C+, la fonction Vf est a priori semi-continue
inférieurement; si k désigne la borne supérieure de f sur le
support de w, la fonction V(k — f) est de méme semi-continue
inférieurement; or nous avons:

Vf = kU — V(k — f).
Ainsi la fonction Vf est continue sur R, et le noyau V est
borné.

ITI. Si X est un espace fini, tout noyau peut étre représenté
par une matrice carrée a coefficients positifs et réciproquement

(voir Choquet-Deny [8]).

3. Enoncé des principes.

a) Principe complet du maximum.
Pour tous a > 0, f et ge Cy, 'inégalité :

Vi (2) < Vg(2) + a,

a lieu partout sur X pourvu qu’elle ait lieu sur le support de f.
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b) Principe du maximum positif faible.

Si, pour f appartenant a Cx, la fonction Vf n’est pas négative,
elle atteint son maximum (strictement positif) en au moins
un point de X ou f est positive.

¢) Principe fort du maximum.

Pour toute fonction f de Cg, I'inégalité: Vf(z) < 1, a leu
partout sur X pourvu qu’elle ait lieu sur le support de f-

d) Principe classique du maximum.

Pour toute fonction f de €y, I'inégalité: Vf(z) < 1, a lieu
partout sur X pourvu qu’elle ait lieu sur le support de f.

e) Principe de domination.

Pour toutes f et g dans Cf, I'inégalité: Vf (z) < Vg(a), a
lieu partout sur X pourvu qu elle ait lieu sur le support de f

Les noyaux définis dans les exemples I et II, vérifient le
principe a) (voir Cartan-Deny [4], et Brelot [3]).

4. Equivalence des principes.

TutoriME. — Les principes a) et b), sont équivalents.
Hunt a remarqué I'implication: a) entraine b).
Démontrons par ’absurde la réciproque.

Supposons qu’il existe une constante a positive, et deux
fonctions f et g de €y, telles que 'on ait: Vf (z) < Vg(z) + a,
pour tout x du support de f.

Supposons d’autre part, qu’il existe un point z,, hors du
support de f, vérifiant I'inégalité: Vf(z,) > Vg(z,) + a.

Posons :

b= Vf (z,) — Vg(z,); etsoitc=b — a.

2

est ouvert, disjoint du support de f, et contient z,.

Il existe dans C une fonction g, égale & 1 en tout point de U.
S1 la fonction Vg est identiquement nulle, posons k=1,
sinon, posons: k = sup Vo(z).

zeX

Soit U =3xe X; Vf(@) — Vg(a) > b — <{. Cetensemble U

La fonction ¢ =f— g — 3k ¢, contredit le principe b);
en effet, pour z¢ U, on a:

Vi(z) < b — -§— et Vi(z) > b — _30-
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Ainsi, la fonction V¢ a un maximum strictement positif,
qu’elle ne peut atteindre que dans U ou la fonction { n’est
jamais positive.

Remarque. — On connait les implications: a) entraine c)
et e); et ¢) entraine d) (voir Deny [16]). Tenant compte du
théoréme qui précéde, on en conclut: b) entraine c).

Lorsque X est un espace discret, nous allons démontrer la
réciproque : ¢) entraine b).

Supposons qu’il existe une fonction f de Cg, telle que soient
disjoints les ensembles A et B définis ainsi:

A= {zeX; f(z) >0},
B ={zeX;Vf(x) =b>0},

(ou b est le maximum de Vf). :
Soit ¢ la fonction caractéristique de I’ensemble compact B.
Posons: f~=sup (— f, 0), et g={f+ f~¢; la fonction g
est nulle sur B; en vertu du principe d), qui découle de c),
on a:

° = sup VIele) = sup Vi ¢(a),
et b+ ¢ = sup Vg(z) = sup Vg(z).
z€X ze

Or, pour tout élément y du support de g, on a:
Ve(y) = Vf(y) + Vf9(y) < b +c.

La fonction g contredit donc le principe ¢); cette contradic-
tion signifie que I’hypothése de départ est impossible, et le
principe b) est vérifié par le noyau V.

Dans ce méme ordre d’idées, Kishi a démontré compléte-
ment les équivalences: a) <= ¢) <= d) et ¢), sous les hypo-
théses suivantes: le noyau V est un noyau-fonction, stricte-
ment positif, et régulier (voir & ce sujet Kishi [21], ou
Durier [18]).

5. Prolongement des principes.

Soit f une fonction de Cj; posons, lorsque cette expres-
sion est finie:
Vf(z) = sup Vo(z), (zeX).

P<S
- ?eCg
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Les fonctions f pour lesquelles Vf(x) définit sur X une
fonction continue, engendrent dans G, un sous-espace vectoriel
noté (V). La fonction Vf peut ne pas appartenir a C,. Lorsque
le noyau V est borné, le sous-espace D(V) est égal a C,.

Nous allons étudier deux cas ou un principe, valable pour
des fonctions de Cg, vaut encore pour des fonctions de D(V)+

a) Principe de domination pour un noyau strictement positif.

Supposons I'inégalité : Vf(x) << Vg(z), vérifiée pour tout z
du support de f(f et g appartenant a D(V)*).

Soit ¢ dans Cf, majorée par f; pour tout z du support de g,
on a: Vg(z) < Vg(z); d’autre part, il existe dans Cy une
fonction h telle que Vh(z) majore 1, pour tout z du support
de ¢

La fonction g est limite d’une suite croissante de fonctions
g, de C;; ainsi Vg est limite de la suite croissante Vg,; sur le
support de ¢, la convergence est uniforme.

Soit ¢ > 0, pour n assez grand on a donc:

Vg(z) < Vg.(z) + ¢ (z appartenant au support de ¢),
d’ou:
Vo(z) < Vg.(2) + € Vh(z) (x appartenant au support de ¢).

En vertu du principe de domination, cette inégalité a leu
partout sur X; en passant a la limite successivement sur n,
e et ¢, on en conclut I'inégalité demandée: Vf < Vg.

b) Principe complet du maximum;

Reprenons les mémes notations et soit a une constante
positive; si Pinégalité : Vf(z) << Vg(z) + a, a lieu pour tout z
du support de f l'inégalité: Vo(z) < Vg, (z) + a + ¢, a lieu
pour tout z du support de ¢; cette inégalité a donc lieu partout

sur X. On conclut de méme: Vf<< Vg + a.



CHAPITRE II

FAMILLES RESOLVANTES

1. Notations.

Soit une famille d’opérateurs linéaires continus de &, dans
lui-mé&me, notés V;, définis pour A > 0, ou pour A > 0, selon
les cas.

Nous dirons que (V,) est une famille résolvante si I’on a pour
tous A et ., Pégalité:

(= — NVaV, =V, — V,.

En conséquence, les opérateurs V; sont permutables; 'image
et le noyau de ces opérateurs ne dépendent pas de A.

La famille résolvante (V,) est dite positive, si pour tout A,
Popérateur Vy est positif (c’est-a-dire que Vy(Cg) est contenu
dans Cf).

La famille résolvante (V,) est sous-markovienne, si pour
tout A, on a: A||Vy]| << 1, (il s’agit 1a dela norme de opérateur
V,, dans ’espace de Banach 4(C,)).

Prorosrrion. — L’application: A — V3, de R, dans 4(C,)
est analytique.

En effet, de 1’équation résolvante, on déduit, pour tout
entier n:

(1 — NPVRVE = (1 — NJFVER 4 (s — WPV, VE,
Fixons p, et prenons A dans 'intervalle défini par I'inégalité :

1

A — p <m3
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par addition membres & membres des égalités précédentes,
nous obtenons: '

Vi= 3 (@ — AV

n=0

Nous avons ainsi le développement en série de Vj.

2. Famille résolvante associée 4 un noyau borné.

TutoriME I. — a) Soit un noyau continu V, borné, stricte-
ment positif et vérifiant le principe de domination; alors il
existe une famille résolvante (V,), ét une seule, telle que l'on ait:
V = V,; de plus, une telle famille est positive. -

b) Soit un noyau continu V, borné, et vérifiant le principe
complet du maximum; alors il existe une famille résolvante
(V3), et une seule, telle que Uon ait: V = V,; de plus, une telle
famille est positive et sous-markovienne.

Démonstration. — Pour A <ﬁ, la série i (— A"Vt

définit un opérateur V; qui vérifie la condition :
V-V, =2AVV, =AV,V (1).

Il existe un prolongement analytique maximal de cette
fonction V;: notons encore V; ce prolongement, et soit [0, k[
son 1ntervalle de définition; dans cet intervalle la condition (1)
reste vérifiée.

Prenons A et p dans P'intervalle [0, k[; on a alors:

VoI — AVy) = (I — V) V(I — AV;) = (I — wV,) V,.

De cette égalité, on déduit I'équation résolvante.
Montrons a présent que les opérateurs V, sont positifs.
Soit f une fonction de C, et soit Vyf = ht — h—; de I’égalité

AVVf = VF — Vof,
on déduit P'inégalité :

Vf(z) > AVh*(z) — AVh~(x),
pour tout z du support de At.
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En vertu du chapitre 1, § 5, et dans chacun des cas présents,
la méme inégalité a lieu sur tout I'espace X. Donc V,f appar-
tient a Cj.

De ce fait, on déduit I'imégahité: ||V;|| <||V|], pour tout
Ae[0, K.

Supposons que k soit un nombre fini, et prenons

kS
S\

la série Zo (w — A)"Vitt converge vers Vj, pour A <k (en
n= i
vertu de la proposition préliminaire); d’autre part, cette série
prolonge la définition de Vs, & Vintervalle [0, u+ —\1, [
ainsi k n’est pas finm. V1]
L’unicité de la famille résolvante se déduit aussitot de la
proposition préliminaire.
Il nous reste a prouver 'inégalité : A||V;|| <1, dans le cas b).
Soit f une fonction de Cj inférieure a 1; soit a le maximum
de V;f; 1l existe dans X un élément x, tel que I'on ait:

Vlf(xo) =a,
et:
f(@) — AVif(%) >0
(en vertu du principe du maximum positif faible appliqué a

Vif = V(f — AWNf))-

Nous trouvons I'inégalité cherchée : Aa < f(z,) < 1.

Remarque. — Si 'espace X est compact, le théoréme I a)
subsiste sans la restriction: « V est strictement positif ».

Cette restriction entraine I’existence de deux constantes a
et b, telles que l'on ait: ‘

0<a< V(1)< b,
d’ou l'on déduit:
AVi(a) < ALV < V(1) < bs
ainsi on a:

b
NIV < —
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‘Dans [20], Hunt démontre la partie b) du théoréme I, sous
I'’hypothése supplémentaire: « L’espace V(Cx) est partout
dense dans G, ». o

3. Famille résolvante associée & un noyau non borné.

Tutorime II. — Soit X un espace localement compact,
dénombrable a Uinfini, et V un noyau continu sur X, vérifiant
le principe complet du maximum; alors il existe une famille
résolvante (V3), et une seule, telle que Uon ait:

Vf — Vif = WV = VVyf, (feCx, 2 > 0).

De plus, la famille (V,) est positive et sous-markovienne;
et, quand A tend vers 0, V,f tend vers Vf, uniformément sur X.

Pour démontrer ce théoréeme, nous allons procéder par
étapes. .

1) Construisons une suite de noyaux bornés V,, tendant
en croissant vers V. Soit (K,) une suite de compacts de X,
vérifiant les conditions:

K,cK,, et X=LJKW

Pour tout entier n, il existe une application continue ¢,
de X dans [0, 1], égale a 1 sur K,, nulle hors de K,,;; pour
toute f de Cx, posons: V. (f) = V(¢.f).

Cette formule définit un noyau continu V,, vérifiant le
principe complet du maximum et borné; dés que K, contient
le support de f, on a: V,f= Vf.

2) Associons a chaque noyau V,, la famille résolvante (V}),
dont l’existence est assurée par le théoréme I.

Soit f une fonction de Cf, et S, le support (compact) de f.
Choisissons m assez grand pour que K, contienne S;.

On a alors:

Vf = Vf = Vif + AVEVaf = V3f 4 AV, Vof.

Pour n > m, posons : h,= Vif, et h, = VIf; de la formule
précédente, nous déduisons:

by + AV(¢.h,) = by + AV (@nhy).
Soit h = Inf (h, h,), g.=h, — h, et: goa=h, — h.



404 GEORGES LION

Retranchons la fonction A ++ AVg, h, nous obtenons I’égalité :
gn + AV(@ahn — gnh) = gn + AV(gngn),
qui entraine, I'inégalité :
AVnga(a) < V(@i — Guh)(a),

valable pour tout z du support de g,; cette inégalité a lieu
partout sur X en vertu du principe de domination; ainsi on a:
&n => g et Ay >y

En résumé, dés que K, contient le support de f, la suite des
fonctions Vif est décroissante; elle tend donc vers une limite
que nous noterons V;f.

3) Montrons que la convergence est uniforme sur X.

Soit g = Vf = Vif + AViVf; pour n assez grand, la suite
des fonctions V}g est croissante.

Soit ¢ > 0; 1l existe un compact K, hors duquel g(z) est
majoré par ¢; si u est une application continue de X dans
[0, 1], & support compact, égale a 1 sur K, la fonction g — gu
est majorée par ¢ sur X.

Prenons K, contenant les supports de u et de f, et m < n;
on a:

Vi(gu) < Vigw) < Vig < Vig < Vilgw) + o
d’ou 'on déduit :
0 Vig — V"ig<—;~:
donc:

W= Vif<e, (feCf).

La convergence uniforme de V}f vers V;f est ainsi vérifiée
pour toute fonction de Gy, car Cx y est dense et on a:

AVII < 1.

Les opérateurs V;, limites fortes de V3, constituent une
famille résolvante sous-markovienne, positive.
De I’égalité : Vf = Vif + AV} V[, on déduit, par passage a la

limite sur n;

Vf = Vif + AV, Vf (fe Cx).
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Prenons de nouveau f dans Ci; de I'inégalité: V,f<C Vf,
on déduit : im AV;f = 0, uniformément sur X; si g appartient

A>0 .
a Gy, 1l en est de méme de AV, g, donc V;f tend vers Vf quand A
tend vers 0, uniformément sur X.
Démontrons I’égalité :

VVif = L Vf (feCi).

Soit h une fonction de G, majorée par V,f; dés que K,
contient les supports de f et de k, on a 'inégalité :

h < 9. V3,

Vh < V,Vif = Vo VY.

qui entraine :

En passant a la limite sur n, puis sur h, on démontre I'iné-
galité :
VVif < VY.

D’autre part, on a, pour tout 0 > 0: VVyf >V, Vif = V,V, f;
faisons tendre p vers 0, 1l vient:

VVif > VW Vf.
Ainsi est démontrée 'égalité :
AVV,f = AV, Vf = VF — Vif, (feC).
4) 11 reste & démontrer P'unicité de la famille résolvante.

Supposons qu’il existe deux telles familles (Vy) et (W,),
vérifiant la condition:

Vif + AVVsf = Wif + AVW,F,  (fe i, A > 0).

Posons :

g1 = Vof — Inf (Vif, Wif),
g = Wif — Inf (Vof, Wif).

Ainsi, on a: g; + AVg, = g, + AVg,; pour tout x dusupport
de g;, a lieu l'inégalité: Vg,(z) < Vg,(x), cette inégalité a
donc lieu partout sur X, ce qui entraine: g; > g,; on démon-
trerait de méme I'inégalité inverse, d’ou I’on déduit finalement :

Vif = Wif.
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Remarques. — 1) A D’exception de la partie 3), les mémes
raisonnements s’appliquent & tout noyau continu, strictement
positif, et vérifiant le principe de domination.

2) Hunt a démontré le présent théoréme en usant d’une
méthode probabiliste, et sous I’hypothése supplémentaire
citée a la fin du § 2.

4. Etude des réciproques.

Tutorime III. — a) Soit (Vy)y»e une famille résolvante
d’opérateurs strictement positifs, défints sur Cy; alors tout
opérateur V, vérifie le principe de domination.

b) Soit (Vi)ise une famille résolpante dopérateurs posztlfs

et sous-markovienne; alors tout opérateur V) vérifie le principe
complet du mazximum.

Remarque. — Dans la partie a) il suffit que 'un des opérateurs
V. soit strictement positif, pour que tous les autres le soient.
Introduisons de nouvelles notations. Pour g >4, désigne
par & I'ensemble des fonctions de Cj, vérifiant la condition :

(e — WVf <.

On vérifie aussitot que & est un cﬁne convexe, semi-
retlcule inférieurement; si f appartient a Cf, V,f appartient
a &, en vertu de lequatlon resolvante

(= = NVWNf = Vf — Vif S Vif.

Posons Tif = V,f + " _f; X si f appartient a Cj, alors
T§f appartient a 8. En effet, on a la formule:
(0 — NVLTf = Vof — Vif 4 Vif = Vof < T

Réciproquement, pour toute fonction u de &, il existe une

fonction f dans G, telle que l'on ait: u = T{f; on calcule f
ainst :

= =M — V) = — N — (@ —1Vuw),

et cette formule détermine bien une fonction positive.
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Démontrons un lemme préliminaire :

Lemme 1. — Sotent feCf et uebl; st Uinégalité :

Tif (2) < (@),

a lieu pour tout x du support de f, alors elle a lieu sur tout X.
Posons ¢ = Inf (T§f, u), et soit g une fonction de Cf telle
que l'on ait: ¢y = T¥g; on a donc:

Vig = (0 — M)V Tig < (0 — MV = Vof;

c’est-a-dire :

Par hypothése on a, pour tout z du support de f, I'égalité :
T () = ¢(x) = Thg(z), et ceci entraine g(z) > f(z); cette

inégalité a donc lieu partout sur X, et ainsi on a:
Tie > Tif,

c’est-a-dire: TY{f = Thg = ¢, d’ou découle aussitdt la conclu-
sion du lemme.

Nous pouvons démontrer la partie a) du théoréme : suppo-
sons I'inégalité : V,f(z) << Vyg(z), vérifiée pour tout z du sup-
port de f(A >0, f et geCy).

Pour tout tel z, on a donc:

f(z)
TS f(x) < Viglz) + F—X

L’opérateur V, étant strictement positif, 1l existe dans Cf
une fonction & donnant lieu, pour tout z du support de f,
a Tinégalité : f(z) << Vih(2).

Ainsi, l'inégalité: T4 << Vig + -

» a lieu sur tout X.

7\

En faisant tendre g vers I'infini, nous obtenons I'inégalité
demandée: V,f < Vig.

Lorsque la famille est sous-markovienne on a le résultat
suivant :

Lemme II. — Si les fonctions u et ¢ appartiennent a &Y,
alors la fonction Inf (u, v + 1) appartient aussi a 8.
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Soit h, une suite croissante de fonctions de C;, tendant vers 1.

Posons w, = Inf (u, ¢ 4+ h,); quand n tend vers l'infini,
w, tend vers w = Inf (u, v 4+ 1); et la convergence est uni-
forme sur tout compact, donc aussi sur X, car w appartient
a Cf.

Or on a:

(= 2)Vu, < (r — NV + (2 — Vb, < ¢ + 1,
done, a la limite :
r—=AVr v+ 1.
D’autre part on sait:
(b — NV < (1 — NVpu < u;

ainsi w appartient a 8.
Démontrons l’assertion b) du théoréme.
L’inégalité: V,f(z) < Vig(z) +a, (f, g=C5, a>0), ayant

lieu sur le support de f, entraine pour un tel z:

Tif(2) < Vagle) + a + ;f—(j”% < Vigla) + a +

ou k est la borne supérieure de f sur X.
En vertu du lemme II la fonction

" .
Inf <T§f, Vig +a+ m)

appartient a 8Y; donc on a d’aprés le lemme I:

3

w— A

k
& -
T1f<ng+a+P._)\

qui conduit de méme a:

V)f< Vlg —l— a.

Remarque. — Supposons la famille (V;) sous-markovienne;
supposons de plus que, pour toute fonction f de Cx, V,f tende
vers une fonction Vf, uniformément sur X, quand A tend vers 0.
L’application f — Vf définit alors un noyau continu vérifiant
le principe complet du maximum, mais non borné en général.



CHAPITRE III

PROLONGEMENT AU COMPACTIFIE

1. Position du probléme.

Partant d’un noyau continu, défini sur Cx ou sur G,, et
vérifiant le principe complet du maximum, nous sommes
arrivés a une famille résolvante (V,) sous-markovienne, définie
sur Cy; dans le but d’appliquer a cette famille résolvante les
résultats de Ray [30] et de Choquet [5], nous devons nous
placer sur un espace compact; c’est-a-dire étendre de G, a
G, I'espace de définition des opérateurs V.

D’autre part I'image V;(C) devra contenir les fonctions
constantes; nous cherchons donc & prolonger 'opérateur V,
de fagon que l'on ait: V(1) = 71\—

Nous verrons qu’un tel prolongement est possible et qu’il
est unique.

Remarque. — Si I'espace X est compact, il y a lieu de lul
adjoindre un point isolé, qui jouera un rdle analogue au point
al'infini d’un espace localement compact non compact.

2. Prolongement d’une famille résolvante sous-markovienne.

Prorosition. — Soit (Vy)xse, une famille résolvante, positive,
sous-markoyienne, définie sur C, pour A > 0.
St on a, de plus, pour tout A > 0:

1
k4

IVall <

’
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alors il existe une famille résolvante (W;)ise, positive, sous-
markovienne, définte sur C pour X > 0, et telle que:
Pour toute fonction f de C,, on ait: Wyf= V,f, et

1
Wi(1) = Y
De plus une telle famille est unique.
Démonstration. — a) Soit g une fonction de C, et

f=8— g(v).

Ainsi f appartient 4 G, et 'on a nécessairement :

Wagle) = Wi f(a) + Wilg()] = Va f(z) + 225 zeX),
et

Wiglo) = 2k

Ces inégalités suffisent & déterminer W,g.
b) Vérifions 1’équation résolvante a propos de (Wy):

(1 — W, Wag = (u — NW, [Vir + 8L
= (b — WV £+ (o — ) 5
= W= Vf +7 _*_))\ kg—(:)p. Wyg — W,g.

L’opérateur Wy est positif:
Soit g une fonction de Ct; on a:

f=g— glv) > — gv),

d’our:

80 o W= Vif+ B S

= + A k4+1=
Et I'inégalité : ||Wy|| << 2 1 3 entraine que la famille (W)
est sous-markovienne. +

3. Prolongement d’un noyau continu & I’espace K.

Soit V un noyau continu borné, défini sur X et vérifiant le
principe complet du maximum.
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DErinitioN. — On dit que Uon prolonge le noyau V en

posant W(1) =—Ij—;—, st Uopérateur W, défint sur C par la
formule :

Wg = V(g — go)) + &2,

est un noyau continu vérifiant le principe complet du mazimum.

Remarque. — Pour que ce prolongement ait lieu, il faut que

la norme de V dans $(C,) soit majorée par =

Cette condition n’est pas suffisante, comme le prouve
I'exemple suivant :

Soit X I’ensemble des deux éléments z, et z,.
Soit V le noyau représenté par la matrice :

(i 1)

Ce noyau V vérifie le principe b) du chapitre 1, donc le
principe complet.
Soit W un prolongement de V, représenté par la matrice:

1
1 0 =
1 1
11 -2 <O<k<_2_>.
1
00 T
Soit
1
g@) =4—1 gm=—7 go)=-1
Calculons Wg:
1 1
Wg(x1> = 01 Wg(xz) = “2—‘) Wg(m) = — —-k—-

Ainsi, quel que soit le nombre k, le noyau W ne vérifie pas le
principe complet du maximum.



412 , GEORGES LION

Démontrons trois lemmes :

Lemme I. — St Uon peut prolonger le noyau V en posant

W) = _llc_’ alors il existe une famille résolvante (T;)y,,

positive, sous-markovienne, définie sur G, pour A >0 et telle
que lon ait: V=T,

Le noyau W vérifie le principe complet du maximum, il
existe donc une famille résolvante (W,) d’opérateurs de C,
définis pour A > 0 et tels que I'on ait Wy = W. (Au chapitre I1
le résultat a été démontré pour C,).

On peut donc écrire la formule :

Wy — W= — AW,W = — AWW,, (A >0).

D’autre part, I'inégalité: ||W||<%, permet de défimr
lopérateur U, somme de la série

S (k— W, (0< < k).
L’opérateur U, est évidemment positif sur C; de plus on a:
(k—pWU, =k —p) UW=U,—W, 0<p<hk).
Prolongeons la famille U, en posant:

Up=Wu (> h).

La famille (U,),>, est positive; pour tout >0 on a I'éga-
lité : ‘
(k — $)UW = (k — p))WU, = U, — W,

d’ou 'on déduit :

c’est-a-dire :

U, — Uy = (A — w)U,U,.

Il s’agit donc d’une famille résolvante.
Pour pu <k, on a
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par prolongement analytique, cette égalité a lieu pour tout
w > k.
La famille (U,),~, est donc sous-markovienne et U, = W.
Prenant la restriction T, de U, & Gy, on obtient la famille
cherchée.

Lemme II. — Soit (Vy)ase une famille résolvante, positive,
définie sur Cy; s’il existe une famille (T,),, résolvante, positive,
sous-markovienne et telle que Uon ait, pour tout A >0, Vy = T, ;.
Alors la norme ||V,]| est majorée par Py

Ce lemme est évident car la famille (T,) est sous-marko-
vienne.

Lemme III. — Soit (V) une famille résolpante, positive,
définie sur Cy pour A >0 et telle que U'on ait, pour tout A > 0,

VAl < k> 0);

S
k+ N
Alors tout opérateur W, de la famille prolongée a C vérifie le
principe complet du mazximum sur

Le prolongement (W;)y5, existe en vertu du théoréme I
du présent chapitre; de plus, pour tout A > 0, le noyau défini
par W, vérifie le principe complet du maximum (chapitre 11,
théoréeme III).

I1 reste donc a vérifier ce principe pour le noyau W = W,.

Soient a >0, f et g dans Ct, tels que I'inégalité:

Wi(z) < Wg(z) + a,

soit vérifiée pour tout élément x du support de f.

Lorsque A tend vers 0, W,f tend vers Wf uniformément sur
K, et de méme W,g tend vers Wg.

Soit ¢ > 0; pour A assez petit, I'inégalité :

Wif (2) < Wagla) + a + ¢,

est vérifiée sur le support de f.
Par application du principe complet, on obtient:

Wif<Wig+a+e,
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d’ou, par convergence uniforme:
W< Wg+a+e
Cette 1négalité ayant lieu pour tout ¢ > 0, on en conclut:

W< Wg + a.

Tatorkme II. — Soit V un noyau continu sur X, vérifiant
le principe complet du mazimum; soit (V1)1>0 la famzlle résol-
vante associée & V. Les trois nombres suivants sont égaux:

[ 1
= inf A
“=int (=)
b= supzk > 0; on prolonge V en posant W(1) = —Iic—

¢ = sup{k > 0; il existe une famille résolvante sous-marko-
vienne (Ty)is, telle que V) = T, ).

Démonstration. — Quatre cas sont possibles a priori :
1) b=£0; on a alors: b < ¢ (lemme I);

2) ¢ 5~ 0; on a alors: ¢ < a (lemme II);

3) a~0; on a alors: a < b (lemme III);

4) a=b=1¢c=0.

Ces quatre cas conduisent a I’égalité a = b = c.

Ezemples. — 1. Au noyau cité plus haut on associe la famille
résolvante définie ainsi:
1 1 A 0
vi=| T L ] a>o.
14+12 142

On peut calculer:

242 1 1
Vi| = 7—= t —_—— A=
M= it T
Ainsi, on retrouve le fait que V n’est pas prolongeable.

(Pour: 0 > A > — 1, les opérateurs V; sont positifs, mais
ils ne vérifient pas le principe complet du maximum).
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I1. Construisons un exemple ou I'on ait:

1
—— 0.
Nikaka

Il suffit de considérer:
2 0 ) 11
V=(i 5 Ty
et
2

)
W +1x 9

I+ 202 1+ 2%,

ce qui donne:

1 A1

A= ;
[Vl 4\ + 3

d’ott I'on déduit :
1 1
=TTV

415



CHAPITRE 1V

FONCTIONS SURMEDIANES

1. Introduction.

Dans ce chapitre K désigne un espace compact et C désigne
Pespace vectoriel des fonctions numériques continues sur K.

Soit (V) une famille résolvante, positive, définie sur C
pour A > 0, on suppose de plus I'égalité: AV,(1) = 1.

Ray s’est préoccupé de savoir sous quelles hypothéses on
peut conclure que chaque opérateur Vy est l'intégrale d’un
semi-groupe sous-markovien (voir [30]). Le théoréme de
Hille-Yosida (voir chapitre v) permet de ramener cette ques-
tion a la suivante:

Lorsque la fonction f appartient a C, la fonction AV,f(x)
a-t-elle une limite quand A tend vers I'infini?

Ray a répondu positivement sous la condition suivante:
les fonctions 1-surmédianes (®) séparent les points de K.
Notons f la limite (simple) de AV,f; Ray a montré que pour
tout 2 d’un ensemble A et pour toute f de € on a: f(x) = f().

Il a ensuite étudié le semi-groupe associé a (V,) et les proces-
sus de Markov qui s’en déduisent.

Notre propos est d’étendre les premiers résultats de Ray
au cas ou c’est le cone de toutes les fonctions surmédianes
qui sépare les points de K; les méthodes s’en trouveront
d’autant simplifiées; puis nous ferons le lien du probléme
étudié ici avec les travaux de Bauer sur la frontiére de Choquet,
et aussi avec la notion de mesures maximales; enfin, nous

(3) C’est-a-dire les fonctions de G+ vérifiant pour tout A > 0 I'inégalité :

Wiy f<f
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donnerons une condition nécessaire et suffisante pour que la

fonction f soit continue sur K, et un exemple ou ceci n’a pas
lieu.

2. Résultats préliminaires.

DEFINITION. — Ondit qu’une fonction f de C* est A\-surmédiane
si, pour tout . > A, on a Uinégalité: (p — M)V .f < f.

L’ensemble &, des fonctions A-surmédianes est un coOne
convexe, semi-réticulé inférieurement.

Toute constante positive appartient a &,.

Si la fonction g appartient a C*, en vertu de ’équation résol-
vante la fonction V;g appartient a 8.

LemuMme 1. — St la fonction f est X-surmédiane, alors U'inégalité :
w >, entraine (' — M) Vf > (n — A)V,f. '

En effet on peut écrire:

(' =2Vl = (e =M)Vuf = (M,—K)(Vp'f—fo)+§ ' H)]fo

et cette derniére fonction est bien positive.
Soit z un élément de K, et f une fonction A-surmédiane;
puisque (. — A)V,f(z) croit avec p, cette quantité tend vers

une limite lorsque w tend vers I'infini. Soit f(z) cette limite.
Nous savons d’autre part:

l"'V!*f = (k. — N)Vuf + AV,f,

vt < U

et

Donc¢ nous avons:
fle) = lim uVf(@), (e K; feby)

Lemme II. — L’inégalité: N >\ entraine Uinclusion:
&, o &,.
En effet soit f appartenant & &,; nous avons, pour . >2":

(= MWVuf = =MV + A =MV < (= MV S

Donc la fonction f appartient a &,.
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La réunion & des cones &, est un cone convexe, semi-réticulé
inférieurement. Nous dirons dorénavant qu’une fonction de €
est surmédiane si elle appartient au cone 8.

Démontrons un résultat général sur les familles résolvantes.
Notons H I’adhérence de I’espace vectoriel V,(C) dans €.

Prorosition. — Pour que U'on ait, pour tout x de K, Uégalité :
lim AV, f(2) = f(), (1)

il faut et il suffit que f appartienne a H.

Et alors la convergence est uniforme sur K.

1) Démontrons que la condition est nécessaire; ’espace H
est l'intersection des hyperplans fermés le contenant. Soit
donc L une forme linéaire continue sur C et nulle sur H;
on peut écrire: L = L+ — L, ou L+ et L~ définissent deux
mesures positives sur K.

Si la fonction continue f vérifie la condition (1), on a en vertu
du théoréme de Lebesgue:

LH(f) = lim L+*(AV,f) et L~(f) = lim L=(AV,f).
A> o A>

Ayant, pour tout A, I’égalité: L(AV,f) = 0, on en déduit:
L(f) = 0, et f appartient & H.

2) Réciproquement, supposons qu’il existe une fonction g
de C telle que I'on ait f = V,g.

Alors I’équation résolvante :
AViVug = Vug + uViVyg — Vig,

entraine la convergence, uniforme sur K, de AV,f vers f.

En vertu de D’égalité: AVy(1) = 1, on a le méme résultat
pour toute fonction f de H.

Nous ferons ’hypothése suivante :

(H): L’ensemble des fonctions surmédianes sépare les points

de K.

Tutortme I. — Lorsque f appartient a C, et x ¢ K, AV, f(x)
tend vers une limite f(z), quand \ tend vers Uinfini.

En effet, la propriété a lieu pour toute fonction f surmédiane;
elle a donc aussi lieu pour toute fonction appartenant a I’espace
vectoriel D engendré par 8.
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Or cet espace D contient les constantes, sépare les points
de K, est réticulé. D’apres le théoréeme de Stone-Weierstrass,
cet espace vectoriel D est partout dense dans C.

Soit donc f une fonction de C, et (f,) une suite de fonctions
de D tendant vers f uniformément sur K. Nous avons:

AV f(@) — MV f(2) = AN(f — fi)(@) — A'Valf — f)(=)
+ AVa = 'V )fal(2).

Les deux premiers termes sont majorés en valeur absolue

par |If — fill-

Ainsi la convergence est démontrée.

Remarque. — Pour toute fonction f de &, on a I'inégalité:
f<f

L’égalité f= V,g, entraine: f=f (et la convergence est
uniforme).

L’inégalité: f>0, entraine: f > 0.

3. Fronti¢re de I’espace K.

Soit I' I’ensemble des fonctions f de € vérifiant I'inégalité :
f <f. L’ensemble ' est un céne convexe, semi-réticulé infé-
rieurement, fermé et il contient le cone 8.

Introduisons les notations de Bauer (voir [22]).

Soit Jb; I’ensemble des mesures positives de masse 1 sur K.

Pour toute fonction f de €, désignons par S(f) le compact
ou la fonction f atteint son minimum.

Pour toute mesure g de Jbf, notons S, le support de p.

Pour tout z de K on note M,, ’ensemble des mesures w
de JMbj, vérifiant pour toute fonction f de [', I'inégalité :

wf) < f(a).

L’ensemble M, n’est pas vide, car il contient la mesure ¢,.
Cet ensemble contient aussi la mesure W, définie ainsi:

w(f) = f(2), (feC).

Pour toute mesure w de M., on a:

p(Vof) = Wof(2),  (f=C).
En effet la fonction V,f appartient a ['n (— [') = H.
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Lemume 1. — Pour toute f de 8, et toute . de M,, on a U'inégalité :

| #(f) > polf)-
En effet soit fe 8, et k > A; nous avons:

w(F) = pllk = MVif] = (k — NV.f ().

Passant a la limite on obtient:

w(f) > f(2) = w(f)-

LemMme II. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

a) pour toute fonction f de 8, on a: f(x) = f(z);

b) Uensemble M, se réduit.a e,.

La condition a) signifie ’'égalité : i, =¢,; donc b) entraine a).

Réciproquement la condition a) entraine pour toute f de &
et toute p de M,: w(f) > f(z), (lemme I).

On a I'inégalité inverse par définition de M,, donc les mesures
i et ¢, coincident sur le cone &, donc sur 'espace D, et aussi
sur C par convergence uniforme.

DeriniTioN. — L’ensemble A des éléments x de K vérifiant la
condition a) (ou b)) est appelé frontiére de Choquet de K relative-
ment au céne ['

Remarque. — On obtiendrait la méme frontiére en partant
du cone &.

Il nous faut maintenant montrer que cet ensemble A n’est
pas vide, suivons pour cela la méthode de Choquet-Bauer.

On dit qu'un compact E de K est extrémal (*) si, pour tout =
de E et toute  de M, le support S, est contenu dans E.

L’ensemble des compacts extrémaux, ordonné par inclusion,
est inductif vers le bas; 1l y a donc des éléments minimaux.

Lemme III. — L’ensemble A n’est pas vide et toute fonction
de T' y atteint son minimum. :

Montrons d’abord que, pour toute f appartenant a [,
le compact S(f) est extrémal.

En effet soit zeS(f) et weM,; linégalité: p(f) < f(z),
entraine que S, est contenu dans S

(%) Au lieu d’extrémal on dit parfois stable.
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Soit donc M un compact extrémal minimal contenu dans
S(f).
Si I’ensemble M contenait deux points distincts, il existerait
dans [’ une fonction g non constante sur M. Soit M’ le compact
ou la restriction de g 4 M atteint son minimum. Soit  dans M’
et . dans M,; on sait déja que I’ensemble S, est contenu dans
M; donc I'inégalité : m(g) < g(x), entraine, comme plus haut,
Iinclusion: S, c M’; le compact M’ serait donc extrémal et
distinct de M.

Le compact M est donc nécessairement réduit a un point &.

Toute mesure de M; est ponctuelle donc égale a e, et &
appartient a I'ensemble A.

Soient z un élément de K et f une fonction de C; posons:

F@) = inf o@), et f(a)= sup wa),

Va2S - w,<f
vert weop

(nous désignons par fa, ¢a, w4, les restrictions & A des fonctions

fy 5 ).

Le fait que I' soit un cone entraine les inégalités :

fHe<f+s e f+g>f+zsg

Pour de telles fonctions ¢ et w, la fonction ¢ — w atteint son
minimum sur A, donc cette fonction est positive partout sur K.

Nous en déduisons l'inégalité: f<< 7.

Enfin si la fonction f appartient & [’ on a: f> .

Lemme IV. — a) Pour toute fonction f de &, on a Uégalité:
f =f; b) pour toute fonction f de D, on a les inégalités :
I<f<t.
Démonstration. — a) Soit f appartenant a &,; pour tout

k>2% on a: (k—A)V,f<f, or la fonction (k — A)V, f
appartient & — [', et ceci entraine: (k — A)V,f(z) < f(=),
qui donne P'inégalité: f < f, en passant a la limite sur k.

D’autre part, soit w une fonction de — [, telle que 'on ait :
wi < fa-

La fonction f — w appartient au coéne [, étant positive
sur A, elle est positive partout sur K.

21
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Ainsi pour tout k> A, on a: (k —A)V,w < (k— NV, f;
cette inégalité entraine: & < f.

L’appartenance: we — [', entraine linégalité: w < #;
finalement on a bien: f<7.

b) Soit h une fonction de D, égale & f — g, ou f et g appar-
tiennent a &.

On a:

h=f—¢=f—g>(—9="L
Et de méme on a: h < k. |

TutortmE II. — Pour tout x de K, le support de la mesure .,
est contenu dans A.

En effet soit une fonction f de C*, nulle sur A; pour tout
e > 0, 1l existe dans D une fonction k différant de f d’au plus .

La fonction h étant majorée sur A par ¢, la fonction & est
majorée par g, il en est de méme de la fonction h.

Ainsi pour tout z de K, on a:

0 < palf) < pralh) + & < 26,

walf) = 0.

Remarque. — Le compact A est la frontiére de Silov de K
relativement a [
Pour toute mesure de Radon @, notons iV, la mesure définie

par:
(s ) =V ), (F=C).

CororLrLAIRE I. — Pour tous x dans K et A >0, la mesure
e, V) a son support contenu dans le compact A.

Prenons une fonction f de €+, nulle sur ’ensemble A; on a:
f=o.

En vertu de I’équation résolvante, et en posant g =¢,V),
on a:

d’ou:

Vif (2) = lim AV, V(@) = lim [ kVif(y) du(y).
Invoquons le théoreme de Lebesgue:

Vif(@) = [, f(y) du(y) = 0.
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Cororraire II. — Le noyau de lopérateur linéaire V,,
est identique a Uidéal des fonctions continues nulles sur le
compact A.

Nous connaissons déja I'un des deux résultats & démontrer.

Réciproquement supposons que V;f soit nulle sur K.

Alors pour tout g, la fonction V,f est nulle; la fonction f
étant égale a f sur A, est bien nulle sur le compact A.

Corovrraire III. — Si la fonction Vyf a un maxvmum stricte-
ment positif, elle atteint ce maximum en au moins un point de A
o la fonction f est positive.

Soient C le compact ou V;f atteint son maximum, et D le
compact ou f est positive. Supposons que les deux compacts
CnD et A soient disjoints.

Il existe une fonction g continue, positive, nulle sur 1’en-
semble A, et majorant la fonction sup (1,2 f) sur le compact
CnD.

La fonction V,(f — g), égale a V,f, atteint son maximum
seulement sur C.

Hors du compact D, la fonction f — g est strictement néga-
tive.

Sur le compact CnD on a l'inégalité:

f(z) — glz) <inf (— f(z), f(z) — 1) <O.

Ainsi le principe du maximum positif faible, vérifié par
le noyau V), est contredit par la fonction f — g; donc Cn D
rencontre A.

4. Mesures maximales.

Prenons les notations de Choquet, Meyer et Mokobodzki
(voir [6], [10], [27], [29)).

DeriniTioN. — Soit . et v deux mesures positives sur K;
par définition on dira: p. < v, st pour toute fonction f de I' on a
Uinégalité : w(f) > v(f).

On vérifie aisément qu’il s’agit 14 d’une relation d’ordre.

Cette relation entraine, pour toute f de H, I'égalité:

() = v(f)-

Ainsi pour toute fonction f de €, on a: w(f) = v(f).
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Lemme I. — Soit p. une mesure positive sur K; les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

a) la mesure . est maximale pour Uordre &

b) pour toute fonction f de C on a: u(f) = p(f).

Démontrons : a) = b); posons: v(f) = u(f), (f<€); ainsi
v est une mesure positive sur K; si I'on choisit f dans [, on a:

v(f) = w(f) < u(f)-

Et v, qui majore i pour P'ordre &, lui est identique.
Démontrons b) = a); soit v une mesure majorant g pour
Pordre &. Prenons une fonction f dans le cone ['; on a:

W(f) <) < ulf) = w(f);

or on connait I'égalité:

() = v(f);

on en déduit : w(f) = v(f). Cette égalité se prolonge a ’espace C
par densité. Ainsi g est maximale.

Lemme II. — Toute mesure maximale est portée par les
ensembles A, = {x e X; f(z) = f(x)} et réciproquement, (f < ¢).
En effet le résultat est évident si la fonction f appartient a [';
si f est la différence de deux fonctions g et h de I', on a I'inclu-
sion: A;o> A n A, ; et de méme, sifestlalimite uniforme d’une

suite de fonctions f, appartenant aI' — [, on a: A;> ' | A,
La réciproque est immeédiate.

LemMe III. — Toute mesure positive . est majorée par une
mesure maximale unique.
Soit v une mesure maximale majorant p; on a:

v(f) =) =ulf), (feo).

Cette égalité détermine completement la mesure v.

En particulier 'unique mesure maximale majorant ¢, est
la mesure w,.

Pour peM, et feC on a: u(f)=f(z), et pour feTl
#(F) = palf)-

Ainsi on a la relation: @, & w.
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TatoriME I1I. — Le dual de Uespace vectoriel H est réticulé.
En effet, soit p une forme linéaire positive sur H; pour toute
mesure { positive, prolongeant p, on a:

w(f) = lim p(AVyf), (f<C).

Cette égalité détermine complétement une seule mesure
maximale associée a la forme p. Or le cone des mesures maxi-
males est identique au cOne des mesures positives portées
par les ensembles A, (lemme II). C’est donc un ensemble
réticulé.

5. Cas particulier : I’ensemble A est fermé.

Tutorkme IV. — Les trois conditions sont équivalentes :

A) Pour toute fonction f de €, la fonction AV f tend vers f,
quand A tend vers Uinfini, uniformément sur K;

B) Pour toute fonction f de C, la fonction f est continue sur K.

C) L’ensemble A est fermé dans K.

Les implications A) = B) = C) sont aisées.

Démontrons C) = A), et pour cela considérons seulement
le cas des fonctions f de &, (car D = & — & est partout dense
dans C).

Si f appartient & &(k — A) V,f tend vers f en croissant;

sur A, ou f coincide avec f, la convergence est uniforme, en
vertu du lemme de Dini. Pour tout z hors de A, on a:

(ke — NVif(@) = [, (e — NVif () dusaly);

or la masse totale de ., vaut 1 quel que soit z; ainsi la conver-
gence de (k — A) V,f vers f est uniforme sur K.

Cororraire I. — L’espace de Banach H est isomorphe a
Vespace des fonctions continues sur le compact A.

Soit ¢ une fonction continue sur A; quelle que soit la fonc-
tion @ continue sur K et prolongeant ¢, on a:

= [, 9() dix.(y)
Ainsi, § appartient a H.
Réciproquement, la restriction de ® a A est égale a %.
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Cororraire II. — Tout opérateur V, induit sur A un noyau

de Hunt.

En effet, la restriction de V; & A vérifie le principe complet
du maximum (voir § 3, corollaire III, et chapitre 1).

De plus, 'image de C(A) par V, est dense dans C(A), iso-
morphe a

6. Etude d’un exemple.

Soit X Vespace topologique somme des trois demi-axes :
Dlz]— 0070']; Dzz]'— OO,b]; D3=[C,+OO[,

ou les abscisses de a, b et ¢, sont nulles.
Soit K le compactifié d’Alexandroff de X, w le point & I'in-
fini. Pour toute f continue sur K, soit f; la restriction de f & D,.
Si f(w) est nul, on pose:

e }“: fy(u) du, (zeDy);
e [2, fy(u) du, (weDy);
Vof(@) = o )
Vit ? e\ f_w er <M > du + e_vj; eX'fy(w) du,
| (x e Da).

Enfin, si f(w) n’est pas nul, on pose:
Vif = Vil — f()) + L2

Il s’en suit, pour tout z différent de c: f(z) = f(z); et

o f@ D) et
flo=td10, , _«te

c

Ainsi, la fonction f n’est pas toujours continue sur K,
et 'ensemble A est dans ce cas 'ouvert K — gc}



CHAPITRE V

NOYAUX ET SEMI-GROUPES

Dans ce chapitre, nous allons établir certaines conditions
suffisantes pour qu’un noyau soit I'intégrale d’un semi-groupe.

1. Le théoréme de Hille-Yosida.

DerintTions. — Soit E un espace de Banach réel; on appelle
semi-groupe défini sur E, toute famille d’opérateurs linéaires
continus K,, de E dans lui-méme, définis pour t > 0, et vérifiant
Dégalité :

KKy = Ky, (tett >0).

L’opérateur K, est tdempotent, et parfois égal & Uidentité.

On dira que le semi-groupe (K,) est fortement continu si,
pour tout x de E, Uapplication: t - Kz, de R, dans E, est
continue.

On dira que le semi-groupe (K,) est sous-markovien si, pour
tout t >0, on a linégalité: ||K|| <1.

Rappelons le théoréeme de Hille-Yosida (voir [19]).

TutoriME. — Soit (Vi)ise, une famille résolvante d’opéra-
teurs de E, vérifiant la condition suivante:

Pour tout entier n >0, on a: ||V}]| <% .

Alors il existe un semi-groupe fortement continu d’opérateurs
K,, définis sur Uespace V(E), et tels que U'on ait:

a) Vi = [, e Kadt, (A>0,2<V(E),
b) K| < e

c) Ky, =1L

On a noté V(E) I'image de E par un opérateur V; quelconque.
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Esquissons une démonstration rapide du théoréme:
On vérifie les résultats suivants, pour tout x appartenant

V(E):

-

lim kV,2 = z; lim B,V;x = AV, — =,

k> o k> o

(en posant B, = k(kV, — I)); pour k fixé, les opérateurs
Exp(tB,) forment un semi-groupe fortement continu, et on a:
[|[Exp(tB,)|| < «; enfin, quand k& tend vers I'infini, Exp(iB,) z
tend vers un élément de V(E), noté K.

Pour vérifier la formule intégrale, posons

Sput = ﬁ ** eMExp(tB,)z dt,

on a:

le = S)\’,,O\I —_ Bk)V)\.'II - )\S)\,kle -_— S)\k[kO\V)\ —_ I)]V,‘x
= S, + (AS3,Va — Sz — kV,2).

Ainsi on obtient:

lim Smx = V)‘x = J;_Ho e“"‘K,x dt.

k> o

2. Principe complet du maximum
et semi-groupes sous-markoviens.

Soit V un noyau continu vérifiant le principe complet du
maximum sur un espace X localement compact ().

Désignons par (Vy)ys, la famille résolvante sous-marko-
vienne associée 4 V. Nous ferons dans ce paragraphe I’hypo-
thése suivante :

(H) L’ensemble des fonctions surmédianes relativement a (V,),
sépare les points de K.

Cette hypothése signifie que cet ensemble sépare les points
de X, et que, pour tout x de X, il existe une fonction sur-
médiane non nulle en x; c’est le cas, en particulier, si 'espace
vectoriel V(Cg) sépare les points de K.

Soit (Wy) la famille résolvante, définie sur €, qui prolonge
(Vy); le cone des fonctions surmédianes relativement a (W)
sépare les points de K, et contient les constantes. On peut donc
appliquer la théorie du chapitre 1v.

(°) Si le noyau V n’est pas borné, on supposera X dénombrable a I'infini.
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Désignons par $ I’espace des fonctions boréliennes bornées

sur K (¢).

Tatortme [. — Soit V un noyau continu sur X, vérifiant
le principe complet du maximum et Uhypothése (H). Il exuste
alors un semi-groupe d’opérateurs P,, définis sur % pour t > 0,
sous-markoviens, positifs tels que lon ait:

Pof(2) = () (ze X, fetx),
Vf(@) = [[""Pfla)dt (veX,feCx),

de plus, Uapplication : t — P,f(x) est continue & droite et pourvue
de limite & gauche (f e Ck).

L’essentiel de ce théoréeme a été démontré par Ray, qui a
établi la formule de représentation pour tout opérateur
Wi (A > 0), sous I’hypothése précisée au chapitre 1v.

Résumons en quelques points la démonstration du théoréeme;
d’aprés le théoréme précédent, il existe un semi-groupe

d’opérateurs K,, définis sur ’espace W(C). Soit t > 0, et z € K,
la forme linéaire: h — K/i(x) peut étre prolongée a C, et
définit sur K une mesure positive . Le théoréeme de Lebesgue

prouve alors Pexistence de lim K&W,f(z) = u(f), pour toute f
k>

de C. Notons P,f(z) cette limite; la forme linéaire ainsi définie
sur C se prolonge a %, de fagon unique.

Le méme théoréme de Lebesgue permet de démontrer,
pour f continue, 'égalité: P, .f= PP.f; par passage a la
limite cette égalité a lieu pour toute fonction de &.

Démontrons la formule intégrale; soit feC, et ze K.

Ona:
Wsf(2) = lim WikW,f(2) = lim [,"" e MKW, f(2) dt
k> k>0
= f T e NP f(z) dt.

Si maintenant f appartient & G, on sait d’apresle chapitre 11,
que V,f tend vers Vf, quand A tend vers 0; on a donc, par
convergence monotone, 'égalité :

Vf(@) = lim [ e P f(a) dt = [ Pf(a) dt.
A>0

(8) Si K n’est pas métrisable, B désigne le plus petit espace vectoriel de fonctions
bornées, contenant C, et stable pour les passages a la limite simple.
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Passons a la derniére assertion de I’énoncé; soit xe X et
feC.
Prenons g dans C*, et soit f= W;W,g; on a:

e MK f(2) = e MK, [,"e MK W,g(a) du = [7e K, W,g(a) do.

Cette fonction est continue et décroissante de ¢.

Par convergence uniforme il en est de méme pour toute
fonction f appartenant a W,(C*).

Prenons maintenant f dans le cone &, ; pour tout k > 0,0n a:

EWinf = kWi(f — kWiaf) et [ — kWenf >0

La fonction e K, kW, ;f(x) est une fonction continue et
décroissante de t. Elle tend en croissant (chapitre 1v, § 2,
lemme I) vers e P,f(x) lorsque k tend vers l'infini.

Ainsi, e P,f(z) est décroissante, et continue a droite.

La fonction P,f(x) est continue & droite et pourvue de limite
a gauche, lorsque f appartient 4 &. Il en est de méme pour
toute fonction de D, et aussi pour toute fonction de C, par
convergence uniforme.

Remarque. — La famille résolvante (W,) étant donnée, il
existe un seul semi-groupe (P,) tel que l'on ait:

Wif(@) = [ e*Pf(a) di, (A>0, feC, z<K),

et que Vapplication: ¢t — P,f(z), soit continue a droite.
C’est un résultat d’unicité de la transformation de Laplace.
D’autre part, si le noyau V est borné, il existe une seule
famille résolvante (V,) telle que I'on ait: V= V;: le prolonge-
ment d’une telle famille & C est unique.
Ainsi, le semi-groupe associé a V est unique, s1 V est borné.

3. Etude d’un cas particulier.

Précisons le théoréme précédent dans la situation du cha-
pitre 1v, § 5.

TatoreME II. — Soit V un noyau continu sur X, vérifiant
le principe complet du maximum, lhypothese (H), et tel que,
pour toute fonctwn f continue, la fonctwnf soit continue; alors
tl existe un semi-groupe fortement continu doperateurs P,
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définis sur C pour t > 0, sous-markoviens, positifs, et un seul,
tel que Von ait:

Vf(z) = [ Pf(x) dt, (feCx,zeX).

Démonstration. — a) Existence; la fonction f appartient a

I'espace W(C), ainsi la formule: Pf = K/, définit sur € un
semi-groupe fortement continu.

b) Unicité: la méthode employée par Deny dans [14],
convient. Soit (P,) un tel semi-groupe, f une fonction de Cg,
et ze X; posons:

Vof (@) = JJ7" e MP,f(x) dt;

la fonction V;f est a priori semi-continue inférieurement sur
X; 1l en est de méme de la fonction :

[ (1 — eMPf(a) dt = VF (@) — Vaf(a).

Ces fonctions sont donc continues sur X.
D’autre part, le théoréme de Fubini permet d’écrire:

Vf — Vof = AVVSf.

Au chapitre 11, on a prouvé 'unicité d’une telle famille (V,);
comme plus haut, I'unicité du semi-groupe tient a la transfor-
mation de Laplace.

Remarques. — 1. On peut démontrer ce théoréme en apph-
quant le théoréeme de Hunt (voir [20]) au noyau V restreint
au compact A.

II. Courrége et Priouret (voir [11]), utilisent le présent
résultat dans le cas ou l'on sait d’avance: f = f.

III. Cette démonstration d’unicité est valable méme si le
noyau V n’est pas borné.

4. Principe de domination et semi-groupes.

Soit K un espace compact, C 'espace des fonctions continues
sur K.

TatoriMe III. — Soit V un noyau continu vérifiant le
principe de domination, et tel que U'espace vectoriel V(C) soit
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partout dense dans C; alors il existe un semi-groupe fortement
continu d’opérateurs P,, définis sur € pour t >0, positifs,
et un seul tel que Uon ait:

Vi(@) = [""Pf()dt, (f<C xzeK) et Py=1L.

Démonstration. — a) Existence; I’hypothése de densité
citée ci-dessus entraine que le noyau V est strictement positif.
Donc, en vertu du théoréme I, chapitre 11, il existe une famille
résolvante (V,) telle que V =1V,; d’autre part, on a déja
remarqué (chapitre 11, fin du § 2) 'existence de deux constantes
a et b, strictement positives et donnant lieu a l'inégalité:

AVia < V(1) < b.

On en déduit, par récurrence sur n: A*Vi(a) < b.
Il reste donc a appliquer le théoréme de Hille-Yosida, en
prenant :

a-——--%, et E=V(E)=C.

De la formule :
Vif(@) = [ eMPf(z)dr, (A>0, feC, zeK),

on déduit la formule de ’énoncé en faisant tendre A vers 0.
b) Unicité; elle a été démontrée par Deny (voir [17], § 3)
qui démontre également la réciproque du présent théoréme.

5. Cas des espaces discrets.

Soit X un espace discret; soit (V;)is, une famille résolvante
d’opérateurs positifs, définis sur GC,.

On suppose de plus les deux conditions suivantes vérifiées

1) Pour tout entier n, on a: A"|V}]| < «;

2) L’un au moins des opérateurs V; vérifie le principe
de domination, pour tout couple de fonctions appartenant
a Cf.

Lemme. — Sous les deux conditions 1) et 2), il existe un semi-
groupe fortement continu d’ opérateurs P,, positifs, définis sur C,,
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et un seul, tel que Von ait:

Vif (1) = [ eMPf(a) dt, (A >0, feC,zeX),
et
HPt” < a2,

Démonstration. — L’unicité du semi-groupe tient simple-
ment a la transformation de Laplace; pour I’existence divisons
le raisonnement en plusieurs étapes.

a) Notons V lopérateur de la famille (V) qui vérifie le
principe de domination. On dira: #Ry s’1l existe un nombre
k > 0, tel que pour toute fonction f de &, on ait I'égalité:

Vi(y) = k Vf(z);

la relation R est une relation d’équivalence; on notera R(w) la
classe d’équivalence des éléments de X ou s’annulent toutes
les fonctions Vf, et R(z) la classe d’équivalence de z.

On dit qu’une fonction g de C, est compatible avec la rela-
tion R, si g est nulle sur R(w), et si la relation zRy entraine
8(y) = kg(x).

L’ensemble des fonctions compatibles est un sous-espace
vectoriel G, fermé, de C,, et contient V(C,); soit & le cone des
fonctions surmédianes compatibles; ’espace vectoriel

D1 = g1 - 81,

est réticulé et contenu dans G; d’autre part, il contient V(C,).

Soit h une fonction compatible; soit (z, y) un couple d’élé-
ments de X; dans tous les cas, il existe dans G, une fonction f,
telle que 'on ait:

Vi(@) = h(z) et Vf(y) = h(y);

la fonction Vf appartenant & D,, on en conclut que G est
Padhérence de D;, d’aprés le théoréme de Stone (voir [31]).
Etudions maintenant la suite de fonctions kV,h, (ke G).
Si f appartient a ), on sait que, lorsque k tend vers I'infini,
KV, f tend en croissant vers une limite f; la convergence a
lieu uniformément sur X en vertu du théoréme de Dini.

La méme conclusion subsiste pour la suite kV,f, en vertu
de la formule :

EVif = EViof + EAV, V-
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Et cette conclusion s’étend a toute fonction de G (car:

G=D, et K|V,| < )

Remarque. — Si f appartient a V(C,), alors on a: f=f.
b) Pour toute fonction f appartenant a Cf nous allons
construire une fonction k de G telle que 'on ait:

Vi = Vf.

I1 suffira d’effectuer cette construction pour les fonctions f
nulles hors d’une classe d’équivalence notée S, et différente
de R(w).

Il existe dans S un élément £ ou, pour toute fonction g
de G, la fonction Vg restreinte & S atteint son maximum.

Ainsi le quotient:

Va(y)
k = ) eS
W) =5l es)
ne dépend pas du choix de g dans Cj, et est compris entre 0
et 1.

Soit ¢, la fonction caractéristique de {y}; posons

Bly) = Vg,(8).
k= 3% ¢,k(y).

YES

On a la formule:

La fonction k appartient a C;; on peut donc calculer:

VK = 3 k(y) B(y)

Posons maintenant: h =

Vf
ailleurs. Vk(E)

La fonction & est compatible; d’autre part on a:
Vh(E) = 2 hy) Bly) = h(Z) 2 k(y) By) = VI(E).

Pour tout y de S on a:
Vh(y) = k(y) Vh(E) = k(y)Vf(€) = Vi(y).

Enfin le principe de domination entraine partout VA = Vf.
Pour tout A >0 on a donc: V,f=V,h; ceci entraine

Pexistence de lim kV,f = f, la convergence ayant lieu unifor-
k>

» sur ’ensemble S, et h =0
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mément sur X; enfin on a:

11 << odlfll-

¢) Appliquons maintenant le théoréme 1 de ce chapitre.
On a:

Vif(a) = [ e MK f(2) dt, (weX; feV(E); 1 > 0),
et
K| <

Prenons maintenant f dans G, :
VikV.f(z) J e MKEV,f(x) dt

Lorsque k tend vers l'infini, on obtient:

Vif(z) = |7 e MK,f () d
d’ou le résultat, en posant P,f = K,f, car on a linégalité:

[Pl < K] < 2

CororraIre I. — Soit X un espace fini, V un noyau stricte-
ment posmf vérifiant le principe de domination; alors il exlste
un semi-groupe fortement continu, d’opérateurs positifs P,
définis sur C, et un seul, tel que Uon ait:

V(@) = ["Pfa)dt, (zeX,feC).

En effet, la famille résolvante associée a un tel noyau vérifie
la condition 2), et on voit comme au § 4 que la condition 1)
est satisfaite.

Cororratre II. — Soit X un espace discret, V un noyau
continu (7), venﬁant le principe complet du mazimum; alors
i1l existe un semi-groupe fortement continu dopemteurs post-
tifs sous-markoviens P, définis sur Gy, et un seul tel que U'on
ait:

Vf(@) = ["Pflz) dt, (veX, feCx)

En effet d’apres le chapitre 11, la famille résolvante associée
a V est sous-markovienne; on a donc: a = 1.

() Sile noyau V n’est pas borné on devra supposer que X est dénombrable.
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6. Etude d’un exemple.

Soit V le noyau défini au chapitre 1, § 2, II; le support de
est compact, supposons qu’il ne soit contenu dans aucun
hyperplan de R"; ainsi, I'espace des V-potentiels sépare les
points de R”, et on peut appliquer le théoréme I du présent
chapitre. L’ensemble A associé a la résolvante du noyau V
a pour adhérence le support de p; c’est un ensemble finement
fermé; P. A. Meyer propose la conjecture suivante:

L’ensemble A est-il le support fin de w?

Dans ce chapitre, on a vu que ’existence de lim AV,f, per-

A>

mettait de construire un semi-groupe; a la fin du chapitre
suivant, on verra que cette méthode n’englobe pas toutes les
poss1b111tes de construction de semi-groupes.



CHAPITRE VI

FRONTIERE DE CHOQUET ET FAMILLES D’OPERATEURS

1. Notations.

Dans tout ce chapitre, K désigne un espace compact métri-
sable.

L’ensemble I est filtré par un filtre F ayant une base dénom-
brable.

Nous étudierons des familles d’opérateurs linéaires continus
de €, positifs, notés A;, et tels que:

1) Pour tous i et j, on ait: A,A; = AjA, (1, j e I);

11) Pour toute f de C, on ait:

lim AAf = Af,
F

La convergence étant uniforme sur K;

i) Tout opérateur A; laisse invariantes les fonctions
constantes sur K.

Ezemples. — 1. Soit (V;) une famille résolvante sous-marko-
vienne.

Posons I = R, A; =iV, et prenons pour F le filtre engen-
dré par les demi-droites [n, 4+ oof.

II. Soit (P;) un semi-groupe fortement continu d’opérateurs
markoviens définis sur ¢ pour ¢ > 0; posons: I =RY% et
prenons pour F le filtre des voisinages de 0 dans R%.. Les pro-
priétés 1), 11), i11) sont vérifiées.

Dans ce chapitre, nous tenterons de répondre a la question
suivante : Pour z dans K, et f dans C, A;f (z) a-t-il une limite
suivant J?

Notons H le sous-espace vectoriel fermé de C, engendré
par A,(C) lorsque i parcourt I.
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Prorosition. — Pour que Uon ait, pour tout x de K, ’égalité :
lim Af(z) = f(z),
F

il faut et il suffit que f appartienne a H; et alors la convergence
est uniforme sur K

S1 I'on remarque que, le filtre F étant a4 base dénombrable,
on peut appliquer le théoréme de Lebesgue, la démonstration
est 1dentique a celle de la proposition analogue au début du
chapitre 1v.

2. Relation d’équivalence
et espace quotient associés a H.

Nous dirons: zRy, si pour toute fonction & de H, on a:

h(z) = h(y);

la relation R est une relation d’équivalence; deux éléments z
et y de K, non équivalents, peuvent é&tre inclus dans deux
ouverts saturés et disjoints; ainsi I’espace quotient K/R est
séparé donc compact. De plus cet espace est métrisable
(Bourbaki, Topologie chapitre 1x, § 2).

Dans la suite, R(z) désigne la classe d’équivalence de z;
c’est un ensemble fermé dans K. Notons €’ I’espace vectoriel
des fonctions continues sur K’ = K/R; notons H' le sous-
espace de C’ isomorphe & H, C, le sous-espace de C isomorphe
a C'; soit ¢ la surjection de K sur K'.

Pour tout z de K, soit M, ’ensemble des mesures positives @
vérifiant pour toute fonction h de H, 1’égalité:

w(h) = h(a)

Pour tout 2’ de K’, on définit de méme M,,.

Toute mesure de M, (et de M,.) est de masse égale 4 1. La
relation: zRy, entraine: M, = M,.

Soit F 'ensemble des éléments x de K, tels que M, coincide
avec I'ensemble des mesures positives, de masse 1, portées
par R(z).

De méme, soit F’ I’ensemble des éléments 2’ de K’, tels
que M, soit réduit a la seule mesure ¢,.

Rappelons que F’ est la frontiére de Choquet de K’ relati-
vement a H'. Rappelons aussi le théoréme de représentation
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1ntegrale de Choquet, qui s’applique ici puisque H’ sépare
les points de K’, et dont les conclusions sont :

- L’ensemble F’ n’est pas vide;

— Pour tout 2" de K’ il existe une mesure v de M, portée
par F’;

— L’ensemble F’' est un G;.

Nous allons traduire ces résultats sur I'espace K.

3. Applications du théoréme de Choquet.

TatoriMe I. — L’ensemble F est identique a ¢ (F');
cest un Gy non vide.

a) Démontrons I'inclusion: F c ¢~ (F).

Soit ze F, 2’ = ¢(x) et v une mesure de M,.. En vertu du
théoréeme de Hahn-Banach, il existe une mesure @, que I'on
peut supposer positive, telle que 'on ait: v = ¢(@).

Soit k' dans H' et h = h' o ¢; nous avons les égalités :

p(h) = (') = (') = h(a),

donc p appartient a M,.

Or z appartient a F, la mesure s a donc son support contenu
dans R(z) et la mesure v a pour support §z’{ (voir Bourbaki,
Intégration chap. v, § 6); ainsi 2’ appartient 4 F’.

b) Démontrons l'inclusion inverse: F > ¢ 1(F’).

Soit # dans K, tel que ¢(z) = 2’ appartienne a F'.

Si p appartient & M,, ¢(n) appartient a M,.; donc ¢(p) est
égale a .
51 S est le support de &, ¢(S) est le support de ¢(p), doncon a:
o(S) = {a’{.
Le support S de w est contenu dans R(z) et « appartient a F.

La seconde partie de I’énoncé découle aussitdt du théoreme

de Choquet.

Tatorime II. — Pour tout x de K il existe une mesure p
de M, portée par F.

En effet, soit: 2" = ¢(z), et v une mesure de M, portée
par F’. Il existe une mesure u dans M, telle que I'on ait:

= g(u).
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L’ensemble F étant un borélien saturé de K, on peut écrire :
w(F) = (') = 1.

TutoriMe I11. — Pour tout x dans K et toute f dans C,, A,f(x)
tend suivant F vers une limite f(z), égale a f(x) lorsque x appar-
tient @ F.

Soit z dans F, ¢ A, la mesure positive sur K définie par:

&A(f) = Aif(2)

Posons
¥ = p(eA,) et 2 = ¢(x).

Lorsque J parcourt &, les ensembles §vf},e; forment une
base de filtres $#,,, sur I'espace Mo (K’) des mesures positives
sur K’, de masse 1.

Par compacité vague de Jdbj(K’), il existe des mesures
vaguement adhérentes a B,.; soit v une telle mesure.

Pour toute h' de H', vf(h') = Ay(h’ « ¢) (z) tend vers h'(z")
suivant JF (par application de la proposition préliminaire).

Il s’en suit nécessairement :

y(h') = k' (2'), ve M, et v = g,

La base de filtre $,. n’ayant qu’une seule valeur d’adhérence,
converge Vers &g.

Ainsi, pour toute f de C;, A,f(z) tend vers f(z) suivant F.

Prenons maintenant z hors de F et soit i dans M, portée
par F.

Soit f dans C;; on a:

2) = [; Af(y) dp(y).

Le filtre § étant a base dénombrable, on peut appliquer le
théoréme de Lebesgue:

Suivant #, Af(z) tend vers une limite f (x) égale a:
I hm Afly J fly)

Corovrratre I. — Pour tout ' de K', il existe dans M,. une
seule mesure portée par F'.

Soit v une telle mesure, et ' une fonction de C'.
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Posons f=f"o ¢; la fonction A; f appartient & H, il lui
correspond dans H' une fonction f/. Suivant #, A;f tend simple-
ment vers f, égale & f sur F. Donc on a:

= [ ') dty) = [ lim fily) doly) = lim fi(@"),
d’ou:
W) =F 5@, (@eg(@)).
Cette égalité détermine entiérement v, qui sera notée v,.

On peut en déduire (]) que le dual de H’ (done celui de H)

est réticulé.

Cororratre II. — Pour que z appartienne & F il faut et il

suffit que, pour toule fonction f de C,, on ait: f(x) = f().
La condition a été reconnue comme nécessaire.
Réciproquement soit f' dans C'; on a:

volf') = o g(@) = [ o 3(a) = ['(a)

donc : v, = ¢, ; cette mesure étant portée par F’, 2’ appartient
a F’ et z appartient a F.

Tatorime IV. — Pour tout i dans 1, la mesure ¢, A; est portée
par F.

Soit T'; le sous-ensemble de ¢ défini par la condition f <

C’est un cone convexe, semi-réticulé inférieurement, conte-
nant H.

D’aprés le théoréme de Stone, ['; engendre un espace vecto-
riel D, partout dense dans C,. L’espace K’ étant métrisable,
il existe dans €', donc dans C,, un ensemble dénombrable
dense.

Nous pouvons supposer que cet ensemble est contenu dans
D,; notons le (h,),50. On a: h, = f,— g,, ou f, et g, appar-
tiennent & [';. Pour toute fonction f de C; on peut écrire:

[ f () deAy) = = lim S A (y) deAlly) = lim AA.f(2)

= Alf(x)’
et

(2) = [ f(y) de.A(y).

() Voir Choquet-Meyer [10].
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Pour tout n > 0, on peut donc écrire:

Jlty) — ) decAuly) = [ 1galy) — Ealy)| deAly) = 0.

L’ensemble G, ou la fonction f, différe de f,, est négligeable
pour & A,

Il en est de méme de G, ou g, différe de g,; si bien que 'on

v &A, [U (G, u G,:)] = 0.

n

Pour tout £ n’appartenant pas a cette réunion, on a:

LE =10 et &) = &)

d’ou, par convergence uniforme :

fE) = f (&),

pour toute f de C;; ’élément & appartieni a Fetl’on en déduit :
e A(F) = 1.

CoroLLAIRE. — Le noyau de Uopérateur A; contient U'idéal
des fonctions nulles sur F.

4, Critére de continuité de la fonction limite.

Démontrons un théoréme analogue au théoréeme IV
(chap. 1v).
TuatoriMeE V. — Les conditions sutvantes sont équivalentes :

A) Pour toute fonction f de C,, Af tend vers f suivant J,
uniformément sur K.

B) Pour toute fonction f de Cy, f est continue sur K.
C) L’ensemble F est fermé dans K.

Les implications A => B = C sont aisées compte tenu
du corollaire II, théoréeme III, § 3 de ce chapitre.

Démontrons: C = B; pour toute fonction f de € posons:

f(z) = Inf h(z), f(@) = Su;)h

hp2 [v
h€H

ou fr et hy désignent les restrictions de f et de h 4 ’'ensemble F.
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D’apres le théoréeme de représentation intégrale de Choquet,
st h est positive sur F, h est positive partout sur K.

Donc pour tout z de K, on a: f(z) < f(z), et pour toute
hde H: h="h=h.

L’application f— f(z) est une fonctionnelle sous-linéaire.

Choisissons une fonction f, de C; il existe, d’apreés le théoréme
de Hahn-Banach, une mesure « telle que I'on ait:

=(fo) = 70(“")
w(f) < f(2)

Si h appartient & H, les inégalités :

) pour toute fonction f de C.

(k) < k(z) = h(z),
et

entrainent :

Enfin, si g est négative, on a:

™(g) < g() <0,

donc © appartient a M,.

Montrons maintenant que w est portée par F.

Soit £ ¢ F; le complémentaire U de F est un voisinage ouvert
de &, et pour toute fonction g de C*, dont le support est contenu
dans U, « (g) est nul; donc & n’appartient pas au support de =.

D’aprés le paragraphe précédent, si ’on suppose f, apparte-
nant & C;, on en déduit:

folz) = =(fo) = fo(x)-
De méme : fo(x) = fo().

. . A 1 . . . . , o
Ainsi f, est a la fois semi-continue inférieurement et supé-
rieurement.

Remarque. — On peut aussi démontrer, pour tout z de F,
et toute f de C:

f() = sup f(§).

ERx
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Démontrons maintenant: B = A; soit f une fonction
de &, :

Nous avons démontré la formule :

o) = o, W) = o M
h€H h€H

Pour tout ¢ > 0, et pour tout z de K, il existe une fonction
h, dans H telle que Pon ait: f(z) — h(z) < ¢, et que f majore
h, sur F. Par représentation intégrale, f majore h, partout

sur K.
Soit U, l'ouvert de K défini par:

U, = {yeK; fy) — haly) <ei.

Les ouverts U, recouvrent K; on peut en déduire un recou-
vrement fim: Uy, U,, ..., U,, associés a hy, hy, ... h,. On a
les inégalités :

0<f — sup (hy, by, ... h,) <.

De méme il existe dans H, m fonctions hy, hy, ..., h;, telles
que 'on ait:

0<<Inf(hl,hy ..., h) —f <e.
Posons: u = sup (hy, by, ..., h,) et
p = Inf (hy, hy, . .., hh).
Sachant Pégalité: A,f = A,f, on peut écrire:

= sup (Ahy, ..., Ah,) < Au << A,
et:
Azf< lnf( lhla M ] Alh:n) =

Suivant &, u; tend vers u, ¢; tend vers ¢, uniformément
sur K. Il existe donc J dans &, tel que, pour tout ¢ dans J,
on ait:

e —wll<e, et o —ofl<e

ce qui entraine: |ju; — ¢jf| < 4e.
Ainsi, pour ¢ dans J, on a:

I — AL <UF — ull 4 e — wll + [l — Afl| < B¢
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Remarque. — Comme au début de ce chapitre on peut prou-

ver directement que, si la fonction f est continue sur K, elle
appartient a H.

5. Etude d’un cas particulier.

Soit z un élément de K; posons pour toute fonction f de C:
p:(f) = lim;UP Aif(x).

La fonctionnelle p, est une fonction sous-linéaire sur €,
dont la restriction au sous-espace C; est une forme linéaire.
On dira que § appartient au support de p, si, pour tout voisi-
nage V de &, il existe une fonction f de C, nulle hors de V, et

telle que p,(f) ne soit pas nul. Le support de p, est un ensemble
compact.

Lemme 1. — Soit fy une fonction de C, x un élément de K.
Il existe dans M, une mesure p. telle que Uon ait:

k(fo) = pu(fo) et 1(g) < pa(8),

pour toute fonction g de C.
De plus toute mesure vérifiant cette condition appartient a M,.
I1 s’agit 14 d’une simple application du théoréme de Hahn-
Banach; la démonstration s’achéve comme au paragraphe
précédent.

Lemme II. — Pour tout x de F et toute f de C, on a 'inégalité :

Po(f) < sup f(&).

C’est une conséquence du lemme I et du fait que = appar-
tienne a F.

Remarques. — 1) Si z appartient & F le support de p, est
contenu dans R(z).

I1. Soit ' le sous-ensemble de C défini par la condition:
pour tout z de F on a: p,(f) << f(z). Cette condition entraine :

pf) < inf 19,
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Or on peut démontrer I'inégalité similaire a 'inégalité du
lemme II:

lim inf A;f(z) > inf f(§), (feC).
g fRe

Finalement, pour toute f de [' et tout = de F, lim A,f(z)
existe et est égale a: ¥
inf /(%)

ERa

Par représentation intégrale, la convergence a lieu en tout z
de K.

L’ensemble [' est un cone convexe, semi-réticulé inférieure-
ment; si ’on sait de plus que ce cone [' sépare les points de K,
Iespace vectoriel engendré est partout dense dans C et la
convergence de A;f(x) a lieu pour tout f de C.

ITII. Si (A;) est une famille résolvante, le cone [' associé
contient le cone des fonctions surmédianes, nous avons donc
retrouvé le résultat du théoréme I du chapitre 1v, dans le cas
métrisable.

Revenons au cone [':

TutoriMe VI. — Si le céne I sépare les points de F,
a) pour tout x de F le support de p, est ponctuel,

b) pour tout x de K et toute f de C, Af(x) a une limite sui-
vant F.

Démonstration. — a) Soit z dans F; supposons que le support
de p,, qui est contenu dans R(z), contienne deux points a
et B. Soit f une fonction de [ vérifiant 'inégalité : f(«) << f(B).
Soit :

0<e<f(B) —fle)y B=/f7(f(a) +¢ + o)
B" = f(]— o, f(a) + ¢]).

L’ensemble B est ouvert et contient f3; I’ensemble B’ est
fermé et contient «; ils forment une partition de K.

Soit ¢; une application continue de K dans [0,1], dont le
support est contenu dans B, et telle que p,(¢,) soit stricte-
ment positif.

Soit une mesure P associée & ¢, dans les conditions du
lemme I.

et
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Nous avons:

Pe(f) > p(f) > w(B") (inf f(8)) + pB)(f(«) + <),
et

Pu(f) = 1nf f(§),

3:¢
(car f appartient a I').
On en déduit:

Polf) #(B) > (B) (f(a) + ¢),
tandis que 'on sait:

Po(f) < f(@)-

Ces deux inégalités ne sont compatibles que si (B) est nul;
oron a:

(B) > p(e1) = pa(¢1) > 0.

Cette contradiction entraine: le support de p, est ponctuel.
b) Soit x dans F et {x,} le support de p,; soit f dans €
et p associée & f dansles conditions du lemme I. Le support
de p est contenu dans celui de p,, donc on a: pu =¢,. Ainsi

' lim sup Af(2) = Pu(f) = f(ay)

La fonction p, est donc linéaire sur C, et A;f(z) tend vers
f(xy) suivant &.
Par représentation intégrale on peut conclure, 4 I'existence

de lim A,f(z) = f (), pour tout z de K et toute f de C.
F

Remarques. — 1. Soit « dans F et z, le support de p,;
pour toute fonction f de I', on sait:

Polf) = f(@o) = inf f(Z).

Donc en z, la restriction de f & R(z) atteint son minimum.

I1. S1 x n’appartient pas a F, le support de p, ne peut pas
&tre ponctuel; sinon, soit {a} ce support. Pour toute & dans H
Pégalité h(x) = h(a) a lieu, si bien que I'on a: zRa; d’autre
part, on a pour toute fde €, : f(2) = f(a) = f(a), si bien que a
appartient & F, et 1l en est de méme de z.
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II1. La mesure p, est portée par F et appartient & M,_;
c’est 'une des mesures dont I’existence est assurée par le théo-
reme II; posant 2’ = ¢(z), on peut écrire:

¢ (pz) = Vg

Lorsque z parcourt F, soit A le sous-ensemble de F constitué
par les supports des mesures p,. A

Si z appartient a A, I'égalité: f (z) = f(x), est vérifiée pour
toute fonction [ de C; réciproquement l'égalité: p, = e,
entraine: zeA.

Donnons une autre caractérisation de I’ensemble A.

ProrositioN. — Pour que Uélément x de F appartienne a A,
tl faut et il suffit que pour toute mesure positive @, distincte
de ¢,, il existe une fonction f dans [' vérifiant 'inégalité :

w(f) > f(=).

a) Démontrons que la condition est suffisante : en effet, si z
n’appartient pas 4 A, la mesure p, est distincte de ¢,, et donne
lieu, pour toute f de I', 4 'inégalité :

p.(f) < f().

b) Réciproquement, soit: z e A, yRz, et fe['; il s’en suit:

f(y) > f(z) = f(2) = f(y)-

Soit . une mesure positive, vérifiant P'inégalité : w(f) < f(z),
pour toute f de I'. Une telle mesure appartient a M, car I
contient H. Le support de p est donc contenu dans R(z);
ainsi on a: w(f) = f(x), et I'égalité: p = ¢,, découle du fait
que [' sépare les points de F

Remarques. — 1. Si une fonction f de C est nulle sur A, la
fonction f est nulle sur K. Donc les supports des mesures Ps
et ¢,A; sont contenus dans A, (zeK, iel).

II. Si le cone [' sépare les points de K, on peut démon-
trer que ces mesures sont portées par ’ensemble A (la démontra-
tion est analogue a celle du théoréme IV).

III. Pour tout élément y' de F’, 'intersection: A n 9~(y’),
est réduite a un seul élément de A, noté s(y'); on peut alors
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écrire une formule de désintégration de la mesure p,:

Po = Jo ey Deoyy)-

IV. En raisonnant comme dans la démonstration du théo-
réme V, on voit que, pour que l'’ensemble A soit fermé, il

faut et il suffit que, pour toute f de €, la fonction f soit continue
sur K.

6. Solution du probléme lorsque K est fini.

TutoriMe VII. — Pour tout x dans K, A;f(x) tend vers une
limite sutvant .

Soit f une fonction définie sur K, g sa restriction a F;
on a pour tout i légalité: A,f= A,g; soient R,, ..., R,
les classes d’équivalence contenues dans F, et f, la restriction

de f a R,; on a:

g=fl+ +fn
Pour k 5=, et x e R,, le support de p, étant contenu dans
R,, on a:
p.(f;) =0,

ce qui entraine :

lim Afj(x) = 0.
F

I1 reste donc a examiner A;u(z), pour u nulle hors de R(z).

Il existe un filtre &', plus fin que ¥, et tel que, suivant ¥,
Aju(z) ait une limite l. Soit h la fonction de C,, égale a | sur
R(z), et nulle en dehors. Nous avons, pour tout y de F:

h(y) = ligr,n Au(y);

Pour tout i’ de I, on peut donc écrire :

Ayh =1lm A Aju = him AjA,u = Au,
g’ g

car la mesure ¢ A; est portée par F, et le filtre F est plus fin
que .

La convergence, suivant &, de A,u, découle de I’égalité:
Airu - A.ilh,
et du fait que h appartient a C,.
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7. Un contre exemple.

Nous allons voir que, dans certains cas, A,f(z) n’a pas de
limite suivant &.

Soit X Iespace produit R z{a,B}. Soit K le compactifié
de X, o le point a 'infini. Soit @ un nombre > 1, dont la valeur
sera précisée par la suite.

Pour:
2r— -1 2p+-L
a <t<La 2%, on pose: g(t) = a;
pour:
2p—1—-1 2p— -1

P ltLa 2, on pose : gt) =8, (pe2).
Soit f une fonction continue sur K, et A > 0; posons:

Vaf (2, @) = Vaf (2, B) = [, eMf[z + t, glz + 1)] dt,

et

Vif(w) = L2
A
11 est aisé de vérifier que I'intégrale posée a un sens, qu’elle
définit une fonction continue sur K, et que la famille des
opérateurs V; est une famille résolvante positive et sous-
markovienne.
Choisissons la fonction f ainsi:

f(t’ 0() = e—ta f(t, B) = —e

On a alors:
AV3f (0, a) = AV, f(0,B8) = A j;+w e~ Dig(1) dt,

ou la fonction s(¢) vaut 4+ 1 (ou — 1), selon que g(¢) est égal
a a (ou a ). Ainsi on a:

AV3£(0) x+1f+w ( >du

Soit n un entier positif;

a) pourA + 1 =a®*", ona:s s(u), d’ot I'on déduit

x+1>

AV, £(0) x+1f = s(u) du;
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- b) pour A + 1 = a?*1, on a:

AV, £(0) :{fi Jo " emus(u) du;

d’ou I'on déduit:

or on a I'inégalité:
1

J;ﬂw e s(u) du >ff e du — J;ﬁ etdu — J:,;:w e du,

a
et la premiére de ces intégrales est strictement positive deés

que a est assez grand pour que f\l/a e~ du majore —g-
Donc on a: Va

lim sup AV, f(0) > 0, et Lim inf AV,f(0) < 0.
A>o

J>o0
Ainsi existence de lim A;f(z) n’est pas assurée en général,
’ g

méme pour une famille résolvante définie comme intégrale
d’un semi-groupe.

Il semble done, que, pour représenter une famille résolvante
par l'intégrale d’un semi-groupe, on doive explorer d’autres
voles que le calcul de llim AVif(z).

>0
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