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INTEGRABILITE DES G-STRUCTURES DEFINIES
PAR UNE I-FORME 0-DEFORMABLE A VALEURS
DANS LE FIBRE TANGENT

par J. LEHMANN-LEJEUNE

Introduction.

Dans un récent article, (cf. [12]), E. T. Kobayashi considé-
rait une 1-forme J sur une variété différentiable V, a valeurs
dans le fibré tangent T(V) de V, et 0-déformable, c’est-a-dire
pour laquelle il existe une matrice w telle que, en tout point
z de V, il existe un repére de l'espace tangent T, (V) a
V en z, dans lequel 'expression de J soit w; I'ensemble de
ces repéres, pour tous les  de V, détermine une G-structure;
Kobayashi montrait que la nullité du tenseur de Nijenhuis :

(X, Y) > T(X, Y)
= [JX, JY] — J[IX, Y] — J[X, JY] + J2[X, Y],

condition nécessaire d’intégrabilité pour la G-structure, était
aussi une condition suffisante dans d’autres cas que le cas
presque complexe, (J2 = — Id); il donnait en méme temps
Pexemple d’une 1-forme J, 0-déformable, vérifiant

=0 TXY) =0,

et déterminant une G-structure non intégrable, puisque le sous-
fibré, Ker J, de T(V) n’était pas stable pour le crochet des
champs de vecteurs.

Par ailleurs, dans sa thése sur les G-structures, (cf. [1]),
D. Bernard étudiait le tenseur de structure et montrait que sa
nullité, équivalente a l’existence locale d’une G-connexion
a torsion nulle, était une condition nécessaire d’intégrabilité.
L’objet de ce travail est de montrer que, dans le cas d’une
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330 J. LEAMANN-LEJEUNE

1-forme 0-déformable, c’est aussi une condition suffisante.
On verra que cette condition entraine la nullité du tenseur
de Nijenhuis, ainsi que d’autres conditions géométriques.
Ainsi, pour ce type de G-structures, il est inutile de considérer,
en ce qui concerne l'intégrabilité, les tenseurs de structure
d’ordre supérieur, étudiés par V. W. Guillemin dans sa thése,

(cf. [7)).

CuariTre 1. Notations et rappels. sur les G-structures réelles....... 333
1. Intégrabilité.
G-structure définie par un tenseur.
2. G-connexion.
3. Tenseur de structure.

CuaprTre II. G-structures définies par une 1-forme 0-déformable J.... 340
— Définition d’une 1-forme 0-déformable.
— Décomposition du fibré tangent en somme directe.

g
T(V) = EB 6/
J=1

0;, sous-fibré vectoriel associé soit & une valeur propre réelle,
soit & un couple de valeurs propres imaginaires conjuguées.

— Bases adaptées. Forme canonique d’une matrice nilpotente (se
déduisant de la forme canonique de Jordan par une permutation
sur I'ordre des vecteurs de base).

— Définition des Gj-structures.

Caractérisation des Gj-connexions.

Cuarrtre III. Intégrabilité des Gj-structures........

— Enoncés des théorémes.
On suppose ensuite le tenseur de structure nul.

A. On montre que:

— le tenseur de Nijenhuis est nul;

— les fibrés 6;®0; sont stables pour le crochet des champs de vecteurs;

— localement, on a une variété produit;

— on peut se ramener (cf. proposition III, 2) au cas ou J a, soit une
seule valeur propre réelle, soit un seul couple de valeurs propres
imaginaires conjuguées, c’est-a-dire au cas ou le polynéme mini-
mal est :

P,

p() irréductible sur les réels.

B. Degré p(A) = 1.
La partie nilpotente N de J définit la méme G-structure et on est ramené,
dans ce cas, 3 montrer I'intégrabilité pour une 1-forme 0-déformable
et nilpotente.
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On montre qu’en plus de la nullité du tenseur de Nijenhuis associé a
N, un certain nombre de sous-fibrés vectoriels du fibré tangent sont
stables pour le crochet des champs de vecteurs (cf. proposition III, 3).

1. On en déduit I'existence de coordonnées d’un certain type.

On démontre I'intégrabilité par récurrence: on suppose qu’il existe
un systéme de coordonnées u,, ..., u,, au voisinage de tout point,
qui traduise l'intégrabilité de N restreint a une variété intégrale
de Im N. Le premier pas de cette récurrence est vérifié.

2. A tout systéme de coordonnées de ce dernier type, on associe un
certain champ de repéres adaptés.

3. A Taide de la nullité du tenseur de Nijenhuis, pour ce champ de
repéres adaptés, on montre qu'on peut faire une hypothése supplé-
mentaire sur le systéme de coordonnées u,, . .., u, du paragraphe 1.

4, On définit une hypothése de récurrence pour le systéme de coor-
données u,, ..., u, du paragraphe 1; le paragraphe 3 signifie
que le premier pas de cette récurrence est vérifié. L’intégrabilité
résultera de cette récurrence.

o

En supposant que le systéme de coordonnées uy, ..., u, satisfait
a T'hypothése de récurrence du paragraphe 4, on déduit de la
nullité du tenseur de Nijenhuis, pour le champ de repéres adaptés
correspondant, un certain nombre de relations.

6. On considére un nouveau systéme de coordonnées défini par un
certain nombre de fonctions inconnues H des coordonnées u, . . ., u,.
On montre que ce systéme de coordonnées satisfait a I'hypothése
de récurrence du paragraphe 4, pour un pas de plus, si les fonctions H

I3

sont solutions d’un certain nombre d’équations.

7. On montre par récurrence que ces équations ont des solutions, a
P'aide des relations du paragraphe 5 et de la stabilité pour le cro-
chet des champs de vecteurs des sous-fibrés vectoriels Ker N°.

C. Degré de p(A) = 2.

A T'aide de la partie complétement réductible S de J, on munit V
d’une structure presque complexe, qui est intégrable; V est alors
la variété réelle sous-jacente d’une variété complexe V. La partie
nilpotente N de J induit sur V une 1-forme nilpotente N qui est

holomorphe. Les mémes calculs que dans le cas réel donne les
théorémes.

D. Dans ce paragraphe, on ne suppose plus que le tenseur de structure
est nul, mais seulement que le tenseur de Nijenhuis est nul.
On montre alors que:
— la partie complétement réductible S de J définit une Gg-struc-
ture intégrable;
— si la partie nilpotente de J satisfait & certaines hypothéses,
la Gj-structure est intégrable.






CHAPITRE PREMIER

NOTATIONS ET RAPPELS
SUR LES G-STRUCTURES REELLES (1)

Toutes les variétés considérées sont supposées différentiables
de classe C”, ainsi que tous les fibrés, champs de tenseurs
et fonctions qui interviennent.

Soit V une variété de dimension n; on désignera par:

D(V) Panneau des fonctions différentiables sur V a valeurs
réelles,

T(V) le fibré tangent de V,

T(V)* le fibré dual,

E le fibré principal des repéres linéaires de V, de groupe
structural Gl (n, R).

T.(V) Iespace tangent a V en z.

1. Définitions.

Une G-structure sur V est définie par la donnée d’un sous-
fibré principal P de E, de groupe structural G, sous-groupe
de Gl (n, R).

On dit qu’'une G-structure est intégrable, si, pour tout z
de V, 1l existe un voisinage ouvert U de z, muni d’un systéme
de coordonnées u,, ..., u, tel que les repéres naturels,

d d >
oy reey — )
bu]_ bu,, €U

définissent une section de P au-dessus de U.
Soit R une représentation linéaire de Gl(n, R) dans un espace
vectoriel M.

() Pour plus de détails sur les définitions et théorémes de ce chapitre,
voir D. Bernard [1].
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Les sections du fibré vectoriel M[P], de fibre-type M,
modelé sur P, sont en correspondance biunivoque avec les
fonctions f sur P, a valeurs dans M, de type R(G), (c’est-a-dire

telles que f(p.g) = R(g™).f(p), pour tout g de G et pour tout
p de P

On note & la fonction sur P, associée 4 la section o, M[P] le
D(V)-module des sections de M[P].

G opére sur son algébre de Lie G, sous-espace vectoriel de
R"” ® R”, par la représentation adjointe, qui est la restriction
a G de la représentation naturelle de Gl(rn, R) dans R" @ R?;
le fibré modelé G[P] est donc un sous-fibré vectoriel du fibré

modelé (R R*)[P], soit:
(1) G[P] < T(V)*® T(V).

On dit que la G-structure, d’espace de repéres P, est « définie
par un tenseur », o, section du modelé M[E], s’il existe un
élément u de M tel que P soit ’ensemble des repéres p de E
tels que:

3(p) = u.

G est alors le groupe d’isotropie de u, c’est-a-dire I’ensemble
des g de Gl(n, R) tel que R(g).u = wu.

2. G-connexions.

Une G-connexion est une connexion sur le fibré P.

Une G-connexion, de forme w, s’étend de facon unique en
une connexion sur E (connexion linéaire) et est canoniquement
associée a une loi de dérivation covariante D sur les fibrés
obtenus par modelage sur P:

(2) Dyo = X.5 + &(0(X)).5,
ou
X est un champ de vecteurs sur V,

X un champ de vecteurs sur P, dont la projection sur V est X,

# la représentation de G, induite par la représentation R
de G dans M,
¢ une section du modelé M[P] de M sur P;
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ou encore, ce qui est équivalent:
! * ~
(2" Dyo = X*.5,

ou X* est le relévement horizontal du champ de vecteurs X
de V dans P.

Par convention, on identifiera toute G-connexion a son exten-
sion 4 E et on dira G-connexion indifféremment pour une
G-connexion sur P ou la loi de dérivation associée.

Prorosition 1.1. — Soit D une G-connexion, h une 2-forme
sur V a valeurs dans T(V). La lov de dérivation:

D;(Y - DxY + th,‘

(X, Y champs de vecteurs de V), est une G-connezion st et seule-
ment si:

(3) heT(V)*® G[P].

En effet, considérons 2 lois de dérivation D et D’, associées a
2 G-connexions, de forme ® et w’ respectivement. Pour tous les
champs de vecteurs X, Y de V, on a:

,xY - DxY == th,

ou X — hx est une 1-forme sur V a valeurs dans T(V)*® T(V).

D’apreés (2):

kY = (0" — )(X).Y,

done X — hy est la 1-forme sur V, qui est, en fait, 4 valeurs dans
G[P] (cf. (1)), associée a la 1-forme o' — w sur P & valeurs
dans G, de type adj. (G). (cf. A. Lichnérowicz [16]).

Inversement, si D est une loi de dérivation associée a une
G-connexion, h un élément de T(V)*® G[P], la loi de dériva-
tion D’ définie par: o

D’xY == DxY —|— th,
est associée a4 une G-connexion.

Cas d’'une G-structure définie par un tenseur o.

TutoreME I, 1. — Soit une G-structure sur V définie par
un tenseur c. Pour qu’une connexion linéaire soit I’extension
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a E d’une G-connexion, il faut et il suffit que la dérivée covariante
de s, par rapport d tout champ de vecteurs de V, soit nulle.

De (2'), on déduit que la fonction ]5;; est nulle sur P, donc
sur E tout entier, puisque elle est de type & (Gl(n, R)). D’ou:

on' = O,

pour tout champ de vecteurs X.

Inversement, supposons Dxo =0 pour une certaine
connexion linéaire.

De (2'), on en déduit que:
X*.6 =0,
pour tout champ projetable X* de vecteurs horizontaux de E;
donc, en particulier, tout vecteur horizontal en un point p

de P est un vecteur tangent a P; par suite la connexion linéaire
considérée est l’extension d’une G-connexion.

Si V est paracompacte, 'existence d’une G-connexion sur
P est assurée; sinon, pour tout z de V, 1l existe un ouvert U
contenant z et une G-connexion sur P/U.

3. Tenseur de structure.

Soient D et D’ deux G-connexions, T (resp. T’) la torsion
de D (resp. D):

T(X, Y) = DxY — DsX — [X, Y]
pour tous les champs de vecteurs X, Y de V.

Te A2 T(V)*® T(V) = 3(T(V)*® T(V)*® T(V)),

ou d est l'opérateur canonique d’antisymmétrisation.
On pose:

DIXY == DxY + th,

donc:

T'(X,Y) — T(X, Y) = hxY — hyX.
D’apres (1) et la proposition I, 1:
T — TedT(V)*® G[P]) cdo(T(V)*® T(V)*® T(V)).
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Désignons par = la projection canonique de A2 T(V)*® T(V)
sur I'espace- quotlent

A2T(V V)/3(T G[P)).

tc = =T est donc indépendant de la G-connexion; ¢ est appelé
« tenseur de structure » (2).

Remarque 1. — Pour définir le tenseur de structure, il n’est
pas nécessaire de supposer existence de G-connexions sur
tout le fibré P: il suffit d’avoir un recouvrement de V par
des ouverts U; et des G-connexions sur les fibrés P/U,, ce qui
est toujours possible.

Inversement, soit:

telle que:

Supposons qu’il existe une G-connexion D, sur P, de torsion
T; donc:
)y = =T,

ce qui equlvaut a:
Z—T@MTWY®QWD

En particulier:

¥ — TeT(V)*® G[P]).

Toutes les 2-formes %; sur V telles que:

e TV o GIP),
4 021 == 2 - T,
s’écrivent :

21 = 2 —T + S’

avec Se (T(V)*® G[P]) n $%(V), ou S*(V) désigne l’ensemble

des 2-formes symmétriques sur V, a valeurs dans T(V).

() Dans la terminologie de D. Bernard [1], le tenseur de structure est la fonction
sur P, I;, 4 valeurs dans A2R*®@R"/5o(R*®G), de type p(G), ou p est la représen-
tation de G dans A2R*®R"*/o(R*®G), déduite canoniquement de la représenta-
tion naturelle de Gl(n, R) dans A2R**® R".
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D’aprés la proposition I, 1:
DLY = DeY + % S — T+ 9)X,Y),
définit, pour toute S de (T(V)*®G[P])n S*(V), une

G-connexion, dont on vérifie facilement que la torsion est .
Posons :

g = (R™" & G) n S*}(R™)

ou S%(R™) désigne l'ensemble des 2 formes symmétriques
sur R*, a valeurs dans R".

D’aprés ce qui précéde, si gt = {01, il n’existe qu’une seule
G-connexion dont la torsion soit X.

TutortMe I, 2. — 1. Pour toute G-structure, on définit
un élément tg de
AT (V)" @ T(V)/o(T(V))*® G[P]).

tc est le tenseur de structure.

2. St V est paracompacte, pour qu’'une 2-forme X, sur V, a
valeurs dans T(V), soit la torsion d’'une G-connexion, il faut et
il suffit que:

TS =

Dans le cas particulier ot il existe, sur V, un ﬁbre vectoriel W,
qui est le modelé sur P d’un supplementazre de 3(R™ ® G) dans
A2R™ ® R", invariant par la représentation naturelle de G:

A T(V)*o T(V) = o(T(V)*® G[P])® W (somme de Whitney),
la torsion T d’une G-connexion quelconque est égale a:

T=T +T, T, e3(T(V)*® G[P]), T,e W.

T, est independant de la G-connezion et tg s’identifie canonique-
ment a T,.

11 existe une G-connexion dont la torsion est exactement Ts.
Si gt = {04, cette G-connexion est unique.

Remarque 2. — Si g' = {0}, sans qu’on ait besoin de sup-
poser V paracompacte, il existe une unique G-connexion,
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définie sur P tout entier, dont la torsion est égale au tenseur
de structure dans les 2 cas suivants:

a) le tenseur de structure est nul.
b) il existe un fibré vectoriel W, modelé sur P, tel que:

AT(V)* @ T(V) = o(T(V)*® G[P]) & W.

En effet, on est assuré alors de I’existence sur V d’une
2-forme X a valeurs dans T(V) telle que n¥ = t.

Considérons un recouvrement de V par des U, tel qul
existe une G-connexion sur P/U;; il existe alors une G-
connexion unique D’ sur P/U, pour tout i, dont la torsion
soit égale a tg/U;. De plus:

d’ou la G-connexion unique sur V tout entier.

CororraIrE 1,2. — Pour qu’'une G-structure admetie locale-
ment une G-connezion a torsion nulle, il faut et il suffit que son
tenseur de structure soit nul.

TatorkMe [,3. — Une G-structure intégrable a un tenseur
de structure nul. Considérons une G-structure intégrable, et,
pour tout z de V, un ouvert U, contenant z, muni d’un systéme
de coordonnées u,, ..., u, tel que les repéres naturels

1y s “n

(b )
—y ey
U, MU,/ eu

déterminent une section ¢ de P/U. Les espaces tangents a
o(U) et les espaces qu’'on en déduit par translation a droite,
déterminent sur P/U les espaces horizontaux d’une G-con-
nexion. La loi de dérivation associée, d’apres (2'), satisfait a:

D, -2 = 0,
du; O
en tout point de U, pour tout 1<, j<<n.
La torsion est donc nulle et le théoréme I, 3 résulte du corol-
laire I, 2.



CHAPITRE II

G-STRUCTURES DEFINIES
PAR UNE I-FORME O-DEFORMABLE

Une I-forme J sur V, a valeurs dans T(V), O-déformable,
est un morphisme de T(V) dans T(V), pour lequel il existe
une matrice (&, telle que, pour tout z de V, il existe un repére
de 'espace tangent T, en z a V, dans lequel I’expression de J,
soit (..

Suivant E. T. Kobayashi [12], considérons la décomposi-
tion du polyndéme minimal, p(A), de J,, qui est & coeflicients
constants sur V:

[PV [ (W)]H2 ps .. [P, (W],

oules p;(A), 1 <<j < g, sont des polynémes en A, irréductibles
sur les réels, premiers deux a deux.

D’aprés N. Jacobson [11], il existe des polynémes en A,
e;(A), 1 <j < g, a coefficients constants (réels) sur V, tels que
les endomorphismes de T(V), ¢;(J), forment un systéme de
projecteurs :

g
Y e;(J) = Identité,
Jj=1

(D] = oD,
e(d).ed) =0, pour ij,

e(J)T(V) = §X, e T(V), py(J.) X, =0}.

et:

A chaque facteur irréductible p;(1), on associe un sous-fibré
vectoriel 0;, de dimension (*) n; de T(V):

8, = e,(J). T(V).

(3) Par « dimension d’un fibré vectoriel », on entendra toujours la dimension
des fibres.
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On a
(V)= & 8,
1<j<9
g9
n — 2 nj.
j=1
On pose:
J
L Z n;;
i=1
donc:
s, = n.

Pour tout j, 1 <{j<Cg, J/8; est un morphisme de §; dans
lui-méme; il en est de méme pour tout H/6;, ot H est un poly-
noéme en J a coeflicients réels.

51 pj(A) est du 1° degré, J/6; admet une seule valeur propre
réelle A; et I'endomorphisme de T(V), N;=J — A1l dyw,

ou I dyyy désigne la 1-forme identité sur V, est régulier sur
g

le sous-fibré vectoriel Y, 0,
i=1, i)
On a, en outre:

[N,/0,]% =0,  [N,/6,]% 0.

Si pj(A) est du 2 degré, considérons le complexifié 65 de 0;;
J/8; s’étend canoniquement & 05: c’est la restriction J°/$
a 05 de 'extension J° de J au complexifié T¢(V) de T(V):

JUX, + iY,) = X, + iL.Y,,

pour tous les vecteurs X, et Y, de T,.

Soient ¢; == i1} les racines de p;(A). Le polyndme minimal de
J3/0%, qui est a coeflicients constants (complexes) sur V, est
alors :

A — (o, 4 it)]H [A — (5, — ix))]7H.

D’aprés Jacobson [11], il existe des polynémes en A, de
degré < 2rf + 1, 5(A), 1 <k <2, & coefficients complexes
tels que les endomorphismes de 05, €%(J°)/05, forment un sys-
téeme de projecteurs :

(/05 4 €5(J°)/05 = T dyg,

[e5(J°) 12/05 = €5(J°)/05,
e)(J°) - 5(J)/05 = €}(J).€5(J)/85 = 0,
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et:
e}(J5)05, = § X, €05, [Jo — (o, 4+ i1))Id ]""‘1 X, =0},
S0, = {X, e 0%, [J2 — (5, — in) [ d.1H X, = 0],

05 est somme directe des 2 fibrés vectoriels complexes, imagi-
naires conjugués 61 et 6%, de dimension (complexe) n; (2n;=n,):
bk = €(J)05, k=1,2.

Pour k = 1,2, J°/0% est un endomorphisme de 6%; il en est
de méme pour tout H/6% ot H est un polyndéme en J° & coef-

ficients complexes.
Posons :

eb(J°) = PE(J°) + 1Q%(J°), k=12,

ou P% et Q% sont des polyndmes en J° & coeflicients réels, de
degré inférieur ou égal a 2r, 4 1.

Pour tout vecteur Z de 09, posons:

2k = e&(J3)Z, k=1,2.
Z s’écrit de maniére unique
L=17'+ 72 (Zkeb:, k=1,2).
D’autre part:
Z=7"+72 (1'eb%,Z%<bl,).
Z réel, équivaut a Z = Z, soit, encore, a:
r=17 1*=17.

e}(J;) et €)(J;) transforment donc tout vecteur réel de
05 en 2 vecteurs imaginaires con]ugues par sulte, gj(J°) et

(J") sont des polynomes en J° a coefficients imaginaires
conjugués : en effet, & cause de leur degré, on a les égalités de
polynomes :

Pi(J°) = P(J°),
Ql Jc —_ Q? Jc)
N} = Jc — (O'j + lTJ)I ch(v),
N? = Jc —_ (O'j —_— L’Tj)I dT'-‘(V)-

Le morphisme Nj}.N? est régulier sur le complexifié du
g

Posons :

fibré vectoriel ¥  6;; Nj (resp. Nj) est régulier sur 63 (resp. 0).

i=1, i#)
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On a en outre:
[Ni/6]+ = 0, (resp. [N2/62]+1 = 0);
[Ny/B3F =0, (vesp. [N¥/6E} £ 0).
Le morphisme
N3 (09 + Nj.e3(J
coincide, sur 03 avec le morphisme

J¢ — o1 dreewy + 27,Q4(J°).
N; =J — o1 drevy + 27,Q4(J).
[Nj/ej]r{-i-l == O’ [Nj/ej]m’ # 0.

Convenons que:
pour 1 <j << g, pi(A) est du 1° degré,

pour g + 1 <7< g pj(A) est du 20 degré, avec 0 < g < g,
st 0 est valeur propre, p,(A) = A.

Posons :

On a:

Posons:
g
N = jgl NJ-eJ(J).

N, polynéme en J, a coefficients réels, est la partie nilpotente
de J. Le polynéme en J, a coefficients réels S=J — N
est la partie complétement réductible (ou semi-simple) de J.
On a aussi:

9

S=S000) + 3 (e + m)d) + (0 — i) S0,

J=9,+1
donc:
p(S) = 0.

Bases adaptées.

Pour tout z de V, on va construire, dans un voisinage U
de z, n; champs de vecteurs de 0;, linéairement indépendants
sur ’anneau D(U) des fonctions différentiables sur U. Pour
cela, désignons par:

0 le fibré vectoriel réel (resp. complexe) 6, (resp. 6%) ou
1<7<& (resp. & +1<7<g);

N Iendomorphisme de 6, N;/6; (resp. Ni/63),
rlentierr), 1 <7< g
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Les champs de vecteurs et les dimensions de sous-fibrés
vectoriels dont il sera question, seront réels (resp. complexes)
s1 O est associé a4 une valeur propre réelle (resp. complexe).

Pour tout r compris entre 0 et ' + 1, N" 0 est un sous-

fibré vectoriel de 6 et on a les inclusions suivantes :
(4) N°6>5NOoN2Ggo .- o Nl N*ho ... o N> NHG=0,

avec

O<’<’1(4)-

Soit p, la dimension du sous-fibré vectoriel N™.

Pour tout z de V, il existe un voisinage U de z et p, champs
de vecteurs Zj, ..., Z, qui forment une base de N"4/U.
En restreignant au besoin U, on peut trouver p, champs de

vecteurs Y;, ..., Y, dans U, tels que:
Z,=NY, 1<i< p)-
Lemme II, 1. — La famille (N"Y))oc,,, est linéairement
indépendante dans U. 1<k
En effet, soit:
Z a{NrYi - O.
1<i€<hy
0<r<n
Supposons que les af ne sont pas tous nuls et soit r, la plus
petite valeur de r pour laquelle il existe un indice 7, (1 << << p1)
tel que ol =~ 0.
On a:

N"—’°< a{N’Yi> = Y Nty
1<iSPy
OSrsry
- 2 a{"Nr'Yi = 2 a{OZ".
1<i<Py 1<i<h

Or les Z; sont linéairement indépendants; donc aj* = 0,
pour 1 i< p;, ce qui est contraire a la définition de r,.

Compte tenu de (4), on déduit du lemme 11, 1 que la dimen-
sion de N6 (0 r<Cr) est supérieure ou égale a

(s —r+ 1ps.

(4) Par convention, pour tout morphisme H d’un fibré vectoriel G dans lui-méme,
on pose: Idg = He. '
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S’il n’y a pas toujours égalité, soit r, 'entier tel que:
dim N"t § = (r, — ry)ps; dim N=0> (r, — ry, + 1)ps.
On pose:
po=dim N*0 — (r, + 1 — ry)p;.

p. est strictement positif.
En restreignant au besoin U, on peut trouver:

p. champs de vecteurs Z, 4y, ..., Z,., dans U, qui, avec
les NY, 1< 1<K p, re<r<ry), forment une base de
N=0/U, et tels que NZ,,, = 0, (1 < v < ps).

p. champs de vecteurs Y, ., ..., Y,,, dans U tels que

N Yppi = Zpy, (1< o).

Plus généralement, on suppose qu'on a défini r, ry, ...,
jusqu’ar,(ry>ry > oo > 1), p1, Pey - -5 Jusqu’a p,, et montré
Iexistence de p; + --- + p, champs de vecteurs Y,

I<i<p+ - +pd
dans U tels que:

a) NW Y, it = 0 I<e<pn 1SR,

b) les NY; (pour 0 <r <r 1 <i<pi+ - + po pour
a H1<r<n, 1<h<hk—1, 1<i<p+ - +pi)
sont linéairement indépendants.

¢) les N*Y, (1<<i<<pr+ ¢+ + pi), et les NY,,
(r',+1+1<r<rh, 1<h<k—1’ 1<i<pl—-|—...+ph)
forment une base de N"6/U. :

De (4), on déduit que, pour 0 < r < ry:

dm N6 >r+1—rp+ - + e+ 1—71)ps

b S’i.l n’y1 a pas toujours égalité, soit ryy (0 Ky <r1)
entier tel que:

. dim N#a? § = (ry, — rp)pr + -+ + (re — Teta) P
dim N1 6 > (r, — ren +Dpy + -+ + (1 — P + Dpse

On pose:

Pt = dim N1 § — ("1 — T+ 1)P1 — ("k_ ey + 1)Pk;
Pra est strictement positif.

18
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En restreignant au besoin U, on peut trouver:

Prrn champs de vecteurs Z, ... 4,4+l <<t < prya) dans
U, qui, avec les NY;, (pour r.y <<r<ry,

1<j<P1+ o+ Pis
pOllI‘ rh+1+1 r<r,,, 1<h k— 1
1<i<pi+ -+ ps

forment une base de N%n0/U et tels que:
NZps o iperi =0, (1 <0< poen)s

Prra champs de vecteurs Y, ;.. 4,4 (1 <<t << pyyn) dans
U, tels que:

Ner Yoo obpets = Lp ooty (1 <0< poa)-
Lemme II, 2. — Les N'Y,, (pour 0 <r < rpp,
1<i<pr+ -+ + Prs
pour my +1I<r<Kn, 1<hCH,
1<i<pi+ - +p)

sont linéatrement indépendants dans U.
En effet, soit:
2 a;‘NrYi - O.

1<
ogr

Supposons que les af ne sont pas tous nuls et soit r, la plus
petite valeur de r pour laquelle il existe un indice ¢ tel que
ape 5= 0.

Sirg < rq:

NTiera =" < > a{N’Yi> = Y Nt Y, = 0;

1< ro<r
osr

S1 Fo > Tyt

> aNY, = Y «NY;=0.
1<i Thtg SToST .
o<r

Dans les 2 cas, on a une combinaison linéaire de champs de
vecteurs d’une base, d’ aprés I’hypothése de récurrence et le
choix des Y, .. 4petis (1 <t << prpa)-

Done, en particulier:

To —
o’ = b

ce qui est contraire a la définition de ry; d’ou le lemme.
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On définit ainsi par récurrence, une suite strictement décrois-
sante d’entiers:

P>r> s S>>y > > >0,

et des entiers strictement positifs p;, ..., p. | est P'indice
tel que, pour 0 < r<r;:

dm Nb0=r,+1—rp+ -+ +1—r)p.

Posons :

a(h) = p, + -+ + pi,
b(h)z(rh+1+1)ph+l+"‘ +("1+1)P1,
et Yo+ = N'Y,,
ot 0<r<r, 1<i<all);
. Yra(k)+ w+i — NrYi’
ou
e FISISE, 1I<EST—1,
1 < v << alk).
Dans la base Y;, Ys, ..., Yy, N/U s’écrit :
P Pia Pr+1 Pk P2 P1 |
0 0 0 O 0 0 0 O 0O 0 o
1 0 0 O 0 0 0 O 0O 0 012
0 01 0 0 0 0 O 0 0 013
(B) | e
0 0 0 O 01 0 0 0 0 0|&
0O 0 0O 0 0 0 1 0 0 05
LOOOO ....... OOOO ....... 010_6
a(l)

[re — (ra + 1)]py,

ou 1 désigne des matrices unités, 0 des matrices nulles.

(5) n’est pas exactement la forme de Jordan de N, mais on
obtient cette derniére en écrivant N dans la base obtenue a
partir des Y;, Y, ..., Yy, en effectuant une permutation
convenable sur 'ordre de ces vecteurs.
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On a les inclusions suivantes de fibrés vectoriels:

Ker Nt = N% > Ker N™*! ++ N> ... o> Ker Nt 4 N§
5.--o>Ker N"t1 4+ N> N> ... 5 N
> (Ker Nm==+ n Nm§) N4
5> ... o (Ker N1 n N") 4 N1
(6) o --->o(Ker N"71 o Nrf) 4 Nr+1§
> N6 5 ... 5 N0 o (Ker N=+1 n N") 4 N+§
> .- o (Ker N+ n N7§) + N™+1§
> .-+ o (Ker N+ o N7§) 4+ N4
SN 5 ... osNetlfs ... s Nt g5 ... 5 N
ou
0<r<n 2<i<l,
rj+1+1<r,<rj’ 2<k<]<l—'17

1L<r<rn —r,.

En restreignant au besoin U, on construit un champ de
repeéres de T(V) au-dessus de U de la maniére suivante:

pour 1 <{j< g, on prend le champ de repéres de 0,
au-dessus de U, dont les champs de vecteurs de base sont:

Xt =Y (I1<i<ny)

les Y, étant les champs de vecteurs de 6 précédemment déter-
minés;

pour g + 1< j<Cg, considérons les champs de vecteurs
Y. de 62, imaginaires conjugués des Y, de 0% Les Y, et Y,
déterminent un champ de repéres complexes de 65. Les champs

de vecteurs sur U:

X.s,_.+k = .Yk +‘?li 1<k ny,

Xs,-_,+n;+k =Y, — Yy, I<kK n}),
déterminent un champ de repéres réels de ; au-dessus de U.

Dans la base X;, X,, ..., X,, J/U (resp. la partie compléte-
ment réductible S/U) s’écrit :

M 0 0 0"

0 M, 0 0
(7) A MJ ........ 0 |

PR AR ¥

M; matrice carrée d’ordre n;;



INTEGRABILITE DES G-STRUCTURES 349
—pourl <7< &

ou 1 désigne la matrice unité et N; une matrice de la forme (5).
— pour g +1<j<g:

_(fed + N, —n1i ( gl — 1-1‘)
M; = ( Tt oo +’Nj>’ resp. < S o)

ou 1 désigne la matrice unité d’ordre nj, N; une matrice d’ordre
n; de la forme (5).

DériNiTioNn. — On appelle « base adaptée » en z, toute base
de T, V) dans laquelle J, s’écrit sous la forme (7).

Considérons le sous-groupe G; des matrices de Gl (n, R)
qui commutent avec (7); il est fermé dans Gl (n, R); muni
de la topologie induite par celle de Gl (n, R), il admet une
unique structure de sous-groupe de Lie de Gl (n, R).

Soit P 'ensemble des bases adaptées en tous les points de V;
on a vu que, pour tout z de V, il existait un voisinage U de z
et une section différentiable de E/U a valeurs dans P. Puisque
Gj est un sous-groupe de Lie topologique de Gl(n, R), on déduit
de la proposition 1, 5, 2 de D. Bernard [1], que P est un sous-
fibré principal différentiable de E et détermine une Gj-struc-
ture; c’est une Gy-structure définie par un tenseur: la section J
du fibré vectoriel T(V)*® T(V).

Les Gj-connexions D sont caractérisées, d’aprés le Théo-
reme [. 1, par DxJ =0 pour tout champ de vecteurs X,
soit par DxJY = JDxY pour tous les champs de vecteurs
X et Y.

La partie complétement réductible S, qui est un polynéme
en J a coefficients réels est 0-déformable et définit sur V une
Gs-structure; appelons Ps I'espace fibré des repéres adaptés
correspondant. On a:

PCP5.



CHAPITRE III

INTEGRABILITE DES G,-STRUCTURES

Dans ce chapitre, on se propose de démontrer le

Tutorime IIL.A. — Considérons la Gy-structure définie
sur une variété V par la 1-forme 0-déformable J; pour qu’elle

soit intégrable, il faut et il suffit que son tenseur de structure soit
nul.

D’aprés le corollaire 1,2, ce théoréme équivaut au

TutoriME I11.1°. — Pour que la G;-structure soit intégrable,

il faut et il suffit qu’il existe localement une Gj-connexion a
torsion nulle.

D’apres le théoréeme 1.3, on sait déja que la condition est
nécessaire.

Supposons désormais que le tenseur de structure est nul.

A

Pour tout z de V, il existe un voisinage U de z et une
Gj-connexion D sur U, a torsion nulle:

(8) D,JY = JD,Y,
9) [X, Y] = DyY — DyX,

pour tous les champs de vecteurs X et Y sur U.
On en déduit:

[JX, JY] = J'D, Y — JD, X

= J(DyJIX + [FX, Y]) — F(DJY — [X, JY])
= J[IX, Y] + F[X, JY] — J* (DY — DyX),
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soit, pour tous les champs de vecteurs X et Y de V:
(10) [JX, JY] = J[X, JY] + J[IX, Y] — JH[X, Y].
En particulier, le tenseur T de Nijenhuis, défini par
T(X,Y) = [IJX,JY] — J[X,JY] — JJX, Y] + B[X, Y]

et qui est une 2-forme sur V, & valeurs dans T(V), est nul (3).
De (10), on déduit, pour tous les polyndémes P et Q en J
a coefficients réels (donc constants sur V):

(11)  [P(X), Q(Y)]
= P([X, Q(Y)]) + Q([P(X), Y]) — P(Q([X, Y])).

Revenons a la décomposition en somme directe de T(V),
étudiée au chapitre 11:

TV)=006,0- - o,
0, = ¢,(J) T(V),
n; = dim 6;,

s5=m+ e+ -+

Prorosition II1.1. — Pour tout x de V, il existe un voisinage
U de z, munt d’'un systéme de coordonnées u,, ...,u, tel que,
pour toute valeur de la constante c;

I<t <<, et s;+H1<i<n)
dans un certain intervalle de R,
Uy = C1y oy Uy, = C55 Usits = Csppay « -+ +y Un == Cpy

est une variété mtegrale V; de §;. Pour tout autre systéme de
coordonnées uy, ..., u, au vowmage de z, traduisant également
la structure locale de produit, u,, ., (1 <<k < ny) est fonction
des seules coordonnées u, 14, ..., U

(%) En fait, on peut déduire la relation (10) de la nullité de T : on montre d’abord,
par récurrence, que pour tout f:

X, JH Y] = J[X, J+#1 Y] + JH[IX, Y] — JH+2[X, Y.

Ensuite, on suppose que la relation (10) est vraie pour s’ avec 1 <& <s—1
et pour tout ¢, pour s et t' quand 1 <t' < t— 1; on en déduit:

[JeX, JY] = Jo[X, Y] + J[FX, Y] — J+[X, Y]

et finalement (10) est vraie pour tout s et pour tout &
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Localement une section du sous-fibré vectoriel 8, (resp. 0,)
peut s’écrire :

X =¢(J).X;, (resp. Y =¢,J).Y;).
De (11), on déduit que:
(X, Y] =e(J).[Xy, Y]+ ¢;(J). [X, Y;] — e(J) .’ej(J) Xy Y,

donc b, et 0,00, (1 < 1,7 < g), sont complétement intégrables.
9—1 ;

Par suite, les fibrés vectoriels ), 6; et 6, sont stables pour le
=1

crochet des champs de vecteurs, donc complétement intégrables
et déterminent une structure presque produit intégrable :

pour tout z de V, 1l existe un voisinage U; de 2 dans V, muni
d’un systéme de coordonnées u,, ..., u, tel que, pour toute
valeur de la constante ¢;, 1 <1 < s, (resp.s,; + 1 <1 <n),
dans un certain intervalle de R,

Up = Cpy vvy Ugy = Cgy (TOSP. Uy 41 = € g1y - oy Up = Cp),

g—1
est une variété intégrale V, (resp. W ), de Og,<resp. > 0,->~
B : : Cj=1

Pour tout autre systéme de coordonnées uy, ..., u, dans un
voisinage de z, qui traduit la structure locale de produit, on a:

Hyw, ..., u,), 1< Sy1s
Hj(uy, 415 « -5 Ua)s Sg1 + 1<7i<n
g9—2

De méme, les fibrés Y, 6; et 6,_,, restreints & W,_,, sont
j=1

stables pour le crochet des champs de vecteurs, donc comple-
tement intégrables et déterminent une structure presque
produit intégrable sur W,_,: on peut donc considérer que
les coordonnées u,, ..., u, ,, au voisinage de z dans W,,,
traduisent la structure locale de produit de W_,.

Finalement, de proche en proche, on obtient la proposition.

Considérons le systéme de coordonnées u;, ..., u, de la
proposition III.1; les champs de vecteurs

Il

u;
1
U;

0 0

y ——

)
Ousj_‘_l_l bu_gj

déterminent un champ de repéres de 6,/U.
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Posons :
d Sj h .
J"‘—:: 2 ai‘ (Sj_1+1<l,k<8j).
oy, k=sj—1+1 Uy,
Prorosition I11.2. — Les fonctions af sur U sont indépen-

dantes des u,, pour 1 < p<s; et s+ 1< pn.
En effet, soit J' la 1-forme sur V & valeurs dans T(V),
définie par le polynéme en J, a coefficients constants sur V:

J = (J — M degyy) - ,(3),

ol A est un réel quelconque qui n’est pas valeur propre de J.
“D’apreés la définition des polyndémes e;(J), (cf. chapitre 11):

J'/ﬁj - (J - )\I dT(v))/ej,
J'[0, =0, pour ENR

D’aprés (11), le tenseur de Nijenhuis Ty, associé a J', est
nul. En particulier:

T < d 2 > —0
I — - i

o0uUp sy g ’
pour

1<p<sm et s+1<p<n 1<q<n,

Alors b—b— est une section d’'un 6,/U avec i,
u

bu&j——c“*‘q

est une section de J/U

On a:

T:(i, 2 >=[J’—°—,J' d ]—J’[J’° 2 ]
bup bu,j_ﬁq ou busj_,_,_q bu,, busj_d_q

—J’[ ) ]+J’2[—°-,- 2 ]
ou, Uy ,4q oUp Uy g

—J [__O_., J’ 0 ] = O’
ou, OUs;_,+q

ce qui équivaut a:

J, [i) J 0 ] = 0,

ou, OU;_+q

et finalement :
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soit a:
nj Sj—q1+k
ZJ basj-_:+q Jl 0 _ O
k=1 OUp U,k

Comme A n’est pas valeur propre de J, J'/8; est régulier
en tous les points de V; les n; champs de vecteurs de 0,/U,

JI

sont donc linéairement indépendants, et:

bu-‘j—rl-k
Sj—1+k
bax;.:+q —
ou,
Remarque. — Pour tous les polynémes P en J a coefficients

constants sur V, on déduit de (8):
DxP(Y) = P(DxY).

En particulier:
Dx(e;(J)Y) = ¢;(J).DxY;

donc O; est stable par I'opérateur Dy, pour tout champ de
vecteurs X de V.

Supposons maintenant qu’on sait démontrer que, lorsque J
a une seule valeur propre réelle, ou bien un seul couple de
valeurs propres imaginaires conjuguées, la Gj-structure est
intégrable, dés que le tenseur de structure est nul. Alors,
pour tout j, (1 <{j < g), si V; est une variété intégrale de 0,
passant par x, la G;-structure, définie sur V; par la restriction
J; de J a V; admet, d’aprés la remarque précédente, une
Gy;-connexion & torsion nulle au voisinage de tout point de V,
donc 4 un tenseur de structure nul, donc est intégrable, et
il existe un voisinage U; de # dans V;, muni d’un systéme de
coordonnées uy 4, ..., u; tel que les champs de vecteurs
—0 .
bu;j_’ﬂ’ o Uy,
adaptés & la Gj-structure. D’apres les propositions IIL.1 et
I11.2, wu,, ..., u, déterminent un systéme de coordonnées
dans un voisinage de z dans V, tel que les champs de vecteurs
b,, ey i, déterminent un champ de repéres adaptés a la
ou,y U,
Gj-structure dans ce voisinage.

Jj

déterminent sur U; un champ de repeéres
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Pour démontrer le théoréme III,1, on est donc ramené au
cas ol le polynéme minimal de J est:

p(A)H,

p(A), irréductible sur les réels.

B
degré de p(3) = 1.
Alors :
J == )\II d'r(v) "I" N,

A, seule valeur propre de J,
N 1-forme 0-déformable et nilpotente.
N et J définissent la méme G-structure; il suffit done de
démontrer que la Gy-structure définie par N est intégrable.
La Gj-connexion D & torsion nulle, déja considérée, au voi-
sinage de tout point x de V, est une Gy-connexion a torsion
nulle; on a ainsi:

(12) DxNY = NDyY,
(13) [N*X, N'Y] — Ne[X, N°Y] — NN<X, Y]
+ NH[X, Y] = 0.

En particulier, le tenseur Ty de Nijenhuis associé a N:
Tx(X, Y)=[NX, NY] — N[X, NY] — N[NX, Y]+ N*[X, Y],

est nul.
On a défini, au chapitre 11, les nombresry, ..., 71, py, ..., Po
avec:

n>rp> > >n>0, pi >0,
l
n= % (r+ 1)p.

i=1
Pour des raisons de commodité, on suppose maintenant:

pi>0 pour 1<l — 2,
rn=20 avec p =0,
rh = 1 avec pl—l > O,

ce qui ne modifie en rien la généralité.
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On a vu qu’on avait les inclusions suivantes de sous-fibrés
vectoriels de T(V):

(14) Ker N**! = Im N°> Ker N** 4~ Im N> ...
> Ker Nt + Im N5 ... 5 Ker N2 4+ Im N> Ker N+ Im N
>Im N> .- 5Im N> (Ker N*# n Im N”) 4+ Im N+’
5> ... o (Ker N q Im N”) 4 Im N1
> ... o> (Ker N n Im N”) + Im N1

SsImN*s...olm N5 ... 5Im N5 ... 5 Im N~

ou
2<i<l—1(),
a1y, 2<ESIK<E-
1<r<rn —r,.

De (13), on déduit, pour t = s, que les sous-fibrés Im N¢
sont stables pour le crochet des champs de vecteurs, donc
complétement intégrables. On a la méme propriété pour les
sous-fibrés Ker N¢; en effet, de (12) et de la nullité de la tor-

sion de D, on déduit, pour tous les champs de vecteurs X et Y,
au voisinage de tout point z de V:

Ne([X, Y]) = N¢(DxY — DyX) = DyNY — DyN¢X,
done, st N*X = 0, (resp. N°Y = 0),
N{([X, Y]) = 0.

Pour tous les champs de vecteurs X et Y, sections du sous-

fibré
(Ker N ™t nIm N7) + Im N, (0 <y, 2<<EkK)),
on a, au moins localement :

X =X, + X, Y=Y,+Y,,

avec X; et Y,, sections de Ker N+ n Im N",
X, et Y,, sections de ImN"+., '

[X, Y] = [Xla Yl] + [XZ’YI] + [Xla Yz] + [_Xz, Y2]$

(8) Une relation, telle que 2 < i < | — 1, ne suppose pas que | — 1 > 2; simple-
ment si ] — 1 < 2, ’ensemble des indices i tels que 2 < i < I — 1 est vide. Cette
remarque est valable pour toute la suite.
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d’aprés ce qui précéde:

[X;, Y;] est une section de Ker N« ™+ n Im N7,
[X;, Yz] est une section de Im N"+,

Montrons que [X;, Y,] est une section de

(Ker N+ a Im N") 4 Im N™,
On a:
N1 X, = 0.

Localement, il existe des champs de vecteurs X; et Y,
tels que:
N'X] = X; (donc N X = 0),
N'HY,=0Y,.

D’apres (13):

[Xy, Ya] = [N"Xg, N'HY;] = N[XG, N9Yg)
— N H[X;, Ys] + N™H[N"X], Y],
et
N +1(NF[XZ, NrHY,] — Netit X, Y)
— [N’k"’lX{, N"‘HYQ] _ Nr'+1[Nr,,+1X{, Yé] — 0;
d’ou:

Prorosition II1.3. — La nullité du tenseur de structure
entraine que tous les sous-fibrés de (14), ainst que les sous-
fibrés Ker N°, (1 s <), sont stables pour le crochet des
champs de vecteurs, donc complétement intégrables et que le
tenseur Ty de Nijenhuis est nul, soit:

(15) Tx(X, Y) = [NX, NY] — N[NX, Y] — N[X, NY]
+ N2[X, Y] = 0.

On va montrer que ces conditions entrainent I'intégrabilité
de la Gy-structure.

1. Existence d’un certain type de coordonnées.

Le théoréme de Frobénius paramétré donne le

Lemme. — Supposons donnés une variété V de dimension
n = py+ p1 + ps, 2 sous-fibrés vectoriels de T(V), T, et T,
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tels que:
T(V)>Ti>T,, dim T, = p,, dim T; = p; + p,,

T, (resp. Ty) est stable pour le crochet des champs de vecteurs.

Alors, pour tout x de V, il existe un voisinage U de x, muni
d’un systéme de coordonnées u,, ..., u, tel que, pour tout champ
de vecteurs X (resp. Y) de Ty|U, (resp. T,/U), uy, ..., u,, (resp.
Upy o ooy Upy Upiay -« -y Uptp) Sont solutions de Xu = 0, (resp.
Yu = 0), et toute solution de Xu = 0 (resp. Yu = 0), s’écrit
H(ula .. upo) ("esp H<u13 e ey Upgy po+17 .. Po+P|))

Ce lemme se généralise immédiatement & un nombre quel-
conque de sous-fibrés vectoriels. On l'applique aux sous-
fibrés de (14). Done, pour tout z de V, il existe un voisinage
U de 2, muni d’un systéme de coordonnées u,, ..., u, tel que:

pour tout champ de vecteurs X de (Ker N+ + Im N)/U,
e<i<i),

(resp. Yde Im N"/U (rjy + 1< <rp 1 <j < — 1)
Z de (Ker N1 nIm N") + Im N”“‘l/U
(’j+1+1<r'<’j,2<k<f<l— 1)
Upy o ooy Uiy (TESP- Usy -« o oy Ura(bnci)s
U -« ur'a(j)+b(j)+a(k—1))7

sont solutions de Xu = 0, (resp. Yu = 0; Zu = 0), et toute
solution de Xu = 0, (resp. Yu = 0; Zu = 0), s’écrit

H("’l’ Ry ua(i—l))a (resp. H(ul, ey ur'a(j)-l—b(i));
H(ub RS ur'a(j)+b(j)+a(k—1))'
Posons
. 0
D = —
V) =%,

Les champs de vecteurs D(a(t — 1) + t), D(r'a(j) 4 b(j) 4 ¢),
D(¥a(j) + b(j) + a(k — 1) + ¢), (t > 1), forment une base de,

respectivement,

(Ker Nt + Im N)/U, Im N*/U,
(Ker N+ o Im N7) + Im N"+/U.

Désormais, tous les systémes de coordonnées considérés
seront de ce type.
On va démontrer I'intégrabilité par récurrence sur ry.
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On suppose que le systéme de coordonnées u,, ..., u,
satisfait a:

ND(ra(i) + b(i) + a(i — 1) + k) = 0,
I<:i<I-1L1<k<p),
(16) ND(ra(v) + b(z) + 1)+
)+ b)) +a(f — 1) + k),
<pjp i <r<r
<r st J=1).

r
<l — 1,
| si 1<i<e; mp <

L’hypothése de récurrence équivaut a 'intégrabilité pour N
restreint & une valeur intégrale de Im N; elle est trivialement
vérifiée pour ry =1 (alors | =2, p = p,4, >0, p,>0).

2. A tout systéme de coordonnées satisfaisant (16), on associe
un certain champ de repéres adaptés.
Parmi les champs de vecteurs de base, 1l y aura les

Dia(l) + ), t>1,
sections de Im N/U. D’autre part, puisque
Dia(i — 1) +), 1<j<p, 1<i<],
est un champ de vecteurs de (Ker N+ 4 Im N)/U,
ND(a(i — 1) + J)

est un champ de vecteurs de (Ker Nin Im N) + Im N?/U,
et on peut poser:

ND(a(l = 1) + ) = — 2 a5, ND(a(l) +9), (1 <7 < pd)s

521
pour s >1 tel que ND(a(l) + s) £ 0.
ND(a(t — 1) + ) = 2 =535 Dla(l) + ot — 1) + ),
I<i<p, 1<i<li—1).
Les p, champs de vecteurs définis par:
Xanyr; = D(a(l — 1) + ) + él %+ D(a(l) + ),
| 1 <7< Pp)
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satisfont & NX,,_;,,; = 0. Avec les
D(rali) + b(3) + a(i — 1) + k),
I<i<l=1, 1<k py

ils déterminent un champ de repéres de Ker N/U.
Il existe p; champs de vecteurs X,; ;)

I<:<I—-1 1<7<p)s

NXgi—iyrj = D(a(l) + a(v — 1) + j).

On peut supposer que, dans le champ de repéres de T(V)/U,
D(k), 1 <k <<all — 1)), Xganp (1 <7< py), Dlall) + s),
(s > 1), les composantes de X,; ;y.; sur Ker N/U sont nulles
et poser:

tels que:

Pi+ oo+ Ppy

Xa(i—l)-l-j = 12‘1 “ﬁg:_i;:’;D( a(t — 1) + k)
+ 3 o5, Dlald) + 9)

Les a et B sont liés par un certain nombre de relations:

Py
(A7) 3 ai=hry g = 5,
t Py
(18) ,2. <k}_: s N gg;gjla)(i—knﬂ) 0
(1<S<pt, 1<"<t<l——1),

I_
Z 2 an(h—l)*—{t (r+1)a(d) +b(D)+a(t—1)+s
— a(j—1)+Jj ath—1)+k

=i

ra(q)+b(9+a(t—1)+s __
+ aa(t —D+Jj O

1< l——i) 1<s<<py, roun<r<r,

Fopp <r<r, si t=gq).
Les champs de vecteurs X, (1 <<t<Ca(l)), D(a(l) + s),

(s > 1), déterminent sur U un champ de repéres adaptés.
Remarques.
()  opu@HOHGIE —
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et on peut considérer qu’on a défini:

w0 =0, (1<t<all —1), 1<k<p)
(i) N Xy =0, 1<j<p, 1<i<.

3. On montre qu’on peut faire une hypothése supplémentaire
sur le systéme de coordonnées u,, ..., u, du paragraphe I.

On a, pour 1<i<j<l—1, 1<k<p, L<h<p;:

TN(Xa(i—1)+m Xa(j~1}+h)

= — N[D(a(l) + a(i — 1) + k), Xoj-1y4s]

— N[Xey+ D(a(l) + a(f — 1) + )] + N[ Xogayrrs Xogiayn]
Pit - +Pj—y

=" Y Dlall) + a(j — 1) + h).ai=Ri ND(a(i — 1) + o)

s=1
+ 2 (D(a(l) + o — 1) + h) . o=k
— D(a(l) 4 a(i — 1) + k). o{=335) ND(aj — 1) + 5)

i+ +Pjy

— X m3nD(a( — 1) + ). B IND(a(i — 1) + 1)

t=1
s21
+ 3 (3 @78t Dlali — 1) + o). =B
— 3 a7t Dlal— 1) + 9).a2/R 1) N'D(a(j — 1) + 1) =0.

On a, pour

1<i<l, 1<k<p, 1<h<po
ra<<r<r st 1<<t<y,
rp<<r<r; sit=j:
Tx(Xeg-nyri0 D(ra(f) + b(j) + alt — 1) + &)
= — N[Xgayi D((r + Da(f) + b(j) + a(t — 1) + h)]
+ N[ Xog-1yio D(ra(y) 4 b(j) + aft — 1) + h)]
= 2 D((r + 1)a(j) + b(j) + alt — 1) + h). eG54
= ND(a(i — 1) + s)
— 2 D(ra(j) + b() + a(t — 1) + k). =575
s21 N2D(a(v — 1) 4+ s) = 0.

De ces égalités, on déduit, en particulier, d’apres (17),
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pour 1<t<pl—1’ 1<"<]<l - 17
1<kp, 1<h<p, s>1:
D(a(l) + a(j — 1) + h).ax=P 1k
= Dlal) + ali — 1) + ).},
D(a(l) + a(l — 1) + s).0g(=P1; = 0.

Il existe donc des fonctions Guuyiag—oyre(Us, -
définies dans un voisinage de z, telles que:

(20) D(a(l) + a(v — 1) + k). Gupraqsys = aXI=B+L

a(i—1)+k?

A<t<pa 1<k<p, L<i<l—1).

Considérons le changement de coordonnées :

Iy ua(l)+a(l—1))

Uara-22tt = Gayrag-oyrd(Uay - - 5 Uara—n)s (1 <t << pra)-
u; = u; pour tous les autres indices.

Posons D’(q) = 2 On a:

!
ou,

Dlg) = D'(q) + 3 Dlg)- Guppar-vne D'all) + all — 2) + 9
pour
1< g<al) +all — 2,

Pl—

D(a() + a(l — 2) +5) = 3, D(all) + a(l—2) + ). Cupra-srts

D'(a(l) + a(l — 2) + 1), (1 <s< pea)s
D(a(l) + a(l — 1) + s) = D'(a(l) + a(l — 1) + s), (s >1).

De (17) et (20) pour : =1 — 1, on déduit:
ND'(a(l) + a(l — 2) +t) =0, 1<t pa)-

Les coordonnées ont donc les mémes propriétés, (cf. (16)),
que les coordonnées u;.
De (17) et (20), pour it =1 — 1, on déduit encore, pour
1<7< P
ND(a(l — 2) + ) = ND'(a(l —2) +-)
Pi—

= 2 BZpioPT wqzhis D'all) 4+ ol — 2) + )

ts=1

+ 3 B0 Dal) + afl — 1) + ),
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soit :

ND'(a(l — 2) + j) = D'(a(l) + a(l — 2) + )
+ 3 BT Dall) + all — 1) + ).

D’autre part, pour 1 <: <<l — 2,1 <7< p, on a, d’aprés
(20) :
Pit: -+ Pisy

NX i1y = E agiZ BTk ND'(a(v — 1) + k)
Py =t

+ 3 oty (D'(al) + all — 2) +9)
+ 3 BOREY Dal) + all — 1) + 1)

+ X @25, ND'(a(l) + 5)
s21
Py
=D'(a(l) +a(t —1) + ) + El wi—pry D'(a(l) + a(l —2) +1).

(17) 1mplique que la matrice
(“ﬁﬁf:Bi'}), (1 < l < [ — 1’ 1 < j, k < pz)

est réguliére; des égalités précédentes, on déduit donc, tout
d’abord pour i =1 — 2, puis successivement par récurrence,
pour t =1—3,...,1:

pramgi?rt =0, (I<hk<p,1<t<pa),
ou:
ND'(a(i — 1) + k) = ¥ BS54 D'(a(l) + a(i — 1) + ),

s21

I<i<l—=2, 1<k

De (17) et (18), on déduit que, pour le champ de repéres
adaptés associé aux coordonnées u; (coeflicients '), on a:

“,:Ef:gif’ = 8:, (1 <Lt pl—l)7
(N0, (1<) < all — 2), 1 << pi)
Remarque. — Sir,=1, I=2, p>0, p = py >0), le
théoréme est démontré.

4. Supposons maintenant qu’on a montré I’existence, au
voisinage de z, d’un systéme de coordonnées u,, ..., u,
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vérifiant (16) et tel que, de plus:

Banramk  — ok symbole de Kronecker,
ﬁzél’:);—zti(h+1)+t — 01 1< E<<pwp, ¢<hI—2,
1<t<<prga + -+ + Prs,

ah+a D+t :
B =0,

I<i<alg), 1<t<pus+ -+ pa),

(21) BY+ DAt +bW-+aD+E — (),

L A<i<al = 1), 1<t< P+ -+ e
10 <Ky <r < <1y .
1<t<pq+1+"'+[)k._1 s1

I<rp<r=r< Tgt1)-

Wk =g AL Lk p, g <L — 2,
EEB =0, 1< < pra kB
WD+ — (), 1<i<alg), 1<t<<pps+ - +p)

(22) r +
k) +b(k)+a(D)+t
a;“( a — O,

I<t<pm+ - +pu1<i<<a(l),
0 <r < rg)-

On va montrer I’existence, au voisinage de z, d’un systéme
de coordonnées uy, ..., u, vérifiant (16) et tel que les " et &
correspondants vérifient les ensembles de relations (21). et
(22) ou ¢ est remplacé par ¢ — 1. Alors, puisqu’on a vu que
I'hypothése de récurrence était vérifiée pour g =1 — 2,
on sera assuré de l’existence, au voisinage de z, d’'un systéme
de coordonnées u,, ..., u, vérifiant (16), et (21) et (22) pour
g = 0, et dans ce systéme de coordonnées, N s’écrira sous sa
forme canonique (5); d’ou le théoréeme.

5. Sous les hypothéses du paragraphe précédent (4), on
va déduire de la nullité du tenseur de Nijenhuis Ty, en parti-
culier pour les champs de vecteurs de base du champ de repéres
adaptés précédemment défini, des relations ne faisant inter-
venir que les coefficients « (et aucun coeflicient §3), ce qui sera
possible parce que ¢ <1 — 2.

Ty(X,, D(riali) + b(3) + a(i — 1) + k)

= Ne[X,, D(rali) + b(i) + a(i — 1) + k] =0,
M<hk<p, I<i<l—1, 1<j<all).
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Donc:.
S D(ra(i) + b@) + a(i — 1) + k). aSO+N2D(a(l) + ¢)
21 . 1 .

23) ?(q) sioa(g) +1<j7<<a(l),

+ 'Y D(ra(i) + b(i) + a(i — 1) + k).a"N2D(h) § = 0.
- si 1< < alg),
De Tx(Xemr D(ra(i) + b(i) + alt — 1) + k) =
(<h<I—1, 1<j<pht, 1<SED, 1<t<"<l—'1

pourry,;, <r<r,1<<t<i<l—1 pour r=r), (cf. p. 361),
on déduit, compte tenu de (22):
(24) D((r + 1)at) + b(i) + a(t — 1) + k). ag®%; =0,
(1 <s<alg))-
D((r + 1)ali) + b() + alt — 1) + k). als iy
= D(ra(i) + b(i) + a(t — 1) + k). agG507"",
1<s<alg), 17

+
P <=2 g<n<l—1).
De TN(Xa(i—l)«{-k7 LXa(j—l)-I-h) =0
+H1I<i<iI<i—1, 1<kpy, 1<h<p),
(cf. p. 361), on déduit :
D(a(l) + a(j — 1) + k). 275,

D(a’( ) + a(" - 1) + k)'a:g)::)-t-m
1<s<alq).

D’aprés (25) et (23), on a, pour 1 s <Ca(g), et
P 1, 1L

S://\v
+

(25)

~

(26)

D(a(l) + a(j — 1) + k). c5@5E0+ |
(27) = D(r;a(j) -<‘:+b(—)1>_|;n)(i(b](m;,1) _5 k)
* Ta(i— lj)i-k =
D(a(l) + a(j — 1) + h).ofFDam+bmts
D(a(l) + at — 1) + k). ogt(l'('1+11))¢14(_'")'+b(n)+s
+ D(a(i — 1) 4 k). a0
(28) + 25 Dall) + ). G
— Dla(j — 1) + ). a5
— 2 055w Diall) + w). g5 = 0,

(1<S<a(q)’ Q<n<l—1, 1<r’<rq'—2)'
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On a, pour 1 < i<l — L I<k<<p, 1K< pi:

Tn(Xa1y+ks Xag—iy+n)
= — N[D(a(l) + a(t — 1) + k), Xog—1)+1]
+ N[ Xog-1yrhr Xag—1341)
— 3 D{all) + afi — 1) + ).« ND(a(l) + 1

t21
Pyt o4+ Py |
— 2 (Dl = 1)+ k). a5
t=1
+ 3 @, Dla(l) +w).al=p 1) N*D(a(i —1) + 1
w=1
+ 3 (3, SEBEDl — 1)+ w) i,

— Dla(l — 1) + ).,
— 3 o, Dial) + w).s2%.) N*Dla(l) + o = 0.

w21

Donc, pour |¢ +1 i<l — 1|, d’apres (22), on a:

(29) D(a(l) + a(i — 1) + k).a0s,, =0, (1<s<alq);
D(a(l) + a(i — 1) + k). ol rRam+bim-+s
+ D(a(t — 1) + k). afgmyrom+s

+ 2 a2 Diall) + w). aggT i

w21
(30) — D(a(l — 1) + k). aems+bm-s
— 3 e, Dlall) + w). g =0,
z

avec
1< s<<alg) et 1I<r<r,—2.

Syl

(31) D(a()+-ali— 1)+ k.25, =0, (1<t<a(i—1),
D(a(l) + ali — 1) + k). 2550

+ S S (Dlall — 1) + k). oty

t=i u=1

+ 3 o, Dla(h) + o). 2B B = 0,
vz

A<w<pp 1<I<g<I—2).
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On utilise ic1 le fait que
ND(a(l) + a(j — 1) + ) = D(2a(l — 1) + a()) + w),

donc le fait que
ISesl—2

" De (17), on déduit, pour i = :

Py +P;
2 Dlal) + a(i — 1) + k). agg5 ™ asg=p Ly
(32) 1+ D(a(l — 1) + h).a2y=R+w

a(i—1)+k

+ 3 o Dlall)+ ). aBir =0, (1<w<p).
Supposons maintenant que (32) est vrai pour
j=i1+14L,i+2, ..., — 1.

On a done:

D(a(l) + a(i — 1) + k). o533
J=1 P+ 4Py

— Y 3 Da(l) + a(i—1) + k).axdrsin+s

PP Y
ait—1+u pa(l>+a(1—-1)+w
p;j a(i—1+s Mait—1)+u
J
+ 2_:1 (D(a(l — 1) + h).oglizRie
+ § aad+s L D(a(l) + ¢). al=hEn) Brb+au-Drw — ()
v=>1
soit :
D(a(l) + a(i — 1) + k). alprsgyo+e
j—1 Pt
-3 21 D(a(l) + a(i — 1) + k).axbrat-D+e
= u=
t=1 P‘+"'+P,'_‘ .
I R
pj .
+ 3 (Dla(t — 1) + h). o281
u=

+ 3 a5 D) + ¢). =3 BOREY =0,
vz
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et, d’apres (18):
D(a(l) + a(i — 1) + k).ax0*ay—v+w

a(l—1)+h

Pj si—1 P :
N si(,g- 3 Diall) + ali — 1) + k). 2340+ =B
+ Dlall — 1) + k). iz
+ 2 . Diall) 4 0). o280 B0 = 0.
v21
Finalement, d’aprés (17), (32) est vrai pour tout j, 1 < j < gq.
De (32) et (19), on déduit ensuite :

— D(a(l) + a(i — 1) + k). ol rBum+bm+s

Pik et p a(l—1)+h
i+ Py . .
— 21 D(a(l) + a(z — 1) -+ k)-aﬂﬁf’_ﬁ'i‘i;”*"’
w=
a;’(a_(m]).;o-:'(”m)—o-s
. i—
(33) + §>)1 DY Dz — 1) + w). afamrbmes
wz
— Blat — 1) + h). aggesm =
| = 3 o, Da(l)+ w) 2yt =0,
\ w21

. I<s<<a(g) et 1<K, —2).
De TN(Xa(i—1)+ky Xa(j—1)+h) = 0,
I<i<e<j<l—1, 1<k<p, 1<h<p)
on déduit, (cf. p. 361), d’apres (17):

(34) D(a(l) + a(j — 1) + h).ezg=iTi = 0, 5
I<s<p+ - +p)
(35) Df(a(l) + a(j — 1) + k). i@ '
= D(a(l) + a(t — 1) + k). P50
I<s<<alt — 1)). ,
Ensuite, comme précédemment, on déduit de (17) et (18)
par récurrence, tout d’abord pour t = i, puis successivement
pour t=1+4+1,...,¢:

/' P+ oo+ Pyg

S (Da(l) + a(j — 1) + k). aglrgiz v+

u=1
— Da() + ai — 1) + ). asfE0") axiopis
(36) = Dlalj — 1) + h).a{=h7}

+ 2 X Dlall) +- ) egizBI,

v2>1 ,
A<w<py i<t <L)
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De (36) et (19), on déduit ensuite:

D(a(l) + a(j — 1) + h).alrRem+bm+s
— D( () _|_ a(l _ 1) _|_ k) (' DA +b(m) +s

a(j—1)+h
P+ +Pg
+ 2 (D) + o — 1) + h).agfmiiime
a7, | — Dlall) + ali — 1)+ k) .atgp e

-+ Z =Dk Dia(e — 1) + w). G0y

D( a(j — 1) 4 h).ofamrbon+s

a(z—1)+k

| = 3 e Dlall) + w). i = 0,
\ n

(<s<alg) et 1<r<r,—2)

De TIV.(Xa(i—l)—i—k, Xag—v+n) =0, (1 <i I<g1<kLp,
1< h<p)), on déduit, (cf. p. 361) d’apres (17):

(38) D(a(l) + a(j — 1) + h).oiZPTi =0,
(1<S<p,+ +pj—1)
(39) D(a(l) + af — 1) +h. aﬁﬁ.’-b’li
| » - Dia(l) + a(i — 1) + k). a24=871,
I<s<p ~+ +p+al—1)).
Ensuite, comme précédemment, de (17) et (18), on déduit,

par recurrence, tout d’abord pour t = i, puis successwement
pour t=1¢+41,...,7 — 1:

[ Pitoo+Py
2 (Dla(l) + a(j — 1) + b). 550
oy LT Dlal) + ali — 1) + )i
TR = 3 afBn Dl — 1) + o) B
\ AI<w<p 1<) — ).

Ensuite, de (40), (17) et (18), on déduit par récurrence,
tout d’abord pour ¢ = j, puis pourt=;+1,...,¢:

Pi+ -+ Dy

2 (Dla(l) + o — 1) + h). 2G50

T D(a(l) + a(i — 1) + k). s ai=+e) qae=nw
(41) + 3 2B Dlali — 1) + o). oY

= B wmhn Dla(j — 1) 4 9). G20 = 0,

v2>1

A< w<Lpy T<ELY).
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Ensuite, de (40), (41) et (19), on déduit:
( ) + alj — 1) + h).aS +Dam) -+ pom)-+s

a(i—

Dia(l) + ali = 1) + k). o R em

+73 " (Dlall) + alj — 1) + g
(42) | — Dlal) + ali — 1) + ). a1 s
+ 3 #6781 Dlali— 1) + o). 2o
— 3 amh Dlal — 1) + o). e =0,
v>1
\ I<s<<alg) et 1<r<r,—2).

De Tx(Xup-1yrio D(ra(y) + 5() + alt — 1) + &)) =0,
(1<l<‘1, 1<k<pu 1<h<l’n O<rj+1<r<rj
si I<e<i<l—1, 0K <r<r, s1 t=j),
on dédut, (cf. p. 361), d’apres (17):

gy §PU0 00+ B ol =B + i — 0,

I<s<pi+ -+ p+ali —1)).

Sit> ¢, on déduit, de (43) sir>2,de (34) sir=1:

(44) 3D((" + 1a(7) + b() + a(t — 1) + h) . g0+ =0,

A<s<pi+ -+ p)

puis:
D((r + 1)a(7) + b(j) + a(t — 1) + h).afrDum+sm+s
(45) D(ra(]) + b(]) —+ a(t ) + h) a;(':(m]).;-_f;‘m)+:,
a

A<s<alg) ot 1<r <r,— 9.
De (45), (43) et (44), on déduit, si 1 < r' <r:

(46) D(ra(j) + b(j) + a(t — 1) + h).ag®y "™
= D((r — " + 1)a(n) + b(n) + a(t — 1) + h). €G2S = 0.

De (45), on déduit, pour r L r' <<r, 0 <r<r,
slg<t< <l =1L 0 < r<uy siq<t=j:

ry D00 4 6) - alt — ) 4 Bz
D(ra(t) + b(t) + a(t— 1) 4 h). af:('l—'i')"_'_"gk)a(n)+b(n)+:_0

d’aprés (23), si ¥ —r4r+2<r, et 1 <<s<afg).
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Si1<t<gq, pour r > 2, on déduit de (43):

gy §PU+ D)+ )+ ale 1) - iz
—0’ (1<S<p:+ +Pq)
D((r + 1)a(j) + b(j) + a(t — 1) + k). af B *om*s
= D(ra(j) + b(j) + a(t — 1) + h).a dT5 0™,
A<s<<alg), 1<rr,—2).

Pour r =1, de (17) et (18), on déduit par récurrence, tout
d’abord pour j=1, puis successivement pour j=1-+1,...,¢:

Pi+---+Dj

2 DQall =)+ p At alt — 1)+ k)

a()+a({—1)+u La(j—1)+w
(50) Qa4 k Xo;—1)+u

= Da(l) + alt — 1) + h).a%/-87,
M<w<p, 1<i<j<q).

De (50) et (19), on déduit ensuite:
D(2a(l — 1) + p, + a(t — 1) + k) .ol FDam+bm+s

a(i—1)+k
Pyt Py

+ 2 DQ2a(l — 1) + p,+ a(t — 1) + h)

aﬂ(l)+a(z D+u mr’a(r'l)+b(rn)+-Y
a(i—1D)+k a(j—1)+u

= D(a(l) + a(t — 1) + h). o 5m5m+,
1<s<alg et 1<r<r,—2)

6. Toujours sous les hypothéses du paragraphe 4, considé-
rons le changement de coordonnées, (cf. paragraphe I):

(49)

(51)

Uraeyrserraq-+) = Hraoroorag-i(Uas « - 5 Uradrorra)s
1< < Py 0L iy <7<y gt <l — 1),

u; = u;, pour tous les autres indices.

Posons D'(1) = 5%—- On a:

1

D() = D'(i) + Z Z D(@) . Hratiptortatg—13+

(52) L D'(ra(t) + b(t) + a(g — 1) + ),
1 <i<all).

D(r'a(k) + b(k) + i) = D'(r'a(h) + b(k) + i)
(53) (T S 3 D(ra(h) + b(k) + i) Hupp o g7+

r=r' j=i D'(r-a(t) + b(t) + a(q - 1) + ])’
\ 1<i<alg— 1))
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D <; b(h) + alg — 1) + i)

2 D(r'a(h) + b(h) + alg — 1) + 1) . Hups .45
D' (ralt) + b(t) + alg — 1) + i), (1 <i< py)s
pour ces deux derniéres égalités, on a:

I<rnu<<r<r<r, g<it<hgl—1,

< nu<rn<r, <Al —1, e
[ D(r a( )+b( )+ alg) +1)=D"(r'"a(h) + b(k) + a(g) +1)
+ 2 2 D(r'a(h) + b(h) + alg) + ). Huyt -4

r=r'+1 j=1

(95) , D'(ra(t) + b(t) + alg — 1) + j),
(1<l<pq+l+"'+ph, O<rt+1< <r,<rq,
< nu<r<n<Lr, ¢<t<hl—1,

r<r).

(56)  D((r, + 1)alq) + (() -|>- )) D'(r, + 1)a(q) + b(g)+1),

(54)

” MS‘

\\.

On impose aux fonctions H d’étre solutions des équations :

D(ra(t) + b(t) + 1) . Hyaty s sty aggny+; = 54D+,
B7) 1A<j<pp L<i<alg), 0<rpm<r<n<r,
<<t — 1)

D((r" + 1)a(h) + b(h) + 1). H(r+1)a(t)+b(t)+a(q 1)+1

= D(r'a(h) + -+ + 1) . Hrus ... 45
Pq, 1<"<a<‘I), 1<rt+l<r<rt<rq,
<l—-2, 1<"h+1<",<rh<’q’r’<")>

Ja(h) + b(k) + a(q) 4 ¥) . Hesaa0+ 50+ atg— 4
( b(h) + a(q) + 1) Hru+ o+ atg—1)+ 15
l
r,

1

N

,,‘A,EW
- |l = -.
//\ui /é\~//\

‘<pq+1+ e ‘l‘Pm
t<rq7 1<rh+1<r <7'h<rq,
g<t<hKI—2, <.

+ a(h — 1) + 1) Hroerrag-+s = 0,
1< << <r<mf (r,r, —1)).

-\
A
T
A

D(r,a(h) + b(k
(60) J(1<7<Py

—
~

N
N
¥

On va montrer que, si les fonctions H sont solutions de
(57, 58, 59, 60), au voisinage de z, le systéme de coordonnées
uy, ..., U, satisfait a (16).
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De (56) et (16), on déduit que les
D'((ry + Dalq) + b(q) + ¥), (>1),

déterminent, dans un voisinage de z, un champ de repéres
adaptés pour N/ImNw+. (17) entraine que
(e, (1 <1, 7 <Py
est une matrice réguliére dans un voisinage de z; de (57)
et (54), pour r' =r =r, et de (16), on déduit alors:
ND'(rea(q) + b(g) +alg — 1) +)) =0, (1 <7< py)
Ensuite, on en déduit, compte-tenu de (55), (16) et (60):
ND'(r,a(k) + b(h) + a(h — 1) + )= 0,
I<i<pn ¢<h<<l—1),
et compte-tenu de (53) pour r' =r=r, (16) et (56) avec
1< i<<alg —1):
ND'(rpa(q) + b(g) + 1) = D'((r, + 1)a(g) + b(g) + 1.
Supposons ensuite qu’'on a montré que les
(" + a(k) + b(k) + 1), (1),
déterminent, dans un voisinage de z, un champ de repéres

adaptés pour N/ImN" 1, (r' <5, — 1,0 <<y <7 < K< 1y).
Alors, de (16), (55) et (59), on déduit

ND'(r'a(h) + b(k) + alg) i) = D'( -+ 1)a(h) + b(h) + alg) + i,
(1<‘§Pq+1 + oA st "_h+1<"’<"m
1< 1< Pon + o+ P st r= Th)-
De (16), (b4), (57), (17) et (58), on déduit :
ND'(Fa(k) + b(k) + alg — 1) + i) | |
= D'((r' 4+ 1)a(h) + b(h) + alg — 1) + 1), 1 <1< p,y)
On en déduit, compte-tenu de (16), (b3) et (58):
ND'(a(h) + b(h) + i) = D'((" + La(h) + b(k) + i),
(1<i<alg — 1)).

Ainsi par récurrence sur ', (r'=r, —1, r,—2,...,1),
on montre que le systéeme de coordonnées uy, ..., u, satisfait
lui aussi a (16).

Considérons le champ de repéres adaptés, associé au systéme
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de coordonnées uy, ..., u,. NX oy = 0, (1 < k < p)), s’éerit
i

dans le nouveau systéme de coordonnées u, ..., u,, d’aprés

(52), (53), (54), (55) et (56):
N(D'(a(l — 1) + K)

a(d—1)

+8 s Dralm) + b(m) + s>>
IS:Q"q

+ 3 BP0 ND(r, + Dalg) + blg) + )
Pq

+ X (D(a(l — 1) + k). Heamytomratq—1+s
léfé’fq
a(q) )

FOX e
Sk

D(r'a(n) + b(n) + s). Hramy-+ ttm)+atg—1)+ 1)
ND'(ra(m) + b(m) + a(g — 1) + j) = 0,

et NX,i_1y+x = D(a(l) 4+ a(i — 1) 4 k), pour
g<i<l—1,1<k<p:

a(4—1)
N(Dali— )+ + 5 sl D'l'alm) + b(m) + s>>

\ 1<r'<rq
T 2 agt e ND((rg + 1)a(g) + b(g) + 5)
s21
P, )
+ 2 (Dla(t = 1) + k). Heamsmr g1+
1sr<r

a()
+ 3 @ D a(n) + bin) + s>.H,a<m)+...+,~>
s=1

1<r'sr
ND'(ra(m) + b(m) + a(g — 1) +j) = D'(a(l) + a(i — 1) + k)
+ 2<Z< D(a(l) + a(l, - 1) + k) . Hr’a(l)+b(t)+a(q—-l)—l—j .

22 D'(a(t) -+ b(O) + alg — 1) + )

Si on impose aux fonctions H d’étre aussi solutions des
équations :

D(a(i — 1) + k). Hromyroimytag—1>+i

+ 3 5 Diall) + 9) Hup..ty = 0,
(61) i

pour
15;7‘<;rq'_ T —'47 Q'+'1 S;is;l,
< T < Pos
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(Pour ¢+ 1<t <l —1, ces équations sont imposées par (60)
et (59)).
D(a(v — 1) + k). Hyamyrsimytag-1>+
+ 3 o, D(al) + ) Hoars
(62) = D(a(l) + a(i — 1) + k). Hotamrsmtatg-1+55

pour
1<i<p, ¢HI<iKI—1,

rg—rr<cr, — 1,

les coefficients ' et 3’ associés aux coordonnées uy, ..., u,
vérifient :

ra(h)+a(i—1)+J raGi—D+Jj — DJ ; y
B:(i—l‘;-:—k J aa(;—1)+k‘_ ks q< I’<l_ 1’ 1<]’ k<pi,

Il

Ta(l)+ a(i)+t a(i)+t —_ .
Bra 5% =g =0 <<t pip + + pis
p’(r+1)a(h)+b<h)-*-a(q—1)+t = — gTUWFbW+aI—D+t — ()
a(i—1)+k a(i—1)+k ’

(q+1<t<l71<k<Pv O<rh+1<r<rh<rq) pour
1<t<pq++ph’
O<rh+l<r=rh’<rq’ pour 1<t<pq+ +Pn—1)-

NXy+e = D(a(l) + a( — 1) + k), pour
s’écrit :

Pi+--++Pqg ) .

N( S ai=rs Di(ali — 1) + 5)
3:1
a(9—1)

+ X G50 Di(ra(m) 4 b(m) - )
s=1

1$r$rq

+ 2 agzpEv @ D((ry + 1)alg) + b(g) + 3))
52117,, Piteeo+Pg
+ Z ( Z “:E::Bi;: D(a(i - 1) + 3)'HrG(M)+b(M)+a(q—1)+j
f N
a®)
+ Zl a2+ D(r'a(n) + b(n) + ). Hyamy+ bem+ag—1)+ )
=
1Lr'gr

ND'(ra(m) + b(m) + a(qg — 1) + j) ,
=1 — D' (a(l) + a(i — 1) + k)

b,
+ Z; D(a(l) + a(i — 1) + k). Hyyag-1y+,D"(a(l) 4 alqg — 1) + )
Pq )
+ j§1 D(a(l) + a(_t - 1) + k)'Hr"a(t)+b(t)+a(q—1)+j
TS D'(r"a(t) + b(t) + a(g — 1) + ).
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Si on impose, de plus, aux fonctions H d’&tre solutions des
équations :

a(q)
21 a1 D(a(i — 1) 4+ 8) . Hyagmy+ smy+atg— 1)+
S=

a(q)
ar a(n)+b(n)+s

(63) + S§1 a({—1)+k

1<r'gr ,
D(r'a(n) 4 b(n) + $). Hyim-+ stm+atg—1)+
D(a(l) + a(i — 1) + k). Ho4 vamy+ som-+ atg— 1)+ 55
I<iI<pI<k<p, I</<pp 1<r < —10),

alors, pour ¢ = ¢, on déduit de ce qui précede, et de (17) et

(57):

ra(@—=1)+J — R’a)+a@—D+j — Dk : A
& o(g—1)+k — B a(d—1)+k - 81’ 1 < I k < Pqs
ra()+t — RIa(D+a( D+t
X ag—1)+k = Ba(q—1)+k =0 1<t Perr + - + Py
a"‘a(h)+b(h)+a(9-1)+t — B'(r+1)a(h)+b(h)+a(9—1)+t — 0
a(@—1)+k a(d—1)+k ’

(1<k<pq,
1<t<pq++ph pour O<riv+l<r<rh<rq7
1<t~<Pq+""+Ph—1 pour Oy <r=r<r).

On en déduit, pour 1 <1 <<qg — L 1<k pi:
P+ +Pg—y
azi—px ND(a(t — 1)+ )
§s=1
ag—1

+ 2 Py DY((r + 1)a(m) + b(m) + )
s=1
1<r<ry

+ B PO ND((ry + 1)alq) + b(g) + s)

s21

Pq . .
+ X ogfzhEi (D'a(l) + alg — 1) +7)
Jj=1

a(d—1)
+ BB D (e + Dalm) + b(m) + )
1<r<rg
+ 3 BT D ((r + 2)alg — 1) + blg — 1)+ )

Pq
=D'(a(l = 1) +a(d — 1) + k) + X D(a(l) + a(@ — 1)+ k)
Haw+ag-v+; D'(all) + alg — 1) + ).
D’aprés (57), (17), (18) et (19), on en déduit, par récurrence,
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tout d’abord, pour ¢= ¢ — 1, puis successivement pour

i=q—2,...,1:

B'zgt_):—a(q—l)a-s = B/U+Da+b+ad—D+t —
i—D+ a(;—1)+k ’
I<kp, 1<i<<g—14,
1<s<p,+ - + pi—as
1<t<p,+ - L pn st 0Ky <r<<m <1y,
A<t p, + - P st 0K <r=n<r);
donc
@I~ D+ o ra) b +a@—D+t
ai—D+k ai—1)+k ’

A<ksp, 1<i<g—1,
1<s<p,+ - +pr, 1<t<p,+ -+ ps
pour 0 <r<Kn <<y

Ainsi, pour prouver I’existence, au voisinage de z, d’un sys-
téme de coordonnées u,, ..., u, vérifiant (16) et tel que les
" et o' correspondants vérifient les ensembles de relations
(21) et (22) ou ¢ est remplacé par ¢ — 1 (cf. paragraphe 4,
p. 364), il suffit de montrer I’existence, au voisinage de z, de

solutions H,.ytetag—n+ (1 <r<ry), des équations (57,
58, 59, 60, 61, 62, 63) et :

(64) D(ra(t) + b(t) + alg) + 3)'Hra(t)+b(t)+a(q—-1)+j = 0,
(1<]<pq,0<r,+1<r<rt,q<t<l— 193>1)

On va montrer maintenant que ce dernier probléme a une
solution, grace aux relations établies au paragraphe 5 et au fait
que les sous-fibrés KerN", (1 <{r <(r), sont stables pour le
crochet des champs de vecteurs.

7. On montre tout d’abord l’existence des fonctions
Ha(l)+a(q—1)+j’ (1 < ] < pq)’

solutions au voisinage de z, des ensembles d’équations (57),
(61) et (64) pour r = 1, ou, ce qui est équivalent, des ensembles
d’équations (57), (64), et:

a(9)

(65) D(a(i —1) + k). Hayyaq-vy4, = — X og )i 070,
v=1

outesttelqueq+ 1< i <<LI<<r,—rn—1etl<<k<p.
19
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“D’aprés (39); les équations (57), pour r = 1, sont compa-
tibles entre elles. D’apreés (34) et (43), les ensembles d’équa-
tions (57) et (64), pour r = 1, sont compatibles.

Pour ¢ tel que ¢4+ 1< i1 <<, 1<r, — rn— 1, pour
1 <k<p,etl<<j<p,ona, dapres (24) et (43):

a(q)
D(2al — 1) + pi+ 9:( B a5 o8 ) = 0, (6 > 1),
et, d’apres (34) pour ¢ + 1 <A<l — 1, 1 <t p:

D(a(l) + a(h — 1) + t).<“§) aber g «(q—m,-)
= D(a(l) -+ (h — 1) + ). PR ORIV S VR

a(;-——1+k v
0, d’apres (29), s1 ¢ =,
S Dla(l) + a(i — 1) + K).o20*3 ., a9+ = 0, daprés

(26) et (27) si g <i <L

I

Avec un abus de notations, on écrira donc:

D(a(i — 1) + k).(D(a(l) + a(g) + s). Hap+ag—1+,)
= D(a(l) + a(q) + S-()(D>(L1‘>‘ 1) + k)Haypag—1+s) = 0,

On a, pour 1 t<Cal(qg), dapres (31) et (32) s1 ¢ =1,
d’apres (39), (35), (36) et (47), si g <1 <<!:

a(®
D(a(l) + t): (Z azg)‘fl’;ﬂt :(q—1>+j>
a
= 21 D(a(l) + t).ak0*p,  ard—D*J
s
a(9) |
+ 21 aZEﬁ’_*l;H D(a(l) +9) a?(4—1)+1
=
= — D(a(t — 1) + k).af?"0+/

soit :

D(a(l) + ¢).(D(a(i — 1) + k). Hop sgg—1)+)
= D(a(t — 1) + £).(D(a(l) + &) Hup+ g1+ )-
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Pour h tel que ¢+ 1<<i<<h<CL 1<<r,— 1 — 1 et
1 <u<py le méme calcul montre que:

D(a(h — 1) + u).(D(a( — 1) + k). Hap+ ag-1)+)

a(9)

= — 3 Dlalk — 1) + w).a33.,

a(q)
+ 3 e, Diall) + ). g, a2

w,v=1
a(q)

+ ¥ oG w4 D Dla(l) 4 0) a0

w,w=1
Puisque t < h, on a: r, <1y < r, — 2, donc:
N Xy = N7 X 1y40 = 0.

Le sous-fibré vectoriel KerN'it! est, par hypothése, stable
pour le crochet des champs de vecteurs, donc:

NH([Xeg—n400 Xai-134a]) = 0.
On en déduit, compte tenu de (39):

D(a(h — 1) + u).(D(a(d — 1) + k). Hap s ag—1)+))
= D(a(t — 1) + k).(D(a(h — 1) + u). Huy s ag—1)+)-

Donc les ensembles d’équations (57), (64) et (65) sont
compatibles et on obtient les fonctions Hyy;,q-1)+; par
quadratures.

Supposons maintenant qu’'on a montré Dexistence des
fonctions H,umytsmy+ag—1)+j» POUr

r’=1,2,...,r,(1<j<pq, 1<r<rq_1)’

solutions, au voisinage de 2z, des ensembles d’équations (b7),
(58), (59), (60), (61), (62), (63) et (64). On en déduit, par des cal-
culs du méme type que les précédents, I’existence des fonctions
He 1130+ s+ aig—1)+j ¢ 1es équations (57), ... (64) sont compa-
tibles et on obtient les fonctions H(,+1),,(,,)+b(,,)+,,(q_1)+ ; par
des quadratures. Ainsi, par récurrence, on obtient toutes les
fonctions Humyt s+ ag—n+ (1 <7 << rq).

19.



380 J. LEHMANN-LEJEUNE

C
Degré de p(A) = 2.

Alors : dimension de V= n = 2n'.

Soient ¢ it (1 7%= 0) les racines de p(A) = 0. (On pose
p =0+ ).

La partie complétement réductible S de J est un polyndéme
en J a coefficients constants (réels) sur V (cf. chapitre 11,
p- 343); il en est donc de méme pour la 1-forme 0-déformable

1

J, = —:(S — oldyy)), et par suite, le tenseur de Nijenhuis,

associé a J,, est nul, d’apres (11).
D’autre part, on a p(S) = 0; on en déduit :

J% - - Id'r(v).

Ainsi, J; détermine sur V une structure presque complexe
qui est intégrable d’aprés le théoréme de Newlander et Niren-
berg [17], et on peut introduire, au voisinage de tout point x
de V, un systéme de coordonnées u,, ..., u, réelles, tel que
les fonctions: z; = u; + u, ., (1 <<j<<n'), déterminent un
systéme de coordonnées locales complexes: V est done la

variété réelle sous-jacente d’une variété complexe V.
On a, pour 1 jn':

d 1/» ) d 1 /% .d
—_— = e— — — ] 9y _— = = —_ + 1 — o
oz; 2 \du; Uy oz, 2 \dy; Qg

0
Les champs de vecteurs L
%1

0 .
, sont des sections, au
0z,

voisinage de z, du fibré tangent T(V) de V.

Soit T(V), (resp. TY(V)"), le complexifié de T(V), (resp.
T(V)").

Toute section H de T(V)® T(V)* s’étend canoniquement en
une section H* de T°® T°(V)*.

Les champs de vecteurs 0—2—, <resp. ;—>, 1<yj<n),
. Z‘
sont des sections locales de ¢(J°).T¢(V), (resp. ¢X(J%).TY(V)),

(cf. chapitre 11, p. 341), c’est-a-dire qu’ils engendrent, au voisi-
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nage de z, 'espace propre de S°, correspondant a la valeur
propre g, (resp. p).

Les polynémes P en J, a coeflicients constants sur V,
induisent des sections de T(V)® T¢(V)* qui sont des endo-
morphismes de (J°).T(V) et €2(J°).TV), donc, de maniére
naturelle, des 1-formes P sur V a valeurs dans T(V). Nous
allons montrer que ces formes P sont holomorphes.

On vérifie facilement que la formule (11) est encore valable
si P et Q sont des polyndomes en J° a coefficients constants
sur V, X et Y des sections de T*(V). On en déduit, pour

~

0

P=s§, X=o Y=o (1<i,j<n):

5102 =202 350122 — ¢ 220,
P[gg:Qg;]—— > [bii’Q°ZJ]+ 7 ke sz] > 'Q<[bzi Ozj]>

solt :
_[od d (2 d
5| — | =S¢ —_— — 1 ).
¢ L‘z‘i’ Q ozj] oz, Q oz,

0 0
Posons: Q — = Y ot — On a, alors:
0z; 0z,

|

k=1
ok /2 ., 0
Lo o) g
k=1 0%; 0z, 0z,
soit :
~ ook
%5 — = =0
k§1 bzi (P P) OZ )
done :
Wi _ g
0z;

Ainsi, en particulier, S et N, induites sur V, respectivement
par S et la partie nilpotente N de J sont holomorphes.
On a:

ou Id est la 1-forme identité sur V.
Pour résoudre le probléme de I'intégrabilité de la Gj-struc-
ture déterminée par J sur V, il suffit donc maintenant de
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déterminer un nouveau systéme de coordonnées z; sur V,
au voisinage de z, (z; fonctions holomorphes de z, ..., z,),

tel que les champs de vecteurs ;b—, déterminent un champ
2 :

J
local de repéres dans lequel N s’écrie sous la forme (5).
De (11) étendu au complexe, on déduit tout d’abord que le
sous-fibré vectoriel € (J°).T(V) est stable pour le crochet
des champs de vecteurs, et ensuite que:

(66) [N°X,NY] =N X,NY]+ N[NX, Y] — N*H[X, Y],

pour toutes les sections X et Y de T(V)

D’ apres la remarque page 354, puisque N est un polynéme
en J a coeflicients réels, dans une Gj-connexion quelconque,
on a, pour toutes les sections X et Y de T(V):

DxNY = NDY,

donc, dans une Gj-connexion a torsion nulle, si la section X,
(resp. Y) de T(V) satisfait & N*X = 0 (resp. NY = 0), on a,
au voisinage de tout point x de V:

N [X, Y] = N(DxY — DyX) = DxN°Y — DyNX = 0;

Ker N° est donc stable pour le crochet des champs de vecteurs;
on en déduit la méme propriété pour Ker(N¢)’, puis pour

Ker N¢, puisque :
Ker N* = Ker(N°)* n €1(J°). T¢(V).

Comme dans le cas d’'une valeur propre réelle (cf. B), on en
déduit, en tenant compte de (66), la stabilité pour le crochet
des champs de vecteurs des sous-fibrés vectoriels de T(V):

Ker N## = Im N°> Ker Nt 4+ Im N> ... 5 Ker Nt
4+ ImN>...5Ker N2 + Im NoKer N + Im NoIm N
5 ... 5 Im N”5 (Ker N+ o Im N") 4 Im N"+
(67)

5 ... o Ker (N’k"”r1 n Im N") + Im N+
> (Ker N+ n Im N”) + Im N~+
sIm Nr#i5 ... s Im Nt 5 ... 5 Im N+t 5 ... 5 Im Nn
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ou

2Kl -1, ria 1<y, <k,
1<y —ry, Rn>r>...>r,>rn=0,
pp>0 pour 1<<iKl—2, ry,=1 avec p_>0,
r=20 avec p =0,

(pour la définition des r; et des p;, voir chapitre 11).
On a donc, pour V, 'analogue de la proposition IIL,3:

Prorosition 111, 3. — La nullité du tenseur de structure de
la Gj-structure entraine que les sous-fibrés de (67), ainsi que
les sous-fibrés Ker N¥, (1 s <r,), sont stables pour le crochet
des champs de vecteurs et que le tenseur Tx de Nijenhuis est
nul, soit:

Tx(X, Y) = [NX, NY) — N[X, NY] — N[NX, Y]
+ N2[X, Y] = 0.

Comme N est holomorphe, les mémes calculs que dans le
cas réel, avec des fibrés vectoriels, champs de vecteurs et
fonctions holomorphes, montrent que ces conditions sont
suffisantes pour qu’ill existe, au voisinage de tout point z
de V, un systéme de coordonnées z,, ..., zy, tel que, par rap-
port au champ local de repéres déterminé par les champs de
vecteurs 5% (1< j<<n), N sécrive sous la forme (5); les

J
coordonnées réelles correspondantes, au voisinage de x dans V,
détermineront un champ local de repéres adaptés pour J.
Ceci achéve la démonstration des théorémes 111, 1 et III, 1'.

D

Remarques.

On ne suppose plus le tenseur de structure nul. On suppose
simplement la nullité du tenseur de Nijenhuis :

T(X, Y) = [JX, JY] — J[X, JY] — J[JX, Y] + J[X, Y].

De la note page 351, on déduit qu’on a aussi (10) et (11), ce
qui entraine encore les propositions III, 1 et III, 2; on peut
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donc encore se ramener au cas ou J a une seule valeur propre
réelle, ou un seul couple de valeurs propres imaginaires conju-
guées. Dans ce dernier cas, la partie complétement réductible
S de J permet encore de munir V d’une structure presque
complexe intégrable et S induit, sur V, la 1-forme

§— . i

On a ainsi:

Tutorime III, 2. — Considérons la Gy-structure définie
sur une variété V par une 1-forme 0-déformable J quelconque.
St le tenseur de Nijenhuis :

T(X, Y) = [JX, JY] — J[X, JY] — J[JX, Y] + J[X, Y],

est nul, la partie complétement réductible S de J définit une
Gs-structure intégrable. La nullité du tenseur de structure de
cette Gg-structure équivaut a la nullité du tenseur de Nijenhuis,
Ts, associé a S:

Ts(X, Y) = [SX, SY] — S[X, SY] — S[SX, Y] + $2[X, Y].

Dans le cas ou J a une seule valeur propre réelle A, on a,

(cf. B) J = M\Idrwy + N. On déduit de (11):

(68) [N°X, N'Y] — N[X, N°Y] — NN°X, Y]
+ NH[X, Y] = 0.

Dans le cas particulier ou I!=1, p, >0, (alors
n = (r, + 1)p1), la suite de fibrés (14) se réduit a:

Ker N*"' = Im N°>5Im N> ... o Im N5 ... o Im N7,
I<r<n)
et on a:

Ker N* = Im Nr—+,

(68) suffit donc pour prouver la stabilité, pour le crochet des
champs de vecteurs, de ces fibrés vectoriels.

Dans le cas ou J a un seul couple de valeurs propres imagi-
naires conjuguées, on a sur V, (cf. C):

~

J=pi\é+N.
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Dans C, on n’a utilisé que (11) pour montrer que N était
holomorphe, et que:

[NX, NY] = Re[X, NY] + N{NeX, Y] — NeH[X, Y].

Comme dans le cas réel, si I = 1, cela suffit pour montrer
que les fibrés de (67) et Ker N* sont stables pour le crochet
des champs de vecteurs.

On a donc le:

Tatorime III, 3. — Considérons la Gj-structure définie
sur une variété V par une 1-forme 0-déformable J quelconque.
St les ensembles d’entiers (ry, ..., r), (p1, ..., P)) associés a
chaque valeur propre réelle et chaque couple de valeurs propres
Lmagmmres conjuguées sont tels que | = 1, alors les 3 propost-
tions sutvantes sont équivalentes :

1. Le tenseur de Nijenhuus,

TX,Y) = [JX,JY] = J[X,JY] = JIX, Y]+ J2[X, Y],
est nul.

2. J définit une Gy-structure intégrable.

3. Le tenseur de structure de cette Gjy-structure est nul.

Ce théoréme s’applique en particulier aux structures presque
tangentes, (cf. H. A. Eliopoulos [6]):

une seule valeur propre: 0,

rh = 1.

On ne peut pas espérer, dans le cas général, déduire de la
nullité du tenseur de Nijenhuis la stabilité pour le crochet
des champs de vecteurs des fibrés vectoriels de (14) ou de
(67) et des fibrés Ker N* ou Ker N°. Considérons en effet,
I’exemple cité par Kobayashi [12], p. 976:

Z, Y, 2, t, sont les coordonnées;

2 _2 =2 2 2
=2 X=2 X=2 X-Z+ua+al
On définit J par:
JX; = X,

IJX, =0, =234
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On vérifie facilement que:

J: =0,
[JX, JY] — J[X, JY] — J[JX, Y] + B[X, Y] =0,
[X3, X4] = Xl'

Ainsi Ker J n’est pas stable pour le crochet des champs
de vecteurs et la Gj-structure n’est pas intégrable.
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