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INTÉGRABILITÉ DES G-STRUCTURES DÉFINIES
PAR UNE INFORME 0-DÉFORMABLE A VALEURS

DANS LE FIBRE TANGENT
par J. LEHMANN-LEJEUNE

Introduction.

Dans un récent article, (cf. [12]), E. T. Kobayashi considé-
rait une 1-forme J sur une variété différentiable V, à valeurs
dans le fibre tangent T(V) de V, et 0-déformable, c'est-à-dire
pour laquelle il existe une matrice a telle que, en tout point
x de V, il existe un repère de l'espace tangent T^(V) à
V en x, dans lequel l'expression de J soit pi; l'ensemble de
ces repères, pour tous les x de V, détermine une G-structure $.
Kobayashi montrait que la nullité du tenseur de Nrjenhuis :

(X, Y) -> T(X, Y)
= [JX, JY] - J[JX, Y] - J[X, JY] + J^X, Y],

condition nécessaire d'intégrabilité pour la G-structure, était
aussi une condition suffisante dans d'autres cas que le cas
presque complexe, (J2 == — ïd) ; il donnait en même temps
l'exemple d'une 1-forme J, 0-déformable, vérifiant

J2 = 0, T(X, Y) = 0,
et déterminant une G-structure non intégrable, puisque le sous-
fibre, Ker J, de T(V) n'était pas stable pour le crochet des
champs de vecteurs.

Par ailleurs, dans sa thèse sur les G-structures, (cf. [1]),
D. Bernard étudiait le tenseur de structure et montrait que sa
nullité, équivalente à l'existence locale d'une G-connexion
à torsion nulle, était une condition nécessaire d'intégrabilité.
L'objet de ce travail est de montrer que, dans le cas d'une

17



330 J. LEHMANN-LEJEUNE

1-forme 0-déformable, c'est aussi une condition suffisante.
On verra que cette condition entraîne la nullité du tenseur
de Nijenhuis, ainsi que d'autres conditions géométriques.
Ainsi, pour ce type de G-structures, il est inutile de considérer,
en ce qui concerne Fintégrabilité, les tenseurs de structure
d'ordre supérieur, étudiés par V. W. Guillemin dans sa thèse,
(cf. [7]).

CHAPITRE I. Notations et rappels sur les G-structures réelles....... 333
1. Intégrabilité.

G-structure définie par un tenseur.
2. G-connexion.
3. Tenseur de structure.

CHAPITRE II. G-structures définies par une 1-forme 0-déformable J.. . . 340
— Définition d'une 1-forme 0-déformable.
— Décomposition du fibre tangent en somme directe.

T(V) = ® ̂
y=i

9., sous-fibre vectoriel associé soit à une valeur propre réelle,
soit à un couple de valeurs propres imaginaires conjuguées.

— Bases adaptées. Forme canonique d'une matrice niipotente (se
déduisant de la forme canonique de Jordan par une permutation
sur l'ordre des vecteurs de base).

— Définition des Gj-structures.
Caractérisation des Gj-connexions.

CHAPITRE III. Intégrabilité des Gj-structures. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350
— Énoncés des théorèmes.

On suppose ensuite le tenseur de structure nul.
A. On montre que :

— le tenseur de Nijenhuis est nul;
— les fibres 6,36. sont stables pour le crochet des champs de vecteurs;
— localement, on a une variété produit ;
— on peut se ramener (cf. proposition III, 2) au cas où J a, soit une

seule valeur propre réelle, soit un seul couple de valeurs propres
imaginaires conjuguées, c'est-à-dire au cas où le polynôme mini-
mal est :

pW^,
p(X) irréductible sur les réels.

B. Degré p(X) == 1.
La partie niipotente N de J définit la même G-structure et on est ramené,

dans ce cas, à montrer l'intégrabilité pour une 1-forme 0-déformable
et niipotente.
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On montre qu'en plus de la nullité du tenseur de Nijenhuis associé à
N, un certain nombre de sous-fibres vectoriels du fibre tangent sont
stables pour le crochet des champs de vecteurs (cf. proposition III, 3).

1. On en déduit l'existence de coordonnées d'un certain type.
On démontre l'intégrabilité par récurrence : on suppose qu'il existe

un système de coordonnées u^, . . ., u^, au voisinage de tout point,
qui traduise l'intégrabilité de N restreint à une variété intégrale
de Im N. Le premier pas de cette récurrence est vérifié.

2. A tout système de coordonnées de ce dernier type, on associe un
certain champ de repères adaptés.

3. A l'aide de la nullité du tenseur de Nijenhuis, pour ce champ de
repères adaptés, on montre qu'on peut faire une hypothèse supplé-
mentaire sur le système de coordonnées u^, .. ., u^ du paragraphe 1.

4. On définit une hypothèse de récurrence pour le système de coor-
données MI, . . ., u^ du paragraphe 1 ; le paragraphe 3 signifie
que le premier pas de cette récurrence est vérifié. L'intégrabilité
résultera de cette récurrence.

5. En supposant que le système de coordonnées MI, . . ., u^ satisfait
à l'hypothèse de récurrence du paragraphe 4, on déduit de la
nullité du tenseur de Nijenhuis, pour le champ de repères adaptés
correspondant, un certain nombre de relations.

6. On considère un nouveau système de coordonnées défini par un
certain nombre de fonctions inconnues H des coordonnées i^, . . ., u^
On montre que ce système de coordonnées satisfait à l'hypothèse
de récurrence du paragraphe 4, pour un pas de plus, si les fonctions H
sont solutions d'un certain nombre d'équations.

7. On montre par récurrence que ces équations ont des solutions, à
l'aide des relations du paragraphe 5 et de la stabilité pour le cro-
chet des champs de vecteurs des sous-fibres vectoriels Ker N-^.

C. Degré de p(X) == 2.
A l'aide de la partie complètement réductible S de J, on munit V

d'une structure presque complexe, qui est intégrable; V est alors
la variété réelle sous-jacente d'une variété complexe V. La partie
niïpotente N de J induit sur V une 1-forme niipotente N qui est
holomorphe. Les mêmes calculs que dans le cas réel donne les
théorèmes.

D. Dans ce paragraphe, on ne suppose plus que le tenseur de structure
est nul, mais seulement que le tenseur de Nijenhuis est nul.

On montre alors que :
— la partie complètement réductible S de J définit une Gg-struc-

ture intégrable;
— si la partie niipotente de J satisfait à certaines hypothèses,

la Gj-structure est intégrable.
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CHAPITRE PREMIER

NOTATIONS ET RAPPELS
SUR LES G-STRUCTURES RÉELLES (1)

Toutes les variétés considérées sont supposées différentiables
de classe C°°, ainsi que tous les fibres, champs de tenseurs
et fonctions qui interviennent.

Soit V une variété de dimension n ; on désignera par :
D(V) l'anneau des fonctions différentiables sur V à valeurs

réelles,
T(V) le fibre tangent de V,
T(V)* le fibre dual,
E le fibre principal des repères linéaires de V, de groupe

structural Gl (M, R).
T^(V) l'espace tangent à V en x.

1. Définitions»

Une G-structure sur V est définie par la donnée d'un sous-
fibre principal P de E, de groupe structural G, sous-groupe
de Gl (n, R).

On dit qu'une G-structure est intégrable, si, pour tout x
de V, il existe un voisinage ouvert U de x, muni d'un système
de coordonnées Ui, . . ., u^ tel que les repères naturels,

/ ô ô \( —-•> • • • > — ) ï
\ÔUi ôu^eu

définissent une section de P au-dessus de U.
Soit S{ une représentation linéaire de Gl(n, R) dans un espace

vectoriel M.

(1) Pour plus de détails sur les définitions et théorèmes de ce chapitre,
voir D. Bernard [1].
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Les sections du fibre vectoriel M[P], de fibre-type M,
modelé sur P, sont en correspondance biunivoque avec les
fonctions jfsur P, à valeurs dans M, de type ât(G), (c'est-à-dire
telles que f(p. g) == 3t(g~1) •/'(?)? pour tout g de G et pour tout
p de P).

On note or la fonction sur P, associée à la section a-, M[P] le
D(V)-module des sections de M[P],

G opère sur son algèbre de Lie G, sous-espace vectoriel de
R"*(g)R", par la représentation adjointe, qui est la restriction
à G de la représentation naturelle de Gl{n, R) dans R'^^R';
le fibre modelé G[P] est donc un sous-fibre vectoriel du fibre
modelé (R^0 R-'^P], soit:

(1) G[P]cT(V)*0T(V).

On dit que la G-structure, d'espace de repères P, est « définie
par un tenseur », o-, section du modelé M[E], s'il existe un
élément u de M tel que P soit l'ensemble des repères p de E
tels que :

î(p) = u.

G est alors le groupe d'isotropie de u, c'est-à-dire l'ensemble
des g de Gl(n, R) tel que ^%(g). u = u.

2. G-connexions.

Une G-connexion est une connexion sur le fibre P.
Une G-connexion, de forme co, s'étend de façon unique en

une connexion sur E (connexion linéaire) et est canoniquement
associée à une loi de dérivation co variante D sur les fibres
obtenus par modelage sur P :

(2) Dxo- == X. 5- + â(co(X)). a,

où

X est un champ de vecteurs sur V,
X un champ de vecteurs sur P, dont la projection sur V est X,
Si la représentation de G, induite par la représentation S{

de G dans M,
<r une section du modelé M[P] de M sur P ;
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ou encore, ce qui est équivalent :

(2') Dxa=X*.î ,
où X* est le relèvement horizontal du champ de vecteurs X
de V dans P.

Par convention, on identifiera toute G-connexion à son exten-
sion à E et on dira G-connexion indifféremment pour une
G-connexion sur P ou la loi de dérivation associée.

PROPOSITION 1.1. — Soit D une G-connexion, h une 2-forme
sur V à valeurs dans T(V). La loi de dérivation:

D x Y = D x Y + A x Y ,
(X, Y champs de vecteurs de V), est une G-connexion si et seule-
ment si:

(3) feeT(V)^G[P].

En effet, considérons 2 lois de dérivation D et D', associées à
2 G-connexions, de forme (o et ù)' respectivement. Pour tous les
champs de vecteurs X, Y de V, on a :

DxY - DxY = AxY,

où X -̂  Ax est une 1-forme sur V à valeurs dans T(V)*<g)T(V).
D'après (2) :

CT=(œ' -co)(X).Y,

donc X -> AX est la 1-forme sur V, qui est, en fait, à valeurs dans
G[P] (cf. (1)), associée à la 1-forme <o' — œ sur P à valeurs
dans G, de type adj. (G), (cf. A. Lichnérowicz [16]).

Inversement, si D est une loi de dérivation associée à une
G-connexion, h un élément de T(V)*(g)G[P], la loi de dériva-
tion D' définie par: —

DxY == DxY + ^xY,
est associée à une G-connexion.

Cas d^une G-structure définie par un tenseur a.

THÉORÈME I, 1. — Soit une G-structure sur V définie par
un tenseur a. Pour qu^une connexion linéaire soit l9 extension
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à E (K une G-connexion, il faut et il suffit que la dérivée coloriante
de (T, par rapport à tout champ de vecteurs de V, soit nulle.

De (2'), on déduit que la fonction Dx<r est nulle sur P, donc
sur E tout entier, puisque elle est de type ai (Gl(n, R)). D'où :

Dx^=0,

pour tout champ de vecteurs X.
Inversement, supposons Dxo" == 0 pour une certaine

connexion linéaire.
De (2'), on en déduit que :

X*.5=0,

pour tout champ projetable X* de vecteurs horizontaux de E;
donc, en particulier, tout vecteur horizontal en un point p
de P est un vecteur tangent à P ; par suite la connexion linéaire
considérée est l'extension d'une G-connexion.

Si V est paracompacte, l'existence d'une G-connexion sur
P est assurée; sinon, pour tout x de V, il existe un ouvert U
contenant x et une G-connexion sur P/U.

3. Tenseur de structure.

Soient D et D' deux G-connexions, T (resp. T') la torsion
de D (resp. D') :

T(X, Y) = DxY - DyX - [X, Y]

pour tous les champs de vecteurs X, Y de V.

T e A2 T(V)* 0 T(V) = ô(T(V)* 0 T(V)* 0 T(V)),

où ô est l'opérateur canonique d'antisymmétrisation.
On pose :

DxY = DxY + /ixY,
donc :

T'(X, Y) - T(X, Y) = AxY - /iyX.

D'après (1) et la proposition I, 1 :

T' - T <= ô(T(V)* ̂  G[P]) c ô(T(V)* 0 T(V)* 0 T(V)).
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Désignons par 11 la projection canonique de A2 T(V)*®T(V)
sur l'espace-quotient

A^V)* ̂  T(V)/ô(T(V)* ̂  G[P]).

tç = TtT est donc indépendant de la G-connexion; tç est appelé
« tenseur de structure » (2).

Remarque 1. — Pour définir le tenseur de structure, il n'est
pas nécessaire de supposer l'existence de G-connexions sur
tout le fibre P : il suffit d'avoir un recouvrement de V par
des ouverts Ui et des G-connexions sur les fibres P/U,, ce qui
est toujours possible.

Inversement, soit :

telle que :
SeA^V^TC^

irS == <G.

Supposons qu'il existe une G-connexion D, sur P, de torsion
T$ donc:

îtS==^T,
ce qui équivaut à:

S - Teô(T(V)*0G[PJ).

En particulier :
S - TeT(V)*0G[P]).

Toutes les 2-formes Si sur V telles que :

^eT(V)^G[P],
)ô2 i=S-T ,

s'écrivent :
Si = 2 - T + S,

avec Se^V^G^nS^V), où S^V) désigne l'ensemble
des 2-formes symmétriques sur V, à valeurs dans T(V).

(2) Dans la terminologie de D. Bernard [l], le tenseur de structure est la fonction
sur P, ÎQ, à valeurs dans A^^R^/ôtR^G), de type p(G), où p est la représen-
tation de G dans A^^^R'YôfR^^G), déduite canoniquement de la représenta-
tion naturelle de Gl(n, R) dans A^^R".
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D'après la proposition I, 1 :

DxY = DxY + ̂  (S - T + S)(X, Y),

définit, pour toute S de (T(V)*<8)G[P]) n S^V), une
G-connexion, dont on vérifie facilement que la torsion est S.

Posons :
gi = (R^CynS^*)

où S^R"*) désigne l'ensemble des 2 formes symmétriques
sur R71, à valeurs dans R".

D'après ce qui précède, si g1 == |0j, il n'existe qu'une seule
G-connexion dont la torsion soit 2.

THÉORÈME I, 2. — 1. Pour toute G-structure, on définit
un élément ÏQ de

A^V)* ̂  T(V)/ô(T(V))* 0 G[P]).

to est le tenseur de structure.
2. Si V est paracompacte^ pour qu^une 2-forme 2, sur V, à

valeurs dans T(V), soit la torsion d^une G-connexion^ il faut et
il suffit que:

TtS == <G-

Dans le cas particulier où il existe, sur V, un fibre sectoriel W,
qui est le modelé sur P Sun supplémentaire de Î^R^^G) dans
A^^^R", invariant par la représentation naturelle de G:

A^V)^^) = ô(T(V)*(g)G[P])eW (somme de Whitney),

la torsion T (Kune G-connexion quelconque est égale à:

T==Ti+T2, Tieô(T(V)*0^[P]), T^eW.

T^ est indépendant de la G-connexion et t^ s9 identifie canonique-
ment à Tg.

Il existe une G-connexion dont la torsion est exactement Tg.
Si g1 == ^ 0 ^ , cetîe G-connexion est unique.

Remarque 2. — Si g1 == J O J , sans qu'on ait besoin de sup-
poser V paracompacte, il existe une unique G-connexion,
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définie sur P tout entier, dont la torsion est égale au tenseur
de structure dans les 2 cas suivants :

a) le tenseur de structure est nul.
b) il existe un fibre vectoriel W, modelé sur P, tel que :

A^Vy^T^) = ô(T(V)*0G[P])eW.

En effet, on est assuré alors de l'existence sur V d'une
2-forme S à valeurs dans T(V) telle que TiS == tç,.

Considérons un recouvrement de V par des U,, tel qu'il
existe une G-connexion sur P/U,; il existe alors une G-
connexion unique D1 sur P/U(, pour tout i, dont la torsion
soit égale à te/Ui. De plus :

DVH n U, = D^/H n U

d'où la G-connexion unique sur V tout entier.

COROLLAIRE 1,2. — Pour qitune G-structure admette locale-
ment une G-connexion à torsion nulle, il faut et il suffit que son
tenseur de structure soit nul.

THÉORÈME 1,3. — Une G-structure intégrable a un tenseur
de structure nul. Considérons une G-structure intégrable, et,
pour tout x de V, un ouvert U, contenant x, muni d'un système
de coordonnées u^, . . ., u^ tel que les repères naturels

/A,...,A\
\ÔU/ ôuj^eu

déterminent une section G- de P/U. Les espaces tangents à
o-(U) et les espaces qu'on en déduit par translation à droite,
déterminent sur P/U les espaces horizontaux d'une G-con-
nexion. La loi de dérivation associée, d'après (2'), satisfait à :

D ^ ~ 0 ,
ou, Wj

en tout point de U, pour tout 1 ̂  i, j' ̂  n.
La torsion est donc nulle et le théorème I, 3 résulte du corol-

laire I, 2.



CHAPITRE II

G-STRUCTURES DÉFINIES
PAR UNE I-FORME 0-DÉFORMABLE

Une I-forme J sur V, à valeurs dans T(V), 0-déformable,
est un morphisme de T(V) dans T(V), pour lequel il existe
une matrice pi, telle que, pour tout x de V, il existe un repère
de l'espace tangent Tç en x à V, dans lequel l'expression de 3^
soit p..

Suivant E. T. Kobayashi [12], considérons la décomposi-
tion du polynôme minimal, p(X), de Jy, qui est à coefficients
constants sur V :

[piwr^ [ftW]^2 p3 . . . [pwr^
où les p/X), 1 <; / ̂  g, sont des polynômes en X, irréductibles
sur les réels, premiers deux à deux.

D'après N. Jacobson [11], il existe des polynômes en À,
e/(X), 1 <; / <^ g, à coefficients constants (réels) sur V, tels que
les endomorphismes de T(V), e/(J), forment un système de
projecteurs :

g
^ ej(J) == Identité,

^•(J)]2 = e/j),
Ci(J) .e/J) == 0, pour i ̂  7,

et:
<',(J,)T,(V) = | X, e T,(V), p/J,)̂ 1 X, = 0 } .

A chaque facteur irréductible p/X), on associe un sous-fibre
vectoriel 0 -̂, de dimension (3) rij de T(V) :

ô,=e,(J).T(V).

(3) Par « dimension d'un fibre vectoriel », on entendra toujours la dimension
des fibres.
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On a:

On pose :

T(V)- ® 9,,
i^j^g
g

n = 5 n^
j=i

j
s j == 2 ^j\

donc :
Sg = M.

Pour tout /, 1 < / < g, J/9, est un morphisme de 6 .̂ dans
lui-même; il en est de même pour tout H/0^, où H est un poly-
nôme en J à coefficients réels.

Si pj{\) est du 1° degré, J/6y admet une seule valeur propre
réelle X, et l'endomorphisme de T(V), N, = J — X,I d^
où 1 ̂ T(V) désigne la 1-forme identité sur V, est régulier sur

le sous-fibre vectoriel ^ 0,.
î=i. W

Un a, en outre :

[NA-]^ = o, [NA-I^O.
Si pj{\) est du 2^ degré, considérons le complexifié 65 de 6^$

J/6y s'étend canoniquement à 0} : c'est la restriction J'/ÔJ
à 65 de l'extension J6 de J au complexifié T^V) de T(V) :

JS(X, + .Y,) = J,X, + ^Y,,

pour tous les vecteurs Xy, et Y^ de T^.
Soient Œy ± iTy les racines de p/X). Le polynôme minimal de

JS/6^5 qui est à coefficients constants (complexes) sur V, est
alors :

[X - (cr, + .T,)]̂ ! [X - (Œ, - ̂ ,)]̂ i.

D'après Jacobson [11], il existe des polynômes en X, de
degré < 2^ + 1, £$(X), 1 < k < 2, à coefficients complexes
tels que les endomorphismes de 6}, ^(J^/OJ, forment un sys-
tème de projecteurs :

W/ej+W/ô;—!^,[wyi^ = W/Q},^(J^W/eî = ^(JC).£}(JC)/95 = o,
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et:
WW. = |X,e 9^ [J^ - (^. + ^.)i 4]^i x, = OL
W)^ = ÎX,e 65,, [J^ - (^ ~ ^.)l rf^-n x, = 0|.

05 est somme directe des 2 fibres vectoriels complexes, imagi-
naires conjugués 9} et ô2, de dimension (complexe) n; (2nj= n.) :

0} = ̂ m, k = 1,2.

Pour k = 1,2, J7e$ est un endomorphisme de 6); il en est
de même pour tout H/6}, où H est un polynôme en 3e à coef-
ficients complexes.

Posons :
^W == P.W + iW^ k = 1,2,

où P$ et Q$ sont des polynômes en 3e à coefficients réels, de
degré inférieur ou égal à 2r^ + 1.

Pour tout vecteur Z de 6^, posons :

v = £$(jyz, k == 1,2.
Z s'écrit de manière unique

z=zl+z\ (z^e?,, /c=i,2).
D'autre part :

z=y+^, (z^e^eô},).
Z réel, équivaut à Z = Z, soit, encore, à :

Z1 = Z2, Z2 == Z1.
£}(J£) et s5(JS,) transforment donc tout vecteur réel de

9^ en 2 vecteurs imaginaires conjugués; par suite, £}(,P) et
e^J? sont des polynômes en J\ à coefficients imaginaires
conjugués : en effet, à cause de leur degré, on a les égalités de
polynômes : p}(j6) = PW,

W) = - QW.Posons :
N}=J<•-((^,+^.)I^^
N^J--^.-^.)!^^.

Le morphisme N).^ est régulier sur le complexifié du

fibre vectoriel ̂  9;; N} (resp. N}) est régulier sur ̂  (resp. 9}).
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On a en outre :

[N}/e}]^+1 = 0, (resp. [N2^]'-^1 = 0) ;
[NW ^0, (respJN^ ^ 0).

Le morphisme
N}. £}(,?) + ̂ .W

coïncide, sur O), avec le morphisme
3e - (T,I ^(V) + ST.QKJ6).

Posons :
Ny == J ~ ^1 ^T(V) + 2T,Q}(J).

On a:
[N./e^-o, [N./e^'^o.

Convenons que :
pour 1 <; / ̂  gi, p/X) est du 1° degré,
pour gi + 1 ̂  / ̂  g? PjW est du 2° degré, avec 0 <; gi ̂  g,
si 0 est valeur propre, pi(X) == ^.

Posons :

N = 5 N,../J).
^=1

N, polynôme en J, à coefficients réels, est la partie niipotente
de J. Le polynôme en J, à coefficients réels S == J — N
est la partie complètement réductible (ou semi-simple) de J.
On a aussi :

S == Ï ^e,{J) + S [(<ïy + i^W + (<Ty - ̂ ) WW),
j=i j^g^i

donc :
p(S)=0.

Bases adaptées.
Pour tout x de V, on va construire, dans un voisinage U

de x, HJ champs de vecteurs de 0^, linéairement indépendants
sur l'anneau D(U) des fonctions différentiables sur U. Pour
cela, désignons par :
0 le fibre vectoriel réel (resp. complexe) 6^, (resp. 9}) où

^/^ëi (resp. gi+ l< /<g ) ;
N rendomorphisme de 6, N,/ôy (resp. N}/6}),
ri l'entier r{, 1 <; 7 ̂  g.
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Les champs de vecteurs et les dimensions de sous-fibres
vectoriels dont il sera question, seront réels (resp. complexes)
si 6 est associé à une valeur propre réelle (resp. complexe).

Pour tout r compris entre 0 et r1 + l? ^r 6 est un sous-
fibre vectoriel de 6 et on a les inclusions suivantes :

(4) N° e D Ne D N^ D • • . D N'e 3 N^ e 3 ... D N7'1 e 3 N^e^,
avec

0<r<ri(4).

Soit pi la dimension du sous-fibre vectoriel ?6.
Pour tout x de V, il existe un voisinage U de x et pi champs

de vecteurs Zi, . . . , Z ^ qui forment une base de N^Ô/U.
En restreignant au besoin U, on peut trouver pi champs de
vecteurs Yi, . . ., Yp^ dans U, tels que :

Z,=N'-.Y., ( l<i<p,).

LEMME II, 1. — La famille (N^'Y^^^^^ es^ linéairement
indépendante dans U. 1-1̂

En effet, soit :
S a^Y, = o.

l^i^Pi
O^r^ri

Supposons que les a[ ne sont pas tous nuls et soit 7*0 la plus
petite valeur de r pour laquelle il existe un indice i, (1 ̂  i <; pi)
tel que a[° =f=. 0.

On a :

N^0/ 5 a^Y^ S arN^-^Y,
\ Ki^Pi } Ki<Pi
Vo^r-^ri / ro^r<r<

= 2 oW<Y,= S <°z,.
l^i^Pi l̂ î Pi

Or les Z; sont linéairement indépendants ; donc a[° == 0,
pour 1 ̂  i^ pi, ce qui est contraire à la définition de FQ.

Compte tenu de (4), on déduit du lemme II, 1 que la dimen-
sion de N''6 (0 ̂  r ̂  ri) est supérieure ou égale à

(ri — r + l)pi.

(4) Par convention, pour tout morphisme H d'un fibre vectoriel Ç dans lui-même,
on pose: Idy» = H°.
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S'il n'y a pas toujours égalité, soit rg l'entier tel que:
dim N^1 6 == (ri — r^pi; dim N^2 6 > (^ - ̂  + l)pi.

On pose :
p2 = dim ?0 - (ri + 1 - ̂ pi.

p2 est strictement positif.
En restreignant au besoin U, on peut trouver :
p2 champs de vecteurs Zp^i, . . ., Zp^ dans U, qui, avec

les NT», (1 <; i <^ pi, rg ̂  r <; ri), forment une base de
N^O/U, et tels que NZp^ =0, (1 < i < ?2).

p2 champs de vecteurs Yp^i, . . . îYp^.p^ dans U tels que

N-Y^^Z^., ( l < ^ < p 2 ) .
Plus généralement, on suppose qu'on a défini ri, 7*2, . . . ,

jusqu'à ̂ (ri> r2 > • • • > r^,pi,p^ . . ., jusqu'à p^, et montré
l'existence de pi + " • 4~ P/c champs de vecteurs Y,

( l<^ '<p i+ • • • +P.)
dans U tels que :

a) N^Y^...^^-0 (!<(<?„ l< / i< /c) ;

&) les N'Y; (pour 0 < r < r^ 1 < i < pi + • • • + P^ pour
r^ i+ l<r<r , , 1 < h < /c - 1; 1 < . < pi + • • • +Ph)

sont linéairement indépendants.
c) les N^Y, ( l<^<pi+ • • • +Pfc) , et les NT,,

( r^i + 1 < r < r,, 1 < A < k - 1, 1 < i < pi + • • • + p, )
forment une base de N^ 6/U.

De (4), on déduit que, pour 0 ̂  r ̂  r^ :
dim N- 9 > (ri + 1 - r)pi + ... + (r, + 1 - r)p,.

S'il n'y a pas toujours égalité, soit r^i (0 ̂  r^+i <; r^)
l'entier tel que :

dim N^i+1 6 == (ri — r^i)pi + . . . + (^ — r^i)?^
dim N^i e > (ri - r,+i + l)pi + ... + (r, - r î + i)p,.

On pose :
pfc+i == dim N^i 6 — (ri — r,+i + l)pi — . . . - (r^ — r^i + l)p^
Pk+i es^ strictement positif.

18



dw J. LEHMANN-LEJEUNF.

En restreignant au besoin U, on peut trouver:
pM-i champs de vecteurs Zp,+... +?,+.(!< i < p^) dans

U, qui, avec les NT,, (pour r̂ i < r < ̂' *>
l</<Pi+ • • • +pk;

pour r^ + 1 < r < r,,, 1 < A < /c — 1,

l < / < P i + • • • +?„),
forment une base de N'^iô/U et tels que :

NZ,.+....^+.^0, ( l<i<p^);
_ pw champs de vecteurs Yp.+...+p^. (1 < t < p,+i) dans
U, tels que :

N'*+lYp.+•••+pt+. = Zp,+...+p^+,, (1 < i^ p^).
LEMME II, 2. — Les N'Y;, (pour 0 < r < r̂ i,

l<i<Pi+ • • • +Pw,
pour ^+1 + 1 < r < rh, 1 < h < A-,

l<i<pi+ • • • +?„)
soref linéairement indépendants dans U.

En effet, soit :
^^?¥.=0.
Ki
Oigr

Supposons que les a[ ne sont pas tous nuls et soit »o la plus
petite valeur de r pour laquelle il existe un indice i tel oue
<» ̂  0. 4

Si r,, < r^ :

N-^i-'-YS arNT;̂  S aFN^^+'-r.Y.=0•
Vil^ y r(<r ' '

si rn '>. r,0 ss» 'fc+1 •

S arN'-Y. = ^ a^Y, = 0.
l̂ i rie^^ro^r
0<r

Dans les 2 cas, on a une combinaison linéaire de champs de
vecteurs d'une base, d'après l'hypothèse de récurrence et le
choix des Y^...+^, (1 < . < p,^).

Donc, en particulier :
<°=0,

ce qui est contraire à la définition de 7-0 ; d'où le lemme.
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On définit ainsi par récurrence, une suite strictement décrois-
sante d'entiers :

'•1 > '•2 > • • • > ?•„ > r^ > ... > r, > 0,

et des entiers strictement positifs pi, ...,?,. l est l'indice
tel que, pour 0 <; r <; r; :

dim N'•9 = (^ + 1 - r)ft + ... + (r, + 1 -
Posons :

a(h) =pi + • • • +?„,
&(A) == (r̂ i + l)p^ + ... + (^ + i)?^

Y,^. = N-Y.,
0<r<r , , l < i < a ( ^ ) ;

et
où

Y,.ow+6w+. = NT.,
ou

rk+i + 1 < r < r,, 1 < A- < Z -
1 < i < a(/c).

Dans la base Yi, Y^, . . . , Y^o), N/U s'écrit :

^P;-

(5)

0
1
0

0
0

L°
1

p(
0
0
0

0
0

0
a(

0
0
1

0
0

0
l)

pl-1
0
0
0

0
0

0

Pk+1
... 0
... 0
... 0

... 0

... 0

... 0

0
0
0

1
0

0

Pic
0
0
0

0
0

0

0
0
0

0
1

0

P2
... 0
... 0
... 0

... 0

... 0

... 0

0
0
0

0
0

1

pl~
0
0
0

0
0

0

2 r,a{l} + a(l - 1)
3 [r,_i - (r, + l)]a{l - 1) + a{l - 2)
4 [r* - ('•*+! + l)]aW + a(k - 1)
5 [r,_i - (r^ + l)]a(/c - 1) + a(k - 2)
6 ['•i - {r, + l)]ft,

où 1 désigne des matrices unités, 0 des matrices nulles.
(5) n'est pas exactement la forme de Jordan de N, mais on

obtient cette dernière en écrivant N dans la base obtenue à
partir des Yi, Yz, ..., Y(,(Q), en effectuant une permutation
convenable sur l'ordre de ces vecteurs.



348 J. LEHMANN-LEJEUNE

On a les inclusions suivantes de fibres vectoriels :
Ker N^ = ?9 D Ker N^1 + N6 D . • . D Ker N^1 + Nô

3 • • • D Ker N^+1 + N6 D N6 D . • . D m
3 (Ker N7'2-^1 n N^)^- N^ô
=> • • • D (Ker N^-^1 n N^) + N^ô

(6) D . . . D (Ker IS -̂̂ 1 n N^) + N^ô
D N^e D • . . 3 ?'6 D (Ker N^-^1 n ?"6) + N^ô
= ) • • • = » (Ker N^-7'̂ 1 n ?'9) + N^ô
=) • • • D (Ker N^-^1 n N"'6) + N^ô
D N7'^^ D • . . D N^^ D • . . D N^"6 D • . . D N^6

où
0 < r < ̂  2 < i < ^

r,+i + 1 < r < r,, 2 < k < / < Z - 1,
1 < r" < ̂  - 7-2.

En restreignant au besoin U, on construit un champ de
repères de T(V) au-dessus de U de la manière suivante :

pour 1 < / < gi, on prend le champ de repères de ô^,
au-dessus de U, dont les champs de vecteurs de base sont :

X,,_^=Y, (1<.<^.)

les Y, étant les champs de vecteurs de 0 précédemment déter-
minés ;

pour gi + 1 ̂  / ̂  g, considérons les champs de vecteurs
Yfc de 05, imaginaires conjugués des Y^ de 6}. Les Y^ et Y^
déterminent un champ de repères complexes de 6j.. Les champs
de vecteurs sur U :

X,,_^ =Y,+Y^ ( l</c<^) ,
-V ,̂ = ,(Y, - Y,), (1 < k < n;),

déterminent un champ de repères réels de 9y au-dessus de U.
Dans la base Xi, Xg, . . ., X^, J/U (resp. la partie complète-

ment réductible S/U) s'écrit :
^Mi 0 . . . 0 . . . 0 \

0 Ma . . . 0 .. . 0
(7) 0 0 . . . M, . . . 0

0 ' ' l O l t ^ > ' O t > ^ t . t > M ,
Mj matrice carrée d'ordre n.,
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— pour 1 < /' < gi :

Mj == X,l + N^ (resp. X;l)

où 1 désigne la matrice unité et Ny une matrice de la forme (5).
— pour gi + 1 < / < g :

„ /ff.l + N, — T.l \ / / (7,1 — T,l\\

^ \i ^l+N,) - (resP•(.;l o;l)>

où 1 désigne la matrice unité d'ordre n'j, N, une matrice d'ordre
n'j de la forme (5).

DÉFINITION. — On appelle « base adaptée » en x, toute base
de T^(V) dans laquelle J^ s9 écrit sous la forme (7).

Considérons le sous-groupe Gj des matrices de Gl (n, R)
qui commutent avec (7); il est fermé dans Gl (n, R); muni
de la topologie induite par celle de Gl {n, R), il admet une
unique structure de sous-groupe de Lie de Gl (n, R).

Soit P l'ensemble des bases adaptées en tous les points de V;
on a vu que, pour tout x de V, il existait un voisinage U de x
et une section différentiable de E/U à valeurs dans P. Puisque
Gj est un sous-groupe de Lie topologique de Gl(n, R), on déduit
de la proposition 1, 5, 2 de D. Bernard [l], que P est un sous-
fibre principal différentiable de E et détermine une Gj-struc-
ture; c'est une Gj-structure définie par un tenseur : la section J
du fibre vectoriel T(V)*(8) T(V).

Les Gj-connexions D sont caractérisées, d'après le Théo-
rème I. 1, par DxJ = 0 pour tout champ de vecteurs X,
soit par DxJY == JDxY pour tous les champs de vecteurs
X et Y.

La partie complètement réductible S, qui est un polynôme
en J à coefficients réels est 0-déformable et définit sur V une
Gs-structure ; appelons Pg l'espace fibre des repères adaptés
correspondant. On a :

Pc Ps.



CHAPITRE III

INTÉGRABILITÉ DES Gj-STRUCTURES

Dans ce chapitre, on se propose de démontrer le

THÉORÈME III.1. — Considérons la Gj'structure définie
sur une variété V par la 1-forme 0-déformable J; pour quelle
soit intégrable^ il faut et il suffit que son tenseur de structure soit
nul.

D'après le corollaire 1,2, ce théorème équivaut au

THÉORÈME III.1'. — Pour que la Gj-structure soit intégrable^
il faut et il suffit qu^il existe localement une Gj-connexion à
torsion nulle.

D'après le théorème 1.3, on sait déjà que la condition est
nécessaire.

Supposons désormais que le tenseur de structure est nul.

A

Pour tout x de V, il existe un voisinage U de x et une
Gj-connexion D sur U, à torsion nulle :

(8) DxJY = JDxY,
(9) [X, Y] == DxY - DyX,

pour tous les champs de vecteurs X et Y sur U.
On en déduit :

[JPX, Jï] == <PD, Y - J^D, X
- .T(D>X + [J'X, Y]) - J^DxJ^Y - [X, JÏ])
- J^X, Y] + J-[X, JT] - J^ (DxY - DyX),
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soit, pour tous les champs de vecteurs X et Y de V :

(10) [.PX, JT] == ,P[X, J^Y] + J^X, Y] - J^[X, Y].
En particulier, le tenseur T de Nijenhuis, défini par

T(X, Y) = [JX, JY] - J[X, JY] - J[JX, Y] + J^X, Y]
et qui est une 2-forme sur V, à valeurs dans T(V), est nul (5).

De (10), on déduit, pour tous les polynômes P et Q en J
à coefficients réels (donc constants sur V) :

(11) [P(X),Q(Y)]
= P([X, Q(Y)]) + Q([P(X), Y]) - P(Q([X, Y])).

Revenons à la décomposition en somme directe de T(V),
étudiée au chapitre n :

T(V) = ô i œ e 2 C - - - ® 6 , ,
ô, = ./J) T(V),
rij = dim 9y,
Sj == U^ + HZ + • • • + ^/-

PROPOSITION III.1. — Pour tout x de V, il existe un voisinage
V de x, muni (Sun système de coordonnées MI, . . .,u^ tel que^
pour toute valeur de la constante c»

(1 <; i <: s^ et Sj + 1 -^ i^ n)

dans un certain intervalle de R,

MI == 6*1, . . ., U^ == C^y ^+1 == ^j+lj • • - ? ^n === ^n?

est une variété intégrale Vy de 9^. Pour tout autre système de
coordonnées u^ . . ., u'n au voisinage de x, traduisant également
la structure locale de produit, u's.^ (1 ̂  ̂  ̂  n./) est fonction
des seules coordonnées i^._^_i, . . ., u .̂.

(6) En fait, on peut déduire la relation (10) de la nullité de T : on montre d'abord,
par récurrence, que pour tout ( :

[JX, «P+1 Y] == J[X, J^+1 Y] + J^tJX, Y] — J^tX, Y].

Ensuite, on suppose que la relation (10) est vraie pour s ' avec 1 < s ' < « — 1
et pour tout (, pour s et (/ quand 1 ̂  t ' ^ t — 1 ; on en déduit :

[J^X, J^Y] == J*[X, J^Y] + J^J^X, Y] — J'+^X, Y]

et finalement (10) est vraie pour tout s et pour tout (.
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Localement une section du sous-fibre vectoriel 9, (resp. 9,)
peut s'écrire :

X=^(J ) .Xi , (resp.Y=^,(J).Yi).

De (11), on déduit que :

[X, Y] = e,{J). [Xi, Y] + .,(J). [X, Y,] - ̂ (J). .,(J). [X,, Y,],

donc 9» et 9^ © 9,, (1 <; i, j<; g), sont complètement intégrables.
9-1

Par suite, les fibres vectoriels ^ 9y et 9^, sont stables pour le
y==i

crochet des champs de vecteurs, donc complètement intégrables
et déterminent une structure presque produit intégrable :

pour tout x de V, il existe un voisinage Ui de x dans V, muni
d'un système de coordonnées u^, . . ., u^ tel que, pour toute
valeur de la constante c^ 1 <; i ̂  Sg_^ (resp. Sg_^ -}- 1 ̂  i ̂  n),
dans un certain intervalle de R,

Ui = ci, . . ., u,^ = c^_,, (resp. u^+i = c^+i, . . ., i^ == c^),

/ 9""1 \est une variété intégrale V^ (resp. W^_i), de 9g, (resp. ^ 9y )•
\ 'y=i /

Pour tout autre système de coordonnées u'^ . . . , U n dans un
voisinage de x, qui traduit la structure locale de produit, on a :

u\ == H,(ui, .. ., u^J, 1 < i < ̂ i,
^ == H/̂ -,+1» • - •. un)? -̂1 + 1 < / < ̂

fif-2

De même, les fibres ^ 9^ et 9^_i, restreints à W^_i, sont
7=1

stables pour le crochet des champs 4e vecteurs, donc complè-
tement intégrables et déterminent une structure presque
produit intégrable sur W^_i : on peut donc considérer que
les coordonnées u^, ...,^^, au voisinage de x dans W^_i,
traduisent la structure locale de produit de W^_i.

Finalement, dé proche en proche, on obtient la proposition.
Considérons le système de coordonnées Ui, . . . , u ^ de la

proposition II 1.1; les champs de vecteurs

ô ô————^ • • * ? ——
ô",,_+l ÔM^

déterminent un champ de repères de ôy/U.
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Posons :

Ĵ.̂ ; (^+1<^<.,).

PROPOSITION III.2. - Les fonctions al sur U sont indépen-
dantes des Up, pour 1 < p ̂  s^ et Sj + 1 <: p ̂  n.

En effet, soit J' la 1-forme sur V à valeurs dans T(V),
définie par le polynôme en J, à coefficients constants sur V \

J'^J-XI^.c/J),

où X est un réel quelconque qui n'est pas valeur propre de J.
D'après la définition des polynômes c/J), (cf. chapitre n) :

jye, = (J - xi <^(v))/ô^
J'/ô, = 0, pour i ^= j .

D'après (11), le tenseur de Nijenhuis Tj,, associé à J', est
nul. En particulier :

pour
T,,(0 -A-^0,

\ÔUp ÔU^+,/

l<P<^-i et ^+l<p<n, l<y<^.

Alors ,— est une section d'un O./U avec i ^= /, ——ô—-
P au

est une section de 6y/U. SJ~t+''
On a :

T,, fA, _±_\ ̂  [j/ A, j/. 0 _ j/ fj/ ô ô 1
\O"P ^^^7 [ ou; ôu ,̂ J [J ̂ ; ̂ j

- ̂  ̂ .̂-̂ -i + j'2 r^ :-̂.ôup û^_+J [ôu/ôu^+,
et finalement :

-J' ô j '-A__1=o;
i^p O^-.+J

ce qui équivaut à :

J' f-i- T ô 1 n«J ——— ) J -——————— === IIK o^_+J '
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soit à :
»J ^/y^-i+k ^S -^^J'—^—^o.

fc=i ÔMp ÔU^+fc

Comme X n'est pas valeur propre de J, J'/Oy est régulier
en tous les points de V; les rij champs de vecteurs de O./U,

J' ———— sont donc linéairement indépendants, et :
0^,^+fc '

^^sj~t+k
^sj-t+q ̂  o

ÔMp

Remarque. — Pour tous les polynômes P en J à coefficients
constants sur V, on déduit de (8) :

DxP(Y) = P(DxY).
En particulier :

Dx(^(J)Y)=.,(J).DxY;

donc e^ est stable par l'opérateur Dx, pour tout champ de
vecteurs X de V.

Supposons maintenant qu'on sait démontrer que, lorsque J
a une seule valeur propre réelle, ou bien un seul couple de
valeurs propres imaginaires conjuguées, la Gj-structure est
intégrable, dès que le tenseur de structure est nul. Alors,
pour tout /, (1 ̂  / <; g), si Vy est une variété intégrale de 6^
passant par x, la Gj.-structure, définie sur Vy par la restriction
Jj de J à Vy, admet, d'après la remarque précédente, une
Gj. -connexion à torsion nulle au voisinage de tout point de Vy,
donc à un tenseur de structure nul, donc est intégrable, et
il existe un voisinage U} de x dans Vy, muni d'un système de
coordonnées i^_,+i, . . . ,u , . tel que les champs de vecteurs

—,——? • • • » —-r déterminent sur V, un champ de repères
^+1 ôi .̂ J F "
adaptés à la Gj.-structure. D'après les propositions III.1 et
III.2, Ui, . . . , u ^ déterminent un système de coordonnées
dans un voisinage de x dans V, tel que les champs de vecteurs

—;» • • • ? —- déterminent un champ de repères adaptés à la
ÔU^ ÔUn r r r

Gj-structure dans ce voisinage.
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Pour démontrer le théorème 111,1, on est donc ramené au
cas où le polynôme minimal de J est :

pW^
p(X), irréductible sur les réels.

Alors :

B
degré de p(\) = 1.

J = = V r f T ( V ) + N ,

Xi seule valeur propre de J,
N 1-forme 0-déformable et niipotente.

N et J définissent la même G-structure; il suffit donc de
démontrer que la GN-structure définie par N est intégrable.

La Gj-connexion D à torsion nulle, déjà considérée, au voi-
sinage de tout point x de V, est une G^-connexion à torsion
nulle ; on a ainsi :

(12) DxNY = NDxY,
(13) [N-X, WY] - N^X, N^Y] - W[N-X, Y]

+ N^[X, Y] = 0.
En particulier, le tenseur T\ de Nijenhuis associé à N :

T,(X, Y) = [NX, NY] - N[X, NY] - N[NX, Y] + N^X, Y],

est nul.
On a défini, au chapitre 11, les nombres ri, . . ., r^ p^ . . ., p^

avec :
ri > r^ > ... > r^ > r, > 0, p, > 0,

^ = 5 (^ + l)p..
Pour des raisons de commodité, on suppose maintenant:

Pi > 0 pour 1 < i < l — 2,
ri = 0 avec p^ ̂  0,
r .̂i = 1 avec p^ ̂  0,

ce qui ne modifie en rien la généralité.
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On a vu qu'on avait les inclusions suivantes de sous-fibres
vectoriels de T(V) :

(14) Ker N^ = Im N° 3 Ker N^1 + Im N D • . •
3 Ker N^1 + Im N D ... D Ker N2 + Im N D Ker N + Im N
3 Im N D ... D Im N"' D (Ker N^4-1 n Im N^) + Im N^1 " •
3 • • . D (Ker m-^1 n Im N^) + Im N^
D . • . 3 (Ker N^-7^1 n Im PT) + Im N^
D Im N'4-1 D . . . 3 Im N^1 => . . . 3 Im N^^ D • . . D Im N^

où
2 < i < Z - 1 (6),

r,+i + 1 < r < r,, 2 < k < / < l - 1,
1 < r " < ri - ̂ .

De (13), on déduit, pour ( = s, que les sous-fibres Im N5

sont stables pour le crochet des champs de vecteurs, donc
complètement intégrables. On a la même propriété pour les
sous-fibres Ker N5; en effet, de (12) et de la nullité de la tor-
sion de D, on déduit, pour tous les champs de vecteurs X et Y,
au voisinage de tout point x de V :

N-([X, Y]) = N-(DxY - D^X) = DxN-Y - D^X,

donc, si N^X = 0, (resp. N^Y == 0),

N-([X,Y])=0.

Pour tous les champs de vecteurs X et Y, sections du sous-
fibre

(Ker m^ n Im N7") + Im N^, (0 < r' < r,, 2 < k < ;),

on a, au moins localement :

X = X, + X^, Y = Yi + Y^,
avec Xi et Yi, sections de Ker NrA-7"+l n Im N^,

Xg et Yg, sections de ImN7'''4"1.

[X, Y] = [Xi, YJ + [X,,Y,] + [X,, Y,] + [X,, Y,];

(6) Une relation, telle que 2 s$ i ^ l — 1, ne suppose pas que l — 1^2 ; simple-
ment si l — 1 < 2, l'ensemble des indices i tels que 2 s$ i ^ l — 1 est vide. Cette
remarque est valable pour toute la suite.
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d'après ce qui précède :

[Xi, Yi] est une section de Ker N^-7'̂ 1 n Im N^,
[X^, Yg] est une section de Im N^1.

Montrons que [Xi, Yg] est une section de

(Ker N^-7'̂ 1 n Im N7") + Im N^+1.
On a:

N^-^ Xi = 0.

Localement, il existe des champs de vecteurs X[ et Yg
tels que :

N-'XI = Xi (donc m+1 X{ = 0),
N^ Ya = Ya.

D'après (13):

[Xi, Y^] = [N-'XI, N^Yg] = ^[Xi, N^Y^]
- N^Xi, ̂ ] + N^^N-'XI, Ya],

et

m-^N^Xi, N-^Yy - N2^ [X^ Y,])
= [N^X,, N^Y,] - N^CN^X,, Ya] == 0;

d'où :

PROPOSITION II 1.3. — La nullité du tenseur de structure
entraîne que tous les sous-fibres de (14), ainsi que les sous-
fibres Ker N5, (1 < s < y-i), sont stables pour le crochet des
champs de secteurs, donc complètement intégrables et que le
tenseur TN de Nifenhuis est nul, soit:

(15) T,(X, Y) = [NX, NY] - N[NX, Y] - N[X, NY]
^-N^Y^O.

On va montrer que ces conditions entraînent Pintégrabilité
de la G^-structure.

1. Existence d'un certain type de coordonnées.
Le théorème de Frobénius paramétré donne le

LEMME. — Supposons donnés une variété V de dimension
n = Pô + Pi + p2, 2 sous-fibres vectoriels de T(V), Ti et Tg
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tels que :

T(V) D TI D Tg, dim Tg = pg? dim Ti = pi + p^

TI (resp. Tg) e^ stable pour le crochet des champs de vecteurs.
Alors, pour tout x de V, il existe un voisinage U de x, muni

(Kun système de coordonnées Ui, . . ., Un tel que, pour tout champ
de vecteurs X (resp. Y) de Ti/U, (resp. T^fU), Ui, . . ., Up^ (resp.
Ui, . . ., Up,, Up̂ .i, . . ., Up̂ +pJ sont solutions de Xu = 0, {resp.
Y M == 0), et toute solution de Xu = 0 (resp. Yu == 0), s^écrit
H(ui, . . ., UpJ, {resp. H(ui, . . ., Up ,̂ Up î, . . ., Up^J).

Ce lemine se généralise immédiatement à un nombre quel-
conque de sous-fibres vectoriels. On l'applique aux sous-
fibres de (14). Donc, pour tout x de V, il existe un voisinage
U de x, muni d'un système de coordonnées Ui, . . ., u^ tel que :

pour tout champ de vecteurs X de (Ker N7'̂ 1 + I111 N)/U,
(2 < i < l),

(resp. Y de Im N^/U (r,+i + 1 < r < r,, 1 < / < l - 1) ;
Z de (Ker m-^ n Im W} + Im N^/U

(r,^ + 1 < r' < r,, 2 < /c < / < l - 1))
^i? • • • ? ^o-D? (resp. Ui, . . . , u^a)4-6o-);

Ui, . . ., Ur'a(y)4-6(y)+a(fc-l))?

sont solutions de Xu == 0, (resp. Yu = = 0 ; Zu = 0), et toute
solution de Xu = 0, (resp. Yu = 0; Zu == 0), s'écrit

H(ui, . . . , u^_i)), (resp. H(ui, . . . , Ur'<m-&a)) ;
H(UI, . . . , U^(^o-)4-a(fc-l)).

Posons

D(/) - ̂ -ôu/
Les champs de vecteurs D{a{i — 1) + (), D(r'a(/) + &(/) + <)?

D(r'a(/) + &(/) + a(À* — 1) + t), {t > 1), forment une base de,
respectivement,

(Ker N^ + Im N)/U, Im N^/U,
(Ker m-^1 n Im N^) + Im N^/U.

Désormais, tous les systèmes de coordonnées considérés
seront de ce type.

On va démontrer l'intégrabilité par récurrence sur ri.
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On suppose que le système de coordonnées U i , . . . , u ^
satisfait à :

ND(r,a(i) + b(i) + a{i - 1) + k) = 0,
( l < i < î - 1, l< /c<p, ) ,

ND(ra(i) + b(i} + a(/ - 1) + k)(16)
= D((r + l)a(Q + fc(.) + a{j - 1) + /c),

(1 < i < ; - 1, 1 < k < p,, r,+i < r < r,
si i < / < ^ r ,+ i<r<r , si / = i).

L'hypothèse de récurrence équivaut à Pintégrabilité pour N
restreint à une valeur intégrale de Im N ; elle est trivialement
vérifiée pour ^ = 1 (alors l = 2, pi == p^_i > 0, pi > 0).

2. A (ouf système de coordonnées satisfaisant (16), on associe
un certain champ de repères adaptés.

Parmi les champs de vecteurs de base, il y aura les

D{a{l)+t), (>1 ,

sections de Im N/U. D'autre part, puisque

D(a( i - ! )+/ ) , !</<p, l < i < ^ ,

est un champ de vecteurs de (Ker N^1 + Im N)/U,

ND(a(i- 1 )+ / )

est un champ de vecteurs de (Ker N7'. n Im N) + Im N^U,
et on peut poser :

ND(a(^ - 1) + /) = - S W^j ND(a(^) + s), (1 < / < ?,),
^i

pour «>1 tel que ND(a(?) + <?) ̂  0.

ND(a(i - 1) + /) ==j ^<4.71^ D(a(Z) + a(i - 1) + s),

(1 < / < p,, 1 < i < l - 1).

Les pi champs de vecteurs définis par :

X^_^, = D(a(Z - 1) + /) + S a^LY^, D(a(;) + ^),
s-^l

(1 </<?,),
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satisfont à NX^_i^, = 0. Avec les

D(r.a(i) + b{i) + a(i - 1) + k),
1 < l < l - 1, 1 < À- < p.,

ils déterminent un champ de repères de Ker N/U.
Il existe p, champs de vecteurs X^._i),

( l < i < ^ - l , l</<p.) ,
tels que :

NX^_^. = D(a(^) + a(i - 1) + /).

On peut supposer que, dans le champ de repères de T(V)/U
D(/c) (1 < k < a(Z - 1)), X ,̂, (1 < / < p^ D(a(Z) + .),
[s > 1), les composantes de X^_i^. sur Ker N/U sont nulles
et poser :

p,4-...+p^i
X .̂̂ ,, = ^ ^Z^D(a{i - 1) + /c)

+ S <^, D(a(Z) + s).
s^l

Les a et ? sont liés par un certain nombre de relations :
Pi

(17} Y ya(i-l)+k ^a(0+a(i-l)-t-5 __ ^^-•- 'y Zi aa((-i)-+-y paa-i)+/c — ô /?K(-l)-+-y ra(<-l)+/c —— ^p

(1 < /, ^ < Pi, 1 < l < l - 1).
< / Ph \

(1S} V ( V ffa(h-l)+k ûa(0+a(t-l)-h5 \ n^o; 2j l 2j a^._^^y pa(^_i)+^ 1 == U
/»=i \fc=i /

(1 < S < J9,, 1 < l « < Z - 1),
'-1 / P/* \
V ( y ^(/i-D-t-fc g(r+l)a(9)-+-6(?)4-a((-i)+^ \
^ \ ̂  ^a(i-l)4-y Pa(/i-l)-+-/c ;
»=( \k=l J

4- a7*0^4'^^4'"0"1^^ = 0
(1 < l < l - 1), 1 < s < p^1"^ < r < r,

si l<«î;

(19)

^+1 < ^< ^ si ^ = q).

Les champs de vecteurs X^, (1 < < < a(^)), D(a(i!) + s),
(5 ̂  1)? déterminent sur U un champ de repères adaptés.

Remarques.

(i) a^<i)+&<i)+a(l-l)+fc === 0
(1 < k <' p, 1 < i < Z - 1, 1 < ( < a(Q),
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et on peut considérer qu'on a défini :

^('-D+k =o, (1 < ( < a{l - 1), 1 < k < p,).
(ii) ?+1 X^_,^, = 0, (1 </•<?„ l < i < Z ) .

3. On montre quon peut faire une hypothèse supplémentaire
sur le système de coordonnées u^, . . ., Un du paragraphe I.

On a, pour 1 < i < / < l — 1, 1 < A- < p;, i < h < pj :

TI^X^,-!)^, X^_i^)
= - N[D(a(Z) + a{i - 1) + k), X^^]
- N[X^_^, D(a(^) + a(/ - 1) + A)] + N^X^.^,, X^_^J

P,+ • • • +pj-t

= 5 D(a(^) + a(, - 1) + A). a^^:^ ND(a(i - 1) + s)

+ ̂  (D(a(Z) + a(/ - 1) + h). <fr^
- D(a{l) + a(i - 1) + /c).a^^^^) ND(a(/ - 1) + s)

P i + ' - ' + P j - i

S ^é^ D(a(/ - 1) + s). ̂ ^D{a(i - ! )+<)
(=1
s-^1

+ S ( S a^r^r, D(a(i - l) + s).a:3;rî,>:).
01 \A>1

- S <i::̂  D("(/ - 1) 4- s). a^^) N^^/ - 1) + t) = 0.<?i

On a, pour

1 < i < l, 1 < /c < p., 1 < À < p,,
+̂1 < r < r, si 1 < « /,

ry+i < r < r j si t = j :
T^(X^._^, D(m(/) + &(/) + a(( - 1) + A))
= - N[X^_^, D((r + l)a(/) + 6(7) + a(( - 1) + h)]
+ N2[X^_^,, D(m(/) + &(/') + a(( - 1) + h)]
== 2 D((r + l)a(/) + &(/') + a{t - i ) + ̂ .a^rg:;<?i

ND(a(i -!)+«)
- ̂  D(m(/) + &(/) + a(( - 1) + À).<^r,

N2D(a(^ - 1) + s) = 0.

De ces égalités, on déduit, en particulier, d'après (17),
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pour 1 < ( < p,_i, 1 < i < /' < f - 1,

1 < /c < p,, 1 < A < p., 5 > 1 :
D(a(Z)+a(,- l)+A).a^r^

= ÎXad) + afi — 1) 4- h} a""-2^
D(a(Q + a{l - 1) + .).a :̂̂  0 v } • /c)•aa(——/lî

II existe donc des fonctions G^_^u,, . . . , u^.^
detimes dans un voisinage de x, telles que :

(20) D(a(Z) + a{i - 1) + k). G^_,^ = a^r^,
(1 < ( < p^, 1 < /c < p,, 1 < , < l - 1).

Considérons le changement de coordonnées :

(̂04-̂ -2)̂  = G^^_^(Ui, . . ., M^ .̂̂ _i)), (1 <: ( ̂  p^).

u'i = u, pour tous les autres indices.

Posons D'(y) == A. On a :
^Uq

Pi-

2(=iD(çr) = D'(?) + 2 D(ç).G^^_^ D'(a(Z) + a{l - 2) + ()
pour

1 < q < a(f) + a(l - 2),

D(a(^) + a{l - 2) + .) =^D(a(Z) + a(l-2} + .).G^^_^

D'(a(Z) + a{l -' 2? + <), (1 < s < p,_,),
D(a(Z) + a{l - 1) + s) == D'(a(l) + a(^ - 1) + s), (s > 1).

De (17) et (20) pour i = l — 1, on déduit :

ND'(a^) + a{l - 2) + () = 0, (1 < ( < p,_,).

Les coordonnées ont donc les mêmes propriétés, (cf. (16)),
que les coordonnées u;.

De (17) et (20), pour i = l — 1 on déduit encore, pour
l</<p,_i : p

ND(a(Z - 2) + /) = W(a(l - 2) + /)
pi-*

= ̂  W^-j^ <^t[ D'(a(Q + a{l - 2) + ()
Pi-

2
t,5=i

- 2
s^l

+ 2 P^J"" D/("(^ + a(^ - 1) + s),
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SOlt :

ND'(a(Z - 2) + /) = D\a(l) + a(l - 2) + /)
+ S fô0-4-̂ 1^5 DW) + ̂  - 1) + ^).^i

D'autre part, pour 1 < i < Z — 2, 1 < / < p,, on a, d'après
(20) :

Pi 4- •••-+-?/-

S
fc=l

NX^_^, = S <ri^ ND'(a(i - 1) + ̂
P,-.

+ 2^ <^g:;- (D'(a(^ + a(l - 2) + s)

+ S P -̂171^ D'(a(^) + a{l - 1) + <))
t^-1

+ S a^i^y ND'(a(^) + s)
s?-l

= D'(a(Z) + a{i - 1) + /) + "f <;=2^. D'(a(Z) + a(Z - 2) + ().
(=1

(17) implique que la matrice

«F^), (l < . < i - i, i < /, k < p.)
est régulière; des égalités précédentes, on déduit donc, tout
d'abord pour i = l — 2, puis successivement par récurrence,
pour 1 = ^ — 3 , . . ., 1 :

Q'a(0+a(f-2)+( __ C\ / 1 < ^ L . < ^ - - n 1 ^ f ̂  „ \
P ad-D+fc — u? ^1 ̂  /c ̂  Pi? i ̂  î ;̂ P/-l}?

OÙ:

m(a{i - 1) + k) = 2 P'̂ 0-4-̂ 1^5 D'(a(Z) + ̂  - 1) + ^),
(1<^<^- 2, l< / c<p , ) .

De (17) et (18), on déduit que, pour le champ de repères
adaptés associé aux coordonnées u\ (coefficients a'), on a :

a'^j%=§^, (l<^<p^),
^jt-^i _ o, (1 < / < a(l - 2), 1 < ( < p^,).

Remarque. — Si y-i = 1, (Z = 2, p^ > 0, pi = p^ > 0), le
théorème est démontré.

4. Supposons maintenant qu'on a montré l'existence, au
voisinage de x, d'un système de coordonnées Ui, . . ., u^
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vérifiant (16) et tel que, de plus :

f Qaa)4-a(/o-+-fc ^ ^k S) symbole de Kronecker,
na^\^^h+l)+t _ H 1 ̂  A ^ ̂  Ph+l5 q ̂  h ̂  l — 2,
Pa(/i)+7 ~~ u /l ^-. ^ „ i i _

(21)

Oa(0+a(/i-+-l)-+-( __ n
Pa(/i)+7 ~~ u

ga(/)+a(^)+f ̂  0

/ A ^- • ^

< /, k < ph+i, g < À <
1 <(<p,,+2 + • • • +P/-2,

(1 < i <a(ç), 1 < ( < p,^ + . • . + Pi-i},
\ Q<'-+l)«(k)+è(k)+a(î)+( ^^ Qg^+ _ ^

(!<,<a(Z- 1), !<^<p^+ ... +p,
si 0 < r^i < r < ̂  < r^+i,

1 < t < pç+i + . • . + p,_i si

0 < T^i < r == ^ < ^+1).

^D - Sî, 1 < 7^ < Pw, q < ^ < l - 2,
^^"^ = 0, 1 < ^ < P.+2 + • • • + P.
a^^O, (!<,<a(ç), l<^<p,+i+"-+^),(22) ^ra(fc)+&(fc)+a(y)+( ;̂ 0

(!<^<p^+ ... +p,,l<i<a(^),
0<r^i < r<7\<r^i).

On va montrer l'existence, au voisinage de x, d'un Système
de coordonnées u^, . . ., u» vérifiant (16) et tel que les (3' et a'
correspondants vérifient les ensembles de relations (21) et
(22) où q est remplacé par q — 1. Alors, puisqu'on a vu que
l'hypothèse de récurrence était vérifiée pour q == l — 2,
on sera assuré de l'existence, au voisinage de x^ d'un système
de coordonnées Ui, . . ., u^ vérifiant (16), et (21) et (22) pour
q == 0, et dans ce système de coordonnées, N s'écrira sous sa
forme canonique (5); d'où le théorème.

5. Sous les hypothèses du paragraphe précédent (4), on
va déduire de la nullité du tenseur de Nijenhuis TN, en parti-
culier pour les champs de vecteurs de base du champ de repères
adaptés précédemment défini, des relations ne faisant inter-
venir que les coefficients a (et aucun coefficient [3), ce qui sera
possible parce que q ̂  l — 2.

T^(X,, D(r,a(i) + b{i) + a{i - 1) + h)
= N^X,, D(r,a(i) + b(i) + a(i - 1) + k] = 0,

( l< / c<p , , l < i < ; - l , !</<a(;)).
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Donc :

S D(r,a(i) + 6(1) + a{i - 1) + ̂ ) .a^+WD(a(Z) + ()
t^-i

0 si a(î)+l</<a(^),
(23) "(î) ,

+ . ^ D(r,a(i) + &(i) + a(i - 1) + ̂ .a'^D^) =0.
/»=1

si 1 < / < a(î),

De TN(X ,̂, D(ra(i) + &(i) + a{t - 1) + /c)) == 0,

(ç<A<Z—l, l</<ph+i, l</c<p,, i<(<i<^—l

pour r,+i < r < r , , l < ( < i < ^ — 1 pour r = r,), (cf. p. 361),
on déduit, compte tenu de (22) :

(24) D((r + l)a(i) + b(i) + a{t - 1) + k). a;̂ , == 0,
(!<^<a(ç)).

D((r + l)a(i) + fc(i) + a(( - 1) + k). a^-^^-"
(25) . = D(ra(i) + &(i) + a{t - 1) + /f) .ay^6^^,

(1 < s < a(ç), 1 < r ' < r, - 2, y < re < l - 1).

De T.i(X^_i^, X^._i^) = 0,
( ç + l < i < / < Z - 1 , i< /c<pi , l</ i<p^),

(cf. p. 361), on déduit :

D(a(0+a(,-l)+À).a^^
(26) =DW)+^-1)+A-).<^^,

(l<s<a(ç)) .
D'après (25) et (23), on a, pour 1 <: s < a(ç), et

r'+^+l<r, , l<r':
D(a(;) + a{j - 1) + h).^^^

(27) . = D(r,a(/) + & ( / ) + a(/ - 1) + h}
^(r'-+-r^—l)a(CT)4-6(TO)+î _ Q

D(a(<) + a{j -!)+/»). a^^^- -
D(a(Q 4- a(i - 1) + ̂ .O^Ï^^^'

+D(a(.-l)+/c).<a;^+î

(28) , + ,̂  ̂ -+^ D(o(?) + «-). a:̂ ^ -
-%(/-!)+A). a^>^<;>-
_ V aCO+w T\(n(1\ J, m\ .y^a(ra)+&(")+5 _ n2j a(y-i)+/i 1^^^; -t- W).(X.^_^^ — U,

w^l

(1 < s < a(ç), q < n < ; - 1, 1 < r' < r, - 2).
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On a, pour 1 < i < ? - 1, !</(•<?„ 1 < A < p, :

TN(X,(I_I^, x^_^,,)
= - N[D(a(Q + a(i - 1) + /c), X^_^]
+ ̂ [X .̂î , X^-l^+h]

= --S D(a(^) + a(i - 1) + /c).a^L+^^ND(a(^) + t)
(^1

-p '+^p ' - l(D(a(^-l)+/^).a%C^

+ ̂  <0- ,̂ D(a{Z) + w). <<i=^\ N^D(a(, -!)+<)

+ Ŝ  (^ a^l^^D(a(. - 1) + ̂ . ̂ ^

-D(a(f-l)+/,).a^^
2 <e_^, D(a(^) + ^).a:((.'>+^,\ N2D(a(^) + () = 0.w^-i

î + 1 < i <^ - i
(29) D(a(?) + a(i - 1) + ^.<i>_^ = 0, (!<.<a(ç));

D(a(<) + a{i — 1) + A-). a^t1^ '̂»)^
+ D(a(i - 1) + k). ay^^+ s «e.̂ , 0(0(^+^.0:^^-

W^-l

(30) - D(a(Z - 1) + ^.a^^w^^
i - S <e_-^ D(a(f) + w). <^w- == 0,

IO>1

avec

1 < s < a(ç) et 1 < r' < r, — 2.

Si l < i < ç :

(31) D(a(Z)+a(i-l)+/c).a^^=0, (l<f<a(i-1)),
D(a(Z) + a{i - 1) + ̂ .a^^,-»^

+ 2 S (D(a(f-l)+/i).a^i^
(=1 U=l

+ ^<°-^^D(a(Z) + ̂ .^^^^w == 0,

(1 < w < p ,̂ i < / < y < Z - 2).
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On utilise ici le fait que

ND(a(;) + a(j - 1) + w) = D(2a(Z - 1) + a(l) + w),

donc le fait que
7 < g < ^ — 2.

De (17), on déduit, pour i = j :

p'̂  D(a(^) + a(i - 1) + k). ̂ ^l)+s <r^

(32) . +D(a(î-l)+^).a^r^"'

+ S -̂"î ft DW+P).a^r^=0, (l<w<p,).
' v^-l

Supposons maintenant que (32) est vrai pour

/•== i + l , i + 2 , ...,/•- 1.

On a donc :

D(a(?) + a{i - 1) + ^). a^^""'

-'^^^'^(^î) + a(i-l) + ft).<"-4-^1^
t=i s=l.

I<Û^P(
,yaa—l)-t-a Qa(0+a(y—l)-+-w
"-ad—1)4-5 Pa(f—l)-4-a

+| {T){a{l-i)+h).^Z^

+ S ̂ î î . D(a(!) + P) .a "̂̂ ) P )̂̂ "- = 0,
«'S>1

soit :

D(o(Q + a{i - 1) + /c). a:"̂ !»""'

-S1 S D(a(Z) + a{i - 1) + ̂ .a^^^"""
(==i u=l

Pt+'-'+pj-t
V ,ya((—1)4-5 Qa(/)+a0'—l)+u»
Zj '"aCt—D-m Pa((—1)4-5

5=1

+î (D(a(^-l)+/i).a^r^
u=l

i. V ,ya(0-+-y T)fn(î\ -4- c^ .yûO'-D+aX Qa(04-aa-i)4-w _ n
-T Zl a^_i)+^ U^a^J -f- V} .(X.aa^+k} Pa(7-i)4-a — v?

y^l /
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et, d'après (18) :
D(a(Z) + a(i - 1) + k).^^^

+ À (X liD(aw + a(i - 1) + /f) • ̂ î ""- <^
+D(a(Z-l)+A).a^r^

+ |̂  <'L^ D(a(^ + .). < )̂ p^^"- = 0.

Finalement, d'après (17), (32) est vrai pour tout /, 1 < /• < q
De (32) et (19), on déduit ensuite :

— D(a{l) + a(i — 1) + k). a î)"w+M'»)-^
Pi+-+Pg l au i,+/,

S D(a(Z) + a(i - 1) + k). o^L^»4-"
?=1

yfii(»i)-t-6(m)+t
''(t—D+w

yr'a(»î
3[a((-

/Q0\ 1 _ • a(t~l)+w
(33) \ + ^^ a%:z^^ D(i - 1) + ^). a^^")-

- D(a(Z - 1) + ̂ .a^^^^^
- ̂  a^^, D(a(^)+ «'). a l̂"^»)- = 0,

(1 < s <"a(î) et 1 < r ' < r. - 2).
De T;»(Xa(,_i^, X,,(y_i)^,,) = 0,

( l < i < î < / < Z - l , l</c<p,, 1<A<^),
on déduit, (cf. p. 361), d'après (17):

(34) D(a(Z) + a{j - 1) + A). a%;r^ == 0,
(1 ̂  « -< p. + • • • 4- n ^

(35) D(a(Z)+a(/-l)+A).a^L pî/'
, -D(^) + a(. - 1) + k). < ,̂,,
(1 < s < a(i — 1)).

Ensuite, comme précédemment, on déduit de (17) et (18)
par récurrence, tout d'abord pour t = i, puis successivement
pour t= i+ 1, ...,ç:

, p.+...+p^
^ (Da(Z) + a(/ - 1) + h). <P.+ »̂+U

(36) 1- T)(,a(,l) +a( l-1) + ̂ ^S^^ <^:\ 1 •—— l ï f n l - i __ 1 \ L,\ ^.a(t—1)-^-w==D(a(/-l).+A).a%z^
+ ̂  «^^ D(a(l) + P).a^r^>^,

(1 < w < pt, i < ( < g).
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De (36) et (19), on déduit ensuite :
D(a(l) + a(j - 1) + h). <;.̂ T »<"•>-

369

(37).

- D(o(Q + a(i - 1) + ̂ .a^^T^^-

+ "'"S^ (D(^) + a(/ - 1) + /Q.a^^"-"'
W==l

- D(a(f) + a(i - 1) + ̂ .a^^-^-^a^^T^-
+ 2 <;:::^D(a(i - 1)'+ w).^^^
- %(/ - 1) + h). ̂ ^T^
- 5 «^^^(a^+^.a^^r'^O,

w5îl
(1 < s < a(ç) et 1 < r < ^ — 2),

De TK(X^._I)+,, X^._i)+,,) = 0, (1 < i < / < ç, 1 < k < p.,
1 < h < j9/), on déduit, (cf. p. 361), d'après (17) :

(38) D(a(l) + a(/ - 1) + A).<^ =0,
(1 < s <.p,+.. . . ;+p,_x),

(39) D(a(î) + a(/ - 1) + ^). <î^-
=D(a(^+"(i-l)+^,<i=^

'• (1< s < p, + . • • + p, + a(i - 1)).

Ensuite, comme précédemment, de (17) et (18), on déduit,
par récurrence, tout d'abord pour t = i, puis successivement
pour ( = i '+ 1, . . ., / — 1 :

^ST' (D(a(!) + a(, - 1) + h). «•^^l)+a • :

(40) : "1 - D(a(^) + ̂  - 1) + ^)•<^^)V)+tt)
•a^=îi:ï = j <?^:^ D(a(/ - 1) + P) . <^^:^,

(T< w < p,, i <<</ -1 ) .
Ensuite, de (40), (17) et (18), on déduit par récurrence,

tout d'abord pour t == /', puis pour t = / + 1, . . ., q :

""S""(D{a.{l) + a(/ - 1) + h).^^-^

D(a(Z) + a{i - 1) + /c).^^») a^^
(41) + S a^F);^ D(^ - 1) + ̂ ).a^1^

v^l
V ^a(./-l^-+-v rk/,,^; _ 1 \ _1_ (.\ -aa-D-t-w — 0

~ 2j ^(./-D+h ^^V i/ 1^ ^l '^ad-D+k — u»
y^l

( l<w<p, , /<:(<î) .
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Ensuite, de (40), (41) et (19), on déduit :

D(a(?) + a(f - 1) + h).^^^)^
- D(a(l) + a(i - 1) + It).^1^^"1^

+ ' Ï '(D(a(;) + a{j - 1) + h}.^^-^
- D(a(Q + a(i - 1) + ̂ .a;̂ .-,1 )̂ a^^"1^

+ S ̂ ^^(a^-^+^.a^^)-

(42)

V^l

- 2 <^i^ D(a(/ - 1) + ̂ ^y^ = 0.»>i
(!<.?< a(ç) et 1 < r' < r, - 2).

De Ti,(X .̂_ ,̂, D(ra(/) + b(j) + a(( - 1) + h)) = 0,

(l<i<î, l</c<p,, i<A<p,, 0<r,+i<r<^
1 < « / < l - 1, 0 < r,+i < r < r, si ( = /),si

on déduit, (cf. p. 361), d'après (17) :

(43) S D((r + 1)0^ + '̂) + ̂  - 1) + /») • <Fi":; = 0,
( (1<^<P.+ • • • +p,+a( i - 1)).

Si ( > ç, on déduit, de (43) si r > 2, de (34) si r •== 1 :

(44) ; ̂ ^ + ^(y) + W + a(t - 1) + h). a .̂̂ * = 0,
( (1<^<P,+• • •+? , ) ,

puis :
D((r + l)a(/) + &(/) + a(t - 1) + A). a^^"'»^

== D(ra(/) + 6(/) + a(t - 1) + /i). a^"^ ,̂
(1 < s < a(ç) et 1 < r < r, - 2).

(45)

De (45), (43) et (44), on déduit, si 1 < r < r :

(46) D(ra(/) + b(f) + a{t - 1) + h).^^^
= D((r - r ' + l)a(n) + fc(n) + o(( - 1) + h). <^^ == 0.

De (45), on déduit, pour r < r ' < r,, 0 < r^i < r < r,
si î « < /' < ^ — 1, 0 < r,+i < r < r/ si ç < ( = / :

f47) SD(m(/) + &^') + a^ - 1) + ̂ ) • ̂ -'"n-̂ T '̂v / (=D{rta{t)-^b(t)-{-a{t-i)+h).^r^n^n^s=0,

d'après (23), si r — r + r, + 2 < r, et 1 < s < a(ç).
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Si 1 < ( < q, pour r >. 2, on déduit de (43) :

(48) SD^ + 1^ + ̂  + a^ - 1) + /l) • â -4!̂ 1^v / ( =0, ( l < s < p . + •••+?, ) .
D((r + l)a(/) + 6(/) + a{t - 1) + ̂ .a^.l^^^^^

(49) = D(ra(/) + b{j) + a(( - 1) + h). a^" '̂" ,̂
(1 < s < a(ç), 1 < r' < r, - 2).

Pour r = 1, de (17) et (18), on déduit par récurrence, tout
d'abord pour /' = i, puis successivement pour /' = i + 1, . . ., o :

/•pi+.-.+pj
2 D(2a(Z - 1) + p, + a{t - 1) + h)

0=1
a(0+a(i—l)+B ..a(y—l)-t-w

• -"ad—D-l-fc ''-ad—D-ha
(50)

-D(a(Q+a((-l)+A).a^r^,
(1 < w < p,, 1 < i < / < ç).

De (50) et (19), on déduit ensuite:

D(2a(Z - 1) + Pi + a(t - 1) + h). a^î^^^

+ '^S D(2a(^ - 1) + p, + a(t - 1) + h)
u==l(51)

.a(0+a(i—l)+u .yrra(m)4-&(m)-^-î<y«^t/-r"U—
- "ad-D+fc "ad-D+u

== D(a(Z) + a(( - 1) + ̂ .a^^^-,
(1 < s < a(ç) et 1 < r < r, - 2).

6. Toujours sous les hypothèses du paragraphe 4, considé-
rons le changement de coordonnées, (cf. paragraphe I) :

r̂att>4-W+a(<7-l)+./ = ÏîraÇf)+b(t^-a(q-l)+j{^ ..., U^)4-&(04-a(g)),

(1 < / < p,, 0 < r^ < r < ̂  ç < ( < l - 1),
u'i == u^ pour tous les autres indices.

Posons D'(i) = -ô- On a :
ou;

D(i) = D'{i) + S S D(O.H^^^_^,
1 D'(ra(t)+b(t)+a{q-i)+j),

(1 < i < a(Z)).
f D(r'o(/i) + 6(A) + i) = D'(r'a(/i) + b{h) + i)

(52)

+ ̂ i J| D(r'a(A) + &(/i) + i). H^)+^+^_,)+,(53)
D'(m(() + b{t) + a(ç - 1) + /),

(1 < . < a[q - 1)),
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D{r'a{h) + b(h) + a(ç - 1) + i)

(54) = ̂  |[ D(r'a(A) + fc(A) + a{q -!)+.). H^...^,
" D'{fa{t) + &(<) + a(î - 1) + /), (1 < i < p,) ;

pour ces deux dernières égalités, on a :
0 < '•(+1 <»•<?•(< r,, q < t < /i < l — 1,

0 < r,,+i < r'< r,, < r,, g < A< ^ - 1, r'< r.
D(r'a(A) + fc(A) + a{q) + ̂ )-D/(^'a(/^) + b{h} + a(ç) +i)

+ J^ |̂  D^A) + &(A) + a{q) + O.H^)+...+,
(55) D'(m(<) + b{t) + a(î - 1) + /•),

(l<i</Vn+ ... +p,,, 0<r(+i<r<r,<r,,
0 < r,,+i < r' < r,, < r,, g < ( < A < ̂  — 1,

r'<r).
(56) D((r, + l)a(î) + b(q) + i) = D'(r, + l)a(ç) + &(î)+i),

(i > 1).

On impose aux fonctions H d'être solutions des équations :

^ T)(ra{t) + b{t) +1) • "-«o+w+^-D+y = ̂ -l)+^(57) (1 < / < p,, 1 < i < a(ç), 0 < r»+, < r < r, < r,,
ç < ( < l - 1),

D((r' + l)a(A) + b(h) + Q. H^^^^^,_,^,
(58) . . , = ^^W + • • • + i} • H^)+ ... +,

(!</<?„ l<i<a(ç) , l<r^<r<r,<r,,
?<t<A<^-2, l<r,+i<r'<rh<r,,r'<r),
D((r/ "^^/^^ ̂ Lta(?) +1) •îî^^^-^^ ^ ^= ( ( + b(h) + a(?) +1) • H^»(')+ -̂l)+.•'(59) (1</<^, l < i < p ^ + ... +p,,

1 < r^ < r < r, < r,, 1 < r,+i < r' < ̂  < r,,
Î < < < A < Z — 2, r' <r).

D(r,a(A) + &(A) + a(A - 1) + i). H^^^_ ,̂ = 0,
(60) (!</<?„ 1 < i < ph, q < « A < l - 1,

1 < rh < r̂ i < r < inf. (r,, r, - 1)).
On va montrer que, si les fonctions H sont solutions de

(57, 58, 59, 60), au voisinage de x, le système de coordonnées
MI, • . .,u'n satisfait à (16).
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De (56) et (16), on déduit que les

D'((T, + l)a(ç) + b(q) + i), {i > 1),

déterminent, dans un voisinage de x, un champ de repères
adaptés pour N/ImN^+1. (17) entraîne que

«^%), ( l<i , /<p, ) ,

est une matrice régulière dans un voisinage de x; de (57)
et (54), pour r ' = r == r,, et de (16), on déduit alors :

ND'(r,a(ç) + b(q) + a{q - 1) + /) = 0, (1 < / < p,).

Ensuite, on en déduit, compte-tenu de (55), (16) et (60) :
ND'(r,a{h) + b(h) + a(h - 1) + i )= 0,

(1 < i < ?„, q < h < l - 1),

et compte-tenu de (53) pour r' = r== r,, (16) et (56) avec
1 < i < a{q — 1) :

ND'(r,a(ç) + &(ç) + i) = D'((r, + i)a(q) + ^(y) + i).
Supposons ensuite qu'on a montré que les

B ' ( ( r ' + l)a(A) + b(h) + Q, (i > 1),
déterminent, dans un voisinage de x, un champ de repères
adaptés pour N/Imir+S (r' < r, - 1, 0 < r,̂  < r < r, < r,).
Alors, de (16), (55) et (59), on déduit

W{r'a{h) + b(h) + a(ç) + i) = D'((r' + l)a(h) + 6(A) + a(î) + i),
(1 < i < Pg+i + • • • + ph si r,^ < r' < 7-h,

1 < î < Pî+i + • • • + p,,-i si r' = r,,).
De (16), (54), (57), (17) et (58), on déduit :

ND'^'aW + b{h) + a{q - 1) + i)
= D'{{r + l)a(A) + fc(A) + a(q - 1) + »•), (1 < i < p^.

On en déduit, compte-tenu de (16), (53) et (58) :
W(ra(h) + b(h) + i) = D'((r' + l)a(A) + &(A) + i),

(1 < i < a(q - 1)).

Ainsi par récurrence sur ,/, ( r ' == r — 1 r _ 2 1)
on montre que le système de coordonnées u[, . ! . , M,'satisfait
lui aussi à (16).

Considérons le champ de repères adaptés, associé au système
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.. Unde coordonnées u^, . . ., u».NX^_^^ = 0, (1 < k < p;), s'écrit
dans le nouveau système de coordonnées M,, . . . . M,, d'après
(52), (53), (54), (55) et (56) : -1, , n, P

N(D'(a(f - 1) + A)

+ ""S1' C"^- D^m) + b(m} + ̂

+ Ï <^y^«)- ND^r, + l)a(y) + b(q) + s)
S^-l

+ |̂ (D(a(Z - 1) + /c).H^^_^,
K»-<r<7

a(q)
4- V .yr'a(n)+6(n)-t-5r Zj aa(/-i)+fc

5==1Mn^ 'rr1^^ ̂ ^^+ s)•H-<'»)+^+^-l)+y)ND'(ra(w) + b(m) + a(ç - 1) + /) = 0,

et NX^_I)+, = D(a(Z) + a(i - 1) + k), pour

î<i<^-l, l</c<p.:
/ «(Î—D

N / D'(a(i - 1) + k) + S ^^T^ D'{r'a{m) + &(m) + 5)')

+ S ^-Y^^"^"^ NÎ)% + l)a(î) + &(ç) + ,)
sï-l

+ S (D(a(.-l)+/c).H,^^^_^,
y=i<r<
a(Q)

+ ^ <^^)-D(ra(n)+6(n)+.).H^+...+,\
l4'"<Sr /

ND'(ra(TO) + 6(m) + a{q - 1) + /•) = D'(a(l) + a(i - 1) + k)
+ 2 D(a(Z) + a(i - l )+ / c ) . H^^^_^

<I^S' •^••<T

wpq D'(^(<) + &(<) + a{q - 1) + /).
Si on impose aux fonctions H d'être aussi solutions des

équations :

fD(a(.-l)+/c).H^>,^^_^
+ S ay-^ D{a{l) + (.). H,̂ ...̂  = 0,

v^l(61) pour
1 < '• < r, - r, - 1, ç + 1 < i ̂  l,

1 </'<?,;
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(Pour q + 1 <: i <: l — 1, ces équations sont imposées par (60)
et (59)).

D(a(.-l)+^).H^^_^,
+ ̂  <,'>.̂  D(a(f) + P) . H,^...+,

(62) , == D(a(Z) + a("r1- 1) + k). H(,̂ ^^_ ,̂,
pour

1 < / < ̂  ? + 1 < i < ^ - 1,
^ — r. < ^ < ̂  — 1,

les coefficients a' et jî' associés aux coordonnées u^ . . . , u »
vérifient :
Q'a(04-a(t-l)4-7 _ /a(i-l)4-y_ ^ ) /, ^ ; ̂  1 A \ ̂  ' J ^
P a(i-l)+k — ^a(i-l)+k— ^k^q < ^ ̂  i — 1, l^/ , /C ̂  p.,
O'a(0-+a(0+t __ ^a(i)-^-t __ 0 ( I <^ Y1 <<- 1 1P ad-D+fc — a ^-i)+fc — U, ) 1 ̂  t <^ p^ -\- . . . 4- n

g'(r4-l)a(/i).4-6(/i)-4-a(î-l)4-( _ _ ,y'ra(/t)4-6(/i)+a(î-l)+( n
r ad—D+fc — OL a(i—l)+fc — V,

(q + i < i < l, i < /c < p., 0 < y-h+i < r < ̂  < r,, pour
!<<<?,+ • • •+Ph ,
0 < »-h+i < r = ?•„, < r,, pour 1 < î < p, + • • • + p,._i).

NX^_^ = D(a(Z) + a(i - 1) + k), pour
. l<i'<?, 1 </?<?„

s écrit :
^p.+..-+p,
f'T"' <i=^:^ D'(a(i - 1) + s)N
\ 5=15=1

+ S" a î̂ y D'(ra(m) + b{m) + s)
Kr^r^

+ 2 a :̂̂ -^- D'((r, + l)a(î) + 6(î) + ^^
S^-l f

+ 1̂ ("y <^^ D(a(. - 1) + .).H.^^^,_,^,
1^^<^

a(î)

+ ^ <?^Ï)+tD(r'a(n)+^)+.).H^^^^_^,)

ND'(r̂ ('7n) + b(m) + a(î - 1) + /')
= (1 - SnD'(a(?) + a(t - 1) + k)

+ ̂  D(a(Z) + a(^ - 1) + k). H^+<,-i)+,D'(a(Z) + a(q - 1) + /)

+ Jl D(a(Z)+a(i-l)+/c).H^^^_^,

^"^^ D'(r"a(() + b{t) + a(î - 1) + /).
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Si on impose, de plus, aux fonctions H d'être solutions des
équations :

a(q)

S
î=l
S a ;̂:r^ D(a(i - 1) + ̂ ).ïU,^,^_^,

a{q)
_( V /yrr<W+&(")-^-5
^ Zj »a((-l)-+-fc(63) 5=1

l^r'^r

TV m , P^y ^% + ') •îî^^^-^--D(a{l) + a(z - 1) + /.).H(,̂ ,,̂ .̂ _,̂ ,
(1 < » < ?, 1 < ^ < P., 1 </< p,, 1 < r < r, - 1),

alors, pour i = ç, on déduit de ce qui précède, et de (17) et
(57) :

'<i(î—l)+y __ Q/<^(;)-^a(î—l)+,/ __ fit} \ ^ • 1 ^
"^î-D+k— P a(î-l)4-t == "./f 1 <s /, A- << Dy,
,»'<'(?)+( _ ft/a(n+a(î)-+-t _ n ( A ^- . ^ l i
- «(î-D+k — P a(î-l)+fc — v ^ï- ̂ t ^ss Py+1 + • • • + P;-l,

^W+l>W4-a(g-l)+t ̂  _ Q'(r-n)a(A)+i(A)4-a(î-l)4-( ̂  n

(î</c<p,,
A < ( < P, + • • • + Ph pour 0 < r,,+i < r < r,, < r,,
1 < ( < p, + • • • + Ph-i pour 0 < r,,+i < r = 7-h < r,).

On en déduit, pour l < i < ç — l , l ^À-<p . :
Pt+---+Py-,

2 <;:=^:^ ND'(a(. - 1)+ s)
s=l
a(q-l)

+ ^ aï.<m^m)-D'((r4-l)a(m)+&(w)4-^
l^r^r^

+ 5 a^^-^-ND'ar, + l)a(ç) + 6(?) + s)
S^\

+ S <r '̂ (D'(a(Z) + a(ç - 1) + /)
7=1
a(g—l)

_1_ V ^'(r-«-l)a(m)4-6(m)+5 "n'//,. | ^\,,/,^,\ | L/ \ i \^ 2< p a(î-i)+y ^ ((r + l)a(m) + b(m) + s)
l^r^rç

-L V ft'(''<7+2)a(î-l)+6(î-l)+î T^'// i 0\,,/_ /l\ i i / 4\ , ^
^ Zl P a(<7-i)+y i-̂  ^^ + ̂ }^(? — 1) + 0(Ç — 1) + S))

s^-1

== D'(a(; - 1) 4- a{i - 1) 4- /c) 4- | D(a(^ 4- a(i - 1)4- k)

.H^)+^_i^/D'(a(^) 4- a(q - 1) + /).

D'après (57), (17), (18) et (19), on en déduit, par récurrence,
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tout d'abord, pour i', == q — 1, puis successivement pour
i=q-2,...,i:

Q'a(04-a(î-l)-+-5 _ Q'(r4-l)a(h)4-6(/»)-+-a<î-l)-+-( _ n
P a(t-l)4-* — P a(i-l)+k — u?

(1 < k < p,, 1 < i < ç - 1,
1 <5 <pç + • • • + J^-i,
1 < < < Pq + • • • -t- Ph si 0 < ^4.1 < r <^ < Ty
1 < t < pq + ' " -F ph_i si 0 < ^+i < r = ̂  < r^) ;

donc :
^a(q-l)+s _ rt.'ra(/»)-+-6(/0+a(î-l)+t _ H
» a(i-i)-+-fc — a ̂ _i)^^ — U,

(l</c<p,, l<i<ç — 1,
1 < 5 < P, + • • • + J^-i, 1 < < < P, + • • • + PH

pour 0 < r^i < r < ^ < r^).

Ainsi, pour prouver l'existence, au voisinage de x, d'un sys-
tème de coordonnées u^ . . . , u ^ vérifiant (16) et tel que les
P' et a' correspondants vérifient les ensembles de relations
(21) et (22) où q est remplacé par q — 1 (cf. paragraphe 4,
p. 364), il suffit de montrer l'existence, au voisinage de a;, de
solutions H^)4.^)4.^_i)4_^, (1 < r < r^), des équations (57,
58, 59, 60, 61, 62, 63) et :

(64) '^D{ra{t) + b(t) + a(q) + ̂ ) . H^+W+^-D+y - 0,
\ { i ^ J ^ P ç , 0 ^ r ^ < r ^ r ^ q ^ t ^ l - 1,^>1).

On va montrer maintenant que ce dernier problème a une
solution, grâce aux relations établies au paragraphe 5 et au fait
que les sous-fibres KerN^ (1 <^ r ̂  T\), sont stables pour le
crochet des champs de vecteurs.

7. On montre tout d'abord l'existence des fonctions

H^)4.^^i)4_y, (1 < / < pq),

solutions au voisinage de rr, des ensembles d'équations (57),
(61) et (64) pour r == 1, ou, ce qui est équivalent, des ensembles
d'équations (57), (64), et :

a(ç)

(65) D(a(i - 1) + A-). H^+^_,)+, = - S <'̂ ,, a^-1^,
v=l

où i est tel que q + 1 <^ i ̂  Z, 1 <; Vq — r^ — 1 et 1 ̂  k <; pi.
19
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D'après (39), les équations (57), pour r = 1, sont compa-
tibles entre elles. D'après (34) et (43), les ensembles d'équa-
tions (57) et (64), pour r = 1, sont compatibles.

Pour i tel que q + 1 < i <; l, 1 <: Tq — r, — 1, pour
1 < k < p,, et 1 < / < p,, on a, d'après (24) et (43) :

/<w \
D(2a{l -, 1) + P/ + ̂ ( S <^,, a^^) - 0, (. > 1),

\y=l /

et, d'après (34) pour ç + l < A < ^ — 1, ! < < < p h :
/a(î) \

B{a{l) + a{h - 1) + <) . ( ^ a^^, a?^^+^
\r=l /

a(?)

== S D(a(f) + a{h - 1) + ^.a^.L4-^, a:"-1 '̂

0, d'après (29), si i = l,
a(î)

S D(a(^) + a{i - 1) + ̂ .a^n-., a;"-"^ = 0, d'après
Î26) et (27) si q < i < l.

Avec un abus de notations, on écrira donc :

D{a(i - 1) + k).{D(a{l) + a{q) + ^).H^+^_y+,)
= D(a(<) + a{q) + ^.)(D(i - 1) + Â-.)H^^_^,) = 0,

(. > 1).

On a, pour 1 < ( < a (ç), d'après (31) et (32) si i = l,
d'après (39), (35), (36) et (47), si q < i < l :

(«(î) \
D(a(;)+(). S <^a^-"^)

V=l /

d(?)

= S D(a(Z) + O.a^.^^a:"-"-^
1>==1

aW

+5 a^^,D(a(<) +P). a^-"-^-

== - D(o(i - 1) + /c).^"-1^7,
soit :

D(a(0 + ().(D(a(i - 1) + A-).H^^_^,)
= D(a(. - 1) + k).{D(a(l) + <) .H^+,,,_,)+,).
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Pour h tel que q + 1 < i < h < l, 1 < r, — ^ — 1 et
1 ̂  M ̂  p,,, le même calcul montre que :

D{a(h - 1) + u).(D(a(i - 1) + /c).H^^_^,)
a(?)

- - S D(a(À - 1) + ^.a^'L^, a;"-»^-
u==l

a(î)

+ S ^."-^^(a^+^.a^^a^-^
w,o==l
a(î)

+ S <p-+lT-.k<^^>)-.nD(a(^)+P).a;<î-"+<
u',u==l

Puisque i < À, on a : ^ < r; < r^ — 2, donc :

N^ X^_^, = N^ X^.,^ = 0.

Le sous-fibre vectoriel KerN^1 est, par hypothèse, stable
pour le crochet des champs de vecteurs, donc :

N^([X^_^,, x^_^])=0.

On en déduit, compte tenu de (39) :

D(a(h - 1) + u).(D(a(. - 1) + /c).H^^_^,)
= D{a(i - 1) + k).{D(a{h - 1) + u).H^^,).

Donc les ensembles d'équations (57), (64) et (65) sont
compatibles et on obtient les fonctions îî^-}-a(q-i)-{.j par
quadratures.

Supposons maintenant qu'on a montré l'existence des
fonctions îîra(mWm)+a(q-l)+j, pOUr

r'=l,2, ...,r,(l</<p,, l<r<r,-l),

solutions, au voisinage de x, des ensembles d'équations (57)
(58), (59), (60), (61), (62), (63) et (64). On en déduit, par des cal-
culs du même type que les précédents, l'existence des fonctions
H(r+i)<n)+ft(n)-j-a(<7-i)+^: les équations (57), .. . (64) sont compa-
tibles et on obtient les fonctions îî(r+iw+b(n)+a^i^j par
des quadratures. Ainsi, par récurrence, on obtient toutes les
fonctions îîra^+w+a^-i^j, (1 < r < r,).

19.
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c
Degré de p(\) === 2.

Alors : dimension de V = n = 2n\
Soient <r ± IT (r =/= 0) les racines de p{\) = 0. (On pose

p == cr + ir).
La partie complètement réductible S de J est un polynôme

en J à coefficients constants (réels) sur V (cf. chapitre n,
p. 343); il en est donc de même pour la 1-forme 0-déformable

1J, = —(S —(rI^Too), et par suite, le tenseur de Nijenhuis,

associé à J,, est nul, d'après (11).
D'autre part, on a p(S) = 0; on en déduit :

J^ = — I^T(V).

Ainsi, J, détermine sur V une structure presque complexe
qui est intégrable d'après le théorème de Newlander et Niren-
berg [17], et on peut introduire, au voisinage de tout point x
de V, un système de coordonnées u^ . . ., u,,, réelles, tel que
les fonctions : Zj = Uj -(- iu^+j, (1 ̂  ]' <; n\ déterminent un
système de coordonnées locales complexes : V est donc la
variété réelle sous-jacente d'une variété complexe V.

On a, pour 1 <^ / ̂  n :

A = JL /-ô- — • ô \ _<L ̂  A- /A- 4- • ^ \
ô^ 2 ^ôu, t ôu^+,/ ôz, ~ 2 \ôu, l ôu^+,/

Les champs de vecteurs —» • • • ? —? sont des sections, au
ô^i ôz,

voisinage de x, du fibre tangent T(V) de V.
Soit T^V), (resp. T^V)*), le complexifié de T(V), (resp.

T(V)*).
Toute section H de T(V) 0 T(V)* s'étend canoniquement en

une section H6 de T^T^V)*.

Les champs de vecteurs —» (resp. —\ (1 ̂  / ^ n ) ,
^J \ ^j/

sont des sections locales de s1^-) .T^V), (resp. Ê^J') .T^V)),
(cf. chapitre 11, p. 341), c'est-à-dire qu'ils engendrent, au voisi-
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nage de x, l'espace propre de 8e, correspondant à la valeur
propre p, (resp. p).

Les polynômes P en J, à coefficients constants sur V,
induisent des sections de T^V) 0 T^V)* qui sont des endo-
morphismes de e^J^.T^V) et e2^) .?(¥), donc, de manière
naturelle, des 1-formes P sur V à valeurs dans T(V). Nous
allons montrer que ces formes P sont holomorphes.

On vérifie facilement que la formule (11) est encore valable
si P et Q sont des polynômes en 3e à coefficients constants
sur V, X et Y des sections de T^V). On en déduit, pour

p=s'- x=i• ̂  ( l<••'•<»') :

^è-^]-3-^^]^^^^-3--^^^)
soit : p[_Q^i=sYrA,QÂi\

• L Ô Z ; "ôz,J \[ôz. 'ôzj/

Posons : Q -ô- = ^ <^ -ô-. On a, alors :
ôz/ k=l ^k

soit :

donc :

^f-pA-s^^o,^ ôz. V ôz, ôz^/

^^(P-^^O,
k=l ^i QZk

^=0.
ÔZ.

Ainsi, en particulier, § et N, induites sur V, respectivement
par S et la partie niipotente N de J sont holomorphes.

On a :
S = p î d ,
J = p î d + N,

où Id est la 1-forme identité sur V.
Pour résoudre le problème de Fintégrabilité de la Gj-struc-

ture déterminée par J sur V, il suffit donc maintenant de
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déterminer un nouveau système de coordonnées Zj sur V,
au voisinage de x, (z'j fonctions holomorphes de ZD . . . , z^) ,

tel que les champs de vecteurs — déterminent un champ
ôZj

local de repères dans lequel ]Sl s'écrie sous la forme (5).
De (11) étendu au complexe, on déduit tout d'abord que le

sous-fibre vectoriel e^J^.T^V) est stable pour le crochet
des champs de vecteurs, et ensuite que :

(66) [IM-X, NT] = N^X, NT] + N^X, Y] - N^[X, Y],

pour toutes les sections X et Y de T(V).
D'après la remarque page 354, puisque N est un polynôme

en J à coefficients réels, dans une Gj-connexion quelconque,
on a, pour toutes les sections X et Y de T(V) :

DxNY = NDxY,

donc, dans une Gj-connexion à torsion nulle, si la section X,
(resp. Y) de T(V) satisfait à N^X = 0 (resp. N^Y = 0), on a,
au voisinage de tout point x de V :

N-[X, Y] = N^DxY - DyX) = D^N-Y - DyN-X = 0;

Ker N5 est donc stable pour le crochet des champs de vecteurs ;
on en déduit la même propriété pour Ke^N0)5, puis pour
Ker ?5 puisque :

Ker N^ = Ker(N^ n ^(J0) .T(V).

Comme dans le cas d'une valeur propre réelle (cf. B), on en
déduit, en tenant compte de (66), la stabilité pour le crochet
des champs de vecteurs des sous-fibres vectoriels de T(V) :

Ker N'14-1 = Im N° D Ker N7'24-1 + Im IN D .. • D Ker N^1

+ Im N 3 . • . D Ker N2 + Im N D Ker N + Im N D Im N
D . • . D Im N^ D (Ker N'2-^ n Im ̂ rf) + Im N^
(67)
D ... D Ker (N^-^ n Im N^) + Im N^
D • • . D (Ker N^-^1 n Im IST) + Im N^
D Im N^1 D . . . D Im N^1 D • . . D Im N^ 3 . . . D Im N'*
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OÙ

2 < i < l - 1, r,̂  + 1 < r < r,, 2 < k < / < l ~ 1,
1 < r" < ri - ra, ri > ̂  > . .. > r^ > r, = 0,

pi > 0 pour 1 < i < î — 2, r̂ i == 1 avec p î > 0,
^ === 0 avec p, > 0,

(pour la définition des ^ et des pi, voir chapitre n).
On a donc, pour V, l'analogue de la proposition 111,3 :

PROPOSITION 111,3'. — La nullité du tenseur de structure de
la Gj-structure entraîne que les sous-fibres de (67), ainsi que
les sous-fibres Ker N5, (!<5<ri), sont stables pour le crochet
des champs de secteurs et que le tenseur T^ de Nijenhuis est
nul, soit :

T^(X, Y) = [NX, NY) - N[X, ]MY] - N[NX, Y]
+^r2[X,Y]==0.

Comme 5l est holomorphe, les mêmes calculs que dans le
cas réel, avec des fibres vectoriels, champs de vecteurs et
fonctions holomorphes, montrent que ces conditions sont
suffisantes pour qu'il existe, au voisinage de tout point x
de V, un système de coordonnées z[, . . ., Zn', tel que, par rap-
port au champ local de repères déterminé par les champs de

vecteurs — (1 < / < ^), N s'écrive sous la forme (5); les
ÔZ î^j

coordonnées réelles correspondantes, au voisinage de x dans V,
détermineront un champ local de repères adaptés pour J.

Ceci achève la démonstration des théorèmes III, 1 et III, 1'.

D
Remarques.

On ne suppose plus le tenseur de structure nul. On suppose
simplement la nullité du tenseur de Nijenhuis :

T(X, Y) == [JX, JY] - J[X, JY] - J[JX, Y] + J^X, Y].

De la note page 351, on déduit qu'on a aussi (10) et (11), ce
qui entraîne encore les propositions III, 1 et III, 2; on peut
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donc encore se ramener au cas où J a une seule valeur propre
réelle, ou un seul couple de valeurs propres imaginaires conju-
guées. Dans ce dernier cas, la partie complètement réductible
S de J permet encore de munir V d'une structure presque
complexe intégrable et S induit, sur V, la 1-forme

= p Id.
On a ainsi :

THÉORÈME III, 2. — Considérons la Gj-structure définie
sur une variété V par une 1-forme 0-déformable J quelconque.
Si le tenseur de Nijenhuis :

T(X, Y) == [JX, JY] - J[X, JY] - J[JX, Y] + J'fX, Y],

est nul, la partie complètement réductible S de J définit une
Gs'structure intégrable. La nullité du tenseur de structure de
cette Gs-structure équivaut à la nullité du tenseur de Nijenhuis,
Tg, associé à S :

Ts(X, Y) = [SX, SY] - S[X, SY] - S[SX, Y] + S^X, Y].

Dans le cas où J a une seule valeur propre réelle Xi, on a,
(cf. B) J == VdT(v) + N. On déduit de (11):

(68) [N^X, NT] - N^X, NT] - WfN^X, Y]
+ N^[X, Y] == 0.

Dans le cas particulier où l = 1, pi > 0, (alors
n == (ri + l)pi), la suite de fibres (14) se réduit à :

Ker N^ = Im N° 3 Im N => . • . D Im N' D . . . D Im N^,
(1 < r < r,)

et on a :
Ker ̂  = Im N^-^.

(68) suffit donc pour prouver la stabilité, pour le crochet des
champs de vecteurs, de ces fibres vectoriels.

Dans le cas où J a un seul couple de valeurs propres imagi-
naires conjuguées, on a sur 'V, (cf. C) :

J == p îd + N.
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Dans C, on n'a utilisé que (11) pour montrer que ]N était
holomorphe, et que :

[N<?C, N^Y] = ^[X, ]^Y] + N^X, Y] - IM^[X, Y].

Comme dans le cas réel, si l = 1, cela suffit pour montrer
que les fibres de (67) et Ker N5 sont stables pour le crochet
des champs de vecteurs.

On a donc le :

THÉORÈME III, 3. — Considérons la Gj-structure définie
sur une variété V par une 1-forme 0-déformable J quelconque.
Si les ensembles d'entiers (ri, . . . , r^), (pi, . . . , p / ) associés à
chaque valeur propre réelle et chaque couple de valeurs propres
imaginaires conjuguées sont tels que l === 1, alors les 3 proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. Le tenseur de Nijenhuis,

T(X, Y) = [JX, JY] - J[X, JY] - J[JX, Y] + J'[X, Y],

est nul.

2. J définit une Gj-structure intégrable.
3. Le tenseur de structure de cette Gj-structure est nul.

Ce théorème s'applique en particulier aux structures presque
tangentes, (cf. H. A. Eliopoulos [6]) :

une seule valeur propre : 0,
r,=l.
On ne peut pas espérer, dans le cas général, déduire de la

nullité du tenseur de Nijenhuis la stabilité pour le crochet
des champs de vecteurs des fibres vectoriels de (14) ou de
(67) et des fibres Ker N5 ou Ker M5. Considérons en effet,
l'exemple cité par Kobayashi [12], p. 976 :
x, y, z, t, sont les coordonnées;

Xi = \ X, = ̂  X3 = ̂  X, = -0- + (1 + z) L'1 ^x ôy ôz ' ^t ' ' ^x

On définit J par :
JXi == Xg,

JX, ==0, i = 2,3,4.
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On vérifie facilement que :

J2 = 0,
[JX, JY] - J[X, JY] - J[JX, Y] + J^[X, Y] = 0,

[X3, X,] == X,.

Ainsi Ker J n'est pas stable pour le crochet des champs
de vecteurs et la Gj-structure n'est pas intégrable.
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