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COMPACTIFICATION DES VARIETES
DE DELIGNE-LUSZTIG

par Cédric BONNAFE & Raphasl ROUQUIER

RESUME. — Nous construisons explicitement la normalisation de la compactifi-
cation de Bott-Samelson-Demazure-Hansen des variétés de Deligne-Lusztig X(w)
dans leur revétement Y (w) et retrouvons ainsi un résultat de Deligne-Lusztig sur
la monodromie locale autour des diviseurs de la compactification.

ABSTRACT. — We construct explicitly the normalisation of the Bott-Samelson-
Demazure-Hansen compactification of Deligne-Lusztig varieties X(w) in their cov-
ering Y(w): we retrieve a result by Deligne-Lusztig about the local monodromy
around the divisors of the compactification.

Introduction

Dans [1], nous avons étudié le prolongement de certains systémes lo-
caux sur les variétés de Deligne-Lusztig en vue d’une application algébrique
(équivalence de Morita donnée par la décomposition de Jordan, conjecturée
par Broué). Dans cette étude, nous utilisions un résultat crucial de Deligne-
Lusztig sur la ramification de ces systémes locaux [3, lemme 9.13]. Une des
motivations du présent travail est de fournir une alternative “explicite” au
calcul local effectué dans la preuve de Deligne et Lusztig.

Plus précisément, si w est un élément du groupe de Weyl d’un groupe
réductif connexe G muni d’une isogénie F' dont une puissance est un endo-
morphisme de Frobenius, il lui est associé deux variétés de Deligne-Lusztig
X(w) et Y(w) ainsi qu’un morphisme fini étale Y (w) — X(w) faisant de
X (w) un quotient de Y (w) par I'action du groupe fini T des points ra-
tionnels d’un tore maximal F-stable T de G (voir [3, §1] : la variété Y (w) y

Mots-clés : variétés de Deligne-Lusztig, compactification, normalisation, monodromie.
Classification math. : 14Lxx, 20Gxx.



622 Cédric BONNAFE & Raphaél ROUQUIER

est notée X(uw)). Deligne et Lusztig [3, lemme 9.11] ont construit une com-
pactification lisse X (w) de X (w) & la Bott-Samelson-Demazure-Hansen. Le

but principal de cet article est de construire explicitement la normalisation
Y (w) de X(w) dans Y (w) :

L

X (w)—> X (w).

Une fois cette construction explicite réalisée, nous en déduisons les proprié-
tés fondamentales de Y (w) (voir le théoréme 1.2) permettant d’en déduire
une nouvelle preuve du lemme 9.13 de Deligne-Lusztig [3] qui détermine
la monodromie locale du revétement le long d’'une des composantes de
X(w)—X(w). Ce lemme est un point clef dans la preuve de Deligne-Lusztig
des conjectures de Macdonald associant une représentation irréducible de
GF a un caracteére en position générale de TF.

Notations

Tout au long de cet article, nous fixons un groupe réductif connexe G
défini sur une cloture algébrique F du corps fini & p éléments F,, ol p est
un nombre premier. Nous supposons de plus que G est muni d’une isogénie
F : G — G dont une puissance est un endomorphisme de Frobenius de G.

Fixons un sous-groupe de Borel F-stable B de G, un tore maximal
F-stable T de B et notons U le radical unipotent de B. Notons W =
Ng(T)/T le groupe de Weyl de G relativement & T, X(T) (resp. Y(T))
le réseau des caracteres (resp. des sous-groupes & un parametre) de T, ®
(resp. ®V) le systeme de racines (resp. coracines) de G relativement & T, A
(resp. AY) la base de @ (resp. @) associée & B et @ (resp. ) I'unique
systeme de racines (resp. coracines) positives contenant A (resp. AV).

Si @ € @, on notera aV sa coracine associée, s, € W la réflexion par
rapport a a, U, le sous-groupe unipotent a un parametre normalisé par T
associé & a, Tov le sous-tore de T image de oV et G, le sous-groupe de
G engendré par U, et U_,.

Posons S = {s.la € A} et S = S U {1}. Nous noterons ¢ : W —
N = {0,1,2,...} la fonction longueur relativement & S. Nous noterons B
le groupe de tresses associé & (W,S), de générateurs {s,|a € A}. Soit
f + B — W le morphisme canonique (i.e., 'unique morphisme tel que
f(sa) = 84 pour tout a € A) et soit o : W — B l'unique application
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COMPACTIFICATION DES VARIETES DE DELIGNE-LUSZTIG 623

telle que o(sq) = so pour tout a € A et o(vw) = o(v)o(w) si L(vw) =
£(v) + £(w). Cette application vérifie f o o = Idy .

1. Variétés de Deligne-Lusztig

Le lecteur pourra trouver dans [4] les résultats généraux sur les variétés
de Deligne-Lusztig que nous utiliserons ici.

1.1. Définition

Sin € Ng(T) et si gU, hU € G/U, nous écrirons gU —— AU si
g th € UnU. Siw € W et si gB, hB € G/B, nous écrirons gB —“— hB
si g~'h € BwB.

Sin = (nq,...,n,) est une suite d’éléments de Ng(T) et siw = (wy, ...,
w,.) désigne la suite de leurs images respectives dans W, on pose

Um) = {(¢:1U,...,3,U,g,11U) € (G/U)" T |

glU ni gQU no L MNpr—1 grU Ny gr+1U}

et
B(W) = {(ng7 s 1gTB7 gT+1B) € (G/B)T+1 |
ng w1 ng w2 L, W grB Wy gr+1B}
SiteTet (1U,...,9:U,g.+1U) € U(n), on pose

(01U, 92U, ..., 9, U, gr11U) - t = (¢1tU, g2t U, ... g "7~ ™¢
U, grq1 " 7"1tU).
Il est alors facile de vérifier que, si g € U(n), alors g -t € U(n) et cela
définit une action & droite de T sur U (n). De plus, le morphisme canonique
G/U — G/B induit un morphisme
Th U(n) — B(w)
(11U,...,9;U) — (¢1B,...,9,B)
et ce dernier induit un isomorphisme
(1.1) Un)/T — B(w).
Posons maintenant
Unp : U(n) — G/UxG/U
(¢U,...,9-+1U0) — (91U, 9,+1U)

TOME 59 (2009), FASCICULE 2



624 Cédric BONNAFE & Raphaél ROUQUIER

Bw : B(w) — G/BxG/B

et
(91B7 s 7gT+1B) — (91B7 gr-l—lB)'

Alors le diagramme

Un) — " - G/Ux G/U

| |

B(w) —5 G/B x G/B

w

est commutatif (la fleche verticale de droite étant la projection canonique).

Notons U r (resp. Br) le graphe du morphisme de Frobenius F' : G/U —
G/U (resp. F': G/B — G/B). Les variétés de Deligne-Lusztig associées a
n et w sont respectivement définies par

Y(n)=v;'(Ur) et X(w)=pg8,(Br).

Notons toujours w : T — T la conjugaison par ws - - - w,. Alors le groupe
TV agit sur Y(n) (par restriction de I'action de T sur U(n)) et le mor-
phisme canonique 7, : Y(n) — X(w) obtenu par restriction de 7, induit
un isomorphisme

(1.2) Y(n)/TV =5 X(w).

Pour finir, notons vy, : Y(n) — G/U et By : X(w) — G/B les premiéres
projections. Alors le diagramme

Ym)— ™ . Gg/U

"l |

X(w) ——=G/B

W
est commutatif (la fleche verticale de droite étant la projection canonique).

Remarque 1.1. — Prolongeons ’application ¢ : W — B aux suites
d’éléments de W en posant o(w) = o(w;)---o(w,). Si n’ est une autre
suite d’eléments de Ng(T) dont la suite des images dans W est w’, et
si o(w) = o(w'), alors les variétés B(w) et B(w’) sont canoniquement
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COMPACTIFICATION DES VARIETES DE DELIGNE-LUSZTIG 625

isomorphes et les T-variétés U(n) et U(n’) sont isomorphes, ces isomor-
phismes rendant le diagramme

\/

G/Ux G/U T
B(w) = B(w')
G/B x G/B

commutatif.

De plus, T¥F = TW'F et les TV -variétés Y (n) et Y(n') (resp. les va-
riétés X(w) et X(w’)) sont isomorphes (resp. canoniquement isomorphes),
les isomorphismes rendant le diagramme

Y (n) Y(n')
™ G/U o
X(w) = X(w')
X\ L Bw
G/B

commutatif.

1.2. Compactification de Bott-Samelson-Demazure-Hansen

Pour tout o € A, on fixe un représentant s, de s, dans G,. La re-
marque 1.1 montre que, dans le but de construire une compactification
des variétés Y (n) et X(w), il est suffisant de travailler sous les hypotheses
suivantes :

HYPOTHESE. — Nous fixons une suite (a1, ..., a,) d’éléments de A et,
si 1 < i < r, nous posons pour simplifier s; = s,, €t $; = $o,. Nous
supposons de plus que n = (81,...,$,) et w = (81,...,8;).

TOME 59 (2009), FASCICULE 2



626 Cédric BONNAFE & Raphaél ROUQUIER

Six = (x1,...,2.) et y = (y1,-..,9-) sont deux suites d’éléments de
S = SU{1} (de méme longueur), nous écrirons x <y si, pour tout i €
{1,2,...,7}, on a x; € {1,y;}. On pose aussi x = (&1,...,%&,), ol nous
choisirons toujours 1 = 1. Par exemple, w = n et, pour simplifier les
notations, nous noterons 7y, Tx, Ux €t Ux les applications 7y, 7%, vx et
Vx, et la variété Y (%) sera notée Y (x). Pour finir, on pose I = {1 < i <
r | z; = 1} et on définit, comme dans [1, §4.4.2],

ZZ 81 8i— 1( )
i€ 1x

Bott-Samelson, Demazure et Hansen ont construit une compactification
lisse B(w) de B(w) :

Bw)= ][] Bx)

X I W

={(¢B,...,9+1B) € (G/B)" " | V1 <i<r, g7 gis1 € Go, B}

Alors B(w) est lisse, projective, irréductible et contient B(w) comme sous-
variété ouverte. Posons

B : B(w) — G/BxG/B
(ng7"'7gT+1B) — (ng7g’l‘+1B)'

Alors B3, prolonge B3, (et en fait coincide avec B, sur B(x) pour tout
x < w). On pose alors, suivant [3, §9.10],

X(w) = By, (Br).
Notons que
(1.3) X(w)= ] Xx)

Alors X(w) est une variété lisse, projective et contient X (w) comme sous-
variété ouverte [3, lemme 9.11].

1.3. Normalisation

Avant de parler de la compactification de Y(n) et avant d’énoncer le
résultat principal de cet article, nous aurons besoin de quelques notations.
Tout d’abord, fixons un entier naturel non nul d et une puissance g de p tels
que, pour tout ¢ € T et pour tout w € W, on ait (wF)%(t) = t7. On fixe une
racine primitive (¢ — 1)-iéme de 'unité ¢ dans G,,,. On note encore wF :

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Y(T) — Y(T) 'endomorphisme de groupes induits par ’endomorphisme
wkl : T — T et on pose

Ny: Y(T) — TwF
A Npar(AQ),

ot Npajwp : T — T, t—1- wEFy o (wE) Ty Rappelons que Ny, est
surjective et induit un isomorphisme

~

Y(T)/(wF —1)(Y/(T)) — T%F.

Le morphisme 7y, : Y(w) — X(w) étant fini, on peut définir la normali-
sation Y (w) de X(w) dans Y (w) : c’est 'unique variété normale Z conte-
nant Y (w) comme sous-variété ouverte dense et munie d’un morphisme
fini Ty : Z — X(w) prolongeant 7. Le morphisme Ty, : Y (W) — X(w)
étant fini, Y(w) est une variété projective. Le but de cet article est de la
construire explicitement et d’en déduire les propriétés suivantes :

THEOREME 1.2. — Avec les notations précédentes, on a :
(a) La variété Y (w) est une variété projective, normale, rationnellement
lisse, de lieu singulier contenu dans

ﬂl( U X(x)).

x X w

[1x |22

(b) La variété Y (w) est munie d’une action de TV prolongeant I'action
sur Y(w) et telle que Ty, induit un isomorphisme Y (w)/T%F =
X(w).

(c) Six < w, le stabilisateur dans TYY d’un élément de 7, (X(x)) est
égal & Ny (Yo x)-

(d) Si x % w, alors il existe un morphisme canonique ix : Y (x) —

=1

Tw (X(x)) rendant le diagramme suivant commutatif

et induisant un isomorphisme Y (x)/Nx (Y x) — Ty (X(x)).

TOME 59 (2009), FASCICULE 2



628 Cédric BONNAFE & Raphaél ROUQUIER

Rassemblons les constructions précédentes dans le diagramme commu-
tatif suivant :

¥ (w) > Y (w) T (X(x) < Y ()
(1.4) T Tw -
X(w)C X(w) °X (x)
Remarque 1.3. — L’énoncé (¢) du théoréme précédent montre que

X (x) = T (X(x))/ (T /Nuw (Y x))
tandis que 1’énoncé (d) montre que
X (x) = 7, (X(%))/ (T /N (Yo x))
Ceci n’est pas une incohérence car
T /N (Yo x) = T /Nx(Yiw x)
d’apres [1, proposition 4.4 (4)].

La section suivante est consacrée a la démonstration du théoreme 1.2.
Avant cela, montrons que ce théoréme fournit une autre preuve de [3, lemme
9.13]. Tout d’abord, si 1< i< r, notons w(i) = (81,...,8i-1, 1, Si41,---,5r)
< w. Alors

X(w) \ X(w)

I
-
Jal
2

et les X(w(i)) sont des diviseurs lisses & croisements normaux.
On en déduit alors [3, Lemma 9.13] :

COROLLAIRE 1.4. — Le TV -torseur Y (w) (au-dessus de X(w)) se ra-
mifie le long de X(w(i)) de la méme fagon que le changement de base sous
s1--si—1(a)) : Gy, — T du revétement de Lang T — T, t +— t~1. Wit
se ramifie en 0.

2. Démonstration du théoréme 1.2
2.1. Premiére réduction

La preuve que nous proposons du théoreme 1.2 passe par une construc-
tion explicite de Y (w). Cependant, pour simplifier cette construction, il
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convient de remarquer qu’en raisonnant comme dans [1, §6.2], on peut
supposer (et nous le ferons) que 'hypothese suivante est satisfaite :

HYPOTHESE. — Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de §2, nous supposerons
que le groupe dérivé de G est simplement connexe.

Notons que ceci implique que G, ~ SLj et que oV est injective pour
toute racine o (en particulier, Y (T)/Za" est sans torsion).

2.2. Fonctions bi-invariantes sur G,U

Avant de procéder a la construction explicite de Y (w), nous aurons be-
soin de quelques résultats préliminaires sur les fonctions régulieres sur G, U
invariantes par Paction de U x U par translations & gauche et & droite (ici,
« est une racine simple). Commengons par étudier le cas du groupe SLs.

Notons
P SLo — Al

a b
ca) =
et notons Us le sous-groupe de SLy formé des matrices unipotentes trian-
gulaires supérieures. Il est alors facile de vérifier que ¢ est invariante par
Paction de Uy x Uy sur SLy (par translations & gauche et a droite). En

fait, en notant By le groupe des matrices triangulaires supérieures de SLo,
on a :

PROPOSITION 2.1. — Soient g € SLa, 2 € Gy, t = diag(z,27!) et

0 1
S—(l 0).A]ors.

(a) F[SL,|Y2*Y2 = Flp].
(b) w(tg) = 2""p(g) et p(gt) = z(g).
(c) w(t™'gt) = p(g)-
(d) On a ¢(g) =0 si et seulement si g € Ba.
(e) On a ¢(g) =1 si et seulement si g € UssUs.
Démonstration. — (a) Soit 1 € F[SLy]Y2*U2. 1l existe un unique poly-
i (1)) = P(c). Alors ¢ —
P(p) est une fonction Ug x Us-invariante sur SLy et nulle sur *U,. Par
conséquent, elle est nulle sur Us*UyUs : or, cet ensemble est dense dans
SLs, donc ¢ — P(p) = 0.

(b), (c), (d) et (e) découlent de calculs élémentaires. O

noéme P € F[T] tel que, pour tout ¢ € Al (

TOME 59 (2009), FASCICULE 2



630 Cédric BONNAFE & Raphaél ROUQUIER

Revenons aux groupes G,U. Fixons une racine simple a € A. Choisis-
sons un isomorphisme R, : SLy — G, de sorte que

Ro(Us) = Us, Nafs) = 50, b No (g 291>=av(z)

pour tout z € G,,. Notons U}, le sous-groupe de U engendré par la famille
(Us)geat\{a}- On a alors G,U = G,U}, = G, x U}. On note 7, :
G, x U}, — G, la projection naturelle. Notons pour finir ¢, la composition
poRJlor,: G, U — Al de sorte que le diagramme

-1

Toé «
G, U G, SL,
Pa 0
Al

soit commutatif. C’est une fonction réguliere sur G,U. Notons de plus que
(2'1) Spa(éa) =1,

car p(s) = 1.

PROPOSITION 2.2. — Soient g € G, U, u, v € U,t € T et z € G,
Alors

(a) palugv) = palg).

(0) (g0 (2) = 2p(o) et gala(2)g) = = eula).

(c) t7lg %ot € GaU et po(t™'g *ot) = @(9)

(d) ¢ ( ) = 0 si et seulement si g € B (c’est-a-dire si et seulement si

g€ T,»U=BnNG,U).
(e) palg) =1 si et seulement si g € Us,U.

Démonstration. — Les assertions (a), (b), (d) et (e) découlent facilement
de la proposition 2.1 et du fait que U?, est normalisé par U et G,,. Seul le (¢)
nécessite un commentaire. Tout d’abord, comme T est engendré par Ker a
et T,v, il suffit de montrer le résultat dans les deux cas suivants : «(t) =1
out = av(z), z € G, Le deuxiéme cas se traite immédiatement par la
proposition 2.1. Dans le premier cas, on remarque que ¢ commute avec G,
(et donc *ot = t) et, comme il normalise U}, on a 7, (t71g *t) = 7,(g9). O
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2.3. Construction de la variété Y (w) : premiére étape

Posons pour commencer
Z:l(w) = {(gan s agr—l-lU) € (G/U)T+1 | V1<i< r, gi_lgi+1 € GOLZU}

et notons
Tw : U(W) — B(w)
I’application canonique. Notons Uy, : Z:l(w) - G/UxG/U,(q1U,...,gr11
U) — (¢1U, gr+1U) l'extension de vy,. La variété U(w) est irréductible,
quasi-affine, lisse et de dimension 2r + dim G/U.
Nous définissons
Ow : U(w) — A"
(91U, 9r10) (2091 92)s -+ P, (97 gr41))-

D’apres la proposition 2.2 (a), 'application ¢, est bien définie et est un
morphisme de variétés. Fixons maintenant un r-uplet d’entiers naturels non
nuls d = (dy,...,d,), notons fq : A7 — A", (£1,...,&) — (€8, ..., &)
et posons

Ua(w) = {(8.6) €UW) x A" | pw(g) = fa(€)}.

PROPOSITION 2.3. — La variété Ug(w) est lisse, de dimension 2r +
dim G/U.
Démonstration. — Si o € A et d € N*| posons

Uoa={(9,6) € GaU/U x A" | palg) =€}
Les isomorphismes N, : G, — SLy et SLy/Uy — A? — {(0,0)},
(Z Z) — (a,c) induisent un isomorphisme G,U/U — A%\ {(0,0)}
et finalement

Uaa — {(2.y,) € A® | (,y) # (0,0) et y = €7} =~ A?\ {(0,0)}.

En particulier, U, 4 est lisse.
Soient w; = (s1,...,8;) et d; = (dy,...,d;). On dispose d’une suite de
morphismes canoniques

Ua(W) =Uq, (Wy) — Ua,_,(Wy—1) — -+ — Ug, (W) — G/U

(consistant & chaque étape a oublier le dernier terme de g et £) qui sont des
fibrations successives de fibres successivement isomorphes & des variétés de
la forme U, q, donc lisses. La lissité de Uq (W) s’en déduit. O

TOME 59 (2009), FASCICULE 2



632 Cédric BONNAFE & Raphaél ROUQUIER
2.4. Construction de la variété Y(w) : deuxiéme étape

Si 1< i< r, il existe un unique A; € Y(T) et un unique m; € Z vérifiant
les trois propriétés suivantes :
)\i — WF()\l) =Mm; 81" Si_l(a;/),
m; > 0,
Y (T)/Z\; est sans torsion.

Ceci découle de l'injectivité de Idy (r) —wF et du fait que Y(T)/Zo; est
sans torsion.

Remarque 2.4. — Les m; ne sont pas divisibles par p car 1’égalité qui
les définit implique que
(2.2) miNpajwp(s1---sic1(a))) = (¢ = DA,
donc
(2.3) m; divise ¢ — 1,

car Y(T)/Z\; est sans torsion.

Posons alors m = (mq,...,m,) et
Y (w) = {(g;€) € Um(w) | Dw(g) € Ur}.
En d’autres termes, Y(w) est formée des éléments (g1 U, ..., g.+1U; &1, ...,

&) € (G/U) L x A™ tels que

(24) { Vie {]—72a cee ,7"}, gz‘ilgiJrl S GaiU et P (9;19i+1) = glml ;
9r+1U = F(g1)U.
Rappelons le lemme suivant :
LEMME 2.5 (Deligne-Lusztig). — Soient H un sous-groupe fermé F-

stable de G, Z une G-variété lisse et § : Z — G/H x G/H un morphisme
G-équivariant. Alors le graphe de F : G/H — G/H est transverse a 0.

Démonstration. — Ce lemme est montré dans [3, Preuve du lemme 9.11]
dans le cas ot H = B mais la preuve reste valable mot pour mot dans le
cas général. g

Le morphisme U (w) — G/UXxG/U, (g, &) — vw(g) est G-équivariant
et la variété Uy, (w) est lisse d’apres la proposition 2.3. On déduit donc du
lemme 2.5 que

(2.5) Y (w) est lisse, purement de dimension 2r.
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COMPACTIFICATION DES VARIETES DE DELIGNE-LUSZTIG 633

Notons } o
Tw: Y(w) — X(w)
(8.8 r— 7wl(g)

Nous allons maintenant construire une action & droite de TV x (G,,)"
sur Y (w). Tout d’abord posons, pour tout z = (21,...,2,) € (Gn)",

{%(Z) = Mi(21) - Ar(2r)

vit1(z) = Sy (z)a) (2""), pourie {1,2,...,7}.

Alors
(2.6) F(71(2)) = yri1(2).

Démonstration. — En effet,

r(2) = (2) Y () R (1) - gl (57)

et donc

(@) () = () - Ar(z) Y (Aa(z) M)

X oY (™) Moy (™) o ey (e ) = 1,

la derniere égalité découlant de la définition des ;. |

Siz=(21,-.-,2r) € (G)", sit € T¥F et si (¢1U,...,q,.U, F(g1)U;
&1,...,&) € Y(w), on pose

(gan cee 7gTUaF(gl)U;£17 e ,gr) *Z =
(9171 (Z)Uv s 7gTrYT(Z)U’ F(91)7T+1(Z)U; Zlgla ceey err)

et

(gan cee 7grUa F(gl)Ua 517 e ,57’) *t =
(gltUagQSltUa SRR 797‘8T_14”SltU7 F(gl)srm(ﬂtU; gla e a§r)~
PROPOSITION 2.6. — Les formules ci-dessus définissent une action de

TVE % (G,,)" sur la variété Y (w). De plus, le morphisme 7y, : Y (W) —
X(w) induit un isomorphisme Y (w)/(T% x (G,,)") — X(w).

Démonstration. — Montrons que 'on a bien défini une action. Soient
(g:€) € Y(w), t € TV et z € (G,,)". Tl suffit de montrer que (g; &) *t et
(g;&) * z appartiennent a Y(w) (les axiomes des actions de groupes sont
clairement vérifiés). Ecrivons

g:(gan"'7gT+1U)ﬂ £:<§17"'7§7’) et Z:(Z17---7ZT)~
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Commencons par montrer que (g; &) * ¢t € Y(w). Posons pour simplifier
t; = %i-17%1¢, On a alors

(giti) " (girativ) = t; (g, 'gir1) *'ts
et donc, d’apres la proposition 2.2 (c), on a (git;) *(git1tit1) € G, U et
Pai ((9iti) " (gir1tit1)) = ai (97 'gig1) = &

D’autre part, puisque t € T on a F(gi1t1)U = g,41 FtU = g,.1 ¥ ¢
U = gr41tr41U. Donc (g;€) xt € Y(w).
Montrons maintenant que (g; &) *z € Y(w). D’une part, on a

(97i(2)) " (gig17i41(2) = %(2) " (g; ' gir1) “vi(z)ey (2]™),

donc (g;7i(z)) "1 (gi+17i+1(2)) € G4, U et son image par le morphisme ¢,
est 2" 0, (97 giv1) = (2:&)™ (voir la proposition 2.2 (b) et (c)). D’autre
part, d’apres 2.6, on obtient g, 117,+1(2)U = F(g171(z))U. Donc (g; &)*z €
Y (w).

Il nous reste & montrer la derniere assertion de la proposition. Tout
d’abord, il est clair que les (T%¥ x (G,,)")-orbites sont contenues dans
les fibres de 7yw. Réciproquement, montrons que les fibres de 7y sont
des orbites. Soient donc (g; €) et (g';¢’) deux éléments de Y (w) tels que

Tw(g; &) = Tw(g’; &) Ecrivons
g:(glU""7gT+1U)7 52(51""7§7‘)a

g =(U,....q,U) et &=(&,....&)

Par hypothese il existe t; € T tels que g;U = g;t;U. Mais, puisque gl’._lgg+1
et g;° Lgi11 appartiennent & G, , U, cela montre que t; 1 ¢i11 appartient &
T4y, ou encore que Sitfl tiv1 appartlent a T, V. Soit donc z; € Gy, tel
que iy = *it; o) (2]""). Posons z = (z1,...,2,). Alors quitte & remplacer
(g; &) par (g; &) * z, et quitte a multiplier z; par une racine my-ieme de
I'unité, on peut supposer que & = &’ et t;,, = ®it;. Mais alors, le fait que
gr+1U = F(g1)U et g, ;U = F(¢})U impose que t,41 = F(t1), et donc
que t € TVF. Par conséquent, (g';¢') = (g; &) * t.

Les variétés Y(w) et X(w) étant lisses et les fibres de 7y, étant des
(TYF x(G,,)")-orbites, il suffit maintenant de montrer que 7y, est séparable
[2, proposition 6.6]. Pour cela, notons I1(§) = & -+ &, si (&1,...,&) € AT
et posons

Yo(w) = {(g:6) € Y(w) | II(€) # 0}
Notons iy : Y(w) — Y(w), g — (g;1,...,1). Le fait que i (g) € Y(w)
découle de ce que @,,(s;) = 1 d’apreés 2.1. Alors Y, (w) est un ouvert de
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Y (w) contenant iy (Y (w)) et son image par 7y, est X(w) (voir la propo-
sition 2.2 (d)). Le morphisme Y (w) — X(w) étant séparable, il suffit de
remarquer que 'application
Y(W) % (G)” — Valw)
(8,2) — iw(g)*z
est un isomorphisme de variétés : cela vient du fait que, si g € (G/U)"+!
vérifie (g;1,...,1) € Y(w), alors g € Y(w) d’apres la proposition 2.2
(e). O
On a donc un diagramme commutatif, ol les fleches verticales sont des
morphismes quotients par les actions des groupes indiqués :

g(W ouvert ?(W)
(Gm)"
Y(W TWFX(Gm)r

i
x}w - X(w)

ouvert

Si I est une partie de {1,2,...,r}, on pose

Yi(w)={(g&,..,&) €Y (w) [Vie{l,2,...,r}, i€l < & =0}
et
Hr={z=(z1,....2) € (Gn)" [ n(2) = =y1(2z) =1
et ViglI, z=1}.
Alors Y 71(W) est une sous-variété localement fermée de Y(W)7 stable par
I'action de T%F x (G,,)", et
(2.7) le stabilisateur d’un élément de Y (w) dans (G,)" est égal & Hj.

D’autre part, il résulte facilement de la proposition 2.2 (d) que, si x < w,
alors

(2.8) o' (X(x)) = Y1, (W)

w
En particulier, on a une partition en sous-variétés localement fermées
(2.9) Yw)= J[ Yi(w).
I1c{1,2,...,r}

PROPOSITION 2.7. — Soit I une partie de {1,2,...,r}. Alors :
(a) Hp est un groupe fini, contenu dans Hyy o . .
(b) Si|I| <1, alors Hy = 1.
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Démonstration. — (a) Il est tout d’abord évident que H; est contenu
dans Hyy 5, . ry- Il suffit donc de montrer que ce dernier est fini. Or, si z =
(21,-++,2:) € Hy12,... 4}, alors puisque v;(z) = v;i11(z) = 1, il résulte de la
définition des v; que o (2]"") = 1. Puisque o est injectif (car G,, ~ SLy),
on en déduit que z; est une racine m;-ieme de 'unité. D’ou le résultat.

(b) Si I = @, alors Hy = 1 par définition. Si I = {i} et si z =

(#1,...,27) € Hy, alors z; = -+ = 2,01 = zi41 = -+ = 2z = 1. Mais
de plus 71(z) = 1, ce qui implique que \;(z;) = 1. Donc z; = 1 car, puisque
Y (T)/Z\; est sans torsion, le morphisme \; : G, — T est injectif. O

Posons maintenant

Y(w) =Y(w)/(Gn)",

notons proj,, : Y(w) — Y(w) la projection canonique et notons 7y, :
Y (w) — X(w) le morphisme de variétés induit par 7. Si I C {1,2,...,7},
on note &; la fonction caractéristique du complémentaire de I, que ’on voit
comme un élément de A”. On pose aussi Y;(w) = Y (w)/(Gn)" C Y(w).
On a bien stir

Yw) = [ Yiw).

Ic{1,2,...,r}

Soit x < w. Comme dans la preuve de la proposition 2.6, on montre qu’on
a un morphisme bien défini

Y (x) X (Gm)"/Hp,, — Y1, (W)
(9,2) v+ (9,€1,) % 2

et que c’est un isomorphisme. En particulier, YIX (w) est lisse.
On définit alors

ix: Y(x) — Y (w)
g +—— proju(g.&r).

Il est clair que
(2.10) T (X(x)) =Y, (W).

Le morphisme canonique Y (w) — Y _(w) est le quotient par I’action
libre de (G,,)"/H;, et Y_(w) est lisse, donc Y _(w) est lisse.

Nous allons montrer que Y (w) est la normalisation de X (w) dans Y (w)
et que les énoncés (a), (b), (c) et (d) du théoréme 1.2 sont vérifiés.
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2.5. Fin de la démonstration

Dans la preuve de la proposition 2.6, il a été remarqué que ’application

Y(w) % (Gn)” —  Yo(w)
(g,2) — lw(g) * z

est un isomorphisme de variétés. Cela montre que iy : Y(w) — Y (w)
est une immersion ouverte, d'image Y z(w) = 7y,' (X(w)). On a donc un
diagramme commutatif

Y(w)(# Y (w)

X(w)e— X(w).
D’autre part, par construction, i, est TWF-équivariant et il résulte de la
proposition 2.6 que Ty induit un isomorphisme de variétés
(2.11) Y (w)/ TV = X(w).

D’autre part, posons H = Hyy 5 . y. Alors ?(w)/H est une variété nor-

male et rationnellement lisse (car Y (w) est lisse et H est fini) et le groupe
(G,,)"/H agit librement sur Y (w)/H. Donc

(2.12) Y (w) est une variété normale et rationnellement lisse
et
(2.13) le morphisme T, est un morphisme fini.

Par conséquent, Y (w) est bien la normalisation de X(w) dans Y (w).

Preuve du (a). — Puisque Ty, est un morphisme fini (voir 2.13), c’est
un morphisme projectif. La variété X (w) étant projective, Y (w) est aussi
projective.

Le morphisme canonique Y(w)/H{L_“’,«} — Y(w) est lisse et la des-
cription du lieu singulier de Y (w) se rameéne donc au cas de la variété
Y(W)/H{LMT}. Puisque Hy .,y agit librement sur ngl \?I(W) (d’apres
la proposition 2.7 (b)), on obtient la derniére assertion de (a).
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Remarque 2.8. — Le lieu de ramification du morphisme quotient Y (w)
— Y(w)/H{l,_“,T} est de codimension > 1. La variété Y (w) est lisse, donc
le théoréeme de pureté du lieu de ramification [5, X, Théoréme 3.1] montre
que le lieu singulier de Y(W)/H{l,__ﬂ,.} est I'image de ][z, -1 Y (w).

Il existe des exemples oll la variété normale Y (w) n’est pas lisse : si
G = GLsg, si F' est ’endomorphisme de Frobenius déployé standard sur le
corps fini F,, et si s et ¢ sont les deux réflexions simples, alors la variété
Y (s,t) n’est pas lisse car le groupe fini Hj 2 est cyclique d’ordre 1+ ¢qo+¢3.

Preuve du (b). — Cela a été démontré dans 2.11.
Preuve du (c). — Soit t € TVF et soit x < w. Alors ¢ stabilise un
élément de 7' (X(x)) si et seulement si il existe z = (21,...,2.) € (Gp)"

tel que, pour tout i € {1,2,...,r}, on ait
~i(z) = %=17°1¢ pour tout ¢ et z; = 1 pour i ¢ Iy.

Sitelest le cas,ona z]"* = 1 pourtoutiett = Ai(21)--- Ar(2,). D’apres 2.3,
il existe donc e; € Z tel que z; = (¢(4=D/™i)e  done

t= NW<Z €; S1~"5i—1(aiv)>

i€lx

d’apres 2.2. Donc t € Ny, (Yw x). La réciproque se montre de fagon analogue.

Preuve du (d). — Soit x < w. On a construit un morphisme canonique
ix : Y(X) — Tyl (X(x)). Tout d’abord, la surjectivité de i, résulte du fait
suivant : si (g;€) € Y(w) et si x < w, alors £ = &, si et seulement si
g € Y (x) (voir la proposition 2.2 (e)). De plus, puisque 7, 0 ix = mx (0ol
7% désigne la restriction de Ty, & Ty, (X(x)) — X(x)), le morphisme iy est
séparable. Les variétés Y (x) et Ty, (X (x)) étant lisses, il suffit de montrer
que les fibres de ix sont les Ny (Y5 x)-orbites.

Ecrivons x = (21,...,2,), ot 2; € {1,s;} pour tout i. Comme 7% o
ix = Tx, les fibres de (7,

t € T*F et soit g € Y(x). Alors ix(g - t) = ix(g) si et seulement si il existe
z=(z1,...,2-) dans (G,,)" tel que

V1<i<r+1, 1%t =~,(z),
V1 g Ix7 zZ; = 1.

)~! sont contenues dans des T*!-orbites. Soit

(%)
Posons, comme dans [1, §4.4.3],
Sw,x = {(al, . ,ar+1) S ’]jr—i_1 | Qpi1 = F(al),

Vidlx, aiy1 = "a; et Vi€ ly, a;

?

1
aiv1 € Tov}
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Alors
Swx = {(a1,...,a,41) € T | a1 = F(a1),
Vidly, a1 = "a; et Vi€ Iy, “a;l ai41 € Taiv}
et donc 'application
U : ™" Sw.x

t (8T, Tl Ty T

est bien définie (et est un morphisme de groupes injectif). D’autre part, si
R est 'ensemble des (z1,...,2,) € (Gy,)" tels que z; = 1 si i & Iy, alors
I’application
Yx: Rx — Swx
z — (’yl(z),...,'yrﬂ(z))

est un morphisme de groupes qui est bien défini et dont il est facile de
vérifier que le noyau est fini (c’est Hy, ). Donc son image est de dimension
|Ix|, ce qui est aussi la dimension de Sy x (voir [1, page 17]). Donc

Swx = Im (7).
Mais la condition (x) est équivalente a dire que px(t) € Im(-,). Le résultat
découle alors de [1, proposition 4.11 (4)]. La preuve du théoréme 1.2 est
complete.
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