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COMPACTIFICATION DES VARIÉTÉS
DE DELIGNE-LUSZTIG

par Cédric BONNAFÉ & Raphaël ROUQUIER

Résumé. — Nous construisons explicitement la normalisation de la compactifi-
cation de Bott-Samelson-Demazure-Hansen des variétés de Deligne-Lusztig X(w)
dans leur revêtement Y(w) et retrouvons ainsi un résultat de Deligne-Lusztig sur
la monodromie locale autour des diviseurs de la compactification.

Abstract. — We construct explicitly the normalisation of the Bott-Samelson-
Demazure-Hansen compactification of Deligne-Lusztig varieties X(w) in their cov-
ering Y(w): we retrieve a result by Deligne-Lusztig about the local monodromy
around the divisors of the compactification.

Introduction

Dans [1], nous avons étudié le prolongement de certains systèmes lo-
caux sur les variétés de Deligne-Lusztig en vue d’une application algébrique
(équivalence de Morita donnée par la décomposition de Jordan, conjecturée
par Broué). Dans cette étude, nous utilisions un résultat crucial de Deligne-
Lusztig sur la ramification de ces systèmes locaux [3, lemme 9.13]. Une des
motivations du présent travail est de fournir une alternative “explicite” au
calcul local effectué dans la preuve de Deligne et Lusztig.

Plus précisément, si w est un élément du groupe de Weyl d’un groupe
réductif connexe G muni d’une isogénie F dont une puissance est un endo-
morphisme de Frobenius, il lui est associé deux variétés de Deligne-Lusztig
X(w) et Y(w) ainsi qu’un morphisme fini étale Y(w) → X(w) faisant de
X(w) un quotient de Y(w) par l’action du groupe fini TF des points ra-
tionnels d’un tore maximal F -stable T de G (voir [3, §1] : la variété Y(w) y

Mots-clés : variétés de Deligne-Lusztig, compactification, normalisation, monodromie.
Classification math. : 14Lxx, 20Gxx.



622 Cédric BONNAFÉ & Raphaël ROUQUIER

est notée X̃(ẇ)). Deligne et Lusztig [3, lemme 9.11] ont construit une com-
pactification lisse X(w) de X(w) à la Bott-Samelson-Demazure-Hansen. Le
but principal de cet article est de construire explicitement la normalisation
Y(w) de X(w) dans Y(w) :

Y(w)

��

� � // Y(w)

��
X(w) � � // X(w).

Une fois cette construction explicite réalisée, nous en déduisons les proprié-
tés fondamentales de Y(w) (voir le théorème 1.2) permettant d’en déduire
une nouvelle preuve du lemme 9.13 de Deligne-Lusztig [3] qui détermine
la monodromie locale du revêtement le long d’une des composantes de
X(w)−X(w). Ce lemme est un point clef dans la preuve de Deligne-Lusztig
des conjectures de Macdonald associant une représentation irréducible de
GF à un caractère en position générale de TF .

Notations

Tout au long de cet article, nous fixons un groupe réductif connexe G
défini sur une clôture algébrique F du corps fini à p éléments Fp, où p est
un nombre premier. Nous supposons de plus que G est muni d’une isogénie
F : G → G dont une puissance est un endomorphisme de Frobenius de G.

Fixons un sous-groupe de Borel F -stable B de G, un tore maximal
F -stable T de B et notons U le radical unipotent de B. Notons W =
NG(T)/T le groupe de Weyl de G relativement à T, X(T) (resp. Y (T))
le réseau des caractères (resp. des sous-groupes à un paramètre) de T, Φ
(resp. Φ∨) le système de racines (resp. coracines) de G relativement à T, ∆
(resp. ∆∨) la base de Φ (resp. Φ∨) associée à B et Φ+ (resp. Φ∨

+) l’unique
système de racines (resp. coracines) positives contenant ∆ (resp. ∆∨).

Si α ∈ Φ, on notera α∨ sa coracine associée, sα ∈ W la réflexion par
rapport à α, Uα le sous-groupe unipotent à un paramètre normalisé par T
associé à α, Tα∨ le sous-tore de T image de α∨ et Gα le sous-groupe de
G engendré par Uα et U−α.

Posons S = {sα|α ∈ ∆} et S̄ = S ∪ {1}. Nous noterons ` : W →
N = {0, 1, 2, . . .} la fonction longueur relativement à S. Nous noterons B
le groupe de tresses associé à (W,S), de générateurs {sα|α ∈ ∆}. Soit
f : B → W le morphisme canonique (i.e., l’unique morphisme tel que
f(sα) = sα pour tout α ∈ ∆) et soit σ : W → B l’unique application
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COMPACTIFICATION DES VARIÉTÉS DE DELIGNE-LUSZTIG 623

telle que σ(sα) = sα pour tout α ∈ ∆ et σ(vw) = σ(v)σ(w) si `(vw) =
`(v) + `(w). Cette application vérifie f ◦ σ = IdW .

1. Variétés de Deligne-Lusztig

Le lecteur pourra trouver dans [4] les résultats généraux sur les variétés
de Deligne-Lusztig que nous utiliserons ici.

1.1. Définition

Si n ∈ NG(T) et si gU, hU ∈ G/U, nous écrirons gU n hU si
g−1h ∈ UnU. Si w ∈ W et si gB, hB ∈ G/B, nous écrirons gB w hB
si g−1h ∈ BwB.

Si n = (n1, . . . , nr) est une suite d’éléments de NG(T) et si w = (w1, . . . ,

wr) désigne la suite de leurs images respectives dans W , on pose

U(n) =
{
(g1U, . . . , grU, gr+1U) ∈ (G/U)r+1 |

g1U
n1 g2U

n2 · · · nr−1 grU
nr gr+1U

}
et

B(w) =
{
(g1B, . . . , grB, gr+1B) ∈ (G/B)r+1 |

g1B
w1 g2B

w2 · · · wr−1 grB
wr gr+1B

}
Si t ∈ T et (g1U, . . . , grU, gr+1U) ∈ U(n), on pose

(g1U, g2U, . . . , grU, gr+1U) · t = (g1tU, g2n1tU, . . . , gr
nr−1···n1t

U, gr+1
nr···n1tU).

Il est alors facile de vérifier que, si g ∈ U(n), alors g · t ∈ U(n) et cela
définit une action à droite de T sur U(n). De plus, le morphisme canonique
G/U → G/B induit un morphisme

πn : U(n) −→ B(w)
(g1U, . . . , grU) 7−→ (g1B, . . . , grB)

et ce dernier induit un isomorphisme

(1.1) U(n)/T ∼−→ B(w).

Posons maintenant
υn : U(n) −→ G/U×G/U

(g1U, . . . , gr+1U) 7−→ (g1U, gr+1U)

TOME 59 (2009), FASCICULE 2



624 Cédric BONNAFÉ & Raphaël ROUQUIER

et
βw : B(w) −→ G/B×G/B

(g1B, . . . , gr+1B) 7−→ (g1B, gr+1B).

Alors le diagramme

U(n)

πn

��

υn // G/U×G/U

��
B(w)

βw

// G/B×G/B

est commutatif (la flèche verticale de droite étant la projection canonique).
Notons UF (resp. BF ) le graphe du morphisme de Frobenius F : G/U →

G/U (resp. F : G/B → G/B). Les variétés de Deligne-Lusztig associées à
n et w sont respectivement définies par

Y(n) = υ−1
n (UF ) et X(w) = β−1

w (BF ).

Notons toujours w : T → T la conjugaison par w1 · · ·wr. Alors le groupe
TwF agit sur Y(n) (par restriction de l’action de T sur U(n)) et le mor-
phisme canonique πn : Y(n) → X(w) obtenu par restriction de πn induit
un isomorphisme

(1.2) Y(n)/TwF ∼−→ X(w).

Pour finir, notons υn : Y(n) → G/U et βw : X(w) → G/B les premières
projections. Alors le diagramme

Y(n)

πn

��

υn // G/U

��
X(w)

βw

// G/B

est commutatif (la flèche verticale de droite étant la projection canonique).

Remarque 1.1. — Prolongeons l’application σ : W → B aux suites
d’éléments de W en posant σ(w) = σ(w1) · · ·σ(wr). Si n′ est une autre
suite d’eléments de NG(T) dont la suite des images dans W est w′, et
si σ(w) = σ(w′), alors les variétés B(w) et B(w′) sont canoniquement
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COMPACTIFICATION DES VARIÉTÉS DE DELIGNE-LUSZTIG 625

isomorphes et les T-variétés U(n) et U(n′) sont isomorphes, ces isomor-
phismes rendant le diagramme

U(n)

υn ))RRRRRRRRRRRRRRR

πn

��

∼ // U(n′)

πn′

��

υn′uulllllllllllllll

G/U×G/U

��

B(w) ∼ //

βw ))RRRRRRRRRRRRRRR B(w′)

βw′uulllllllllllllll

G/B×G/B

commutatif.
De plus, TwF = Tw′F et les TwF -variétés Y(n) et Y(n′) (resp. les va-

riétés X(w) et X(w′)) sont isomorphes (resp. canoniquement isomorphes),
les isomorphismes rendant le diagramme

Y(n)
υn

''PPPPPPPPPPPPP

πn

��

∼ // Y(n′)

πn′

��

υn′

wwnnnnnnnnnnnnn

G/U

��

X(w) ∼ //

βw

''PPPPPPPPPPPPP X(w′)
βw′

wwnnnnnnnnnnnnn

G/B

commutatif.

1.2. Compactification de Bott-Samelson-Demazure-Hansen

Pour tout α ∈ ∆, on fixe un représentant ṡα de sα dans Gα. La re-
marque 1.1 montre que, dans le but de construire une compactification
des variétés Y(n) et X(w), il est suffisant de travailler sous les hypothèses
suivantes :

Hypothèse. — Nous fixons une suite (α1, . . . , αr) d’éléments de ∆ et,
si 1 6 i 6 r, nous posons pour simplifier si = sαi et ṡi = ṡαi . Nous
supposons de plus que n = (ṡ1, . . . , ṡr) et w = (s1, . . . , sr).

TOME 59 (2009), FASCICULE 2



626 Cédric BONNAFÉ & Raphaël ROUQUIER

Si x = (x1, . . . , xr) et y = (y1, . . . , yr) sont deux suites d’éléments de
S̄ = S ∪ {1} (de même longueur), nous écrirons x 4 y si, pour tout i ∈
{1, 2, . . . , r}, on a xi ∈ {1, yi}. On pose aussi ẋ = (ẋ1, . . . , ẋr), où nous
choisirons toujours 1̇ = 1. Par exemple, ẇ = n et, pour simplifier les
notations, nous noterons πx, πx, υx et υx les applications πẋ, πẋ, υẋ et
υẋ, et la variété Y(ẋ) sera notée Y(x). Pour finir, on pose Ix = {1 6 i 6
r | xi = 1} et on définit, comme dans [1, §4.4.2],

Yw,x =
∑
i∈Ix

Z s1 · · · si−1(α∨i ).

Bott-Samelson, Demazure et Hansen ont construit une compactification
lisse B(w) de B(w) :

B(w) =
∐

x 4 w

B(x)

= {(g1B, . . . , gr+1B) ∈ (G/B)r+1 | ∀ 1 6 i 6 r, g−1
i gi+1 ∈ GαiB}.

Alors B(w) est lisse, projective, irréductible et contient B(w) comme sous-
variété ouverte. Posons

βw : B(w) −→ G/B×G/B
(g1B, . . . , gr+1B) 7−→ (g1B, gr+1B).

Alors βw prolonge βw (et en fait coïncide avec βx sur B(x) pour tout
x 4 w). On pose alors, suivant [3, §9.10],

X(w) = β
−1

w (BF ).

Notons que

(1.3) X(w) =
∐

x 4 w

X(x).

Alors X(w) est une variété lisse, projective et contient X(w) comme sous-
variété ouverte [3, lemme 9.11].

1.3. Normalisation

Avant de parler de la compactification de Y(n) et avant d’énoncer le
résultat principal de cet article, nous aurons besoin de quelques notations.
Tout d’abord, fixons un entier naturel non nul d et une puissance q de p tels
que, pour tout t ∈ T et pour tout w ∈W , on ait (wF )d(t) = tq. On fixe une
racine primitive (q − 1)-ième de l’unité ζ dans Gm. On note encore wF :

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



COMPACTIFICATION DES VARIÉTÉS DE DELIGNE-LUSZTIG 627

Y (T) → Y (T) l’endomorphisme de groupes induits par l’endomorphisme
wF : T → T et on pose

Nw : Y (T) −→ TwF

λ 7−→ NF d/wF (λ(ζ)),

où NF d/wF : T → T, t 7→ t · wFt · · · (wF )d−1
t. Rappelons que Nw est

surjective et induit un isomorphisme

Y (T)/(wF − 1)(Y (T)) ∼−→ TwF .

Le morphisme πw : Y(w) → X(w) étant fini, on peut définir la normali-
sation Y(w) de X(w) dans Y(w) : c’est l’unique variété normale Z conte-
nant Y(w) comme sous-variété ouverte dense et munie d’un morphisme
fini πw : Z → X(w) prolongeant πw. Le morphisme πw : Y(w) → X(w)
étant fini, Y(w) est une variété projective. Le but de cet article est de la
construire explicitement et d’en déduire les propriétés suivantes :

Théorème 1.2. — Avec les notations précédentes, on a :
(a) La variété Y(w) est une variété projective, normale, rationnellement

lisse, de lieu singulier contenu dans

π−1
w

( ⋃
x 4 w

|Ix|>2

X(x)
)
.

(b) La variété Y(w) est munie d’une action de TwF prolongeant l’action
sur Y(w) et telle que πw induit un isomorphisme Y(w)/TwF ∼−→
X(w).

(c) Si x 4 w, le stabilisateur dans TwF d’un élément de π−1
w (X(x)) est

égal à Nw(Yw,x).
(d) Si x 4 w, alors il existe un morphisme canonique ix : Y(x) →
π−1
w (X(x)) rendant le diagramme suivant commutatif

Y(x)
ix //

πx

##GGGGGGGGGGGGGGGGGGG
π−1
w (X(x))

πw

��
X(x)

et induisant un isomorphisme Y(x)/Nx(Yw,x) ∼−→ π−1
w (X(x)).

TOME 59 (2009), FASCICULE 2



628 Cédric BONNAFÉ & Raphaël ROUQUIER

Rassemblons les constructions précédentes dans le diagramme commu-
tatif suivant :

Y(w)
iw� � //

πw

��

Y(w)

πw

��

π−1
w (X(x))? _oo

��

Y(x)
ixoo

πx

����
��

��
��

��
��

��
��

�

(1.4)

X(w) � � // X(w) X(x)? _oo

Remarque 1.3. — L’énoncé (c) du théorème précédent montre que

X(x) ' π−1
w (X(x))/

(
TwF /Nw(Yw,x)

)
tandis que l’énoncé (d) montre que

X(x) ' π−1
w (X(x))/

(
TxF /Nx(Yw,x)

)
.

Ceci n’est pas une incohérence car

TwF /Nw(Yw,x) ' TxF /Nx(Yw,x)

d’après [1, proposition 4.4 (4)].

La section suivante est consacrée à la démonstration du théorème 1.2.
Avant cela, montrons que ce théorème fournit une autre preuve de [3, lemme
9.13]. Tout d’abord, si 16 i6 r, notons w(i) = (s1, . . . , si−1, 1, si+1, . . . , sr)
4 w. Alors

X(w) \X(w) =
r⋃

i=1

X(w(i))

et les X(w(i)) sont des diviseurs lisses à croisements normaux.
On en déduit alors [3, Lemma 9.13] :

Corollaire 1.4. — Le TwF -torseur Y(w) (au-dessus de X(w)) se ra-
mifie le long de X(w(i)) de la même façon que le changement de base sous
s1 · · · si−1(α∨i ) : Gm → T du revêtement de Lang T → T, t 7→ t−1 · wFt,
se ramifie en 0.

2. Démonstration du théorème 1.2

2.1. Première réduction

La preuve que nous proposons du théorème 1.2 passe par une construc-
tion explicite de Y(w). Cependant, pour simplifier cette construction, il
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convient de remarquer qu’en raisonnant comme dans [1, §6.2], on peut
supposer (et nous le ferons) que l’hypothèse suivante est satisfaite :

Hypothèse. — Dorénavant, et ce jusqu’à la fin de §2, nous supposerons
que le groupe dérivé de G est simplement connexe.

Notons que ceci implique que Gα ' SL2 et que α∨ est injective pour
toute racine α (en particulier, Y (T)/Zα∨ est sans torsion).

2.2. Fonctions bi-invariantes sur GαU

Avant de procéder à la construction explicite de Y(w), nous aurons be-
soin de quelques résultats préliminaires sur les fonctions régulières sur GαU
invariantes par l’action de U×U par translations à gauche et à droite (ici,
α est une racine simple). Commençons par étudier le cas du groupe SL2.

Notons
ϕ : SL2 −→ A1(

a b

c d

)
7−→ c

et notons U2 le sous-groupe de SL2 formé des matrices unipotentes trian-
gulaires supérieures. Il est alors facile de vérifier que ϕ est invariante par
l’action de U2 × U2 sur SL2 (par translations à gauche et à droite). En
fait, en notant B2 le groupe des matrices triangulaires supérieures de SL2,
on a :

Proposition 2.1. — Soient g ∈ SL2, z ∈ Gm, t = diag(z, z−1) et

s =
(

0 −1
1 0

)
. Alors :

(a) F[SL2]U2×U2 = F[ϕ].
(b) ϕ(tg) = z−1ϕ(g) et ϕ(gt) = zϕ(g).
(c) ϕ(t−1gst) = ϕ(g).
(d) On a ϕ(g) = 0 si et seulement si g ∈ B2.
(e) On a ϕ(g) = 1 si et seulement si g ∈ U2sU2.

Démonstration. — (a) Soit ψ ∈ F[SL2]U2×U2 . Il existe un unique poly-

nôme P ∈ F[T ] tel que, pour tout c ∈ A1, ψ
(

1 0
c 1

)
= P (c). Alors ψ −

P (ϕ) est une fonction U2 × U2-invariante sur SL2 et nulle sur sU2. Par
conséquent, elle est nulle sur U2

sU2U2 : or, cet ensemble est dense dans
SL2, donc ψ − P (ϕ) = 0.

(b), (c), (d) et (e) découlent de calculs élémentaires. �

TOME 59 (2009), FASCICULE 2



630 Cédric BONNAFÉ & Raphaël ROUQUIER

Revenons aux groupes GαU. Fixons une racine simple α ∈ ∆. Choisis-
sons un isomorphisme ℵα : SL2

∼−→ Gα de sorte que

ℵα(U2) = Uα, ℵα(s) = ṡα, et ℵα

(
z 0
0 z−1

)
= α∨(z)

pour tout z ∈ Gm. Notons U∗
α le sous-groupe de U engendré par la famille

(Uβ)β∈Φ+\{α}. On a alors GαU = GαU∗
α = Gα n U∗

α. On note τα :
GαnU∗

α → Gα la projection naturelle. Notons pour finir ϕα la composition
ϕ ◦ ℵ−1

α ◦ τα : GαU −→ A1, de sorte que le diagramme

GαU
τα //

ϕα

((QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ Gα

ℵ−1
α // SL2

ϕ

��
A1

soit commutatif. C’est une fonction régulière sur GαU. Notons de plus que

(2.1) ϕα(ṡα) = 1,

car ϕ(s) = 1.

Proposition 2.2. — Soient g ∈ GαU, u, v ∈ U, t ∈ T et z ∈ Gm.
Alors

(a) ϕα(ugv) = ϕα(g).
(b) ϕα(gα∨(z)) = zϕα(g) et ϕα(α∨(z)g) = z−1ϕα(g).
(c) t−1g sαt ∈ GαU et ϕα(t−1g sαt) = ϕ(g).
(d) ϕα(g) = 0 si et seulement si g ∈ B (c’est-à-dire si et seulement si
g ∈ Tα∨U = B ∩GαU).

(e) ϕα(g) = 1 si et seulement si g ∈ UṡαU.

Démonstration. — Les assertions (a), (b), (d) et (e) découlent facilement
de la proposition 2.1 et du fait que U∗

α est normalisé par U et Gα. Seul le (c)
nécessite un commentaire. Tout d’abord, comme T est engendré par Kerα
et Tα∨ , il suffit de montrer le résultat dans les deux cas suivants : α(t) = 1
ou t = α∨(z), z ∈ Gm. Le deuxième cas se traite immédiatement par la
proposition 2.1. Dans le premier cas, on remarque que t commute avec Gα

(et donc sαt = t) et, comme il normalise U∗
α, on a τα(t−1g sαt) = τα(g). �
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2.3. Construction de la variété Y(w) : première étape

Posons pour commencer

Ũ(w) = {(g1U, . . . , gr+1U) ∈ (G/U)r+1 | ∀ 1 6 i 6 r, g−1
i gi+1 ∈ GαiU}

et notons
π̃w : Ũ(w) −→ B(w)

l’application canonique. Notons υ̃w : Ũ(w) → G/U×G/U, (g1U, . . . , gr+1

U) 7→ (g1U, gr+1U) l’extension de υw. La variété Ũ(w) est irréductible,
quasi-affine, lisse et de dimension 2r + dimG/U.

Nous définissons

ϕw : Ũ(w) −→ Ar

(g1U, . . . , gr+1U) 7−→
(
ϕα1(g

−1
1 g2), . . . , ϕαr (g

−1
r gr+1)

)
.

D’après la proposition 2.2 (a), l’application ϕw est bien définie et est un
morphisme de variétés. Fixons maintenant un r-uplet d’entiers naturels non
nuls d = (d1, . . . , dr), notons fd : Ar → Ar, (ξ1, . . . , ξr) 7→ (ξd1

1 , . . . , ξdr
r )

et posons

Ũd(w) = {(g, ξ) ∈ Ũ(w)×Ar | ϕw(g) = fd(ξ)}.

Proposition 2.3. — La variété Ũd(w) est lisse, de dimension 2r +
dimG/U.

Démonstration. — Si α ∈ ∆ et d ∈ N∗, posons

Uα,d = {(g, ξ) ∈ GαU/U×A1 | ϕα(g) = ξd}.

Les isomorphismes ℵα : Gα
∼−→ SL2 et SL2/U2

∼−→ A2 − {(0, 0)},(
a b

c d

)
7→ (a, c) induisent un isomorphisme GαU/U ∼−→ A2 \ {(0, 0)}

et finalement

Uα,d
∼−→ {(x, y, ξ) ∈ A3 | (x, y) 6= (0, 0) et y = ξd} ' A2 \ {(0, 0)}.

En particulier, Uα,d est lisse.
Soient wi = (s1, . . . , si) et di = (d1, . . . , di). On dispose d’une suite de

morphismes canoniques

Ũd(ẇ) = Ũdr (ẇr) −→ Ũdr−1(ẇr−1) −→ · · · −→ Ũdr (ẇr) −→ G/U

(consistant à chaque étape à oublier le dernier terme de g et ξ) qui sont des
fibrations successives de fibres successivement isomorphes à des variétés de
la forme Uα,d, donc lisses. La lissité de Ũd(ẇ) s’en déduit. �
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2.4. Construction de la variété Y(w) : deuxième étape

Si 1 6 i 6 r, il existe un unique λi ∈ Y (T) et un unique mi ∈ Z vérifiant
les trois propriétés suivantes :

λi −wF (λi) = mi s1 · · · si−1(α∨i ),

mi > 0,

Y (T)/Zλi est sans torsion.

Ceci découle de l’injectivité de IdY (T)−wF et du fait que Y (T)/Zα∨i est
sans torsion.

Remarque 2.4. — Les mi ne sont pas divisibles par p car l’égalité qui
les définit implique que

(2.2) miNF d/wF (s1 · · · si−1(α∨i )) = (q − 1)λi,

donc

(2.3) mi divise q − 1,

car Y (T)/Zλi est sans torsion.

Posons alors m = (m1, . . . ,mr) et

Ỹ(w) = {(g; ξ) ∈ Ũm(w) | υ̃w(g) ∈ UF }.

En d’autres termes, Ỹ(w) est formée des éléments (g1U, . . . , gr+1U; ξ1, . . . ,
ξr) ∈ (G/U)r+1 ×Ar tels que

(2.4)
{
∀ i ∈ {1, 2, . . . , r}, g−1

i gi+1 ∈ GαiU et ϕαi(g
−1
i gi+1) = ξmi

i ;
gr+1U = F (g1)U.

Rappelons le lemme suivant :

Lemme 2.5 (Deligne-Lusztig). — Soient H un sous-groupe fermé F -
stable de G, Z une G-variété lisse et θ : Z → G/H×G/H un morphisme
G-équivariant. Alors le graphe de F : G/H → G/H est transverse à θ.

Démonstration. — Ce lemme est montré dans [3, Preuve du lemme 9.11]
dans le cas où H = B mais la preuve reste valable mot pour mot dans le
cas général. �

Le morphisme Ũm(w) → G/U×G/U, (g, ξ) 7→ υw(g) est G-équivariant
et la variété Ũm(w) est lisse d’après la proposition 2.3. On déduit donc du
lemme 2.5 que

(2.5) Ỹ(w) est lisse, purement de dimension 2r.
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Notons
π̃w : Ỹ(w) −→ X(w)

(g, ξ) 7−→ π̃w(g).

Nous allons maintenant construire une action à droite de TwF × (Gm)r

sur Ỹ(w). Tout d’abord posons, pour tout z = (z1, . . . , zr) ∈ (Gm)r,{
γ1(z) = λ1(z1) · · ·λr(zr)

γi+1(z) = siγi(z)α∨i (zmi
i ), pour i ∈ {1, 2, . . . , r}.

Alors

(2.6) F (γ1(z)) = γr+1(z).

Démonstration. — En effet,

γr+1(z) = w−1
γ1(z) sr···s2α∨1 (zm1

1 ) sr···s3α∨2 (zm2
2 ) · · · α∨r (zmr

r )

et donc

wFγ1(z)−1 wγr+1(z) =
(
λ1(z1) · · ·λr(zr)

)
wF
(
λ1(z1) · · ·λr(zr)

)−1

× α∨1 (z−m1
1 ) s1α∨2 (z−m2

2 ) · · · s1···sr−1α∨r (z−mr
r ) = 1,

la dernière égalité découlant de la définition des λi. �

Si z = (z1, . . . , zr) ∈ (Gm)r, si t ∈ TwF et si (g1U, . . . , grU, F (g1)U;
ξ1, . . . , ξr) ∈ Ỹ(w), on pose

(g1U, . . . , grU, F (g1)U; ξ1, . . . , ξr) ∗ z =

(g1γ1(z)U, . . . , grγr(z)U, F (g1)γr+1(z)U; z1ξ1, . . . , zrξr)

et

(g1U, . . . , grU, F (g1)U; ξ1, . . . , ξr) ∗ t =

(g1tU, g2s1tU, . . . , gr
sr−1···s1tU, F (g1)sr···s1tU; ξ1, . . . , ξr).

Proposition 2.6. — Les formules ci-dessus définissent une action de
TwF × (Gm)r sur la variété Ỹ(w). De plus, le morphisme π̃w : Ỹ(w) →
X(w) induit un isomorphisme Ỹ(w)/(TwF × (Gm)r) ∼−→ X(w).

Démonstration. — Montrons que l’on a bien défini une action. Soient
(g; ξ) ∈ Ỹ(w), t ∈ TwF et z ∈ (Gm)r. Il suffit de montrer que (g; ξ) ∗ t et
(g; ξ) ∗ z appartiennent à Ỹ(w) (les axiomes des actions de groupes sont
clairement vérifiés). Écrivons

g = (g1U, . . . , gr+1U), ξ = (ξ1, . . . , ξr) et z = (z1, . . . , zr).
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Commençons par montrer que (g; ξ) ∗ t ∈ Ỹ(w). Posons pour simplifier
ti = si−1···s1t. On a alors

(giti)−1(gi+1ti+1) = t−1
i (g−1

i gi+1) siti

et donc, d’après la proposition 2.2 (c), on a (giti)−1(gi+1ti+1) ∈ GαiU et

ϕαi

(
(giti)−1(gi+1ti+1)

)
= ϕαi(g

−1
i gi+1) = ξmi

i .

D’autre part, puisque t ∈ TwF , on a F (g1t1)U = gr+1
FtU = gr+1

w−1
t

U = gr+1tr+1U. Donc (g; ξ) ∗ t ∈ Ỹ(w).
Montrons maintenant que (g; ξ) ∗ z ∈ Ỹ(w). D’une part, on a

(giγi(z))−1(gi+1γi+1(z)) = γi(z)−1(g−1
i gi+1) siγi(z)α∨i (zmi

i ),

donc (giγi(z))−1(gi+1γi+1(z)) ∈ GαiU et son image par le morphisme ϕαi

est zmi
i ϕαi (g−1

i gi+1) = (ziξi)mi (voir la proposition 2.2 (b) et (c)). D’autre
part, d’après 2.6, on obtient gr+1γr+1(z)U = F (g1γ1(z))U. Donc (g; ξ)∗z ∈
Ỹ(w).

Il nous reste à montrer la dernière assertion de la proposition. Tout
d’abord, il est clair que les (TwF × (Gm)r)-orbites sont contenues dans
les fibres de π̃w. Réciproquement, montrons que les fibres de π̃w sont
des orbites. Soient donc (g; ξ) et (g′; ξ′) deux éléments de Ỹ(w) tels que
π̃w(g; ξ) = π̃w(g′; ξ′). Écrivons

g = (g1U, . . . , gr+1U), ξ = (ξ1, . . . , ξr),

g′ = (g′1U, . . . , g
′
r+1U) et ξ′ = (ξ′1, . . . , ξ

′
r).

Par hypothèse, il existe ti ∈ T tels que g′iU = gitiU. Mais, puisque g′−1
i g′i+1

et g−1
i gi+1 appartiennent à GαiU, cela montre que t−1

i ti+1 appartient à
Tα∨

i
, ou encore que sit−1

i ti+1 appartient à Tα∨
i

. Soit donc zi ∈ Gm tel
que ti+1 = siti α

∨
i (zmi

i ). Posons z = (z1, . . . , zr). Alors, quitte à remplacer
(g; ξ) par (g; ξ) ∗ z, et quitte à multiplier zi par une racine mi-ième de
l’unité, on peut supposer que ξ = ξ′ et ti+1 = siti. Mais alors, le fait que
gr+1U = F (g1)U et g′r+1U = F (g′1)U impose que tr+1 = F (t1), et donc
que t ∈ TwF . Par conséquent, (g′; ξ′) = (g; ξ) ∗ t.

Les variétés Ỹ(w) et X(w) étant lisses et les fibres de π̃w étant des
(TwF×(Gm)r)-orbites, il suffit maintenant de montrer que π̃w est séparable
[2, proposition 6.6]. Pour cela, notons Π(ξ) = ξ1 · · · ξr si (ξ1, . . . , ξr) ∈ Ar

et posons
Ỹ∅(w) = {(g; ξ) ∈ Ỹ(w) | Π(ξ) 6= 0}.

Notons ι̃w : Y(w) → Ỹ(w), g 7→ (g; 1, . . . , 1). Le fait que ι̃w(g) ∈ Ỹ(w)
découle de ce que ϕαi

(si) = 1 d’après 2.1. Alors Ỹo(w) est un ouvert de
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Ỹ(w) contenant ι̃w(Y(w)) et son image par π̃w est X(w) (voir la propo-
sition 2.2 (d)). Le morphisme Y(w) → X(w) étant séparable, il suffit de
remarquer que l’application

Y(w)× (Gm)r −→ Ỹ∅(w)
(g, z) 7−→ ι̃w(g) ∗ z

est un isomorphisme de variétés : cela vient du fait que, si g ∈ (G/U)r+1

vérifie (g; 1, . . . , 1) ∈ Ỹ(w), alors g ∈ Y(w) d’après la proposition 2.2
(e). �

On a donc un diagramme commutatif, où les flèches verticales sont des
morphismes quotients par les actions des groupes indiqués :

Ỹ∅(w) � �

ouvert
//

(Gm)r

��

Ỹ(w)

TwF×(Gm)r

��

Y(w)

TwF

��
X(w) � �

ouvert
// X(w)

Si I est une partie de {1, 2, . . . , r}, on pose

ỸI(w) = {(g; ξ1, . . . , ξr) ∈ Ỹ(w) | ∀ i ∈ {1, 2, . . . , r}, i ∈ I ⇐⇒ ξi = 0}

et
HI = {z = (z1, . . . , zr) ∈ (Gm)r | γ1(z) = · · · = γr+1(z) = 1

et ∀ i 6∈ I, zi = 1}.
Alors ỸI(w) est une sous-variété localement fermée de Ỹ(w), stable par
l’action de TwF × (Gm)r, et

(2.7) le stabilisateur d’un élément de ỸI(w) dans (Gm)r est égal à HI .

D’autre part, il résulte facilement de la proposition 2.2 (d) que, si x 4 w,
alors

(2.8) π̃−1
w (X(x)) = ỸIx(w).

En particulier, on a une partition en sous-variétés localement fermées

(2.9) Ỹ(w) =
∐

I⊂{1,2,...,r}

ỸI(w).

Proposition 2.7. — Soit I une partie de {1, 2, . . . , r}. Alors :
(a) HI est un groupe fini, contenu dans H{1,2,...,r}.
(b) Si |I| 6 1, alors HI = 1.
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Démonstration. — (a) Il est tout d’abord évident que HI est contenu
dans H{1,2,...,r}. Il suffit donc de montrer que ce dernier est fini. Or, si z =
(z1, . . . , zr) ∈ H{1,2,...,r}, alors puisque γi(z) = γi+1(z) = 1, il résulte de la
définition des γi que α∨i (zmi

i ) = 1. Puisque α∨i est injectif (car Gαi ' SL2),
on en déduit que zi est une racine mi-ième de l’unité. D’où le résultat.

(b) Si I = ∅, alors HI = 1 par définition. Si I = {i} et si z =
(z1, . . . , zr) ∈ HI , alors z1 = · · · = zi−1 = zi+1 = · · · = zr = 1. Mais
de plus γ1(z) = 1, ce qui implique que λi(zi) = 1. Donc zi = 1 car, puisque
Y (T)/Zλi est sans torsion, le morphisme λi : Gm → T est injectif. �

Posons maintenant

Y(w) = Ỹ(w)/(Gm)r,

notons projw : Ỹ(w) → Y(w) la projection canonique et notons πw :
Y(w) → X(w) le morphisme de variétés induit par π̃w. Si I ⊂ {1, 2, . . . , r},
on note ξI la fonction caractéristique du complémentaire de I, que l’on voit
comme un élément de Ar. On pose aussi YI(w) = ỸI(w)/(Gm)r ⊂ Y(w).
On a bien sûr

Y(w) =
∐

I⊂{1,2,...,r}

YI(w).

Soit x 4 w. Comme dans la preuve de la proposition 2.6, on montre qu’on
a un morphisme bien défini

Y(x)× (Gm)r/HIx → ỸIx(w)

(g, z) 7→ (g, ξIx) ∗ z

et que c’est un isomorphisme. En particulier, ỸIx(w) est lisse.
On définit alors

ix : Y(x) −→ YIx(w)
g 7−→ projw(g, ξIx).

Il est clair que

(2.10) π−1
w (X(x)) = YIx(w).

Le morphisme canonique ỸIx(w) → YIx(w) est le quotient par l’action
libre de (Gm)r/HIx et ỸIx(w) est lisse, donc YIx(w) est lisse.

Nous allons montrer que Y(w) est la normalisation de X(w) dans Y(w)
et que les énoncés (a), (b), (c) et (d) du théorème 1.2 sont vérifiés.
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2.5. Fin de la démonstration

Dans la preuve de la proposition 2.6, il a été remarqué que l’application

Y(w)× (Gm)r −→ Ỹ∅(w)
(g, z) 7−→ ι̃w(g) ∗ z

est un isomorphisme de variétés. Cela montre que iw : Y(w) → Y(w)
est une immersion ouverte, d’image Y∅(w) = π−1

w (X(w)). On a donc un
diagramme commutatif

Y(w)

πw

��

iw� � // Y(w)

πw

��
X(w) � � // X(w).

D’autre part, par construction, iw est TwF -équivariant et il résulte de la
proposition 2.6 que πw induit un isomorphisme de variétés

(2.11) Y(w)/TwF ∼−→ X(w).

D’autre part, posons H = H{1,2,...,r}. Alors Ỹ(w)/H est une variété nor-
male et rationnellement lisse (car Ỹ(w) est lisse et H est fini) et le groupe
(Gm)r/H agit librement sur Ỹ(w)/H. Donc

(2.12) Y(w) est une variété normale et rationnellement lisse

et

(2.13) le morphisme πw est un morphisme fini.

Par conséquent, Y(w) est bien la normalisation de X(w) dans Y(w).

Preuve du (a). — Puisque πw est un morphisme fini (voir 2.13), c’est
un morphisme projectif. La variété X(w) étant projective, Y(w) est aussi
projective.

Le morphisme canonique Ỹ(w)/H{1,...,r} → Y(w) est lisse et la des-
cription du lieu singulier de Y(w) se ramène donc au cas de la variété
Ỹ(w)/H{1,...,r}. PuisqueH{1,...,r} agit librement sur

∐
|I|61 ỸI(w) (d’après

la proposition 2.7 (b)), on obtient la dernière assertion de (a).
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Remarque 2.8. — Le lieu de ramification du morphisme quotient Ỹ(w)
→ Ỹ(w)/H{1,...,r} est de codimension > 1. La variété Ỹ(w) est lisse, donc
le théorème de pureté du lieu de ramification [5, X, Théorème 3.1] montre
que le lieu singulier de Ỹ(w)/H{1,...,r} est l’image de

∐
|HI |>1 ỸI(w).

Il existe des exemples où la variété normale Y(w) n’est pas lisse : si
G = GL3, si F est l’endomorphisme de Frobenius déployé standard sur le
corps fini Fq0 , et si s et t sont les deux réflexions simples, alors la variété
Y(s, t) n’est pas lisse car le groupe fini H1,2 est cyclique d’ordre 1+q0 +q20 .

Preuve du (b). — Cela a été démontré dans 2.11.

Preuve du (c). — Soit t ∈ TwF et soit x 4 w. Alors t stabilise un
élément de π−1

w (X(x)) si et seulement si il existe z = (z1, . . . , zr) ∈ (Gm)r

tel que, pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r}, on ait

γi(z) = si−1···s1t pour tout i et zi = 1 pour i 6∈ Ix.

Si tel est le cas, on a zmi
i = 1 pour tout i et t = λ1(z1) · · ·λr(zr). D’après 2.3,

il existe donc ei ∈ Z tel que zi = (ζ(q−1)/mi)ei , donc

t = Nw

(∑
i∈Ix

ei s1 · · · si−1(α∨i )

)
d’après 2.2. Donc t ∈ Nw(Yw,x). La réciproque se montre de façon analogue.

Preuve du (d). — Soit x 4 w. On a construit un morphisme canonique
ix : Y(x) → π−1

w (X(x)). Tout d’abord, la surjectivité de ix résulte du fait
suivant : si (g; ξ) ∈ Ỹ(w) et si x 4 w, alors ξ = ξIx si et seulement si
g ∈ Y(x) (voir la proposition 2.2 (e)). De plus, puisque πx

w ◦ ix = πx (où
πx
w désigne la restriction de πw à π−1

w (X(x)) → X(x)), le morphisme ix est
séparable. Les variétés Y(x) et π−1

w (X(x)) étant lisses, il suffit de montrer
que les fibres de ix sont les Nx(Yw,x)-orbites.

Écrivons x = (x1, . . . , xr), où xi ∈ {1, si} pour tout i. Comme πx
w ◦

ix = πx, les fibres de (πx
w)−1 sont contenues dans des TxF -orbites. Soit

t ∈ TxF et soit g ∈ Y(x). Alors ix(g · t) = ix(g) si et seulement si il existe
z = (z1, . . . , zr) dans (Gm)r tel que

(∗)
{
∀ 1 6 i 6 r + 1, xi−1···x1t = γi(z),
∀ i 6∈ Ix, zi = 1.

Posons, comme dans [1, §4.4.3],

Sw,x = {(a1, . . . , ar+1) ∈ Tr+1 | ar+1 = F (a1),

∀ i 6∈ Ix, ai+1 = xiai et ∀ i ∈ Ix, a−1
i ai+1 ∈ Tα∨

i
}.
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Alors
Sw,x = {(a1, . . . , ar+1) ∈ Tr+1 | ar+1 = F (a1),

∀ i 6∈ Ix, ai+1 = xiai et ∀ i ∈ Ix, xia−1
i ai+1 ∈ Tα∨

i
}

et donc l’application

µx : TxF −→ Sw,x

t 7−→ (t, x1t, . . . , xr−1···x1t, xr···x1t)

est bien définie (et est un morphisme de groupes injectif). D’autre part, si
Rx est l’ensemble des (z1, . . . , zr) ∈ (Gm)r tels que zi = 1 si i 6∈ Ix, alors
l’application

γx : Rx −→ Sw,x

z 7−→ (γ1(z), . . . , γr+1(z))
est un morphisme de groupes qui est bien défini et dont il est facile de
vérifier que le noyau est fini (c’est HIx). Donc son image est de dimension
|Ix|, ce qui est aussi la dimension de Sw,x (voir [1, page 17]). Donc

S◦w,x = Im(γx).

Mais la condition (∗) est équivalente à dire que µx(t) ∈ Im(γx). Le résultat
découle alors de [1, proposition 4.11 (4)]. La preuve du théorème 1.2 est
complète.
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