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UNE VARIANTE DE LA METHODE
ISOPERIMETRIQUE DE HAMIDOUNE,
APPLIQUEE AU THEOREME DE KNESER

par Eric BALANDRAUD

RESUME. — En théorie additive des nombres, le théoréme de Kneser joue au-
jourd’hui un role central dans un grand nombre de démonstrations. Hamidoune
a récemment développé une approche alternative au théoreme de Kneser, qu’il a
appelé méthode isopérimétrique et qui lui a permis de donner de nouvelles preuves
et de nombreuses généralisations de résultats classiques. Cependant, jusqu’a main-
tenant, on ne connaissait pas de démonstration du théoréeme de Kneser par cette
méthode. Nous proposons ici une nouvelle approche de type isopérimétrique, qui
nous permet entre autres de donner une seconde preuve du théoréeme de Kneser.

ABSTRACT. — In additive number theory, Kneser’s theorem is now a key el-
ement in a large number of proofs. Recently, Hamidoune developped a different
approach, that he called the isoperimetric method, and that allowed him to pro-
vide news proofs and generalizations of classical results. However, until now there
was no known proof of Kneser’s theorem by this method. We present here a new
isoperimetric point-of-view that, among others, yields a second proof of Kneser’s
theorem.

Introduction

Soit (G, +) un groupe (non nécessairement abélien). Soient A et B deux
sous-ensembles de G et g € G;onnote A+ B ={a+b|la€ A, be B}
et ¢+ B = {g} + B. Par convention, on pose § + B = (). Les premiers
résultats sur ’addition d’ensembles sont dis & Cauchy, notamment ce qu’on
appelle maintenant le théoréme de Cauchy-Davenport (et ses applications).
Démontré en premier lieu par Cauchy en 1813 [3], celui-ci I'utilisa pour
démontrer que dans Z/pZ tout élément est somme de k puissances k-iémes.

Mots-clés : Théorie additive des nombres, théoréeme de Kneser, méthode isopérimétrique,
théorie d’addition d’ensembles.
Classification math. : 11P70.
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Le théoréme fut redécouvert en 1935 par Davenport [6], mais ce n’est que
douze ans plus tard qu'’il réalisa qu’il avait été précédé [7].

THEOREME 1 (théoreme de Cauchy-Davenport). — Soient p un nombre
premier, A et B deux sous-ensembles non vides de Z/pZ. Alors on a

|A+ B| > min (p, |[A| 4+ |B| — 1).

Le théoreme de Vosper (cf. [26], [25]), qui date de 1956, précise la struc-
ture des ensembles intervenant dans le théoreme de Cauchy-Davenport,
lorsque la somme est de cardinal minimal, c¢’est-a-dire dans les cas d’éga-
lité.

THEOREME 2 (théoréme de Vosper). — Soient p un nombre premier,
A et B deux sous-ensembles de Z/pZ contenant chacun au moins deux
éléments et tels que |A+ B| <p—1. Si |[A+ B| = |A| +|B| — 1, alors A
et B sont des progressions arithmétiques de méme raison.

Les applications de ces résultats sont extrémement nombreuses en théorie
additive des nombres. Certaines généralisations aux groupes abéliens sont
bien connues, comme le théoreme de Chowla dans les groupes cycliques [4],
ou le théoréme de Mann [22], qui est le premier a faire intervenir explicite-
ment des sous-groupes :

THEOREME 3 (théoréme de Mann). — Soient G un groupe abélien fini,
et A et B deux sous-ensembles non vides de G tels que A+ B # G. Il existe
un sous-groupe strict H de G (i.e. H # G), tel que

|A+ B| > [A] + [H + B| — [H].

Dans un groupe abélien G, on appelle période d’un sous-ensemble B de G,
I’ensemble des g € G, tel que g + B = B. Il est immédiat de constater
que la période d’un sous-ensemble B est un sous-groupe de G. On dit
qu’un ensemble est périodique si sa période n’est pas réduite au sous-groupe
trivial. Le théoréme suivant di & Kneser (cf. [20], [21]) s’est révélé étre un
outil extrémement important en théorie additive des nombres :

THEOREME 4 (théoréme de Kneser). — Soient G' un groupe abélien, A
et B deux sous-ensembles finis non vides de G. Si H désigne la période
de A+ B, alors on a

|A+B|>|A+ H|+ |B+ H| - |H|.

On constate tout d’abord que le théoreme de Kneser implique les théo-
remes de Cauchy-Davenport et de Mann cités précédemment. De plus, les
applications du théoreme de Kneser sont elles aussi trés nombreuses et dans
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des domaines assez divers, notamment pour les ensembles d’entiers de pe-
tite somme, ou pour les ensembles « sum-free » dans les groupes abéliens.
Certaines de ces applications sont développées dans 'ouvrage de référence
de Nathanson [23]. Dans [19], Kemperman exposa une méthode générale,
généralisant le théoreme de Vosper, basée sur des transformations des en-
sembles considérés. Plus récemment, Hamidoune [11], [12], [13], [14], [16],
développa une méthode qu’il appela isopérimétrique, et qui permit de nom-
breuses généralisations des théoremes sur I’addition d’ensembles comme par
exemple une généralisation du théoréme 3k — 3 de Freiman [17], [18], une
amélioration de la détermination de la fonction X d’Erdés-Graham [24] ou
des avancées sur le probléme de Frobenius [15]. Cependant jusqu’a main-
tenant, on ne connaissait pas de preuve du théoreme de Kneser basée sur
cette méthode. Le propos de cet article est d’introduire une variante de la
méthode isopérimétrique de Hamidoune, adaptée spécifiquement & ’étude
des ensembles de petites sommes. On pourra apprécier 'intérét de cette
nouvelle approche par le fait qu’elle nous permet de donner une seconde
preuve du théoreme de Kneser. Parmi les différentes formulations du théo-
reme de Kneser, nous nous intéresserons plus particulierement a celle-ci,
qui peut se comprendre comme une caractérisation des paires de petite
somme :

THEOREME 5 (théoréme de Kneser). — Soient G' un groupe abélien, A
et B deux sous-ensembles finis non vides de G, tels que

|A+ B| < |A|+ |B| - 1.
Alors A+ B est périodique et si H est la période de A+ B, on a
|A+B|=|A+ H|+ |B+ H| - |H|.

L’équivalence entre les formulations des théoremes 4 et 5 se démontre par
un passage au quotient. Pour 1’étude des paires (A, B) de sous-ensembles
d’un groupe G de petite somme (i.e. |[A+B| < |[A|+|B|—1et A+ B # G),
on est amené a s’intéresser pour un ensemble B donné aux valeurs de la
fonction &5 : X — |X + B| — | X|. La méthode isopérimétrique de Hami-
doune caractérise déja les ensembles A qui atteignent le minimum &;(B)
de cette fonction. Mais le théoreme de Kneser est plus général et donne un
résultat pour tous les ensembles qui atteignent les valeurs de cette fonction
inférieures & |B| — 1. Le principe de la variante de la méthode isopérimé-
trique que nous introduisons consiste précisément a considérer les valeurs
successives prises par la fonction ®p entre x1(B) et |B| — 1, et les en-
sembles pour lesquels la fonction ®p atteint ces valeurs. Pour cela, nous
étudierons dans la premiére partie les propriétés d’outils additifs purement
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ensemblistes relatifs & un ensemble B. Nous définirons alors une certaine
famille de sous-ensembles dépendant de I’ensemble B, les cellules pour B,
qui sont des ensembles maximaux pour la somme par B. Le but principal
de cette premiere partie est de restreindre ’étude de la fonction ® 5 a cette
famille de sous-ensembles. Nous développerons dans une deuxieme partie
le principe des idées isopérimétriques (reprenant celles de Hamidoune, gé-
néralisant certaines), qui s’exprimera sous la forme d’inégalités liées a cette
fonction ® 5. On définit la seconde suite des nombres isopérimétriques, la
suite croissante des valeurs de @5 sur les cellules (la premiere étant celle
des travaux de Hamidoune). Ces propriétés et leurs liens avec les cellules
forment la base de notre nouvelle approche isopérimétrique. Elles seront
exposées dans un cadre général (dans un groupe non nécessairement abé-
lien), car la méthode isopérimétrique permet également d’envisager 1’étude
de problémes dans un cadre non abélien [27], [1].

Nous donnons dans la partie 3.1 un premier résultat (traduction d’un
résultat dit & Hamidoune [11]) concernant les ensembles minimisant la
fonction ®p dans un groupe abélien. Puis en 3.2, nous donnons un ré-
sultat original de structure (dans le cas abélien) concernant cette fois, tous
les ensembles tels que leurs valeurs par ® g soient strictement inférieures

a |B| — 1. De ce résultat, on déduit rapidement une nouvelle preuve du

théoréeme de Kneser dans la partie 4.

1. Outils additifs de pivot B C GG

Dans toute cette partie, on considére un groupe G non nécessairement
abélien et un sous-ensemble B de G. On donne ici les définitions et proprié-
tés de base nécessaires a la suite de l'article. Dans un souci de concision,
nous ne donnerons pas les preuves des résultats les plus simples (mais la
référence [1] contient les preuves completes ; elles ne font intervenir que des
considérations ensemblistes élémentaires).

1.1. L’application Pg: X — G~ ((G ~ (X + B)) — B)
On note P(G), 'ensemble des parties de G. On s’intéresse aux propriétés

de ’application :
Pp:P(G) —PG); X+— G~ ((GN(X+B))—B).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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L’étude de cette application permet de mettre en évidence les propriétés
élémentaires suivantes (dont on pourra trouver les preuves dans [1]) : pour
tous sous-ensembles X et Y de G, on a

(1.1) X C Pp(X),

(12) X +B=Py(X)+B,

(1.3) P3(X) = Pp(X),

(1.4) X +B=Y + B siet seulement si Pg(X) = Pp(Y).

Cette derniere propriété fait de Pg(X) un ensemble caractéristique de la
somme X + B. Cela nous permettra par la suite de limiter I’étude aux
ensembles images de Pg. On peut aussi remarquer que l’ensemble Pp(X)
peut étre défini comme ’ensemble maximal M tel que M + B C X + B.

1.2. Propriétés de I’image Cp de Pg

On note Cpg 'ensemble des images de P(G) par Pp,
Cs = P3(P(G)).

Les éléments de Cp seront appelés les cellules pour B. Elles sont caractéri-
sées naturellement comme étant les solutions de Pg(X) = X. On remarque
que Pg (@) = 0, ainsi } € Cp. De méme, on a Pg(G) = G, ainsi G € Cp. Ce
sont ces cellules qui nous intéressent, car elles sont caractéristiques de leurs
sommes avec B, nous allons donner leurs propriétés les plus élémentaires.
Dans la suite, on note m(X) Pensemble des g € G tels que g + X = X.
Comme dans le cas abélien, il est immédiat de constater que 7(X) est un
sous-groupe de GG, qu’on appelle période a gauche de X. Pour tous sous-
ensembles X, Y de G, et tout g € G, on a :

(1.5) Pp(g+ X) =g+ Pp(X),
(1.6) ©(X) C m(Pg(X)),
(1.7) si X CY, alorson a Pp(X) C Pg(Y).

On déduit de (1.5) que 'ensemble Cp est stable par translation & gauche
par un singleton. Le point clé de cette section est le résultat suivant :

PROPOSITION 6. — L’ensemble Cp est stable par intersection : si C4
et Cy sont deux éléments de Cg, alors C1 N Cy € Cp.

Démonstration. — Soit Z = C; N Cy. Comme Z C Cq, d’apres (1.7) et
(1.3),0n a Pg(Z) C Pp(Cy) = Cy. De méme, on a Pg(Z) C Pg(Csy) = Cs.

TOME 58 (2008), FASCICULE 3
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Ainsi Pg(Z) € C1 N Cqy = Z. De plus, (1.1) nous donne Z C Pg(Z), donc
on a Z = Pg(Z), ce qui signifie que Z € Cg. O

Notons bien que tout ce qui a été établi jusqu’ici I'a été dans un cadre
général. Nous voyons maintenant une particularité du cas ou le groupe est
abélien. Si G est abélien, pour tout sous-ensemble X de G, on a

(1.8) — Pp(X) = P_p(-X),

On en déduit que si G est abélien, Cp et C_p sont symétriques : pour
tout sous-ensemble X de GG, X € Cp si et seulement si —X € C_p.

1.3. Dualité additive D : X — G~ (X + B)

Parmi les propriétés des cellules qui nous seront utiles, il se trouve que
celles pour B et celles pour — B entretiennent des relations privilégiées que
nous allons détailler maintenant. On considere la fonction suivante :

Dp:P(G) — P(G), X— G~ (X+B).
On remarque immédiatement que
Pg=D_poDg.

Bien que 'expression de Dpg soit plus simple que celle de Pg, il est naturel
de présenter Pg en premier lieu car elle permet de définir les cellules pour B.
En effet, ’étude de 'application Dp permet de remarquer qu’elle établit
une bijection de Cp sur C_p, d'inverse D_p. C’est cette propriété qui
justifie 'appellation de dualité additive.

PROPOSITION 7. — L’image de la fonction Dg est C_g. De plus Dp
est une bijection de Cp sur C_p, d’inverse D_p.

Démonstration. — En effet, on a X + B = Pg(X) + B d’apres (1.2) ; on
obtient donc Dp(X) = Dg(Pg(X)). Pour X C G, on a Dg(X) € C_p;
en effet

P_p(Dp(X)) = (Dg o D_poDg)(X) = Dg(Ps(X)) = Dp(X).

Ainsi Dpg est & image dans C_g. Comme Ppg est une bijection de Cpg sur lui-
méme (Pp est méme 'identité de Cp sur lui-méme) et que Pg = D_p o Dp,
alors Dp est une injection de Cp sur C_p et D_p une surjection de C_p
sur Cpg. Il suffit d’échanger les roles de B et —B pour obtenir les pro-
priétés inverses. Ainsi Dg et D_ g sont des bijections respectivement de Cpg
sur C_p et de C_pg sur Cp et inverses I'une de autre. O

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On détermine les propriétés élémentaires suivantes de Dp (les preuves
complétes sont dans [1]). Pour tous sous-ensembles X et Y de G, toute
cellule C pour B et tout g € G, on a :

(1.9) Dp(g+X) =g+ Dp(X),

(1.10) m(X) C m(Dp(X)) et w(C) =n(Dgp(C)),
(1.11) si X CY alorsona Dp(Y)C Dp(X),
(112) PB(XUY):D,B(DB(X)QDB(Y))

Toutes les propriétés précédentes de Dp sont établies sans aucune hypo-
these sur G, nous allons maintenant voir une conséquence de la commuta-
tivité de G. Si G est abélien, pour tout sous-ensemble X de G, on a

(1.13) Dp(~X) = —D_p(X).

Remarque 1. — La notion de dualité additive apparait implicitement
dans I’énoncé du théoreme de Vosper. En effet, la condition |[A+ B| <p—1
est équivalente & |[Dp(A)| > 2. On a alors dans les hypotheses du théoreme
alafois |[A| = 2 et |[Dg(A)| > 2. Elle apparait aussi, sans notation, dans les
travaux de Hamidoune, qui s’intéresse aux ensembles X vérifiant | X| > k
et |Dp(X)| > k.

1.4. Contributions de B

Dans les parties précédentes, aucune supposition n’avait été faite sur
I’ensemble B. Nous allons voir ici que des propriétés propres a I’ensemble B
peuvent avoir des conséquences intéressantes pour ’études de ses cellules.
On note P;(G) l'ensemble des parties finies de G.

1.4.1. — Si B est un sous-ensemble fini et non vide de G, I'image de
tout sous-ensemble fini de G par Pg est fini, autrement dit :

Pp (Pf(G)) C Pf(G)

Si G est un groupe infini et B est un sous-ensemble fini de G, alors Dp
est une bijection de ’ensemble des cellules finies de Cp sur I’ensemble des
cellules de complémentaire fini de C_p.

1.4.2. — Si B est un sous-ensemble contenant 0 de GG, alors pour tout
X contenu dans G, les trois ensembles X, (X + B)\ X et Dp(X) forment
une partition du groupe G.

TOME 58 (2008), FASCICULE 3
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En effet, comme 0 € B, on a X C (X + B), ainsi X et (X + B) ~ X
forment une partition de X + B. Par définition, Dg(X) est le complémen-
taire de X + B dans G. Ainsi X, (X + B) \ X et Dp(X) forment une
partition de G. On en déduit ’égalité :

PROPOSITION 8. — Soit G un groupe. Si B est un sous-ensemble conte-
nant 0, alors pour toute cellule C pour B, on a

(C+ B)~ C = (Dp(C) — B) ~ Dp(C).

Démonstration. — Comme 0 € B, C, (C + B) \ C et Dp(C) forment
une partition de G. De méme, 0 € (—B), ainsi Dg(C), (Dg(C) — B) ~
Dg(C) et D_g(Dp(C)) = C forment aussi une partition de G. Ces deux
partitions comptent trois éléments chacune et ont deux éléments communs :
C et Dp(C). Ainsi il s’agit exactement de la méme partition de G et donc

(C'+ B)~ C = (D(C) — B) ~ Dp(C). O

2. Idées isopérimétriques

Dorénavant on consideére un groupe G et B un sous-ensemble fini non
vide de G.

2.1. Définition et premiéres propriétés

On s’intéresse aux valeurs de 'application :
Q)B:Pf(G)HNv X'—>|X+B‘7|X|a

qui, lorsque 0 € B, donne le nombre d’éléments du périmetre de X dans
le graphe de Cayley de (G, B), (graphe dont les sommets sont les élé-
ments de G et les arétes les paires (g1, g2), telles qu’il existe b € B tel
que g1 + b = g2). Les graphes de Cayley occupent une place importante en
théorie des graphes, voir le chapitre 6 de [10]. C’est a partir du point de vue
de la théorie des graphes que la méthode a été qualifiée d’isopérimétrique
par Hamidoune. Cette fonction va nous permettre de classer les cellules
pour B. Nous nous intéressons principalement aux ensembles de petit péri-
metre et donc aux cellules de petit périmetre. On établit dans cette partie
les propriétés de @ et ses relations avec les cellules pour B, en particulier
le fait que ®p prend toujours une valeur moindre sur une cellule que sur
un ensemble qui donne la méme somme par B et le fait que @5 prend la
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méme valeur sur une cellule que ®_g sur la cellule duale. Une propriété
immédiate de la définition de ® 5 est que pour tout g € G, on a

(I)B - (I)B+g.

En effet, quel que soit I’élément g € G, et pour tout sous-ensemble fini X,
les sous-ensembles X + B et X + B + g sont de méme cardinal. On a
alors | X + B| — | X|=|X + B+ g| — | X]|, donc ®p(X) = ®p44(X). Silon
choisit g = —b, avec b € B, cela revient a considérer que 0 appartient
a B. On peut alors considérer que pour tout X sous-ensemble de G, on a
X C (X + B) et donc on peut écrire

Pp(X)=|(X + B)\ X]|.

Contrairement a la formulation initiale de ® g, cette formulation ne néces-
site pas que 'ensemble X soit fini. On peut ainsi sans aucune perte de
généralité considérer que B contient 0 et étendre la fonction ®p a tout
sous-ensemble X de GG. Pour B un sous-ensemble fini de G contenant 0, on
considerera la fonction

Pp:P(G) — &NU{o0}, X+ |(X+ B)\X]|.

LEMME 9 (de translation). — Soient G un groupe et B un sous-ensemble
fini non vide de G. Pour tout g € G et tout X sous-ensemble fini de G, on a

Pp(X) =Pp(g+ X)

PROPOSITION 10. — Soient G un groupe et B un sous-ensemble fini non
vide de G. Pour tout sous-ensemble fini X de G, on a

®p(Pp(X)) < Pp(X).
De plus, si ®p(Pp(X)) = ®p(X), alors Pg(X) = X.

Démonstration. — On a vu en 1.4 que si B et X sont finis, alors Pp(X)
lest aussi. De plus, d’apreés (1.1), on a X C Pg(X), donc |X| < |Pg(X)|
et d’apres (1.2), on a X + B = Pg(X) + B, donc | X + B| = |Pg(X) + B|.
Ainsi

Pp(X) =|X + B| - |X| > |Pp(X) + B| — |Ps(X)| = ®5(Pp(X)).
De plus, si ®5(Pp(X)) = ®5(X), on obtient naturellement | Pp(X)| = | X].
Et l'inclusion (1.1) impose alors Pp(X) = X. O

PRrROPOSITION 11. — Soient G un groupe et B un sous-ensemble fini

contenant 0. Pour toute cellule finie ou de complémentaire fini C' pour B,

on a

®5(C) = _p(Dp(0)).

TOME 58 (2008), FASCICULE 3
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Démonstration. — On a (C'+ B) \ C = (Dp(C) — B) \ Dp(C) d’apres
la proposition 8. Ainsi

®5(C) =|(C+ B)~C| = |(Dp(C) — B)~ Dp(C)| = ®_5(Dp(C)).
O
Le cas abélien présente une particularité que nous voyons maintenant.
LEMME 12. — Si G est un groupe abélien et B un sous-ensemble fini
de G contenant 0, alors pour tout sous-ensemble fini X de G, on a
Op(X)=d_p(—X).
Démonstration. — Par unicité de I’élément opposé, on a | X| = | — X]| et
|X+B| = |-B—X]|. De plus, par commutativité, on a |- X —B| = |-B—X]|,
ainsi [ X + B|— |X|=|-X-B|—-|-X|. O

2.2. Les k-cellules et k-noyaux

On note C% = {0,G}; on a C% C Cp. On note aussi A\g(B) = 0 =
O (0) = ®5(G). On appelle O-cellule, un élément de C%. On introduit une
notation des cellules finies ou de complémentaire fini qui vise a les clas-
ser en fonction de la taille de leurs périmetres. En particulier, on appelle
I’ensemble des tailles de ces périmetres la seconde suite isopérimétrique
(en convenant d’appeler premieére suite isopérimétrique celle définie dans
les travaux de Hamidoune [11], [12], [13], [14], [16]) : on note Cp s I'en-
semble des cellules finies ou de complémentaire fini de B. Comme B est
fini, naturellement ces cellules ont un périmetre fini.

Définition 1. — On appelle seconde suite de nombres isopérimétriques
la suite ordonnée des valeurs prises par la fonction ® g sur ’ensemble des
cellules finies ou de complémentaire fini Cp, s . C%. On la notera

B(Cp,s ~Ch) = {0 < A\(B) < As(B) <--}.

La proposition 11 et la correspondance des cellules par dualité assure que
cette suite est la méme pour un ensemble B et pour son symétrique —B.

Définition 2. — Pour k un entier naturel non nul, on appelle k-cellule
une cellule finie ou de complémentaire fini C', qui n’est pas une 0-cellule,
telle que ®5(C) = A\i(B). On note C% I'ensemble des k-cellules.
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Si A1 (B) =0, on a
Ck = (Cps ~ Cy) NO5' (Mi(B)).
Pour k > 1, et pour tout k € Nsi \;(B) #0, on a
Cl = CpyNe5 (\(B)).

Parmi les k-cellules, lorsqu’il en existe de cardinal fini, certaines jouent un
role privilégié : celles de cardinal minimal. On les distingue en donnant la
définition suivante :

Définition 3. — Soit k£ un entier naturel non nul. S’il existe des k-cellules
de cardinal fini, on appelle k-noyau une k-cellule de cardinal minimal. On
note ce cardinal G (B).

Par définition, un noyau est toujours fini.

Remarque 2. — Pour k un entier naturel non nul, s’il existe des k-
cellules, au moins 'un des deux entiers ;(B) et Oix(—B) est bien défini.
En effet, si Oy (B) n’est pas défini, toutes les k-cellules pour B sont infinies,
donc par définition de complémentaire fini, ce qui impose que toutes les
k-cellules pour —B sont finies et ainsi que 8;(—B) soit bien défini.

LEMME 13. — Pour tout entier naturel k non nul pour lequel (i (B)
et Br(—B) sont définis, on a

Br(B) + Me(B) + Br(—B) < |G|,

Démonstration. — Si G est infini, tous les termes du membre de gauche
étant finis, I'inégalité est assurée. Si G est fini, on considere un k-noyau Ny,
pour B, alors d’apres la proposition 11, Dp(Ny) est une k-cellule pour — B,
ainsi, on a |Dg(Ny)| = Ok(—B). De plus, comme les trois ensembles Ny,
(Nr+B)\ Ny, et Dp(Ny,) forment, comme cela a été vu en 1.4, une partition
de G, on obtient

|G| = [Ni| + | (N + B) \ Ni| + | Dp(Ny)|
= Br(B) + Me(B) + |Dp(Ni)| = Bi(B) + A(B) + Be(—B).
O

Remarque 3. — Si G est abélien, d’apres le lemme 12 et (1.8), on a
Op(X) =P_p(—X) et (X € Cp & —X € C_p); ainsi pour tout entier
naturel k, 8;(B) et Ox(—B) sont toujours tous les deux définis et égaux :

Me(B) = A(=B) et Bi(B) = Be(—B).
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Remarque 4. — Bien que similaires, les outils de la méthode isopérimé-
trique développés par Y. ould Hamidoune, notamment dans [13] et [16] ne
sont pas les mémes que ceux qui viennent d’étre définis; ainsi les k-cellules
et les k-fragments des articles de Hamidoune ne sont pas tout a fait les
mémes objets, les k-noyaux ne sont pas les k-atomes et la premiere suite des
nombres isopérimétriques ki (B) est différente de celle des A (B). Cepen-
dant pour k = 1, et dans un groupe abélien, les 1-noyaux sont exactement
les 1-atomes et les 1-cellules sont exactement les 1-fragments. Par exemple,
dans un groupe abélien G pour un ensemble B tel que A\(B) < |B| — 1,
la proposition 4.2 de [16] établit qu’il existe un sous-groupe fini de G, dis-
tinct de {0}, tel que les 1-atomes soient les classes modulo ce sous-groupe.
Ainsi, le dual d’'un 1-atome est une union non vide de classes modulo ce
sous-groupe. Il s’ensuit qu'un 1-atome contenant n-éléments est aussi un i-
atome pour tout entier ¢ de 1 a n. La définition des i-cellules impose qu’une
i-cellule ne peut étre une j-cellule si i # j.

2.3. Inégalité fondamentale

On établit ici une inégalité classique liant les périmetres des intersection
et union de deux cellules en fonction de leur propre périmetre, on peut la
retrouver dans le lemme 3.5 de [14]. Cette inégalité sera l'outil clef, qui
nous permettra de donner les résultats de structure des cellules et noyaux.

PROPOSITION 14. — Soient G un groupe, B un sous-ensemble fini non
vide de G contenant 0 et X et Y deux sous-ensembles finis ou de complé-
mentaire fini de G, alors on a

Démonstration. — On considere les deux partitions { X, (X+B)~X, Dp(X)}
et {Y, (Y +B)\Y,Dp(Y)} vues en 1.4 et on construit la partition croisée

N X | (X+B)~ X | Dy(X)
Y Ry R Ry3
(Y+B)\Y | Ry Ry Ras
Dp(Y) R Rso Rss
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On a alors les trois égalités et l'inclusion suivantes :

(X +B)N X = Ri2U Raoa U Ry,
(Y+B)\Y:R21UR22UR237
((XUY)+B) N (XUY) = R32 U Ras U Rag,
((XﬁY)—‘rB) N (XﬁY) C R URgs U Roy.
Comme B est fini et que X et Y sont chacun soit fini soit de complémentaire
fini, les éléments R1s, Ra2, R32, Ro1 et Rao3 de cette partition sont tous finis.
Ainsi, on déduit des égalités et de 'inclusion précédentes, trois nouvelles
égalités et une inégalité
Pp(X) = |Riz| + [Ra2| + | Rs2l,
p(Y) = [Ra1| + [Roz| 4 |Ras|,
Pp(X UY) = |R3a| + |Roo| + |Ras|,
(I)B(XOY) |R12|+|R22|+‘R21|.

En additionnant les deux premieres lignes d’une part et les deux suivantes
d’autre part, on a alors

Pp(X) + @p(Y) = [Riz| + [Ra1| + 2|Roz| + |Rs2| + [Ras],
Pp(XNY)+Pp(XUY) < |Riz| + |Ra1| + 2|Raz2| + |Rs2| + | Rasl,
ce qui permet de conclure que
Dp(XNY)+35(XUY) < Bp(X) + 0p(Y).
O

On en déduit le résultat fondamental suivant, qui sera souvent utilisé
dans la suite.

COROLLAIRE 15. — Soient G un groupe et B un sous-ensemble fini
contenant 0 de G, C; une i-cellule et C; une j-cellule pour B. Si k et {
sont les entiers tels que C; N C; soit une k-cellule et Pg(C; U C}) soit une
{-cellule pour B, alors

Ae(B) + Ae(B) < Ai(B) + A (B).
De plus, si cette inégalité est une égalité, on a Pg(C; U C;) = C; U Cj.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer la proposition 14 avec X = C;,
et Y = C; pour obtenir I'inégalité

(DB(CZ n Cj) + (PB(CZ‘ U CJ) < (bB(Ci) + @B(Cj),

TOME 58 (2008), FASCICULE 3



928 Eric BALANDRAUD

donc
/\k(B) + @B(Cfi U CJ) < /\Z(B) + )\j(B)

De plus, on a \¢(B) = ®(Pp(C; UCj)) < ®5(C; UC;) d’apres la propo-
sition 10, d’ou l'inégalité.

On a nécessairement ®5(Pg(C; UC;)) = ®(C; UC;) dans le cas d’éga-
lité. La proposition 10 affirme alors que I'on a Pg(C; UC;) = C; UC;. O

Une autre inégalité un peu plus technique aura une grande importance
par la suite pour s’assurer que les unions de cellules de petit périmetre
ne puissent pas donner de cellules de trop petit périmetre. Il s’agit d’'une
généralisation de 'inégalité (5) du lemme 3.3 de [16].

LEMME 16. — Soient G un groupe, B un sous-ensemble fini de G conte-
nant 0, C; une i-cellule finie et C; une j-cellule pour B. Soit k 'entier tel
que C; N C; soit une k-cellule pour B. Si k > j, on a

Xj(B) + |Dp(Cj) ~ Dp(Ci)| < Mi(B) +[Ci N Cjl.

Démonstration. — La preuve se base aussi sur la partition croisée de la
proposition 14 :

N ¢, [, +B)~c, | Ds(C;)
C; Ry Ri2 Ri3
(Ci+B)\C; | Ry Roo Ros
Dg(Cy) R31 Rso R

On note sur cette partition croisée 1’égalité et 1'inclusion suivantes :

(Cz + B) N Cl = R21 U R22 U R23,
((Cl n CJ) + B) N (Cz N CJ) C Ro1 U Roo U Ry5.
La cellule C; est finie, ainsi C; + B est fini, donc les éléments Ry1, Ris,
Ri3, Ro1, Ras et Raz sont tous finis. De plus C; est une j-cellule, donc de
périmetre fini, ainsi R3o est aussi fini. On en conclut que les deux seuls
éléments de cette partition croisée qui peuvent éventuellement étre infinis
sont R31 et R33.
Comme C; N C; est une k-cellule et C; une i-cellule, on a 1'égalité et
I'inégalité suivantes :

Ai(B) = [Ro1| + [Raz| 4 |Ras|,  Ak(B) < |[Ra1| + [Raz| + [Rial.
De plus, on remarque sur la partition que

|Dp(Cj) \ Dp(C;)| = |Ria| + |Raal
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et |C; N Cj| = |R12| + |R13|. Ainsi, on obtient
Ae(B) + |Dp(Cj) ~ Dp(Cy)| < (|Ra1] + [Raz| + |Raz|) + (| Ras| + | Ras))
< (|Ra1] + [Raz| + |Ras|) + (|Ri2| + [R13|)
< Xi(B) +|Cs N Gy
Enfin, 'inégalité k > j impose A\x(B) > A;(B), ce qui nous donne
Ai(B) +|Dp(Cy) ~ Dp(Cy)| < Ai(B) +[C; N Cjl.

3. Structure dans le cas abélien

Dans toute cette partie, on considére un groupe abélien G et un sous
ensemble B fini non vide.

3.1. Structure des 1-cellules et 1-noyaux

On donne un premier résultat de structure pour les 1-cellules et 1-noyaux,
représentatif du travail qui suit. Ce résultat est connu et di & Hamidoune,
proposition 4.2 de [16], ou [12]. Pour cela on considére les intersections non-
vides des 1-noyaux avec les 1-cellules et on montre que ces intersections ne
peuvent étre quelconques. Le fait de pouvoir librement translater un 1-
noyau en un autre permet de décrire la structure des 1-cellules.

3.1.1. Critére d’existence de 1-cellules. — Soient G un groupe et B un
sous-ensemble fini de G. Si B = G, alors pour tout X C G non vide, on a
X + B = G. Ainsi les seules cellules sont ) et G et il n’y a pas de 1-cellule.
Par contre, si B est différent de G, alors pour X réduit a un singleton
quelconque, on a

X +B|—|X|=|B|-1et X + B #G.

Ainsi, X # 0 et X + B # G donc Pg(X) n’est pas une 0-cellule, il existe
alors des 1-cellules et on a A;(B) < |B| — 1.

3.1.2. Structure des 1-cellules et 1-noyauz. — Soient G un groupe abé-
lien et B un sous-ensemble fini non vide de G, différent de G. Si A\;(B) =
|B|—1, alors les 1-noyaux sont exactement les singletons de G. Si nécessaire
on pourra donc se restreindre au cas A1 (B) < |B|— 1, qui impose donc que
toutes les 1-cellules contiennent au moins deux éléments.
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Définition 4. — On appelle condition E1(B) pour une cellule C' pour B,
la condition

|G\ C| = M(B) + pi(B).

D’apres la remarque 3, A1(B) + B1(B) est toujours fini. Ainsi, si le
groupe G est infini cette condition est remplie pour toute cellule finie.

Remarque 5. — Si G est abélien, toutes les 1-cellules pour B vérifient
la condition E;(B).

Démonstration. — Si Cy est une 1-cellule pour B, Dg(C) est alors une
1-cellule pour —B et est donc de cardinal supérieur & 51(—B) = $1(B),
ainsi

|G\ Ci| = \(B) = [Dp(Ch)| = Bi(B)
et Cy vérifie la condition E;(B). O

La proposition suivante met en lumiere le réle particulier des 1-noyaux.
Il s’agit d’un cas particulier de la proposition 3.4 de [16].

PROPOSITION 17. — Soient G un groupe abélien, B un sous-ensemble
fini contenant 0 de G, N1 un 1-noyau et Cy une 1-cellule pour B. Si Ny NCy
n’est pas vide, alors Ny C C1.

Démonstration. — D’apres la proposition 6, I'intersection Ny N Cp est
une k-cellule, pour un certain k > 1. D’apres le lemme 16, on a alors
|DB(01) AN DB(Nl)’ g ‘Nl AN Cl|
On ¢g’intéresse maintenant a 'union C7 U Ny et a la cellule associée
Pg(C1UN7). On va tout d’abord montrer qu'il s’agit d’une ¢-cellule pour un
certain £ > 1. Comme C est une 1-cellule pour B, C remplit la condition
E1(B), ainsi on a |Dg(C1)| = 1(B) = |Ny|. Or
|Dg(C1) N Dg(N1)| = |Dp(Ch)| — |Dp(C1) \ Dp(N1)|
> |Dp(Ch)| = [Ny N G
> ‘N1| — |N1 AN Cl| = |N1 ﬂCl| > 0.
Ainsi comme, d’apres (1.12), Dp(C1 UN;) = Dp(C1) N Dp(N;) et que cet
ensemble n’est pas vide d’apres I'inégalité ci-dessus, il s’agit d’une ¢-cellule
pour B pour un certain £ > 1.
Le corollaire 15 nous donne alors

Ak(B) + Ae(B) < Mi(B) + M\i(B).

Et ce, avec k > 1 et £ > 1. Comme la suite des valeurs \;(B) est strictement
croissante & partir de ¢ = 1, on a nécessairement k = ¢ = 1.
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De plus, N7 est un 1-noyau, c’est une 1-cellule de cardinal minimal, ainsi
I’égalité k = 1 impose I'inclusion N7 C C}. O

On retrouve alors un premier résultat de structure pour les 1-noyaux et
les 1-cellules pour B, qui correspond & la proposition 4.2 de [16].

THEOREME 18. — Soient G un groupe abélien, B un sous-ensemble fini
contenant 0 de G. Il existe un sous-groupe fini H tel que les 1-noyaux
pour B soient les classes modulo H, et les 1-cellules soient périodiques
modulo ce sous-groupe.

Démonstration. — Si I'on a A\(B) = |B| — 1, le sous-groupe trivial
H = {0} convient. On peut supposer désormais que A\1(B) < |B| — 1.
Si 'on considére deux 1-noyaux pour B, d’intersection non vide, d’apres
la proposition 17 précédente, ils sont inclus I'un dans ’autre, donc égaux.
Ainsi deux 1-noyaux distincts sont disjoints.

Si N est un l-noyau pour B contenant O et si z € Ny avec x # 0,
d’apres (1.5) N1 et —x+ Ny sont deux 1-noyaux pour B, contenant tous les
deux 0 donc d’intersection non vide, ils sont donc égaux : N1 = —x + Ny.

Alors pour tout x € Ny, on a —x + N7 = Nj, ce qui signifie que N;
est un sous-groupe fini de G. Par translation toutes les classes modulo Ny
sont des 1-noyaux. Et comme toutes les classes modulo N; forment une
partition de G, il ne peut y avoir d’autres 1-noyaux.

Si C; est une 1-cellule pour B, la proposition 17 impose qu’elle contient
tous les 1-noyaux qu’elle intersecte. Ainsi Cy est une union de classes mo-
dulo N;. Et donc N; CW(Ol). O

Remarque 6. — Comme Hamidoune le remarque dans le corollaire 4.3
de [16], ce premier résultat nous permet d’ores et déja de retrouver le
théoréeme de Cauchy-Davenport, le théoreme de Chowla dans les groupes
cycliques et le théoréeme de Mann.

3.2. Structure des i-cellules et i-noyaux (lorsque \;(B) < |B|—1)

Dans cette partie, tous les résultats sont originaux. On veut montrer que
toutes les i-cellules sont périodiques en généralisant les idées précédentes.

Le cas des i-cellules pour ¢+ > 1 est un peu plus délicat et nécessite
quelques propositions préalables. L’idée consiste a mettre en place des
conditions assurant que les unions de cellules de petits périmetres ne donnent
pas des cellules de périmetre trop petit, puis de mettre en place des résultats
assurant l’existence de i-cellules suffisamment petites. Cela nous permettra
d’établir que les i-noyaux sont disjoints.
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Définition 5. — Pour un entier non nul 4, on appelle condition E;(B)
pour une cellule C' pour B, la condition

|G\ Cl = A\i(B) + Bi(B).

De méme que pour la définition 4, on remarque que cette condition est
remplie pour toute cellule finie pour B si G est infini.

LEMME 19. — Soient G un groupe abélien, B un sous-ensemble fini
contenant 0 de G, et i un entier non nul. Soit C; une j-cellule pour B
avec j > i. Si C; ne vérifie pas la condition E;(B), alors Dg(C};) vérifie la
condition E;(—B) et |Dp(Cj)| < Bi(B) + A\i(B) — X\;(B).

Démonstration. — Comme C; ne vérifie pas la condition E;(B), G\ C}
est un ensemble fini et on a

|G N CJ| < )\l(B) + ﬂz(B)
Comme Dg(C;) C G\ Cj, Dg(Cj) est aussi fini, et on peut alors écrire
|D5(C)| = |DB(Cy) — Bl = X;(B)
= |G N CJ‘ — )\J(B) < )\Z(B) — )\j(B) + 52(3)

De plus si G est infini, D (C}) est fini et vérifie donc la condition E;(—B).
Si G est fini, on a vu au corollaire 13, que 5;(B) + \;i(B) + 5:(—B) < |G|.
Ainsi

|DB(C))| < Ai(B) = Aj(B) + B3i(B) < ;(B) < |G| — Xi(B) — ;(—B).
On obtient finalement

|G\ Dp(C))| > \i(B) + Bi(—B) = \i(—B) + Bi(—B).
0

On donne maintenant une premiere implication de la condition E;(B).

LEMME 20. — Soient G un groupe abélien et B un sous-ensemble fini
de G contenant 0, N; un i-noyau et C; une j-cellule pour B avec j > 1.

Soit k Dentier tel que N;NC} soit une k-cellule. Si k > j et C; vérifie E;(B),
Pp(N; UC}) est une l-cellule pour B avec | > 0.

Démonstration. — L’intersection IN; N C; est une k-cellule finie, avec
k > j, ainsi d’apres le lemme 16, on a
Xj(B) +|Dg(Cj) ~ Dp(Ni)| < Mi(B) + [N; \ Cjl.
On cherche maintenant & minorer |Dg(C;)|. Comme C; vérifie la condi-
tion E;(B), on a
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Ainsi comme G \ C; = Dg(C;) U ((Dp(C;) — B) ~ Dg(C})), on obtient
|Dp(Cj)| + Aj(B) = \i(B) + Bi(B), donc
|D5(Cy)| 2 Ni(B) + 5i(B) — A\j(B).
Comme d’apres (1.12), on a Pg(N; UC;) = D_g(Dg(C;) NDp(N;)), on
peut écrire
|D5(C;) N Dp(Ni)| = |Dp(C;)| - [D5(C)) ~ Dp(Ny)|
> |DB(C))| = Xi(B) + A;(B) = |Ni \ Cj
> (Bi(B) + Ai(B) = Aj(B)) = Xi(B) + A;(B) — [N; . €]
= |Nl| — |Ni N Cj| = |Nl ﬁle > 0.
Ainsi, Pg(N; U C;) est une [-cellule pour B ou le dual d’une ¢-cellule
pour —B avec ¢ > 0. g

Le lemme précédent a pour but de ramener 1’étude des j-cellules pour
j =i a celles contenues dans un (i — 1)-noyau. On définit maintenant une
nouvelle condition adaptée aux j-cellules dans un (i — 1)-noyau.

Définition 6. — Pour un entier ¢ > 2, on appelle condition E.(B) pour
une cellule C pour B incluse dans un (¢ — 1)-noyau N;_1, la condition

ICl < (Mi=1(B) + Bi—1(B)) — (Mi(B) + Bi(B)).

LEMME 21. — Soient G un groupe abélien, B un sous-ensemble fini de G
contenant 0, i > 1 un entier, N; et N;_1 respectivement un i-noyau et un
(i —1)-noyau et C; une j-cellule. On suppose que j > i, N;NC; # 0 et que
N; UCj C Ni—y. Soit k I'entier tel que N; N C; soit une k-cellule. Si k = j
et C; vérifie la condition Ej(B), alors on a

‘(Ni—l +B) N ((Nl UCj) +B)| > 0.

Démonstration. — Dans un premier temps, on remarque que 1’on peut
minorer |(N;_1+B)\(C;+B)| = |Dg(C;)NDp(N;-1)|. En effet, comme C}
vérifie la condition E.(B),

|(Ni71 +B) N (CJ + B)‘ == ‘Ni71 + B| — |Cj + B|
= [Ni—1 + B| = |Cj| = A;(B)
> (Ni—1(B) 4 Bi-1(B)) — (Ai=1(B) + Bi—1(B))
+ (Xi(B) + Bi(B)) — A;(B)
= \(B) + 5;(B) — X\j(B).
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Ainsi en utilisant le lemme 16 et 1'inégalité précédente, on obtient
|(Ni—1 + B) ~ ((N; U Cj) + B)|

|(Ni—1 + B) ~ (C; + B)| = |(N; + B) ~ (C; + B)|

|(Ni—1 + B) ~ (C; + B)| — |Dg(C)) ~ Dp(N;)|

2 Ai(B) + Bi(B) = Aj(B) = (=A;(B) + Ai(B) + [Ni \ Cj)

= [Ni| = [Ni \ Cj = [N; 0 Cj] > 0.

O

Ce lemme sera particulierement utile pour montrer que l'union d’une
cellule et d’un noyau ne peut étre une cellule d’ordre trop petit.

Un dernier lemme sera nécessaire avant de donner un théoreme de des-

cription finale :

LEMME 22. — Soient G un groupe abélien, B un sous-ensemble fini
de G contenant 0, i un entier tel que 1 < i, N; et N;_1 respectivement un
i-noyau et un (i—1)-noyau et C; une j-cellule pour B. On suppose que j > i,
N;NC; # 0, NyUC; C N;_y et que N; vérifie la condition E}(B). Si C;
ne vérifie pas la condition E.(B), alors D (C}) vérifie la condition E;(—B)
et |(N;,—1 + B) ~ (C; + B)| < B:i(B).

Démonstration. — Par contradiction de la condition E{(B), on a
Cj| > (Ni—1(B) + Bi—1(B)) — (\i(B) + 6:i(B)),
ce que l'on peut réécrire
Bi(B) > (Ni—1(B) + Bi—1(B)) — (\i(B) +[Cj]).
Ainsi, comme j >4, on a A\j(B) > A\;(B) et donc
Bi(B) > (Ni—1(B) + Bi—1(B)) — (\j(B) +1Cy]) = |(Ni—1 + B) ~ (C; + B)|.
De plus, on a G\ Dg(C;) = C; + B, ainsi I'inégalité précédente donne
|G~ Dp(Cj)| > (Mi—1(B) + Bi—1(B)) — Bi(B).
Comme N; vérifie la condition E.(B), on a
Bi(B) < (Bi-1(B) + Xi—1(B)) — (B:i(B) + Xi(B)),

ce dont on déduit I'inégalité 3;(B)+ \;(B) < (Bi—1(B) + Xi—1(B)) — 8i(B).
En combinant cette inégalité avec la précédente, on obtient

|G~ Dp(C))| > Bi(B) + Xi(B) = Bi(—B) + Xi(=B).
Ce qui prouve que Dg(C};) vérifie la condition E;(—B). O
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Le théoréeme suivant donne un résultat de structure pour toutes les i-
cellules telles que A\;(B) < |B| — 1. Par récurrence, on établit pour tout i
qu’il existe un i-noyau inclus dans un (¢ — 1)-noyau, puis on rameéne 1’étude
des i-cellules a l'intérieur d’un (i — 1)-noyau et on montre que les intersec-
tions des i-noyaux et des i-cellules ne peuvent étre quelconques.

THEOREME 23. — Soient G un groupe abélien et B un sous-ensemble
non vide fini de G, et n > 0 un entier tel que A\, (B) < |B| —1 < A\11(B).
Pour tout i < n, il existe un sous-groupe (fini et différent de {0}) N; de G,
qui est un i-noyau et pour toute i-cellule C;, on a N; C w(C;). De plus
la suite de sous-groupes (N;);=1,.n est une suite strictement décroissante
pour l'inclusion.

Démonstration. — Sans perte de généralité, on peut supposer que 0 €
B (quitte & effectuer une translation de B). On raisonne par récurrence
sur ¢ < n. Pour ¢ = 1, le résultat est vrai d’apres le théoreme 18.

Supposons que I'énoncé du théoreme soit vrai jusqu’a un certain rang
1 < n et montrons le résultat au rang ¢+ 1 < n. Dans un souci de clarté, la
preuve est décomposée en six assertions intermédiaires et une conclusion.

Assertion 1 : pour tout j < i, N; vérifie la condition EJ’ (B).

En effet, remarquons d’abord que N; est bien inclus dans un (j — 1)-
noyau, a savoir N;_;. De plus, pour toute j-cellule C; (en particulier N;)
dans Nj_; avec 1 < j < i, comme C; + B est Nj;-périodique (d’apres
I'hypothése de récurrence) et différent de N;_1 + B (car C; et N;_; sont
deux cellules distinctes), 'ensemble (N;_; + B) ~\ (C; + B) contient au
moins une classe modulo N;. Ainsi, on obtient 'inégalité :

26;(B) + Xj(B) < Bj-1(B) + Aj_1(B).

Cela signifie bien que N; vérifie la condition E}(B) (ce qui est une hypo-
these du lemme 22, que nous utiliserons par la suite).

Assertion 2 : une (i 4+ 1)-cellule ne peut pas étre uniquement constituée
de j-noyaux avec j < 1.

En effet, comme on a |N;+ B|—|N;| = \i(B) < |B|—1 < |B| < |N;+ B|,
|B| — 1 est encadré par deux multiples consécutifs de |N;|. Ainsi si A est
une union de classes modulo N; mais n’est pas une j-cellule avec j < 1,
Pentier |A 4+ B| — |A| est un multiple de |N;| supérieur ou égal & |N; + B|
et donc |A + B| > |A| + |B| — 1.

Comme on a supposé que A;+1(B) < |B| — 1, une (i + 1)-cellule ne peut
donc pas étre une union de classes modulo N;. Pour j < ¢, comme N; est un
sous-groupe de N; (d’apres 'hypothese de récurrence), une (i + 1)-cellule
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ne peut donc pas étre non plus une union de classes modulo les noyaux
successifs de 1 a 1.

Assertion 3 : toute (i+ 1)-cellule ou sa duale est constituée d’une (i+1)-
cellule incluse dans un 1-noyau et éventuellement de 1-noyaux.

Soit N I'ensemble des 1-noyaux pour B. D’aprés ’hypothése de récur-
rence, il s’agit de ’ensemble des classes modulo N;. L’ensemble N est donc
une partition de G. Soit C;41 une (i + 1)-cellule, on a alors

CiJrl = U (Ci+1 N N)
NeN:

> Si Cjyq vérifie la condition Ey(B), soient N € N1, k D'entier tel que
Ci+1 N N soit une k-cellule non vide et ¢ tel que Pg(N U C;41) soit
une f-cellule. On a, d’apres le corollaire 15,

Ae(B) + Ae(B) < Aiy1(B) + A1(B).

Comme ¢ > 0, d’apres le lemme 20 (car C;4q vérifie E1(B)), ceci
impose k < ¢+1. Mais comme C;11 ne peut étre uniquement constituée
de k-cellules avec k < ¢ d’apres ’assertion 2, cela implique qu’il existe
N € N tel que k =i+ 1, ce qui impose que ¢ = 1. La cellule C;;
est alors constituée d'une (i + 1)-cellule Cj11 N N incluse dans un 1-
noyau, car k = ¢ + 1 et d’une éventuelle union de 1-noyaux a savoir
UNE./\/}\{]F\?} Ci+1 N N : en effet 'union Oi+1 U N = PB(Ci—i-l U N)
est une 1-cellule car £ = 1 (cas d’égalité du corollaire 15), donc est
Ni-périodique. Il en est donc de méme pour

(C¢+1UN)\N: U Ci+lmN.
N€N1\{]/{/:}

> Si C;y1 ne vérifie pas la condition F1(B), d’apres le lemme 19, ¢’est que
Dp(C;41) vérifie la condition F1(—DB) et |Dp(Ciy1)| < B1(B). Ainsi
on peut appliquer le raisonnement précédent & Dg(Cj11) pour —B ce
qui donne le résultat. En fait on peut méme remarquer que comme
|Dp(Ciy1)| < B1(B), Dp(Ciy1) est une (i + 1)-cellule pour —B conte-
nue dans un l-noyau pour —B, qui est aussi un 1-noyau pour B.
Assertion 4 : toute (i41)-cellule incluse dans un (j—1)-noyau ou sa duale
est composée d’une (i+1)-cellule incluse dans un j-noyau et éventuellement
de j-noyaux.
Soit A; P'ensemble des j-noyaux pour B. D’aprés I'hypothese de récur-
rence, il s’agit de Pensemble des classes modulo N;. L’ensemble N; est donc
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une partition de G. Soit C;y1 une (i + 1)-cellule incluse dans un (j — 1)-
noyau N;_1. On a alors

C¢+1 = U (Oi+1 ON).
NEN;

> Si Cjyq vérifie la condition E7(B), soient N € Nj, k I'entier tel que
Ci+1 NN soit une k-cellule et ¢ tel que Pg(INUC;41) soit une ¢-cellule.
On a, d’apres le corollaire 15,

Ak(B) + Ae(B) < Aip1(B) + \j(B).

Avec £ > j — 1 d’apres le lemme 21 (car Cj1q vérifie E}(B)), ce qui
impose k < i+1. Mais comme Cj 1 ne peut étre uniquement constituée
de k-cellules avec 1 < k < ¢ d’apres 'assertion 2, cela implique qu’il
existe N € N tel que k =i+ 1, ce qui impose que ¢ = j. La cellule
Ci4+1 est alors constituée d’une (i+ 1)-cellule C;11 AN incluse dans un
j-noyau, car k = 1 + 1 et d’une eventuelle union de j-noyaux a savoir
UNeNj\{JV} Ciy1 N N : en effet 'union C;y1 U N = Pg(Ciy1 U N)
est une j-cellule car £ = j (cas d’égalité du corollaire 15), donc est
Nj-périodique. Il en est donc de méme pour

(Ci+1UN)\N: U Ciy1 N N.
NG.’\/j\{ﬁ}

> Si Cjy1 ne vérifie pas la condition E}(B), d’apres le lemme 22, c’est
que DB(Ci+1) vérifie EJ(B) et |DB(CH_1) AN DB(Nj—l)l < ﬂ](B)
Pour N € N intersectant Dp(Ciy1) ~ DB(Nj,l), soit k est 1'en-
tier tel que Dp(Cit1) NN soit une k-cellule pour —B et £ tel que
P_p(Dp(Cit1) UN) soit une f-cellule pour —B, on a d’apres le corol-
laire 15

Ae(=B) + Ae(=B) < A1 (—B) + A\j(=B).

Avec £ > j—1, d’apres le lemme 20 (car Dp(Cj41) vérifie la condition
E;(—B) et que P_g(Dp(Ci+1)UN;) contient strictement Dp(N;_1)),
ce ne peut donc pas étre une j'-cellule pour —B avec j* < j. On a

alors £ > j, ceci impose k < i+ 1. Mais comme
|Dp(Ci1) ~ Dp(Nj_1)| < B;(B)

et que Dp(C;11) ne peut étre uniquement constituée de k-noyaux avec
1 <k <4, il existe un N € N; tel que k =i+ 1, ce qui impose £ = j.
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La cellule duale de C;11, Dg(C;11), est alors constituée d'une (i + 1)-
cellule incluse dans un j-noyau Dg(C;r1) NN, car k =i+ 1 et d’une
union de j-noyaux, Dg(N,;_1).

Assertion 5 : toute (i + 1)-cellule incluse dans un i-noyau vérifie néces-
sairement la condition Ej (B).

On considere une (i + 1)-cellule C;y; incluse dans un i-noyau NZ

Montrons que Dg(C;41) vérifie la condition F;41(—B). Si tel n’est pas
le cas, d’apres le lemme 19, C;q vérifie E;1(B) et |Cit1| < Bit1(—B),
ce qui est impossible, car B;11(—B) = Biy+1(B).

Considérons alors un (i+1)-noyau N, ;1 pour —B intersectant Dp(Cj11)~\
DB(NZ»). Si k et ¢ sont les entiers tels que Dg(C;q1)NN;41 soit une k-cellule
pour —B et P_g(Dp(Cit1)UN; 1) soit une ¢-cellule pour — B, on a d’apres
le corollaire 15

Ak(=B) + Ae(=B) < Ait1(=B) + Aiv1(—B).
Avec £ 2 i+ 1, car Dp(C;41) vérifie la condition E;1(—B) et que
P_p(Dp(Cit1) UNiy1)

contient strictement Dp (]\71) (ce ne peut donc pas étre une j-cellule pour —B
avec j < i+ 1). Ainsi, on a £ > i+ 1, ce qui impose k < ¢ + 1. Mais
pour tout j, tel que 1 < j < ¢, N; est de cardinal strictement supé-
rieur & B;11(B), donc on a k = i + 1, ce qui implique aussi £ = i + 1.
Ainsi Dg(Ciy1) ~ Dp(N;) contient au moins un (i + 1)-noyau pour —B.
On a alors fi41(—B) < |Dp(Cit1) ~ Dp(N;)|, ce qui peut se réécrire
Bix1(B) < (M(B) + Bi(B)) — (Nit1(B) 4 |Cig1l). Il suffit d’échanger les
termes |C;11]| et B;+1(B) pour obtenir

Ci1] < (Ni(B) + Bi(B)) — (Ni+1(B) + Biy1(B)).

Ce qui signifie que C;1; vérifie la condition E;j_ (B).

Assertion 6 : il existe un sous-groupe de N; qui est un (i+ 1)-noyau et tel
que toutes les (i + 1)-cellules incluses dans N; soient périodiques modulo
ce sous-groupe.

On considere alors une (i+1)-cellule Cj41 et un (i+1)-noyau N;41 inclus
dans N;. Soient k Uentier tel que I'intersection de Cjy1 et N;;1 soit une k-
cellule et ¢ Ventier tel que Pg(N;+1 UC;41) soit une ¢-cellule. On a d’apres
le corollaire 15

A(B) + Ae(B) € Aisr (B) + At (B).
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Avec £ > i+ 1 d’apres le lemme 21 (car Cjyq vérifie Ej (B) d’apres
Passertion 5), ceci impose k < i+ 1. Mais tous les j-noyaux avec j < i sont
de cardinaux strictement supérieurs & 3;11(B), donc N;11 N Ciy1, qui est
de cardinal inférieur & §;11(B), ne peut étre une j-cellule avec j < i. Clest
donc que k = i+1 et £ =i+1. Ainsi si un (i+1)-noyau et une (i+ 1)-cellule
sont inclus dans N, et que leur intersection n’est pas vide, le (i + 1)-noyau
est inclus dans la (i + 1)-cellule.

Pour un (i + 1)-noyau contenant 0, N;y1, il contient au moins deux
éléments car \;11(B) < |B|—1. Pour tout € N,11, on obtient d’apres (1.5)
que N;;1 et © + N;41 sont d’intersection non vide; ainsi N;y1 =+ N;11,
ce qui signifie que N;;1 est un sous-groupe strict de N;, (différent de {0},
car A\i+1(B) < |B| —1) et que toute (i + 1)-cellule est une union de classes
modulo N1, donc périodique de période contenant N; ;.

Conclusion : 'assertion 6 a établi I’existence d’un sous-groupe strict Ny
de N; qui est un (i + 1)-noyau. Pour démontrer I’hypothése de récurrence
au rang i + 1, il ne reste plus qu’a prouver que toutes les (i + 1)-cellules
sont N;y1-périodiques.

On montre par récurrence descendante sur j allant de ¢ a 1 que toutes les
(i+1)-cellules incluses dans un j-noyau sont N;1-périodiques. L’assertion 6
établit déja cette périodicité pour toutes les (i+1)-cellules incluses dans N;
et donc par translation & toutes les (i + 1)-cellules incluses dans un i-noyau.

Supposons que pour un certain rang j, toutes les (i + 1)-cellules in-
cluses dans un j-noyau sont N;i-périodiques. Si ’on considére une (i + 1)-
cellule C;41 incluse dans un (j — 1)-noyau, d’apres 1'assertion 4, elle ou sa
duale est composée d’une (i + 1)-cellule incluse dans un j-noyau et d’une
union éventuelle de j-noyaux. Comme tout j-noyau est N;;i-périodique,
car N;y1 C N;, d’apres hypotheése de récurrence Ciy1 ou Dp(Ciy1) est
N,;11-périodique.

De plus, d’apres (1.10), toute cellule a la méme période que sa duale.
Ainsi, C;11 est nécessairement N;,i-périodique. On a donc montré que
toute (i + 1)-cellule incluse dans un (j — 1)-noyau est N;1-périodique, ce
qui est '’hypothese au rang j — 1.

Cette récurrence vient d’établir que toute (i 4 1)-cellule incluse dans un
1-noyau est N,;-périodique.

Finalement, si ’on consideére une (i + 1)-cellule dans G, d’apres 1’asser-
tion 3, Ciy1 ou sa duale est composée d'une (i + 1)-cellule incluse dans
un 1-noyau et d’une union éventuelle de 1-noyaux. Comme tout 1-noyau
est N;41-périodique, car N; 1 C Ny, C;q1 ou Dp(Cj41) est N;pq-périodique.
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Or d’apres (1.10) toute cellule a la méme période que sa duale. Ainsi, toute
(i 4+ 1)-cellule est N;yi-périodique.

Cela prouve ’hypothese de récurrence au rang i + 1 et clot la preuve du
théoreme. a

Remarque 7. — Comme pour tout 1 < ¢ < n, V; est un i-noyau, et que
la suite des (N;);=1,... n est décroissante pour I'inclusion, on a :

IN1+B|—|N1| < -+ < |[Np+B|—|N,| < |B]-1 < |N,+B| < --- < |[N1+B|.

Cela peut se comprendre comme une approximation de I’ensemble B par les
ensembles N; + B. On retrouve dans cette approximation un des éléments
de la décomposition récursive de Kemperman [19].

4. Théoréme de Kneser

A T'aide des éléments mis en place dans les parties précédentes, et princi-
palement du théoreme 23, nous pouvons désormais démontrer le théoréeme 5
énoncé en introduction.

Démonstration. — Lorsque G est fini, le cas ou A4+ B = G est trivial : en
effet A+ B est G-périodique, et on a bien |[A+ B| = |G| = |G| + |G| — |G|

On considere désormais le cas ou A + B # G. On consideére la cellule
Pp(A) pour B, on a Pg(A)+ B = A+ B d’apres (1.2). Par ailleurs Pg(A)
est fini, d’apres 1.4. De plus, d’apres la proposition 10,

|Ps(A) + B| — |Ps(A)| < |A+ B| - |A| < |B| - 1.

Ainsi Pp(A) est une i-cellule avec A\;(B) < |B|—1 pour un certain entier 1.
D’apres le théoreme 23, il existe un sous-groupe fini N; # {0}, qui est
un i-noyau pour B, et Pp(A) est périodique, avec N; C m(Pgp(A)). La
somme Pp(A)+ B est alors aussi périodique, et comme il s’agit aussi de la
somme A + B, on a montré que A + B est périodique.

De plus si H est la période de A+ B, pour X C G on note X l'image de X
dans le groupe quotient G/H par le morphisme canonique. La somme A+ B
étant maximalement H-périodique, la somme A + B n’est plus périodique.
Par la contraposée du théoreme 23, on a donc I'inégalité

|A+B| > [A|+[B| - 1.

Comme A + B est H-périodique, on a |A + B| = |H| - |A+ BJ. De plus
|A| = |A+ H|/|H| et |B| = |B+ H|/|H|. En multipliant par |H| I'inégalité
|A+ B| > |A]+|B| —1, on obtient donc |A+ B| > |A+ H|+|B+ H|—|H|.
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Or la premiére inégalité donne |A+ B| < |[A+ H|+ |B+ H| —1. Comme
|A+ B| est divisible par |H|, on en déduit |[A+B| < |A+H|+|B+H|—|H|,
ce qui conclut la preuve. O

La méthode se base sur des outils de pivot B ; elle désymétrise la paire
(A, B). Si l'on considére deux sous-ensembles A et B tels que |A + B| <
|A| + |B| — 1, la proposition suivante établit un lien entre les outils isopé-
rimétriques définis pour A et ceux définis pour B.

PROPOSITION 24. — Soient G un groupe abélien, A et B deux sous-
ensembles finis non vides de G, tels que

|A+ B| < |A| +|B| - 1.

Soient i > 1 Dentier tel que Pg(A) est une i-cellule pour B (ainsi \;(B) <
|B|—1) et N; le i-noyau contenant 0 pour B. Alors P4(N;) est aussi une j-
cellule pour A avec \j(A) < |A|—1. De plus, si N; est le j-noyau contenant 0
pour A, on a N; C Nj ou N; C N;.

Démonstration. — Comme |A + B| — |A| < |B| — 1, alors Pg(A) est une
i-cellule avec \;(B) < |B| — 1, donc d’apres le théoreme 23, N;, le i-noyau
pour B contenant 0, est un sous groupe fini de G, on a A+ N; C Pg(A).
De plus, si A+ N; # Pg(A), alors on a |A + N;| + |N;| < |Pg(A)|, ce qui
impose

|A+ B| > |Pp(A)| + Xi(B)
> |A+ Ni| + |Ni| + |B + Ny| — | Ny
=|A+ N;|+ |B+ N;| > |A] +|B| -1,

ce qui est contraire & ’hypothese; ainsi A + N; = Pg(A). On déduit alors
de |A+ B| — |Pg(A)| = \i(B), légalité

|A+ B| =|A+ N;| +|B+ N;| — [N;].
De linégalité |A + N;| + |B + N;| — |N;| < |A| + |B|] — 1, on déduit
[ A+ Ni| = [Ni| < [A] =1+ (B - |B+ Ni|) < |A] - 1.

Ainsi P4(N;) est aussi une j-cellule pour A avec A;(A) < |A|—1. D’apres le
théoreme 23, le j-noyau pour A contenant 0, N; est un sous-groupe de G.
On a alors aussi similairement P4 (V;) = N; + Nj et

|A+NZ| = ‘N1+Nj| + |A+NJ| — |Nj|

Des deux égalités |[A + B| = |A + N;| + |B + N;| — |N;| et |A+ N;| =
|Ni + Nj| + |A + Nj‘ - |Nj|, on obtient

|A+B| = |A+Nj| + |B+Ni| + ‘Ni+Nj| — |NJ| — |NZ|
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On peut maintenant, & partir de 'inégalité | A+ B| < |A|+|B|—1, donner

une majoration de |N; + Nj| :
IN; + Nj| = |A+ B| — |A+ N;| — |B+ Ni| + |N;| + | Ny
< INjI+ INi| + (JAl = [A+ N;) + (1Bl = |B + Ni|) — 1
< INGI+ [Ni] = 1.
Or N; et N; sont deux sous-groupes finis de G, on sait alors que
[Ni + Nj| = |Ni| - [N;|/|N: 0 Nyl

Si I'on suppose que N; ¢ N; et N; ¢ N;, on a alors

min(|N;|, |N;])
|N; + N;| = max (|N;], |NV;]) W > 2max (| N;|, | N;1).
Ce qui contredit I'inégalité |N; + N;| < |N;| + |N;| — 1. O
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