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Introduction.

Considérons un groupe G du type R", T ou Z" et trois espaces
de Banach B; (1 =1,2,3) avec une application bilinéaire
continue

(1) B] X B2 —> B3.

Sotent ®; (j =2, 3) des poids sur G, c’est-a-dire des fonctions
mesurables positives ©;: G — R+,

Notons Lz, (G, B;) I'espace des classes de fonctions mesu-
rables f: G — B, telles que la fonction numérique @;|f| soit
de puissance pe sommable (pour la mesure de Haar dz sur G).
On suppose p;e[1, + o].

Moyennant des hypothéses raisonnables sur les ®; (qui
seront précisées au § 1):

a) On peut définir 'espace C des distributions tempérées
K sur G a valeurs, dans B, qui définissent (par la convolution
associée & (1)) une application continue :

(2) L% (G, B;) — L (G, By).

b) Les classes de fonctions des espaces Lg (G, B;) repré-
sentent des distributions vectorielles tempérées et alors on
peut considérer les espaces FLg (G, B)), naturellement normés,
formés par les transformées de Fourier Ff=1{f des éléments
felZ(G, B).

L’espace Jb = FC, des transformées de Fourier des éléments
de €, muni de la norme naturelle est appelé I’espace des multi-
plicateurs a valeurs dans B, du type

(3) L% (G, By) — FLE(G, Bs).
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Nous cherchons & trouver des sous-espaces, aussi vastes que
possible de C et de Jb.

On considérera surtout le cas ol p, = py et ou les poids
®; (j = 2,3) sont du type (P) ou (P'):

-

(P): w(z) = (Bo + |2[?) 2
avec
Bo=0 ou 1, ———<oz<i,
(P): (@) = (Bo + laft) *
avec
Bo=0 ou 1, ——£<a<i,-
p P

Le cas 8, = 0 entraine des difficultés & cause de I'annula-
tion du poids & a l'origine de G: il n’est méme pas évident
que les fonctions indéfiniment différentiables a support
compact G — C (en se limitant au cas scalaire : B;=B,=B;=C)
définissent des opérateurs de convolution dans LE(G, C).
Mais ceci 'est si By = 1 (voir par exemple le théoréme 2.2.5
du chapitre 11 de [19]). Dans ce dernier cas, ce qui est moins
évident c’est de trouver des multiplicateurs discontinus de
FLE(G, Q).

Nous répondrons a ces questions (et a d’autres!) en utili-
sant le théoréme 2. Ce théoréme permet aussi d’établir tres
simplement des extensions du théoréme de décomposition
de Hirschman (type Littlewood-Paley), de montrer que les
intégrales singuliéres opérent (par convolution) dans L% s1
® est un poids (P’) et de démontrer que certaines applications
définies dans [2] sont continues.

Comme application des relations de convexité nous trouvons
en appliquant les méthodes de Krabbe (voir [23]) des classes
de multiplicateurs dans FL* faisant intervenir des espaces de
Wiener.

On signale finalement, comment en appliquant le théoréme
d’interpolation de Foias-Lions (voir [8]) on trouve des résultats
concernant de nouveaux poids du type de ceux qui sont

considérés dans [1] et [10].
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1. GENERALITES.

Ces généralités sont relatives a un groupe G du type R*,
T" ou Z": le point courant de G est noté

= (T, - .-y L)

Le groupe dual est noté G’ : son point courant
E = (21, ceny En)

La dualité est donnée par les caractéres

(4) e avec .t =z + - + 2,5,
1

n 2
On défimit |z] = <2 a:?) et de méme |§|.
i=1

Les mesures invariantes sur G et G’ sont notées dz et d&.

Nous allons appliquer les résultats généraux du § 1 de [25]
ot U'on considérait

— 3 espaces de Banach (complexes par exemple) B; avec
1 =1, 2, 3 et une application bilinéaire continue

(5) B]_ >< Bz —_> B3
(bl’ bz) —> b3 == bl >< b2

(6) qui est telle que si b; X by, = 0, Vb, € By; alors b, = 0.

— 2 espaces de distributions D;c¥'(G)®B; (j =2, 3) véri-
fiant certaines conditions notées (H) (pour les distributions
vectorielles, voir [36]).

— Lespace € (naturellement normé) des distributions

Ke$'(G)®B,

qui envolent par convolution D, dans D3 (C est dit I'espace
des convoluteurs a valeurs dans B; du type D, — D3 ().
— Pespace M des transformées de Fourier des éléments de C.

(M est dit I'espace des multiplicateurs a valeurs dans B,
du type FD, — FD,.)

(3) E et F étant deux espaces vectoriels topologiques, si ’on écrit dés lors E = F,
cela signifie comme dans [25], que T est une application linéaire continuede Ea F.
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Mais ici les espaces D; (j = 2,3) que nous considérons sont
des espaces L? avec poids.

Espaces L* avec poids.

On supposera toujours

p’ désigne I'exposant conjugué de p <—1— + —1,— = 1>.
p p

Nous considérons des poids ®w: G — Rt satisfaisant aux
conditions suivantes :

Derinttion (conditions (K)). — Une fonction &: G — R+
vérifie les conditions (K) st

— @ est une fonction mesurable sur G, positive presque
(K) partout pour la mesure dx (dx p.p.).

— Pour tout pe |1, 4+ o[, & et @7 sont localement

sommables; & et & sont a croissance lente a U'infint.

Il en est ainsi par exemple:

— pour les « poids tempérés » du chapitre 11 de [19],

— pour les poids du type (P) ou (P’).

On définit alors Li(G, B,) comme l’espace des classes de
fonctions mesurables f: G — B; (au sens de Lusin) telles que
o|f| soit de puissance p® sommable :

(8) flow = [, 1f(@) ©()[P ).

Nous allons montrer que 'on peut appliquer les résultats

du § 1 de [25].
ProrositioNn 1. — On se donne 3 espaces de Banach
Bt =1,2,3)
avec une application bilinéaire (5) vérifiant (6). B; sont supposés
reflexifs (j = 2,3). Soient ®; des poids sur G = R", T" ou Z"

vérifiant les hypothéses (K) avec j = 2, 3.
Alors quels que sotent p;e]l, + o[ les espaces

(9) D, = Lg(G, B))
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vérifient les conditions (H) de la définition 1 du travail [25]
c’est-a-dire que

(10) Lp’(G B;) est réflexif
(11) §(G)®B; < LE(G, B) < 5'(G) 8B,
(12) lm]ectwn de D(G)®B; dans ijj(G, B;) est a image

dense

(13) 9D(G)®B; est dense dans (L2 (G, Bs))'.

Preuve :

— On sait que si B, est réflexif et si p;e]1, 4+ oo[ le dual
de L?i(G, B;) est LPj(G B/) la dualité étant définie de fagon
naturelle, on a donc (10)

— Comme 9°® B, est dense dans L} (G B,), pour prouver
(12) 1l suffit de falre une regularlsatlon

Pour toute fe D°® B;, posons f = f+¢ ot ¢ décrit la suite
habituelle de fonctions de 9 qui tend vers &:

f@) — f(2) = [, (flz — y) — f(2))e(y) dy
d’ou
If — flow = ( [, &) da| [,_. (fle — y) — f(@)e(y) dyl) >

Minkowski donne :

< freo 6@ dy ( oo @z — 9) — fla) dz)?

Ceci peut étre rendu arbitrairement petit puisque f est unifor-
mément continue sur les compacts Supp ¢ + Supp f et que
o? est localement sommable donc on a (12).

On a la premiére inclusion (topologique) de (11) car on a
une application bilinéaire continue:

(14) ¥(G), B)) — Lp’(G B))
(@, i3 ;) — bj<p

car si (1 + |z|*)"¢(x)] = 0 et b-—> 0 alors
1551 = |67 [ I9(2)w)()[P dz — 0

(car ® est localement sommable et a croissance lente).
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On déduit alors de (14) la continuité de la premiére injec-
tion de (11) en utilisant la propriété universelle du produit
tensoriel. Pour montrer la continuité de la deuxiéme injection

de (11) il suffit de montrer que toute fe L définit de la fagon
suivante une application continue T(f):

9(G) — B,
9> J,eaf()3(2) dz
et que f — T(f) est continue de
L';,’J.(G, B)) a 4(9(G), B)).

Cela résulte de I'inégalité de Holder:

SHis(fr) (f3f)

(la derniére intégrale — 0 si ¢ — 0 dans 9(Q)).

Nous supposerons dés lors que les hypothéses de la proposi-
tion 1 sont satisfaites: et tous les résultats du § 1 de [25]
sont valables.

En particulier, en ce qui concerne la transposition, on déduit

de (11) que
(15) 9(G)RB;) > (Le(G, B,))' -

Et vue de la dualité suivante entre ¥(G)QB; et son dual
®

<2 b Dby = D0 b Joco Bl@)ile) da
comparée 4 la dualité suivante entre L',:,"J. (G, B)) et son dual:
{f, 8) = [ f(2)g(x)e(z) da
on voit que I'injection (15) identifie le dual de L¥(G,B)) a

L‘a?;' (G, Bj). Comme les conditions (K) sont identiques pour
@’ et ® P, on a (13).
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2. LE THEOREME PRINCIPAL (G = R").

Le théoreme 2 donnera (§ 3) des multiplicateurs dans
9L% pour les poids (P’). Il est démontré en considérant :

— d’une part une remarque simple de Hardy-Littlewood
(§ 24);

— d’autre part un théoréme de Carleman sur les noyaux
intégraux positifs (§ 2B).

En ce qui concerne les noyaux intégraux, nous utilisons la
terminologie suivante :

Soit Q un espace localement compact muni d’une mesure
de Radon positive y et de deux poids @; (j = 2, 3). On se donne
aussi les espaces de Banach B; (1 =1, 2, 3) avec (1). Un
noyau intégral K: Q — B, relativement & u est par défini-
tion une fonction fortement mesurable

(16) Q0 x Q—B,

(0, ©) —> K(0, o')

telle que pour toute fe 9°® B; 'application suivante notée
K est définie:

(17) f(o) > gl.) = [ K(., ) flo') dp(o)

g étant fortement mesurable: (Q — B,.
Et 'on dit que K est du type

(18) L%,(G, B;) — L(G, B,)

si ’application K est continue pourles topologies de ces espaces.

¥ étant une fonction scalaire mesurable sur ) on notera
par (¥.) K le noyau obtenu en composant K avec la multi-
plication pour V.

2.A. Une remarque de Hardy-Littlewood (voir [14]).

Elle peut étre résumée en la

Prorosition 2. — K est un noyau intégral: G — B, (relati-
vement & la mesure dx) tel que

(19) K LA(G, B?) > L»(G, By).
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. On se donne des poids &; sur G vérifiant (K) et I'on se demande
" (20 K: L&(G, B,) - L&(G, B,).
‘ Co'mm'e B, (P°® By) est dense dans L?(G, B,) cela revient
a voir si
Q) @)K (-

OF

> . L#(G, By) — LA(G, By).
Il suffit donc de voir s’il en est ainst pour

(22) L = (w,.)(K) <i> K
soit

Liz, y) = = 2l K, y).

2.B. Un théoréme de Carleman sur les noyaux intégraux positifs.

Tutortme 1 (Carleman, voir [7]). — On se donne l'espace
localement compact () avec la mesure p.>0; B, = C ou R;
le noyau intégral K sur G correspondant & une fonction

K(z,y) >0 @-p-p.

S’tl existe une fonction mesurable q positive et non nulle
w-p-p sur Q et une constante M telle que

(23) req K@, y)q(z) "df*( ) < Mq(y)
(24) veo K@, y)a(y) "dp(y) < Mg(e)

alors (17) définit un opérateur linéaire continu de LP(Q, Q).

'ulr-l 't’l"‘

Preuve. — f et g étant deux fonctions > 0 a support compact
dans Q, on cherche a4 majorer en fonction de |f|, et |g|, la
quantité

(Kf, g) = ﬂ@m wmmwwww

1

— [ Kz, o)) Fly)g * (@) glo)g *y) du) diy)
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On majore alors le produit des deux quantités soulignées en
utilisant I'inégalité (61 de [13])

P br'
ab <+ 2.
Spop
D’ou en utilisant les hypothéses (23) et (24)
M M
(25) (Kf, &) < 3 Ifls +

Ceci prouve que K est borné dans L?(G, C).

Ce théoréme implique par exemple les inégalités 275, 318,
319 de [13] et le lemme 1 de [43].

Voir des extensions et des réciproques de ce théoréme
dans [9]. En fait nous utiliserons le théoréme de Carleman
sous la forme suivante, en tenant compte de la remarque
formulée par la proposition 3.

Cororraire 1 (variante uniforme de Carleman). — Si
(K))ie1 est une famille de noyaux positifs sur Q vérifiant les
hypotheses du théoréme 1 avec des fonctions q; quelconques
mais une méme constante M, alors pour tout pe]l, + oof,
les K, décrivent un borné de iﬁ(LP(G C)). (Cela résulte de (25).)

Prorosition 3. — Si lon a trois espaces de Banach
B, (t =1, 2, 3) Pespace localement compact Q avec p >0
et un noyau vectoriel K: Q — B, tel que

(26) IK(z, y)| < Oz, y)
¢ étant un noyau positif tel que

(27) ¢: Lr(Q, C) — Lr(Q, C),
alors

(28) K: Lr(Q, B,) — Lr(Q, B,).

En effet : pour toute fe 9°(G)® B, on a:

(Kf)(@)le = | | K(z, y) X f(y) du(y)],
< [ 1Kz, y) X f)ls, duly)
< [ ¥z, y)lf@)ls, dsly) = @(f])().
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D’ou
1K1, < 12(fN)> < CIf |-

Nous pouvons alors démontrer:

2.C. Le théoréme principal.

Ce théoréme s’applique aux convoluteurs de L5(G, B) dont
on suppose connue la continuité s’il n’y a pas de poids. Il
affirme que si ces convoluteurs vérifient une certaine condi-
tion de croissance (a I'origine de G et a I'infini), alors ils opérent
auss1 dans les espaces L% s1 @ est un poids (P’). On donne tout
de suite I’énoncé complet avec une variante uniforme et une
précision supplémentaire (utilisée plus tard) dans le cas parti-
culier ou n = 1.

TatoriME 2 (rameéne l’étude pour les poids (P’) au cas
non pondéré). — On considére sur G = R" les poids & du type
(P"). Sout (5) vérifiant (6); et K un noyau intégral G — B,
définissant une application continue

(29) Lr(G, B;) - Lr(G, B,) avec 1<p< .

On suppose qu’il existe une constante C, telle que

(30) Yz et y dans G, |K(z, y)| <

e — yl*
10 Alors pour tout pe]l, + o[ et tout ® vérifiant (P’)
(31) K: LG, B,) - L&(G, B,).

Et la norme de (31) est majorée en fonction de ®, C,,
(32) {de p et de la norme de (29); mais indépendamment
de K.

- 20 Su dans le cas n = 1, on considére au lieu des poids (P’)
les pouds

(33) o(z) = (B + B+ 2%) 7,



SUR LES MULTIPLICATEURS DANS JLP AVEC PoIDS 103

B décrivant R*, alors la norme de (31) est majorée
(34) < en fonction de By, @, Co, p de la norme de (29); mais
indépendamment de K et de .

Preuve. — Avec la remarque de Hardy -Littlewood et celle
de la prop0s1t10n 3, on est amené a voir si le noyau suivant

sur G2 opére dans L.
a

(35) Lz, y)= (Bot+B+ Iyl — (Bo + B+ |=f?)® |yj:v|"
(Bo + IyP

Avec le théoreme de Carleman et en prenant

36) @)= (Bt B4 [T

A étant indéterminé pour l'instant, on est amené & voir si,
avec une constante C convenable, on a

(37) vz, ‘/ ‘ﬂ"o‘l‘p-l-lylz %——gﬁ +[3+|x|2% iy
" (Bo+ B+ Iyl —2 ®ly — x|
<

]

A
‘ (Bo + B + valz)”
(38) vy, fm I(Bo+ﬁ+lyl = (ot Bt Jal)

(Bo + B + I2I?) 2" (Bo+ B+ 1yl 2ly—fvl
C

A
(Bo + B + ly1)*

dz

<

Voyons d’abord le cas n = 1.

Si B = B =1, le calcul est facile: il suffit d’écrire que des
integrales définies sur R convergent. (C’est d’ailleurs le cas
traité dans [14]).

Sinon, en posant

Yy = zu; et z=V\p + B2 dans (37)
et

z=yo; e y=\p,+ Py dans (38),
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on est amené a démontrer les inégalités

o0 2 '023 e 2 %

(39) f L(1+w2u)g+l(1+x) du < C .
(14 22u?)? Pl — 1 (1 + a?)%
Ao 2 % _ 2,2 02i

w | epiogrynd e
T+ e (L4 yr) e — 1 (1 4 y?)%¥

Pour montrer par exemple (39), on va montrer que

f @ [ <t
1 ;

la—1l<y li—1i>g (1 4 a?)2p

La premiére majoration s’obtient en utilisant le développe-
e . 1
ment limité suivant <7 réel, [Au| < §>

(14 2(1 + Aw?) = (1 + 221 <1 + oy du o G(Au)>-

La deuxiéme majoration s’obtient en distinguant les cas:
a) x décrit un borné de R : c’est réalisé si C est suffisamment
grand; b) x tend vers l'infini: on fait une majoration gros-
siére :

[ <[ —mete y,

=113 v 0 (xu)“l"lu — 1
<%fw —;%Li— du < —_E'_I
2P =] (1 et
\ . 1
a condition que a > — —.

Dans le cas G = R" avec n > 1, vérifions par exemple
(37) en utilisant les coordonnées polaires

z = RE, y=rm=1Ry

R et r sont réels positifs, § et 1 des points de la sphére unité
P N P P
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Y de R"). On se demande si pour tout R

(41) f ~(B0+t2R2 _°1+.(L o+ R%® " dtdn << ¢ 3
’lEZ (Bo+ 2R2) 2 2P|t —E|" (Bot+R2)>

Mais la théorie du potentiel dans R” donne ([3])

dn

_ C s1 0<u<<1,
eZM"‘uEln

(42) u—uyﬁ

st u> 1.

ur—2

(La formule relative au cas 0 << u << 1 s’obtient en cherchant
avec la formule de Poisson le potentiel (constant) a I'intérieur
d’une sphére dont la surface est uniformément chargée:
la deuxiéme formule en résulte par un changement de variable.)

Dans le cas ot B, = 0 on est amené a écrire qu’une intégrale
définie sur Rt converge. En rapprochant les conditions obte-
nues, de ce que I’on obtient en faisant pour (38) ce que I’on a
fait pour (37), il vient:

p max(—n, —n—+ a) < — A < p min (0, a)
pmax(—n,—n—a) << —A<p mn (0, — a).

Or un nombre A vérifiant ces inégalités, n’existe que si ’on a
— 2 <a< . Dans le cas ou B, =1, la relation (41)
P

P
se transforme en la suivante avec (42):

{1\(1+t2r«v>?m—-x RS L
14+ £2R22 "2 (1 — )
e PRYT — (A +RYY ki _
+ 2 2oy Y
B g eR) 4+ Ry

On procéde alors avec cette relation comme on avait fait
avec (39). .
Voyons a présent quelques applications du théoréme 2.
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3. APPLICATIONS DU THEOREME 2 (G =R»).

3.A. Proposition 4 (fonction caractéristique d’un demi-espace).

Soit B un espace de Banach tsomorphe a un espaée de Lebesgue
L? quelconque (g ]1, + o[). Alors ¥Co =R, Vie {1 ... nj,

la fonction caractéristique ¢ du demi-espace

e =R, £ G
est un multiplicateur scalaire dans FLE(G, B) pour G = R"
et les poids ® vérifiant (P).

Preuve. — On peut supposer B = C: car alors on passera
au cas général par la méthode donnée par J. Schwartz dans
[34] s’il n’y a pas de poids.

On peut aussi supposer C, = 0 et ¢ = 1.

Ecrivons alors

= (1, ... &) = (B,7).
Pour tout entier e {1, n} on va noter GY(z) le groupe R' de

point courant z.

On a
avec k(z,) = v.p 1
P

%0(Z) = distribution de Dirac a I'origine dans G" ().
A tout Z de G*1(Z) est associé le poids suivant sur G!(z,)

wz(21) = B(2) = 8(2,, ).

Ce sont les poids du 2° de I’énoncé du théoréme 2. On a donc
pour toute fe D(G) puisque

1
ff — Y, T) v.p- Zjdyl

IF ol = freose B foeoie @@ 2) |(F +f) (@) doy
<C xeGn_,(m)d" j If (x.Z)|P & (2,7) daz,
< ClfE,



SUR LES MULTIPLICATEURS DANS JLP AVEC POIDS 107

Conséquences. — En faisant le produit de tels ?, il

vient que pour tout %, de G’ la fonction caracté-

(43) < ristique Y de I’ensemble des points v} de G’ tel que
Vi=1...n,n <<%, est un multiplicateur dans

ILE(G,B) (sipe]l, + o[; G=R"*; B ~ L9).

3.B. Théoréme 3 (théoréme de Littlewood-Paley).

Voir [12], [21], [15] st n =1, B, = 0.
Soit G = R". Pour tout k € Z, notons
Q= {teG Vvi=1...nl§ <2¥

et
(44) E, la couronne Q,\Q,_,

Yk 6tant la fonction caractéristique de cette couronne et [ une
fonction quelconque de LE(G, H) (avec p e |1, + oo[, H = espace
de Hilbert) on pose

(45) _Kk=§)(.h
fi= f;(Xk-lﬁ) = K;*(f)

Alors on a Péquivalence de normes

60 o~ () @ e 3 1n)? )

k=—a
quel que soit le poids & sur G vérifiant (P).

Preuve. — Procédant comme dans la preuve du théoréme 4
de [25], on est amené a vérifier la continuité des applications
I, IT et III. La continuité de II se prouve comme dans le cas
non pondéré a condition d’utiliser la proposition 4 du présent
travail.

Pour prouver la continuité de I et II, il faut (vue la trans-
position de la proposition 2 de [25] au cas pondéré) montrer
que les noyaux tronqués (FY)y définissent par convolution
un ensemble borné d’applications linéaires continues

L%(G, H) = L&(G, (H)).

Dans [25], 1l est prouvé qu’il en est ainsi st @ = 1. Vu le
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théoréme 2 de ce travail il suffit de montrer que

(47) 3C, VNeN, VoeG, [FY2)<

C
||
Or tout point 2’ « G appartient & une certaine couronne E,.

Donc ' = (2, ... 2¥z,) avec z = (x4, ..., z,) dans E,.

Pour un tel point z nous avons, en utilisant la formule (97)

du travail [25]

1
+a

(48) |FN(z'")| << Y |Fi(2%, ... 2":1:,,)]2>2

=—0

1

+o 2
= < S 22 Fy (24, .., 2’+"x,,)|2> .
l=—o
D’ou en faisant le changement de variable I' =1+ k
et en raisonnant comme dans [25]:

< Clz'|™

Et le théoréme 3 est démontré.
Sans rien changer aux raisonnements de [25] on déduit
de ce théoréme les corollaires suivants.

TatorimME 4 (type Marcinkiewicz). — Voir [12], [15] et
[21] st n=1 et B, = 1. — H étant un espace de Hilbert, on
considére la partition de G' = R} en couronnes E, = Q\Q,_,
avec Q. = {§, EeR" Vi =1 ... n|§| < 2*}. On considére une
fonction ® mesurable bornée: G' — G dont les restrictions @,
d chaque couronne E; sont telles que

O(.) = Li+ freo Yel.) diss(¥)

Yg = la fonction caractéristique des points v, de G’

tels que v, <& Vi (w;); = suite infinie de mesures
(49) < complexes w;: G' — G, les masses de ces mesures

étant uniformément bornées.

(Lj); est une suite bornée de nombres complexes.

Alors, relativement a Uapplication bilinéaire naturelle

CxXxH->H
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@ est un multiplicateur dans FLE(G, H) (pour G = R" et les
poids & du type (P)).

TatortME 5 (type Mihlin: voir [12] et [21]) si n=1,
Bo = 0). — H étant un espace de Hilbert, G = R}; on considére
une fonction ®: G' — G telle que dans le complémentaire de

n

o PSP i . :
Dorigine, la dérivée m existe au sens usuel et est continue.
1 o ¢ n :

On suppose qu’il existe une constante C telle que VI = (I ... ")

avec I'e {0,1}, YEe G/
(50) [EMD'RE)| < C  avee |ll=4L+ -+ 1.

Alors, ® est un multiplicateur dans FLE(G, H) pour les poids &
du type (P).

3.C. Fonctions de Lusin, Paley, Littlewood...

ProrosiTion b (voir [21]sin=1et B, =0 et [2] sim=1).
— Utilisant les notations de [2], notons (gf) et (sf) respective-
ment, les fonctions de Paley Luittlewood et de Lusin a n dimensions
associées a une e D(R"), alors les applications

fr—(ef) et fr—1~sf)

sont continues pour la topologie induite par LE(G, C) ot ® est
un poids vérifiant les conditions (P’).

Preuve. — Rappelons d’abord les définitions de (gf) et de (sf).
- Le point courant de E,;; est noté indifféremment

(@)  ou  ((m) )
avec :

1<j<n+1 ou 1<ikn

E+ désigne le demi-espace o z,., = t >0 et on identifie E,
a I'hyperplan ou t = 0. On fixe une constante positive R et a
tout point z = (z;); de E,, on associe le demi-cone :

W(z) = {((y)s )<E+* avec |z —y|<<Ref. -
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L’expression du noyau de Poisson est (modulo une constante
multiplicative)
P, — ct
‘ —_— T

n+1

(I=* 4- ) *

D’ou par dérivation:
_ _ ()t
(Otpt)(x) - (lxlz + t2)n+1
_ _af —n*
(btPl)(m) - (lez + 1)n+1
Et Stein (dans [39]) introduit successivement les fonctions
suivantes :

Uf = P, f = potentiel de f

n+1 n+1

grad® Uf = 3, (3,(Pi+f))* = ,ZI (0;Py=f)?

1
(gf)(z) = (jo t grad? U(z, ) dt) ?
1
[ g
we

Considérant par exemple (gf), Benedek-Calderon-Panzone
interprétent (gf)(z) comme la norme en z dans B, = L2(R?, E*+1)
de la fonction suivante dépendant de z:

R+ —> Eppy
t— (P f)a 1),

Et ils interprétent cette fonction comme la convolution:
— associée a 'application bilinéaire

B, X R—B,
((F3)ys @) —= (af);5

— de la distribution vectorielle suivante 4 valeurs dans B,
2K (z,) = (K(z, ),

i
avec Kz, t) =1t? (3,P)(z).
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Dans cette situation il résulte de [2] que K est un convolu-
teur de L? (G, CG) a L?(G, B,).

Pour en déduire la preuve dans le cas pondéré il suffit
de montrer que I'on a (30).

Or
K = <fom tde 5:31 (o,-Pt)z(m)y

= (f; tdt Clxlzt:le il_xg)’:s nt2)2>-2—_

D’od en posant t = |z|u

1
([ G

1 + wy+
< C

||™

La preuve est analogue pour la fonction (sf).

3.D. Intégrales singuliéres (voir [37]).

On sait qu’une telle intégrale singuliére K est deﬁme par
une application K: R — C telle que:

— K est homogeéne et de degré — n;

— La restriction de K a la sphére unité 2 de R" est dans
L1t avec ¢, > 0;

pex K(0) db = 0.

Les distributions
‘ _ (K@) st |z >¢
Ki(z) = 0 si 2| e

convergent dans ¥'(G) lorsque ¢ — 0 vers une distribution
notée K et elles forment un ensemble borné d’ apphcatlons
linéaires continues de LP(G, B) (voir [34]; B est supposé
1isomorphe a un espace L? avec p et ge |1, 4 oof.

Du théoréme 2, et de ceci, il résulte directement la

Proposition 6 (voir Stein [40] si B, = 0). — Si B est un
espace de Banach isomorphe a un espace L quelconque, toute



112 PAUL KREE

intégrale singuliére K: R" — G bornée sur la sphére unité de
R" est un opérateur de convolution (scalaire) dans L% (R" B)
pour les poids ® correspondant a (P'). (p et qe |1, o).
(Voir une généralisation de ce résultat aux intégrales s1nguheres
de [22] dans le travail [4].)

Voici un autre résultat obtenu en transposant au cas pondéré
la démonstration (du fait que les intégrales singuliéres opérent
dans L?) en utilisant les coordonnées polaires pour les noyaux
impairs, puis les noyaux de Riesz pour les noyaux pairs
(voir [37] par exemple).

Prorosition 7. — Etant donné un espace de Banach B,
une intégrale singuliére K: R} — G; on se donne un poids
w(x) tel que, pour presque toute droite D de R", la restriction

. . 1
®(D) de ® a D existe et est telle que vp — est un convoluteur
x

(scalaire) dans L&(G, B) les normes de ces convoluteurs étant
uniformément bornées lorsque D varie. Alors K est un convolu-

teur dans L&(G,B) (1 <p << ).
Ezemples : 51B ~ L? (1 << ¢ <o) on peut prendre &(z) = |z,|*

avec — L< a < —- ou ® un poids du type (P): utiliser
p p : :

le 2¢ du théoreme 2.
Voir aussi des résultats de type local dans [11].

Preuve. — Utilisant les noyaux de Riesz il suffit de démontrer
le théoréme si K est impair. Or, pour toute g€ D® B,

'UlH

|Kex ¢y = (ﬁea dxl teRn Ke(t)p(z — ¢ dt‘p)

Posons ¢t = ¢ avec peR*+ e X

= (ol [ xom [ HoS )

On rapporte alors R" & une base orthonormée dont un vecteur
de base est 6. Il vient avec y € Y = ’hyperplan mené par O
orthogonalement a 0:

1

z=ab + y, xeR.
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Posons
Dyo(p) = ¢(pb + y)
(e st e >
1e(#) = 0 sinon.
D’ou

— b — o)
R e T e S L PR ALC)
lel=e e Ipl=e P

D’ou en utilisant 'inégalité de Minkowsky puis ’hypothése
|Ks * ¢lpa

= (S e aen @180 + 9) dy da foo K(O) 8| (T 2 (2))
(feeE|K )| do [ [ wr(ab + y) da dy](Fyy * ) )P

Cfelz | K(6)] d (./.;EY dy ja |'Vyo(@)[PeP(ab + y) d ) g
¢lpo

1
p

//\

N IN

4. TRANSPOSITION DE CES RESULTATS A G=T* OU Z~

Une fois le théoréme 2 transposé, il suffira d’opérer comme
dans les §§ 5 et 6 de [25] pour démontrer des transpositions des
théorémes 3, 4 et 5 lorsqu’on remplace G = R* par G = T"
ou Z"

TutoriME 2. — On peut remplacer dans son énoncé G = R"
par T" ou Z".

Preuve. — Pour G = T*:

I ’y a rien & prouver pour [, =1, puisque, G étant
compact, le poids @ est équivalent a 1.

Pour f, = 0, procédant comme ci-avant on est amené a
vérifier (37) et (38), les intégrales étant prises sur T" au lieu
de R". Ces nouvelles relations sont donc évidentes puisque I'on
peut considérer T* comme une partie de R"

Preuve pour Z".

Le cas B, =1 se déduit du cas f, = 0 puisque les poids
correspondants sont équivalents en dehors de I’origine. Pour
Bo = 0, utilisant la méme technique que pour G = R" on

5



114 PAUL KREE
est amené A vérifier deux relations dont 'une s’écrit :
" [kl* — 10
VieZ", > <

k(F#L et 0)‘k| Ik— ll" lp
Soit

(51) 3 Klﬁl—l> _ 1‘ L ¢

k(#1 et 0) <£>¢+%.£ __l_'"
12l Ll

14"
Nous comparons cette relation a la relation déduite de (37)
en y faisant le changement

y = |r|Ju u étant unitaire
d’ou
dy = C|z|" du
(51y [ b* =4 g <.
J ueRnr Iul oL+ 2 )‘ x
|||

Le premier membre de (51) représente la somme de Riemann
de I'intégrale du 1ef membre de (51) : il reste donc unifor-

4 , \ . Agt 1
mément borné lorsque ! — oo, c’est-a-dire lorsque le coté T
du réseau tend vers zéro.

Proposition 4. — Méme énoncé (avec G = T" ou Z").

Dans la démonstration, il faut remplacer v.p. — par v.p.

Ty

cotg mx;.

TatortMe 3. — Les modifications concernant seulement
Pensemble indexant les Q,: notons cet ensemble Z(G')

Z(Z" = {—1,0,1, ...}
Z(T)= §{—1,—2,...}.
Preuve si1 G = T". Procédant comme pour R" 1l suffit

de vérifier que les fonctions G¥ du travail [25] vérifient I'iné-
galité (30) du présent travail. Or d’aprés les formules (135)
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t (136) de [25]:
+o
GXO)E < 3 GO

On écrit alors 6’ = 2*0 avec 0 € E,, et I’on utilise les majorations

(140) de [25]. D’ou:

IGYO)* < Zthz I+ 3 thlei

1=—1 ==kl
< C Z 221n _{_ C Z 2—2lu—4nk
=1 Il=—k+1
< C 2—2kn + C 2—2kn —_ C 2—-2k;z —~ leﬁgn'

Preuve si G = Z".

Recopiant ce qui a été fait pour G = R7, il s’agit de montrer
(47); et en explicitant |F¥(z')| en fonction des F,, on voit que
dans la sommation intervenant dans (48), on a seulement

leZ(G'); d’ou (47) & fortiori.

TrEorEME 4. — La modification d’énoncé concerne seule-
ment ’ensemble indexant les couronnes E;; on doit avoir:
jeZ(@).

Tutortme 5. — Valable pour G = Z". Sans objet pour
G=T~

5. CONVEXITE ET APPLICATIONS DE L’INTERPOLATION.

On trouvera dans le travail [25] d’autres applications de
I'interpolation. Nous allons ici développer une technique
imaginée par Krabbe (voir [23]) pour retrouver (dans le cas
G = Z, sans poids) des multiplicateurs dans FI? découverts
par Hirschmann (voir [16] et [17]. Cette méthode est fondée
sur l'inégalité de Young ([46]) et quelques inégalités de
convexité.

LemMe 1. — On se donne n nombres entiers >1: ky ... k,
et la partie suivante de 7"

(62) T=fi=(i...00 Vh=1...n 1< <hd.
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Sotent deux ensembles de nombres (complexes)
(ai)iel et (bi)iEI’

Pour tout iel, posons A, = Xa;, la sommation étant étendue
aux multi- indices J=(1---Jk---]n tels que

e<<til, Ye=1...n

(ce que Uon pourra écrire jai).

p désignant une partition quelconque de 1 en parallélotopes
dont les arétes sont paralléles aux azes, notons pa la suite de
nombres obtenue a partir des a; en sommant ceux de ces nombres
dont les indices appartiennent d un méme parallélotope de .

Alors

L (1 1\
53 < (1 — + — bl
53) |3 A< (1+0(+ ) sup lpallet,
(54) ou ( est la fonction de Riemann et
L + 1 > 1.
p q

On démontre cette relation pour n quelconque par récur-
rence a partir de n = 1, c’est-a-dire de I'inégalité de Young.

Lemme 2 (Convexité). — 1° Pour toute fo: G — C et tout
poids @ sur G vérifiant Uhypothése (K), Log|fy|,m« est une

fonction convexe du point (—> a) si

ae R et <=1

p

(Donc Uensemble des points <—1—, a> tels que f, € L&« est convexe
ou vide.) p

20 @ étant un poids sur G vérifiant U’hypothése (K) posons
Dy = L% (G, C), Dj=1L"% (G, C)
avec e [0,1], ag= (1 — 0)ay + 0,
1—9 0 1 1—6 0
+ =2

1
P Po P 9 o )1
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Soit A une application linéaire continue (j = 0 et 1)
. A .
(55) D{ — Di.

Alors
(56) Log sup (Af, g) (pour |floy <1 et |gloty << 1) est une

fonction convexe de 6
Ce lemme résulte du fait que (notations de [b]):

(57) [Lg’aq’ Lmu4]0 —_ Lm“ﬂ

et des propriétés de convexité de la méthode d’interpolation
complexe.

La définition ci-aprés prolonge naturellement au cas n > 1,
celle des semi-normes de Wiener (voir [45]).

DerintTioNs. — 19 Pour toute @ € DO(R™), et tout p € [1, 4 0]
on pose:

(58) Vy(®) = sup ( 2 |A0F)

g

1
p

ot o décrit Uensemble des partitions finies d’'un hypercube
(59) fEeRE, Vi=1...n, & <C}

contenant le support de ®, en parallélotopes dont les arétes
sont paralléles aux azes; 1 indexe les parallélotopes d’une telle
partition o; A® désigne la « variation de ® sur le 1® parallé-
lotope de o »:

20 Si Uon considére un tel parallélotope :
fEeRy B<<ESE pour 1=12,...,n}

ot les 2n nombres E} et £} dépendent du parallélotope; et si
O e DO(R™), la variation de @, sur le parallélotope est
(60)
sin=1: Q) — O}
AD = {sin=2: O, 8) — P&, &) — D&}, &) + D&, &)

sin=3...

Moyennant ces 2 lemmes, et vue cette définition on peut énon-
cer la

Prorosition 8. — Considérons sur G = R" un poids ®
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tel que (P) et la convolution habituelle des distributions (c’est-
a-dire la convolution scalaire). Alors la norme de toute ® € DO(R*)
comme multiplicateur dans FLL(R") est majorée par V.(®) si

1 1 1 1 1 1
(61) 7—7‘$<“<7——+$
1 1 1 1
et T n<y<7Ttgw

Preuve. — Soit K un hypercube (59) contenant Supp ®.

Soit ¢ une partition de K en parallélotopes dont les arétes
sont paralleles aux axes. Cette partition est moins fine que
celle ¢ définie par tous les hyperplans §; = C contenant au
moins un sommet d’un parallélotope de o. Notons & le point
de K ayant les plus grandes coordonnées parmi les points
du :¢ parallélotope de .

Q&) =X AP

la somme étant étendue a tous les parallélotopes de ¢ dont
tous les points ont des coordonnées plus petites que &;.

Pour tout & € G’ notons toujours Yg la fonction caractéris-
tique des points v de G’ tels que n; < &, Vi.
L’inégalité de Young puis la définition prouvent que

3 (HOE), AYef), 8)

{ indexe G

Efmm@mmq

{ indexe &

< Csup lpm elod G, Bl i o+ 5>
< CV,(®) V, (F(Yif), 8.

I

Quand le 2¢ membre est-il borné? (f et g décrivant respecti-
vement les boules unités de L% et L),
Or d’apres le 19 et 2° du lemme 2, la quantité

sup V, (F(Y:f), &)

lorsque f et g décrivent respectivement les boules unités
de L% et L&, est une fonction convexe du point de R? de

, < 1 1 >
coordonnées ( —; —; a }-
q p



SUR LES MULTIPLICATEURS DANS #LP AVEC POIDS 119

Cette quantité est d’ailleurs bornée:

— au point <1 i, 0>, d’apres Plancherel;

> 2
— aux points tels que
q p p P

d’aprés la proposition 4.

Done, pour tout point <%, %, oz> situé dans I’enveloppe

convexe de ces points, on a lorsque f et g décrivent respecti-
vement les boules unités de L2 et de son dual

S {(FOE)AY:S), g)( <C.

{ indexe G

sup
G

Vue la fermeture de la boule unité des multiplicateurs dans
', ceci prouve que ¢ est un multiplicateur.

Notons. — D’aprés [8], si ® est simultanément un multi-
plicateur dans JFLE et FLE ; alors @ est encore un multiplica-
teur dans FLY5 5y o @ est une fonction homogéne de
degré 1 des 2 variables @; et telle que

(1, %) = <f°° __dy(s) _1_>1“"
0 )P

(1 + &s

ou v est une mesure portée par R+ telle que
f dv(s) _ <,
° (4 )P

On peut appliquer ce théoréme en prenant:

Bo=1

1 1
B=los, - <a<+E
G=R

le multiplicateur étant la fonction caractéristique Y d’une
demi-droite.

Alors Y est un multiplicateur dans L& pour des poids
définis par une condition intégrale.
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On pourrait encore appliquer ce théoréme en prenant :

[4]
(2]

(3]
(4]
(5]
(6]
(7]
(8]
(9]
(10]

[14]
[12]

[13]
(14]

(22]
[23]
(24]
(25]

B, =1 ou ||,
®; = e** (&' réel quelconque).

I
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Note ajoutée a la correction des épreuves.

La démonstration du théoréme 2 que donne Cora Sadosky est beaucoup plus
simple que la démonstration donnée ici. On peut d’ailleurs formuler un énoncé
général relatif a la continuité d’opérateurs linéaires dans les LP pondérés (a paraitre).
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