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VECTEURS DISTRIBUTIONS H-INVARIANTS DE
REPRÉSENTATIONS INDUITES, POUR UN ESPACE

SYMÉTRIQUE RÉDUCTIF p-ADIQUE G/H.

par Philippe BLANC & Patrick DELORME

dédié à Alain Guichardet

Résumé. — Soit G le groupe des points sur F d’un groupe réductif linéaire défini
sur F, un corps local non archimédien de caractéristique 0. Soit σ une involution
rationnelle de ce groupe algébrique définie sur F et soit H le groupe des points
sur F d’un sous-groupe ouvert, défini sur F, du groupe des points fixes de σ. Nous
construisons des familles de vecteurs H-invariants dans le dual de séries principales
généralisées, en utilisant l’homologie des groupes. Des résultats de A.G.Helminck,
S.P.Wang et A.G.Helminck, G.F.Helminck sur la structure des espaces symétriques
réductifs p-adiques sont aussi essentiels.

Abstract. — Let G be the group of F-points of a linear reductive group defined
over F, a non archimedean local field of characteristic zero. Let σ be a rational
involution of this group defined over F and let H be the group of F-points of an open
subgroup, defined over F, of the group of fixed points by σ. We built rational families
of H-fixed vectors in the dual of generalized principal series, using homology of
groups. Results of A.G.Helminck, S.P.Wang and A.G.Helminck, G.F.Helminck on
the structure of p-adic reductive symmetric spaces are also essential.

Introduction

Soit G le groupe des points sur F d’un groupe linéaire algébrique réductif
G, défini sur F, un corps local non archimédien de caractéristique 0. Soit
σ une involution de ce groupe algébrique G, définie sur F, H le groupe des
points sur F d’un sous-groupe ouvert, défini sur F, du groupe des points fixes
de σ. Cet article est destiné à débuter l’analyse harmonique sur l’espace

Mots-clés : symmetric spaces, reductive p-adic groups, distribution vectors, induced
representations.
Classification math. : 22E35.



214 Philippe BLANC & Patrick DELORME

symétrique réductif G/H, en analogie avec celle sur les espaces symétriques
réels (cf. [10] pour un survey sur ce sujet).

La premère étape que nous franchissons ici est la construction de familles
de formes linéaires H-invariantes sur des séries principales généralisées.
Cette étape a été franchie dans le cas réel dans [6], à l’aide de la théorie
des D-modules.

L’outil principal est ici l’homologie lisse (voir plus bas).
Notre construction se limite à celle de sous-groupes paraboliques parti-

culiers dits σ-sous-groupes paraboliques. C’est l’expérience du cas réel qui
conduit à cette restriction : dans ce cas, ces familles de représentations
suffisent à décrire la partie continue de la formule de Plancherel pour l’es-
pace symétrique. Un travail à paraître de Nathalie Lagier précise le rôle
joué par les σ-sous-groupes paraboliques dans l’étude des représentations
admissibles de G qui sont H-sphériques i.e. qui possèdent une forme li-
néaire non nulle H-invariante. On notera, pour se fixer les idées, que si G
n’admet pas de σ-sous-groupe parabolique différent de G alors toutes les
composantes isotropes de G sont contenues dans H ([13], Lemme 4.5).

Il faut remarquer que notre approche est différente de celle de [14], [15],
[19] qui déterminent, pour certains cas, toutes les représentations irréduc-
tibles ayant un vecteur non nul invariant par un bon sous-groupe compact
maximal et une forme linéaire non nulle H-invariante, et obtiennent une
formule de Plancherel, ou bien de l’approche de [20] qui cherchent toutes
les représentations unitaires irréductibles de GL2n, ayant une forme linéaire
non nulle invariante sous le groupe symplectique. Dans [19] notamment les
fonctions sphériques sont explicitées à l’aide de polynômes de Macdonald,
alors que dans [20], on utilise des théorèmes sur les périodes des formes au-
tomorphes. En particulier, nous ne cherchons pas à expliciter complètement
les zéros et les pôles des familles construites.

On note RatG le groupe des caractères rationnels de G définis sur F et
aG = HomZ(RatG,R) et on note HG : G→ aG, l’application qui, à g ∈ G,
associe l’application χ 7→ |χ(g)|F. Alors a∗G = RatG ⊗Z R et on dispose
d’une application surjective de (a∗G)C dans l’ensemble X(G) des caractères
non ramifiés de G, qui à χ⊗ s associe le caractère g 7−→ |χ(g)|sF.

L’involution σ agit sur aG et a∗G. On note aG,σ (resp. aσ
G) l’ensemble des

éléments de aG antiinvariants (resp. invariants) par σ. Alors aG = aG,σ ⊕
aσ

G et a∗G,σ s’identifie à un sous-espace de a∗G. On note X(G)σ l’image de
(a∗G,σ)C par l’application précédente. Elle possède une structure de variété
algébrique comme quotient d’un espace vectoriel par un réseau.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



VECTEURS DISTRIBUTIONS H-INVARIANTS 215

On introduit des notations similaires pour les sous-groupes de Lévi
σ-stables de G. On considère un sous-groupe parabolique P de G tel que
σ(P ) soit égal à l’opposé de P relativement à un tore déployé maximal,
A0, contenu dans P et σ-stable. On dit que P est un σ-sous-groupe para-
bolique. On note M le sous-groupe de Lévi σ-stable de P , qui est égal à
P ∩σ(P ), et U son radical unipotent. On note A un tore déployé du centre
de M , maximal pour la propriété d’être contenu dans {x ∈ G|σ(x) = x−1}.

Alors a∗M,σ s’identifie à a∗ = RatA ⊗Z R. On note X = X(M)σ et B
l’algèbre des fonctions régulières sur X.

Soit (δ, Vδ) une représentation lisse de M irréductible, ou simplement
admissible de type fini, qu’on prolonge à P en la prenant triviale sur U .
On introduit pour χ ∈ X, la représentation δχ = δ ⊗ χ de M . On définit
également une structure de (M,B)-module sur Vδ⊗B en faisant agir B par
multiplication sur le deuxième facteur et m ∈ M par le produit tensoriel
de δ(m) avec la multiplication par l’élément bm de B défini par : bm(χ) =
χ(m), χ ∈ X.

Soit encore :
δB(m)(v ⊗ b) = (δ(m)v)⊗ bmb

On étend l’action de M à P en la prenant triviale sur U . On notera δ• à
la place de δχ ou bien δB .

On considère indG
PVδ• l’ensemble des ϕ : G→ Vδ• qui sont invariantes à

gauche par un sous-groupe compact ouvert et telles que

ϕ(gmu) = δ•(m−1)ϕ(g), g ∈ G,m ∈M,u ∈ U

On le note aussi I•. Le groupe G agit sur I• par la représentation régulière
gauche. De plus B agit naturellement sur IB .

L’objet de cet article est de déterminer les familles de vecteurs H-inva-
riants dans le dual de Iχ dépendant, en un certain sens (voir plus bas), de
façon polynomiale de χ.

Une remarque fondamentale pour notre travail est le fait que si V est
un module lisse, l’espace des éléments H-invariants du dual de V , V ∗H ,
est égal à H0(H,V )∗, où H0(H,V ) est le quotient de V par le sous-espace
engendré par les vecteurs gv − v où g décrit H et v décrit V .

Dans la première partie de l’article, on étudie les foncteurs d’homologie
lisse en degré supérieur. On les introduit grâce aux résolutions projectives
dans la catégorie des modules lisses. Une série de propriétés sont brièvement
établies (voir aussi [3], [9] et aussi [5], [11] pour la cohomologie continue)
notamment le lemme de Shapiro, une utilisation des sous-groupes distingués
fermés qui sont union de sous-groupes compacts, la résolution standard, le
complexe de chaines inhomogènes. On établit qu’une action naturelle du

TOME 58 (2008), FASCICULE 1



216 Philippe BLANC & Patrick DELORME

centre de G sur le complexe des chaines inhomogènes induit une action
triviale sur l’homologie.

Tous ces résultats sont utilisés dans la preuve du Théorème principal.

Hypothèse simplificatrice, pour l’introduction seulement : On
suppose que HP est la seule (H,P )-double classe ouverte dans G.

Théorème principal. —

(i) On note Jχ = {ϕ ∈ Iχ| ϕ est à support contenu dans HP} qui
est un sous-H-module lisse. Alors H0(H,Jχ) est naturellement iso-
morphe à H0(M ∩H,Vδ).

(ii) Il existe un polynome q ∈ B, non nul tel que pour tout χ ∈ X

vérifiant q(χ) 6= 0, l’injection naturelle de Jχ dans Iχ détermine un
isomorphisme :

H0(H,Jχ) ' H0(H, Iχ)

(iii) Passant aux duaux dans (i) et (ii), si χ ∈ X et q(χ) 6= 0, on dispose
d’un isomorphisme :

V ∗M∩H
δ → I∗Hχ

qu’on note :
η 7→ j(P, δ, χ, η)

On peut réaliser les Iχ dans un espace fixe I, par restriction des fonctions
de G à un sous-groupe compact maximal K. Alors le polynôme q peut être
choisi de telle sorte que pour tout η ∈ V ∗M∩H

δ et ϕ ∈ I, χ 7→ q(χ) <
j(P, δ, χ, η), ϕ >, χ ∈ X, soit un élément de B, i.e une fonction régulière
sur X.

Donnons une idée de la démonstration de ce théorème.
On commence par étudier Iχ comme H-module. D’abord il existe un

nombre fini de (H,P )-doubles classes HxP et on note Ω un ensemble, qui
contient e, de représentants de celles-ci. On introduit des ouverts O0 =
HP ⊂ O1 ⊂ ... ⊂ On = G de sorte que Oi+1\Oi = Hxi+1P puis on note
Ii = {ϕ ∈ Iχ|suppϕ ⊂ Oi} de sorte que I0 = Jχ et {0} ⊂ I0 ⊂ I1... ⊂ In.
On montre (voir aussi [1], Théorème 5.2) que :

Ii/Ii−1 ' indH
H∩xiPx−1

i

δxi

χ|H∩xiPx−1
i

pour i = 0, ..., n, où δxi
χ est la représentation de xiPx

−1
i dans V définie

par :
δxi
χ (xipx

−1
i ) = δχ(p), p ∈ P

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Ici les fonctions de l’espace de l’induite sont à support compact modulo
le sous-groupe induisant et sont invariantes à gauche par un sous-groupe
compact ouvert de H.

En particulier :

Jχ ' indH
H∩P (Vδχ)

Grâce au lemme de Shapiro, H0(H,Jχ) = H0(H ∩P, Vδχ). Mais H ∩P =
H ∩M car P est un σ-sous-groupe parabolique de G et χ ∈ X(M)σ est
trivial sur M ∩H. D’où le point (i) du Théorème.

Maintenant on choisit x = xi avec i > 0. On pose : P ′ = xPx−1, δ′ = δx,
χ′ = χx, M ′ = xMx−1 etc.

On veut calculer H∗(H, Ii/Ii−1). D’après le Lemme de Shapiro, cet es-
pace est isomorphe à H∗(H ∩ P ′, Vδ′

χ′
).

Soit V ′ = (M ′ ∩ σ(U ′))(U ′ ∩ σ(P ′)). Alors V ′ ∩ (M ′ ∩ σ(M ′)) = {e} et
V ′ est un sous-groupe unipotent distingué dans H ∩P ′. Comme V ′∩H est
un sous-groupe distingué de P ′ ∩H = ((M ′ ∩ σ(M ′)∩H)(V ′ ∩H), qui est
de plus la réunion de sous-groupes compacts, les propriétés de l’homologie
lisse montrent que :

H∗(H ∩ P ′, Vδ′
χ′

) = H∗(H ∩M ′,H0(V ′ ∩H,Vδ′)χ′)

Ici l’indice χ′ indique, dans le second membre, la tensorisation par le
caractère χ′|H∩M′

.
On note que l’action de V ′ sur Vδ′

χ′
ne dépend pas de χ′, car χ′, étendu à

P ′ en le prenant trivial sur U ′, est trivial sur V ′ puisque celui-ci est réunion
de sous-groupes compacts ouverts.

On a P ′∩σ(P ′) = (M ′∩σ(M ′))V ′. Un argument qui est une adaptation
au cas p-adique d’une idée de [7], montre alors que H0(V ′ ∩ H,Vδ′) '
H0(M ′ ∩ σ(U ′), Vδ′). Finalement on a :

H∗(H, Ii/Ii−1) ' H∗(H ∩M ′,H0(M ′ ∩ σ(U ′), Vδ′)χ′)

Mais M ′ ∩ σ(U ′) est le radical unipotent du sous-groupe parabolique de
M ′, M ′ ∩ σ(P ′), de sous-groupe de Lévi M ′ ∩ σ(M ′).

Donc H0(M ′ ∩σ(U ′), Vδ′) est un M ′ ∩σ(M ′)-module admissible de type
fini. Ceci implique qu’il existe des caractères χ1, ..., χp du centre Z ′ de
M ′∩σ(M ′) tels que pour tout z ∈ Z, (z−χ1(z))...(z−χp(z)) agisse trivia-
lement sur celui-ci. Mais on peut trouver un élément z0 de Z ′ ∩H tel que
l’application bz0 : X ′ → C, donnée par χ′ 7→ χ′(z0), ne soit pas constante.
Alors, tenant compte du fait que l’action de z0, qui est dans le centre de
H∩M ′ = H∩M ′∩σ(M ′), sur H∗(M∩H,H0(M∩σ(U ′), Vδ′)χ) est triviale,

TOME 58 (2008), FASCICULE 1



218 Philippe BLANC & Patrick DELORME

on voit facilement que si q′(χ) = (1−χ1(z0)χ′(z0))...(1−χp(z0)χ′(z0)) est
non nul, l’homologie ci-dessus est nulle, donc aussi H∗(H, Ii/Ii−1).

Un argument de longue suite exacte donne le point (ii) du Théorème, en
utilisant pour q le produit des q′ lorsque i varie dans {1, ..., n}.

Pour établir les propriétés de rationalité de (iii), on reprend l’étude ci-
dessus en remplacant δχ par δB .

Les racines du plus grand tore déployé du centre de M , AM , dans l’al-
gèbre de Lie de P s’identifient à des éléménts de a∗M , dont on note ρP la
demi-somme comptée avec les mutiplicités.

On note C(G,P, δ∗, χ) l’espace des fonctions ψ sur G, à valeur dans le
dual V ∗

δ de Vδ, telles que :

(0.1)
Pour tout v ∈ Vδ, g 7→< ψ(g), v > est continue et :

ψ(gmu) = e−2ρP (HM (m))χ(m)δ∗(m−1)ψ(g), g ∈ G,m ∈M,u ∈ U
Le groupe G agit par représentation régulière gauche sur cet espace.
Si ψ ∈ C(G,P, δ∗, χ) et ϕ ∈ Iχ, on note < ψ,ϕ >=

∫
K
< ψ(k), ϕ(k) > dk

qui définit un crochet de dualité G-invariant sur ces espaces. Ceci permet
d’identifier C(G,P, δ∗, χ) à un sous-espace de I∗δχ

.
On introduit une application ε(G,P, δ, χ, η) : G → Vδ∗ , caractérisée par

la propriété de covariance (0.1), nulle en dehors de HP , H-invariante à
gauche et valant η en e.

On introduit enfin une fonction ‖ ‖ sur G/H et M/M ∩H.

Théorème. — Soit η ∈ V ∗M∩H
δ et r ∈ R tel que pour tout v ∈ Vδ,

l’application de M/M ∩H dans C :

m(M ∩H) 7→< δ∗(m)η, v >

soit bornée par un multiple de ‖m(M ∩H)‖r.
Alors il existe ν0 ∈ a∗M,σ ⊂ a∗M , P -dominant, tel que pour tout χ ∈ X

avec Reχ− 2ρP − ν0 strictement dominant par rapport aux racines de AM

dans l’algèbre de Lie de P , la fonction ε(G,P, δ, χ, η) est un élément de
C(G,P, δ∗, χ).

L’élément de I∗χ correspondant à ε(G,P, δ, χ, η) est égal à j(P, δ, χ, η).

Des résultats récents de Nathalie Lagier indiquent que tout η ∈ V ∗M∩H
δ

vérifie la condition du théorème.
On notera que lorsque G = G1 ×G1 et σ est l’involution qui échange les

facteurs, notre article donne une nouvelle approche des intégrales d’entrela-
cement (cf. [6] pour le cas réel).

Il est important de noter que les résultats de A.G. Helminck et S.P.
Wang [13], et A.G. Helminck et G.F. Helminck [12], sur la structure des
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espaces symétriques p-adiques sont à la base de ce travail. Il faut également
dire que la page web de A. G. Helminck annonce, dans un rapport, un travail
avec G.F. Helminck sur le même sujet que celui traité dans cet article.

Nous espérons que nos résultats seront complémentaires et que notre
méthode, à savoir l’utilisation de l’homologie lisse, pourra être utile dans
d’autres situations.

Remerciements :
Nous remercions Jean-Pierre Labesse pour avoir répondu à de nombreuses
questions pendant l’élaboration de ce travail.

1. Homologie lisse de l-groupes

1.1. Modules projectifs

On appelle l-groupe, un groupe localement compact, G, dénombrable à
l’infini, qui admet une base de voisinages de l’élément neutre formée de sous-
groupes ouverts compacts. On notera dg une mesure de Haar à gauche sur
G. On note C∞c (G) l’espace des fonctions localement constantes à support
compact, à valeurs complexes. On note M(G) la catégorie des G-modules
lisses, i.e. des représentations de G dans un espace vectoriel complexe dont
tout vecteur est fixé par un sous-groupe compact ouvert. On voit facilement
que C∞c (G) muni de l’action régulière droite, resp. gauche, est un G-module
lisse. Appliquant ce résultat à Gn, puis plongeant G diagonalement dans
Gn, on voit que C∞c (Gn) muni de l’action régulière gauche L, (resp. droite
R), de G (où G agit diagonalement sur Gn) est un G-module lisse. Nous
redonnons ici une preuve d’un résultat de [9], Théorème A.4, qui est la
version p-adique d’un résultat de [2] pour les groupes de Lie.

Lemme 1.1. — Le module C∞c (Gn+1) muni de l’action régulière droite
est projectif dans M(G).

Démonstration. — On fixe ϕ ∈ C∞c (Gn+1) tel que
∫

Gn+1 ϕ(x)dx = 1. Si
g, x ∈ Gn+1, f ∈ C∞c (Gn+1), on définit :

(1.1) fg(x) = f(x)ϕ(xg)

Alors fg est élément de C∞c (Gn+1). Par un calcul immédiat on voit que :

(1.2) Rhfh−1g = (Rhf)g

Soit P : U → V → 0 un morphisme surjectif de G-modules lisses et F :
C∞c (Gn+1) → V un morphisme de G-modules. Soit S une section linéaire
de la surjection P : U → V

TOME 58 (2008), FASCICULE 1



220 Philippe BLANC & Patrick DELORME

On définit :

F (f) :=
∫

Gn+1
g0Sg0

−1F (fg)dg, f ∈ C∞c (Gn+1)

Ici g = (g0, ..., gn).
On va vérifier que F est un morphisme de G-modules entre C∞c (Gn+1)

et U tel que P ◦ F = F .
Soit f ∈ C∞c (Gn+1). Alors :

P (F (f)) =
∫

Gn+1
P (g0Sg−1

0 F (fg))dg

Mais Pg0 = g0P et PS = IdV . Donc :

P ◦ F (f) =
∫

Gn+1
F (fg)dg

Mais ∫
Gn+1

F (fg)dg = F (
∫

Gn+1
fgdg)

car l’intégration est en fait une somme finie. De plus∫
Gn+1

fg(x)dg =
∫

Gn+1
f(x)ϕ(xg)dg = f(x)

Il en résulte que PF (f) = F (f). Il faut maintenant voir que F est un
G-morphisme. Grâce à (1.2), on voit que pour h = (h0, ...h0) ∈ Gn+1 avec
h0 ∈ G :

F (Rhf) =
∫

Gn+1
g0Sg

−1
0 F (Rhfh−1g)dg

On effectue le changement de variable g′ = h−1g, qui implique que g0 =
h0g

′
0 et l’on trouve

F (Rhf) =
∫

Gn+1
h0g0Sg

−1
0 F (fg)dg = h0F (f),

car F est un morphisme de G-modules. �

Il résulte de ce qui précède que si V est un G-module lisse, C∞c (G)⊗ V

est projectif pour l’action régulière droite sur le premier facteur. Remar-
quons que l’on peut remplacer l’action régulière droite par l’action régulière
gauche sur C∞c (G) car l’application f → f∨ où f∨(g) = f(g−1) entrelace
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VECTEURS DISTRIBUTIONS H-INVARIANTS 221

ces deux actions. Montrons que :

(1.3)

L’application de C∞c (G)⊗ V dans V définie par :

f ⊗ v →
∫

G

f(g)gvdg

est un morphisme surjectif de G -modules lisses pour le produit
tensoriel de la représentation régulière gauche sur C∞c (G) avec
la représentation triviale sur V

Il est surjectif car, si v est fixé par K, on prend f = 1K/vol(K), où 1K

est l’indicatrice de K et f ⊗ v a pour image v. Comme Lhf ⊗ v a pour
image

∫
G
f(h−1g)gvdg, on fait le changement de variable g′ = h−1g pour

voir que c’est un G-morphisme. Donc M(G) a suffisamment de projectifs
et :

(1.4)

Tout V ∈ M(G) admet une résolution projective par des mo-
dules du type C∞c (G)⊗W , où G agit par produit tensoriel de la
représentation régulière gauche avec la représentation triviale
sur W .

Mais on dispose d’une autre action de G sur C∞c (G) ⊗ V : le produit
tensoriel des actions sur C∞c (G) et sur V . On remarque que C∞c (G) ⊗ V

est égal à C∞c (G,V ). Plus généralement G agit sur C∞c (Gn+1, V ) par :

(1.5)
(g.f)(g0, ..., gn) = gf(g−1g0, ..., g

−1gn),

f ∈ C∞c (Gn+1, V ), g, g0, ..., gn ∈ G

Notons que C∞c (Gn+1, V ) est isomorphe au G-module C∞c (Gn+1)⊗V où
G agit par la représentation régulière gauche de manière diagonale sur le
premier facteur et trivialement sur le second, l’isomorphisme étant donné
par :

(1.6) f 7→ f̃ où f̃(g0, ..., gn) = g−1
0 f(g0, ..., gn), f ∈ C∞c (Gn+1, V )

Notons que l’inverse de cet isomorphisme est donné par :

(1.7) f → f̂ , f ∈ C∞c (Gn+1, V ) avec : f̂(g0, ..., gn) = g0f(g0, ..., gn)

car on a :

(1.8)
˜(gf)(x) = x−1

0 (gf)(x) = (x−1
0 g)f(g−1x)

= (gx0)−1f(g−1x) = f̃(g−1x)

Donc C∞c (Gn+1, V ) est projectif pour ses deux structures de G-modules.
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1.2. Homologie lisse, résolution standard et complexe
de chaines inhomogènes

Définition 1.2. — Pour un module lisse V , on définit VG = JG(V ),
l’espace des coinvariants, comme le quotient de V par l’espace vectoriel
engendré par les gv − v, g ∈ G, v ∈ V . Alors JG est un foncteur exact
à droite. On définit alors l’homologie lisse de V , H∗(G,V ), comme étant
l’homologie du complexe :

· · · → JG(P1) → JG(P0) → 0

qui est obtenu par application du foncteur JG à une résolution projective
de V

· · · → P2 → P1 → P0 → V → 0

Par des arguments classiques (cf e.g. [8], Ch V, §3), H∗(G,V ) ne dépend
pas de la résolution projective choisie. De plus,H0(G,V ) est canoniquement
isomorphe à JG(V ).

En particulier on dispose de la résolution standard de V (cf. e.g. [11],
Ch. I, Équation (12.2), pour le cas des groupes discrets) :

Lemme 1.3. — On considère la suite

(1.9)
· · · → C∞c (Gn+2, V ) δn−→C∞c (Gn+1, V )

δn−1−→ · · ·
δ0−→C∞c (G,V )

η−→V → 0

où :

(1.10) (δnf)(g0, ..., gn) =
n+1∑
i=o

(−1)i

∫
G

f(g0, ..., gi−1, g, gi, ..., gn)dg

Ici :

(1.11) η(f) =
∫

G

f(g)dg, sif ∈ C∞c (G,V )

et l’action sur C∞c (Gn+1, V ) est celle définie en (1.5). C’est une résolution
projective de V , dite résolution standard.

Démonstration. — Pour voir que la suite (1.9) est exacte, on montre
que pour chaque sous-groupe ouvert compact, la suite :

(1.12)
→ C∞c ((K\G)n+2, V K) δn−→C∞c ((K\G)n+1, V K)

→ · · ·C∞c (K\G,V K)
η−→V K → 0
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est exacte. Pour cela on introduit :

(1.13)
σn : C∞c ((K\G)n, V K) → C∞c ((K\G)n+1, V K)

(σnf)(g0, ..., gn) = (1K(g0)/vol(K))f(g1, ..., gn)

avec (g0, ..., gn) ∈ Gn+1 et f ∈ C∞c ((K\G)n, V K)

Alors σn est une homotopie contractante comme on le vérifie aisément,
car on a :

ησ0 = IdV K

et

δnσn+1 + σnδn−1 = IdC∞
c ((K\G)n+1,V K)

puisque, pour f ∈ C∞c ((K\G)n+1, V K) :

(δnσn+1f)(g0, ..., gn) = (δn((1K/volK)⊗ f))(g0, ..., gn)

= f(g0, ...gn)− (1K(g0)/vol(K))⊗ (δn−1f)(g1, ..., gn)

soit encore :

(δnσn+1f)(g0, ..., gn) = f(g0, ..., gn)− ((σnδn−1)(f))(g0, ..., gn)

qui est l’égalité voulue. Comme tout f ∈ C∞c (Gn+1, V ) est élément de
C∞c ((K/G)n+1, V K) pourK sous-groupe compact ouvert assez petit, l’exis-
tence de l’homotopie contractante σn prouve l’exactitude du complexe
(1.9). Ainsi, tenant compte du Lemme 1 et de (1.5), (1.9) est une réso-
lution projective de V . �

Donc Hn(G,V ) est le n-ième groupe d’homologie du complexe :

(1.14) · · · δ′1−→H0(G,C∞c (G2, V ))
δ′0−→H0(G,C∞c (G,V )) → 0

où δ′n est déduit de δn par passage aux coinvariants.
Définissons :

(1.15)

Tn : C∞c (Gn+1, V ) → C∞c (Gn, V )

par

(Tn(f))(g1, ..., gn) =
∫

G

g−1f(g, gg1, ..., gg1...gn)dg

Lemme 1.4. — Alors Tn est surjectif et Ker Tn est engendré par les
éléments de la forme g.f − f , où on utilise les notations de (1.5).

Avant de procéder à la démonstration du Lemme 3, établissons un autre
Lemme.
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Lemme 1.5. —

(i) Soit ϕ ∈ C∞c (G,W ) où W est un espace vectoriel. Alors si :∫
G

ϕ(g)dg = 0

ϕ est une combinaison linéaire d’éléments de la forme Lgψ − ψ,
ψ ∈ C∞c (G,W ), g ∈ G.

(ii) L’application de C∞c (G,W ) dans W donnée par l’intégration sur
G par rapport à dg passe au quotient en un isomorphisme entre
H0(G,C∞c (G,W )) et W .

Démonstration. — (i) Comme C∞c (G,W ) = C∞c (G) ⊗W , et que ϕ ∈
C∞c (G,W ) ne prend qu’un nombre fini de valeurs, on se ramène au cas où
W est de dimension finie, puis, en prenant une base de W , au cas où W

est de dimension 1, i.e. C∞c (G,W ) = C∞c (G), ce que l’on suppose dans la
suite. Soit donc ϕ comme dans l’énoncé.

Alors ϕ est invariante à droite par un sous-groupe compact ouvert assez
petit.

Donc

ϕ =
n∑

i=1

λi1xiK

où 1xK est l’indicatrice de xK.
La condition sur ϕ montre que

∑n
i=1 λi = 0. Donc :

ϕ =
n∑

i=1

λi(1xiK − 1K) =
n∑

i=1

λi(Lxi1K − 1K)

ce qui achève de prouver (i).
Prouvons (ii). L’application est injective d’après (i) et surjective

d’après (1.3). �

Corollaire 1.6. — Soit W une représentation lisse de G. On fait agir
G sur C∞c (G,W ) par la représentation

(g, ϕ) → (g.ϕ)

en posant :
(g.ϕ)(x) := gϕ(g−1x), g, x ∈ G

Si : ∫
G

g−1ϕ(g)dg = 0

alors ϕ est combinaison linéaire de fonctions de la forme g.ψ − ψ où ψ ∈
C∞c (G,W ).
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Démonstration du Lemme 1.4. — D’abord, un simple changement de
variable montre que KerTn contient les combinaisons linéaires de fonctions
du type g.f − f . Soit f ∈ Ker Tn. On applique le corollaire à f regardée
comme élément de C∞c (G,C∞c (Gn, V )), où l’on fait agir G sur W :=
C∞c (Gn, V ) par :

(g � h)(g1, ..., gn) := gh(g−1g1, ..., g
−1gn), h ∈ C∞c (Gn, V )

Alors f est combinaison linéaire de fonctions de la forme : g ∗ F − F , où
F ∈ C∞c (G,W ), g ∈ G et :

(g ∗ F )(x) := (g � F )(g−1x), x ∈ G

Alors, identifiant F à un élément de C∞c (Gn+1, V ) :

(g ∗ F )(g0, ..., gn) = gF (g−1g0, g
−1g1, ..., g

−1gn)

i.e., avec les notations de (1.5) :

g ∗ F = g.F

Ce qui précède achève la détermination du noyau de Tn.
En utilisant (1.3), on voit de même que si on pose :

(T̃nf)(g1, ...gn) =
∫

G

g−1f(g, gg1, ..., ggn)dg, f ∈ C∞c (Gn+1)

l’image de T̃n est égale à W = C∞c (Gn, V ). Montrons que cela implique
que l’image de Tn est aussi égale à C∞c (Gn, V ).

Si F ∈ C∞c (Gn, V ), on définit :

H(x1, ..., xn) = F (x1, x
−1
1 x2, ..., x

−1
n−1xn), x1, ..., xn ∈ G

donc H ∈ C∞c (Gn, V ). De plus

(1.16) F (g1, ..., gn) = H(g1, g1g2, ..., g1...gn), g1, ..., gn ∈ G

D’après ce qui précède, il existe f ∈ C∞c (Gn+1, V ) tel que T̃nf = F .
Alors, tenant compte de (1.16) et (1.15), on voit que ceci implique que
Tnf = F et ceci montre que Tn est surjective. �

D’après le Lemme 1.5, H0(G,C∞c (Gn+1, V )) est isomorphe par Tn à
C∞c (Gn, V ). Un calcul direct montre que :

(1.17) dn(Tn+1(f)) = Tn(δn(f)), f ∈ C∞c (Gn+2, V )
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où pour tout n > 1 et f ∈ C∞c (Gn+1, V )

(1.18)

(dnf)(g1, ..., gn) =
∫

G

g−1f(g, g1, ..., gn)dg+

n∑
i=1

(−1)i

∫
G

f(g1, ..., gi−1, g, g
−1gi, gi+1, ..., gn1)dg

+(−1)n+1

∫
G

f(g1, ..., gn, g)dg

et

d0f =
∫

G

g−1f(g)dg −
∫

G

f(g)dg, f ∈ C∞c (G,V )

Donc

Proposition 1.7. — La différentielle δ′n transportée par ces isomor-
phisme est égale à dn et l’homologie lisse de V s’identifie à l’homologie du
complexe, dit complexe de chaines inhomogènes :

(1.19) · · · → C∞c (Gn+1, V ) dn−→C∞c (Gn, V )
dn−1−→ · · · d0−→V → 0

1.3. Action de G sur H∗(G,V )

Pour tout g ∈ G on définit un automorphisme Rg de C∞c (Gn+1, V ) muni
de la structure de G-module défini en (1.5). L’opérateur Rg correspond à
l’action régulière droite de la diagonale i.e. :

(Rgf)(g0, ..., gn) = f(g0g, ..., gng), f ∈ C∞c (Gn+1, V )

On vérifie sans peine que, si ∆G(g) = 1, où ∆G est la fonction modulaire
de G, Rg est un automorphisme de G-modules de la résolution standard
de V , en complétant les flèches Rg par l’identité de V . Donc il est homo-
tope à l’automorphisme identité, par une homotopie formée de morphismes
de G-modules (cf. e.g., [11] Chapitre I, Proposition 2.2). Cette homotopie
détermine une homotopie du complexe d’espaces vectoriels (1.14) dont la
cohomologie est l’homologie lisse. Donc le morphisme Rg induit l’identité
sur l’homologie lisse de V .

Proposition 1.8. — Pour tout g ∈ G tel que ∆G(g) = 1 et tout f ∈
C∞c (Gn, V ) on note :

(R̃gf)(g0, ..., gn) = gf(g−1g0g, g
−1g1g, ..., g

−1gng)

(i) Cette formule définit un automorphisme R̃g du complexe des chaines
inhomogènes (1.19), homotope à l’identité.
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(ii) En particulier si f est un élément du noyau de dn, Zn(G,V ), alors
R̃gf − f est élément de l’image de dn+1, Bn(G,V ).

Démonstration. — Un calcul immédiat montre que R̃g, est le transporté
de Rg par Tn, au scalaire multiplicatif ∆G(g) près. �

Corollaire 1.9. — Si z ∈ Z(G) est tel que z − IdV est inversible,
Hn(G,V ) = {0} pour tout n ∈ N.

Démonstration. — En effet, si f ∈ Zn(G,V ), on vient de voir que
R̃zf − f ∈ Bn(G,V ). Mais ((R̃z − Id)f)(g1, ...gn) = (z − IdV )f(g1, ...gn).
Il est alors facile de voir que f ∈ Bn(G,V ), puisque (z − IdV )−1 préserve
Bn(G,V ). Donc Hn(G,V ) = {0}. �

1.4. Longue suite exacte d’homologie

Le lemme suivant est standard.

Proposition 1.10. — Soit 0 → V
i−→W

p−→V/W → 0, une suite exacte
courte de G-modules lisses. Alors notons i∗ : H∗(G,V ) → H∗(G,W ) (resp.
p∗ : H∗(G,W ) → H∗(G,V/W )) les morphismes en homologie déduits de i
et p. Pour n ∈ N∗, il existe des morphismes canoniques cn : Hn(G,V/W ) →
Hn−1(G,V ) tels que l’on ait la suite exacte longue :

· · ·Hn+1(G,V/W )
cn+1−→Hn(G,V ) in−→Hn(G,W )

pn−→Hn(G,V/W ) cn−→

· · · p0−→H0(G,V/W ) → 0

1.5. Homologie lisse et sous-groupes distingués

Lemme 1.11. — Soit G un l-groupe qui est réunion de sous-groupes
compacts. Alors :

(i) Le foncteur H0(G, .) est un foncteur exact sur M(G).

(ii) De plus Hi(G,V ) = 0 pour tout i > 0 et tout V objet de M(G).

Démonstration. — (i) est classique et (ii) résulte de (i) et de la définition
de l’homologie lisse. �

Proposition 1.12. — Soit G un l-groupe, H un sous-groupe fermé et
distingué de G qui est réunion de sous-groupes compacts (donc unimodu-
laire). Alors si V est un G-module lisse, H0(H,V ) est un G/H-module lisse
et H∗(G,V ) est naturellement isomorphe à H∗(G/H,H0(H,V )).
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Démonstration. — L’assertion sur H0(H,V ) est claire. D’après (1.4), le
G-module lisse V admet une résolution projective : · · · → Pn → Pn−1 →
· · · → P0 → V → 0, telle que pour tout n, Pn soit de la forme C∞c (G)⊗Wn

où G agit par le produit tensoriel de la représentaion régulière gauche
sur C∞c (G) avec la représentation triviale sur Wn. Alors H0(H,Pn) '
H0(H,C∞c (G)) ⊗ Wn comme G/H-module. Mais H0(H,C∞c (H)) ' C,
d’après le Lemme 1.5. Tenant compte de l’isomorphisme du Lemme 3.2 de
l’Appendice pour les actions régulières gauches, on en déduit que
H0(H,C∞c (G)) s’identifie à C∞c (H \ G) (=C∞c (G/H) puisque H est dis-
tingué dans G). On vérifie facilement que c’est un isomorphisme de G/H-
modules. Il en résulte que H0(H,Pn) est un G/H-module lisse projectif.
Des Lemmes 1.1 et 1.11 appliqués à H, on déduit que :

· · · → H0(H,Pn) → · · · → H0(H,P0) → H0(H,V ) → 0

est une résolution projective du G/H-module lisse H0(H,V ).
Donc H∗(G/H,H0(H,V )) est l’homologie du complexe :

· · · → H0(G/H,H0(H,Pn)) → · · · → H0(G/H,H0(H,P0)) → 0

Mais il est clair que pour tout G-module lisse W , H0(G/H,H0(H,W ))
s’identifie à H0(G,W ). Alors le complexe dont l’homologie donne H∗(G/H,
H0(H,W )) s’identifie à celui dont l’homologie donne H∗(G,V ). D’où la
Proposition. �

1.6. Représentations induites comme espaces d’homologie

Soit H un sous-groupe fermé du l-groupe G, et (V, π) une représentation
lisse de H. On note indG

Hπ la représentation régulière gauche de G dans
l’espace indG

HV des fonctions ϕ de G dans V , invariantes à gauche par un
sous-groupe compact ouvert de G, à support compact modulo H, et telles
que :

ϕ(gh) = π(h)−1ϕ(g), g ∈ G, h ∈ H

C’est une représentation lisse de G.

Proposition 1.13. — Si f ∈ C∞c (G) et v ∈ V , on définit :

i(f ⊗ v)(g) =
∫

H

f(gh)π(h)vdh, g ∈ G

Ici dh est une mesure de Haar à gauche sur H.
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(i) Alors i(f ⊗ v) ∈ indG
HV et i se prolonge en un morphisme linéaire

de G-modules entre C∞c (G) ⊗ V , muni du produit tensoriel de la
représentation régulière gauche de G avec la représentation triviale
sur V , et (indG

HV, ind
G
Hπ), noté i ou iG,π.

(ii) Cette application est surjective.

(iii) Son noyau est égal à l’espace engendré par les ((Rh⊗π(h)∆−1
H (h))ϕ)

−ϕ, h ∈ H, ϕ ∈ indG
HV où R est la représentation régulière droite

de G sur C∞c (G) et ∆H est la fonction modulaire de H. Celle-ci est
caractérisée par

(1.20)
∫

H
f(hh0)dh = ∆H(h0)

∫
H
f(h)dh pour h0 ∈ H.

(iv) Par passage au quotient i définit un isomorphisme naturel entre les
G-modules H0(H,C∞c (G)⊗ V ) et (indG

HV, ind
G
Hπ), où C∞c (G)⊗ V

est muni du produit tensoriel de l’action régulière droite de H avec
∆−1

H π. Ici G agit sur H0(H,C∞c (G) ⊗ V ) par passage au quotient
du produit tensoriel L ⊗ Id de la représentation régulière gauche
sur C∞c (G) avec la représentation triviale sur V .

(v) Si U est un ouvert H-invariant à droite, on notera (indG
HV )(U) ou

C∞c (U, π) l’espace formé des ϕ ∈ indG
HV tels que le support de ϕ est

contenu dans U . Alors C∞c (U, π) est l’image de C∞c (U)⊗ V par i.

Démonstration. —
(i) résulte d’un simple changement de variable.
(ii) On va montrer (v) qui implique (ii). Soit ϕ ∈ C∞c (U, π). Alors ϕ est

invariante à gauche par un sous-groupe ouvert compact K, donc de support
de la forme

⋃
x∈X KxH. Les KxH sont ouverts car K est ouvert.

Le support de ϕ étant compact modulo H, ϕ est nulle en dehors de la
réunion

⋃
j KxjH, pour un nombre fini de xj , où l’union est disjointe et

contenue dans U . On note vj = ϕ(xj). Les propriétés d’invariance à gauche
de ϕ par K et de covariance à droite sous H montrent que vj est invariant
par x−1

j Kxj ∩H.
L’intégrale

∫
H

1xj
−1Kxj∩H(h)dh est non nulle car x−1

j Kxj∩H est ouvert
dans H. On note cj son inverse. Nous affirmons que :

ϕ = i(Σjcj(fj ⊗ vj)), où fj = 1Kxj

En effet les deux membres ont les mêmes propriétés d’invariance à gauche
sousK et de covariance à droite sousH. Ils sont nuls en dehors de

⋃
j KxjH,

et sont déterminés par leur valeurs en les xj . Or la valeur en xj du second
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membre est égale à

cj

∫
H

1Kxj (xjh)π(h)vjdh = cj

∫
H

1xj
−1Kxj∩H(h)π(h)vjdh = vj

comme désiré. Ceci achève de prouver (v) et (ii).
Prouvons (iii) qui implique (iv). On va se ramener à déterminer le noyau

de iG,π dans le cas où G = H. En effet, d’après l’appendice, Lemme 3.2,
pour l’action régulière droite de H, C∞c (G) est isomorphe à C∞c (G/H) ⊗
C∞c (H) où H agit par la représentation régulière droite sur le deuxième
facteur et trivialement sur le premier. Notons s une section continue de
la projection G → G/H (cf. [18]). De même, on a un isomorphisme T

d’espaces vectoriels entre C∞c (G/H)⊗ indH
HV et indG

HV , défini par :

T (ψ⊗f)(s(x)h) = ψ(x)f(h), ψ ∈ C∞c (G/H), f ∈ indH
HV, x ∈ G/H, h ∈ H

d’inverse :

(T−1(ϕ)(x, h) = ϕ(s(x)h), x ∈ G/H, h ∈ H, ϕ ∈ indG
HV

Dans ces isomorphismes iG,π s’identifie à idC∞
c (G/H) ⊗ iH,π. La détermi-

nation du noyau de i = iG,π, se réduit donc bien à celle de iH,π. On suppose
désormais que G = H et l’on note ∆ au lieu de ∆H .

Soit f élément du noyau de iG,π. Alors :∫
G

π(g)f(g)dg = 0

Mais ∆(g)dg est une mesure de Haar invariante à droite sur G, notée
drg.

Donc ∫
G

π(g)∆(g)−1f(g)drg = 0

On applique à la fonction sous le signe somme le Lemme 4 (ou plûtot sa
version à « droite »). Alors

π(g)∆(g)−1f(g) = Σn
i=1(Rxiϕi)(g)− ϕi(g), g ∈ G

où ϕi ∈ C∞c (G,V ) et xi ∈ G.
On pose, pour g ∈ G, ψi(g) = π(g)−1∆(g)ϕi(g), de sorte que ϕi(g) =

π(g)∆(g)−1ψi(g).
Alors

f(g) = Σn
i=1(π(g)−1∆(g)π(gxi)∆(gxi)−1ψi(gxi)− ψi(g), g ∈ G

D’où
f = Σn

i=1π(xi)∆(xi)−1Rxiψi − ψi

comme désiré. �
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1.7. Lemme de Shapiro en homologie lisse

Lemme 1.14. — Si (π, V ) est un G-module lisse, H0(G, indG
HV ) est na-

turellement isomorphe à H0(H,V ). Si T : V → V ′ est un morphisme de
H-modules, l’application entre H0(G, indG

HV ) et H0(G, indG
HV

′), déduite
de l’application entre H0(H,V ) et H0(H,V ′) par les isomorphismes ci-
dessus, est égale à l’application déduite du morphisme induit, indT , entre
indG

HV et indG
HV

′, par passage au quotient.

Démonstration. — En effet il résulte de la Proposition 1.13 (iv) que :

indG
HV ' H0(H,C∞c (G)⊗ V )

où C∞c (G)⊗V est muni du produit tensoriel de l’action régulière droite de
H avec ∆−1

H π. Cette action commute avec l’action régulière gauche de G.
Donc :

H0(G, indG
HV ) ' H0(G×H,C∞c (G)⊗ V )

qui est aussi isomorphe à H0(H,H0(G,C∞c (G)⊗ V )). Mais tenant compte
du Lemme 1.5 (ii), on a finalement :

H0(G, indG
HV ) ' H0(H,V )

où H agit sur V par π. L’assertion sur les morphismes est immédiate en
suivant les isomorphismes précédents. �

Proposition 1.15. — (Lemme de Shapiro pour l’homologie lisse)
Soit V un H-module lisse. Alors H∗(G, indG

HV ) est naturellement iso-
morphe à H∗(H,V ).

Début de la démonstration de la Proposition 1.15. —
Soit :

un−→Pn · · ·
u0−→P0 → V → 0

une résolution projective du H-module lisse V par des modules projectifs
du type C∞c (H)⊗Wn, où H agit par la représentation régulière gauche sur
C∞c (H).

Alors indG
H(Pn) est un G-module lisse projectif isomorphe à C∞c (G)⊗Wn

d’après le Lemme suivant. �

Lemme 1.16. — Soit W un espace vectoriel. Le G-module indG
HC

∞
c (H)

induit du H-module C∞c (H) pour l’action régulière gauche de H est iso-
morphe à Cc

∞(G) muni de l’action régulière gauche de G.

Démonstration. — Clairement : indH
{e}C = C∞c (H), où C est le H-

module trivial et C∞c (H) est muni de l’action régulière gauche. Utilisant
l’induction par étages, qui s’établit facilement, on en déduit le lemme. �
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Fin de la démonstration de la Proposition 1.15. — Donc

· · · ind un−→ indG
HPn · · · → indG

HPn−1 · · ·
ind u0−→ indG

HP0 → indG
HV → 0

est une résolution projective du G-module lisse indG
HV .

L’homologie lisse H∗(G, indG
HV ) est naturellement isomorphe, d’après le

Lemme 1.14, à l’homologie du complexe :

· · · → H0(H,Pn) → · · · → H0(H,P0) → 0

D’où l’isomorphisme voulu. �

1.8. Filtration d’une représentation induite

On suppose maintenant que P et H sont deux sous-groupes fermés d’un
l-groupe G dénombrable à l’infini et que G n’admet qu’un nombre fini de
(H,P )-doubles classes. Utilisant l’action de H × P sur G, H agissant à
gauche et P à droite, on déduit de l’Appendice, Lemme 3.1, qu’il existe des
ouverts :

U0 = ∅ ⊂ U1 · · · ⊂ Un = G

tels que pour i > 0, Ui \ Ui−1 soit une double classe HxiP ouverte dans
G \ Ui−1.

Proposition 1.17. — Soit (δ, V ) une représentation lisse de P . On
note :

Ii = {ϕ ∈ indG
PV | le support de ϕ est contenu dans Ui}

Alors Ii est H-invariant et la représentation de H dans Ii/Ii−1 est iso-
morphe à indH

H∩xiPx−1
i

δxi

|H∩xiPx−1
i

, où δxi est la représentation de xiPx
−1
i

dans V définie par :

δxi(xipx
−1
i ) = δ(p), p ∈ P

Démonstration. — En utilisant l’isomorphisme naturel de indG
P δ et

indG
xiPxi

−1δxi , on se ramène à démontrer l’assertion sur Ii/Ii−1 dans le
cas où xi est l’élément neutre de G, ce que l’on fait dans la suite. On no-
tera I au lieu de Ii, J au lieu de Ii−1, U au lieu de Ui, U ′ au lieu de
Ui−1.

On associe à f ∈ I sa restriction à H, rH(f). Montrons que ϕ := rH(f)
est un élément de l’espace indH

H∩P δ|H∩P .
La seule chose qui n’est pas immédiate est que le support de ϕ est com-

pact modulo H ∩ P . Le support de ϕ est égal à Suppf ∩H.
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Soit (hn) une suite dans Suppϕ. Il faut trouver (xn) suite dans H ∩ P
telle que (hnxn) ait une sous-suite convergente. Comme Suppf est compact
modulo P , il existe une suite (pn) dans P telle que (hnpn) admette une
sous-suite convergente.

Notons H×H∩P P le quotient de H×P par H∩P , agissant à droite sur le
premier facteur et à gauche sur le second. D’après l’Appendice, Lemme 3.1,
appliqué à l’action de H × P sur G, l’application produit H × P → HP

passe au quotient en un isomorphisme topologique de H ×H∩P P sur HP .
Il en résulte qu’il existe une suite (xn) dand H ∩ P telle que (hnxn) et

(x−1
n pn) admettent des sous-suites convergentes. Ceci achève de prouver

la compacité du support de rH(f) modulo H ∩ P et donc que rH(f) est
élément de l’espace indH

H∩P δ|H∩P .
Le reste de la démonstration consiste à montrer que rH est surjective, de

noyau J .
Soit f ∈ Ker rH . Cela signifie que f est nulle sur H donc sur HP . Elle

est donc à support dans U \ HP = U ′, i.e. f ∈ J . Il reste seulement à
prouver la surjectivité.

On note r la restriction des éléments de C∞c (U)⊗V à C∞c (HP )⊗V qui
est surjective car HP = U \ U ′ est fermé dans U .

On dispose d’une application iP,δ de C∞c (Ui)⊗ V dans Ii qui est surjec-
tive, (cf. Proposition 1.13 (iv)).

Enfin on définit une application jH,δ de C∞c (HP ) ⊗ V dans l’espace de
indH

H∩P δ|H∩P , en posant :

(jH,δ(f))(h) =
∫

P

δ(p)f(hp)dp, f ∈ C∞c (HP )⊗ V, h ∈ H

où dp est une mesure de Haar à gauche sur P (la même que celle utilisée
dans la définition de iP,δ).

Alors on a :

(1.21) jH,δ ◦ r = rH ◦ iH,δ

Tenant compte de l’isomorphisme topologique entre H ×H∩P P et HP ,
on voit qu’on a une flèche surjective iH,P de C∞c (H) ⊗ C∞c (P ) ⊗ V dans
C∞c (HP )⊗ V , donnée par :

iH,P (ϕ⊗ ψ ⊗ v)(hp) =
∫

H∩P

ϕ(hx)ψ(x−1p)dx

où dx est une mesure de Haar à gauche sur H ∩ P .
Pour prouver la surjectivité de rH , tenant compte de celle de r et de

(1.21), il suffit de démontrer la surjectivité de la composée :

k := jH,δ ◦ iH,P
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La définition de k comporte deux intégrations successives. D’après le
Théorème de Fubini, on peut intervertir l’ordre des intégrations (les fonc-
tions considérées sont à support compact). On trouve ainsi, pour ϕ ∈
C∞c (H), ψ ∈ C∞c (P ) et v ∈ V

(k(ϕ⊗ ψ ⊗ v))(h) =
∫

H∩P

(
∫

P

ϕ(hx)ψ(x−1p)δ(p)vdp)dx

On change alors p en x−1p et on tient compte de l’invariance à gauche
de la mesure dp :

(k(ϕ⊗ ψ ⊗ v)(h) =
∫

H∩P

ϕ(hx)δ(x)(
∫

P

ψ(p)δ(p)vdp)dx

On prend pour ψ l’indicatrice d’un sous-groupe compact ouvert de P ,
laissant fixe v, divisée par le volume de ce sous-groupe.

Alors :
k(ϕ⊗ ψ ⊗ v) = iH,δ|H∩P

(ϕ⊗ v)

Tenant compte de la Proposition 1.13, ceci achève de montrer la surjec-
tivité de k. Ceci achève la preuve de la Proposition. �

2. Vecteurs distributions H-invariants de représentations
induites

2.1. Groupes réductifs, notations

On va utiliser largement des notations et conventions de [23]. Soit F un
corps local non archimédien, de caractéristique 0, de corps résiduel Fq. On
considère divers groupes algébriques définis sur F, et on utilisera des abus
de terminologie du type suivant : « soit A un tore déployé « signifiera »
soit A le groupe des points sur F d’un tore défini et déployé sur F ». Soit G
un groupe linéaire algébrique réductif et connexe. On fixe un sous-tore A0

de G, déployé et maximal pour cette propriété, dont le centralisateur est
noté M0. Si P est un sous-groupe parabolique contenant A0, il possède un
unique sous-groupe de Lévi contenant A0, noté M (noté aussi MP ). Son
radical unipotent sera noté U ou UP . Si H est un groupe algébrique, on
note Rat(H) le groupe des caractères rationnels de H définis sur F. Si E
est un espace vectoriel , on note E∗ son dual. S’il est de plus réel, on note
EC son complexifié. On note AG le plus grand tore déployé dans le centre
de G.
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On note aG = HomZ(Rat(G),R). La restriction des caractères rationnels
de G à AG induit un isomorphisme :

(2.1) Rat(G)⊗Z R ' Rat(AG)⊗Z R

On dispose de l’application canonique, HG : G→ aG définie par :

(2.2) e<HG(x),χ> = |χ(x)|F, x ∈ G,χ ∈ Rat(G)

où |.|F est la valuation normalisée de F. Le noyau de HG, qui est noté G1, est
l’intersection des noyaux des caractères de G de la forme |χ|F, χ ∈ Rat(G).
On notera X(G) = Hom(G/G1,C∗). On a des notations similaires pour
les sous-groupes de Lévi.

Si P est un sous-groupe parabolique contenant A, on notera aP = aMP
,

HP = HMP
. On note a0 = aM0 , H0 = HM0 .

On note aG,F, resp. ãG,F l’image de G, resp. AG, par HG. Alors G/G1 est
un réseau isomorphe à aG,F. Soit M un sous-groupe de Lévi contenant A0.
Les inclusions : AG ⊂ AM ⊂ M ⊂ G, déterminent un morphisme surjectif
aM,F → aG,F, resp. un morphisme injectif ãG,F → ãM,F, qui se prolonge de
manière unique en une application linéaire surjective entre aM et aG, resp.
injective entre aG et aM . La deuxième application permet d’identifier aG à
un sous-espace de aM et le noyau de la première, aG

M , vérifie ;

(2.3) aM = aG
M ⊕ aG

Il y a une surjection :

(2.4) (a∗G)C → X(G) → 1

qui est définie comme suit : en utilisant la définition de aG, en remplaçant G
par AG, grâce à (2.1), on associe à χ⊗s, le caractère g 7→ |χ(g)|s. Le noyau
est un réseau et ceci définit sur X(G) une structure de variété algébrique
complexe pour laquelle X(G) ' C∗d, où d = dimRaG. Pour χ ∈ X(G), soit
ν ∈ a∗G,C un élément se projetant sur χ par l’application (2.4). La partie
réelle Reν ∈ a∗G est indépendante du choix de ν. Nous la noterons Reχ. Si
χ ∈ Hom(G,C∗) est continu, le caractère |χ| appartient à X(G). On pose
Re χ = Re |χ|. De même, si χ ∈ Hom(AG,C∗) est continu, le caractère |χ|
se prolonge de façon unique en un élément de X(G) à valeurs dans R∗+,
que l’on note encore |χ| et on pose Re χ = Re |χ|.

On définit Im X(G) := {χ ∈ X(G)|Re χ = 0} l’ensemble des éléments
unitaires de X(G).

De l’isomorphisme naturel (2.1) on déduit aisément l’égalité :

(2.5) A1
G = AG ∩G1
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On voit facilement que A1
G est le plus grand sous-groupe compact de AG.

On note X∗(G) l’ensemble des sous-groupes à un paramètre de AG. C’est un
réseau. On fixe une fois pour toute une uniformisante. On note alors Λ(G),
l’image deX∗(G) dansG par l’application « évaluation en l’uniformisante »,
qui est un réseau isomorphe à X∗(G) par cette évaluation. En effet, tout
élément de X∗(G) est déterminé par sa valeur sur une uniformisante $ :
en écrivant AG comme un produit de tores déployés de dimension 1, on
se ramène à une assertion sur les sous groupes à un paramètre d’un tore
déployé de dimension 1, qui est claire. Pour tout élément non trivial de
Λ(G), il existe un caractère non ramifié réel de AG non égal à 1 sur celui-
ci : on se ramène immédiatement aux tores déployés de dimension 1. Ce
caractère non ramifié de AG ce prolonge en un caractère non ramifié de G,
d’après ce qui précède. Appliquant ceci aux sous-groupes de Levi, on a :

(2.6) Pour tout élément non trivial de Λ(AM ), il existe χ ∈ X(M)
différent de 1 sur cet élément.

Soit A est un tore déployé de G, et λ ∈ Λ(A). On note Pλ le sous-groupe
parabolique contenant A pour lequel les racines α de A dans l’algèbre de
Lie de Pλ vérifient |α(λ)|F est supérieur ou égal à 1. Alors on a :

(2.7) Pλ = {g ∈ G|(λ−ngλn)n∈Nest borné} = {g ∈ G|(λ−ngλn)n∈N
converge}

Alors :

(2.8) Mλ := {g ∈ G|λ−1gλ = g} est le sous-groupe de Lévi de Pλ

contenant A.
et

(2.9) Uλ := {g ∈ G|(λ−ngλn)n∈N converge vers e} est le radical
unipotent de Pλ.

Si A est un tore déployé maximal, tout sous-groupe parabolique de G
contenant A est de cette forme.

Soit σ une involution, définie sur F, du groupe algébrique dont G est le
groupe des points sur F. Soit H le groupe des points sur F d’un sous-groupe
ouvert, défini sur F, du groupe des points fixes de σ.

On suppose maintenant que P est un sous-groupe parabolique quel-
conque deG. Alors (cf. [13], Lemme 2.4) il contient un tore déployé maximal
de G, A, qui est σ-stable. Donc P = Pλ, pour un élément λ de Λ(A). Alors
si g ∈ Pλ, g = mu avec m ∈ Mλ, u ∈ Uλ et m = limn→+∞λ

−ngλn. Enfin
montrons que :

(2.10) Si (gn) est une suite dans Pλ qui converge vers g, (λ−ngnλ
n)

tend vers la limite de (λ−ngλn)
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En effet, on se réduit facilement à (gn), suite dans U . Mais, par réduction
à GL(n), grâce à la linéarité de G, on voit que :

(2.11)
Si X est une partie bornée de U et (xn) une suite dans X,
alors (λ−nxnλ

n) tend vers e

Ceci implique (2.10).

2.2. Intersection d’un sous-groupe parabolique avec H

On suppose maintenant que P est un sous-groupe parabolique. Alors
P contient un tore déployé maximal de G, A, qui est σ-stable (cf. [13],
Lemme 2.4), et P est de la forme Pλ pour un λ ∈ Λ(A). On note M := Mλ,
U := Uλ, µ := λσ(λ) = σ(λ)λ, Q := Pµ, V son radical unipotent, qu’on
évitera de confondre avec l’espace d’une représentation, et L := Mµ.

Proposition 2.1. —

(i) On a :
P ∩ σ(P ) = (M ∩ σ(M))V ′

où
V ′ = (P ∩ σ(P )) ∩ V

De plus V ′ est distingué dans P ∩ σ(P ) et V ′ ∩ (M ∩ σ(M)) = {e}.
(ii) On a :

V ′ = (M ∩ σ(U))(U ∩ σ(P ))

U ∩ σ(P ) = (U ∩ σ(M))(U ∩ σ(U))

où U ∩ σ(P ) est distingué dans V ′ et U ∩ σ(U) est distingué dans
U ∩ σ(P ).

(iii) On a :
P ∩H = (M ∩ σ(M) ∩H)(V ′ ∩H)

où V ′ ∩H est distingué dans P ∩H.

(iv) Pour tout x ∈M ∩ σ(U), il existe h ∈ H ∩ V ′ et y ∈ U ∩ σ(P ) tels
que x = hy.

Démonstration. — (i) Soit g ∈ P∩σ(P ). Alors la suite (λ−ngλn) est bor-
née. De plus, comme σ(A) = A, on a λ ∈ σ(P ). Donc (λ−ngλn) est une suite
bornée dans σ(P ). Il en résulte facilement que (σ(λ)pλ−ngλnσ(λ)p)n,p∈N est
un ensemble borné dans σ(P ). En particulier, (gn) = (σ(λ)−nλ−ngλnσ(λ)n)
est bornée et g est élément de Q = LV . Donc g = lv avec l ∈ L, v ∈ V ,
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où l est la limite de la suite (gn). Comme λ ∈ A, σ(λ) ∈ P ∩ σ(P ). Mais
(λ−ngλn) converge dans P ∩ σ(P ), en particulier dans σ(P ), vers m ∈M .

Alors d’après (2.10), (gn) converge dans σ(P ) vers la même limite que
(σ(λ)−nmσ(λ)n), qui est élément de σ(M). Donc l ∈ σ(M) et par raison
de symétrie, l ∈M ∩ σ(M) ⊂ P ∩ σ(M). Alors v ∈ P ∩ σ(P )∩ V = V ′. On
a donc bien :

P ∩ σ(P ) = (M ∩ σ(M))V ′

Maintenant M ∩ σ(M) ⊂ L et V ′ ⊂ V , donc leur intersection est réduite à
un élément. Enfin P ∩σ(P ) est contenu dans Q, V ′ est contenu dans V qui
est distingué dans Q. Donc V ′ est distingué dans P ∩σ(P ). Ceci achève de
prouver (ii).

(iii) Soit x ∈ V ′ ⊂ P ∩σ(P ). On écrit x = mu, avec m ∈M , u ∈ U . Ici m
est la limite de (λ−nxλn) qui est une suite dans P ∩σ(P ) (car λ ∈ P ∩σ(P )
puisque σ(A) = A), donc dans P . Il résulte de (2.10) que la limite de
(σ(λ)−nλ−nxλnσ(λ)n) est égale à la limite de (σ(λ)−nmσ(λ)n). Comme
x ∈ V , cette limite est e, donc m ∈ σ(U). Finalement m ∈M ∩ σ(U). Par
ailleurs A, donc aussi λ et σ(λ) normalisent Q et V , donc aussi V ′. Ainsi,
la limite m est élément de V ′, donc u aussi. En particulier u ∈ σ(P ), et
finalement u ∈ U ∩ σ(P ).

Ceci prouve l’inclusion V ′ ⊂ (M ∩ σ(U))(U ∩ σ(P )). L’inclusion inverse
est évidente. Ceci prouve la première égalité de (ii).

Maintenant soit u ∈ U ∩ σ(P ). On écrit x = m′u′ avec m′ ∈ σ(M),
u′ ∈ σ(U). Alors m′ est la limite de (σ(λ)−nxσ(λ)n). Comme x ∈ U ,
(λ−nxλn) tend vers e. Une application répétée de (2.10) montre que :

limn(λ−nm′λn) = limn(λ−nσ(λ)−nxσ(λ)nλn) = limn(σ(λ)−neσ(λ)n) = e

Donc m′ ∈ U ∩ σ(M).
On montre de même que u′ ∈ U ∩ σ(U). Donc : U ∩ σ(P ) ⊂ (U ∩

σ(M))(U ∩σ(U)). L’inclusion inverse est évidente et ceci achève de prouver
la deuxième égalité de (ii).

Comme σ(U) est distingué dans σ(P ), P ∩σ(U) est distingué dans V ′ ⊂
P ∩ σ(P ). On a donc prouvé (ii).

Montrons (iii). Comme σ(µ) = µ, Q est σ-stable et σ(V ) = V .
Soit alors p ∈ P ∩H. On écrit, grâce à (i), p = mv avec m ∈M ∩ σ(M),

v ∈ V ′ = V ∩ P ∩ σ(P ). Alors p = σ(m)σ(v) avec σ(m) ∈ M ∩ σ(M),
σ(v) ∈ V ′. Mais ces deux décompositions doivent coincider : σ(m) = m et
σ(v) = v.

D’où l’on déduit l’égalité de (iii).
Le fait que V ′∩H est distingué dans P ∩H résulte de (ii) et de l’égalité :
P ∩H = σ(P ) ∩H. Ceci achève de prouver (iii).
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(iv) Notons m l’algèbre de Lie de M , σ(u) l’algèbre de Lie de σ(U). Le
groupe L∩σ(U) est un groupe algébrique unipotent, de même que V ′. Son
application exponentielle est donc définie et surjective.

Soit x ∈ M ∩ σ(U) ⊂ V ′. Alors x = exp(X) avec X ∈ m ∩ σ(u). Alors
X+σ(X) est élément de l’algèbre de Lie de V ′. On note h = exp(X+σ(X)),
c’est un élément de V ′ ∩ H. Alors h et x ont la même projection dans
V ′/(U ∩ σ(P )) ' M ∩ σ(U) à savoir : exp(X). Donc x = hg avec g ∈
U ∩ σ(P ). Ceci achève la preuve de la proposition. �

2.3. H ∩ P -homologie lisse

Soit X une sous-variété de X(M), la variété des caractères non ramifiés
de M . On note BX , l’algèbre des fonctions à valeurs complexes sur X
engendrée par les fonctions bm, m ∈ M , où bm(χ) = χ(m), pour χ ∈ X.
On la notera souvent B au lieu de BX . Alors si (δ, Vδ) est un M -module
lisse, VδB

= Vδ ⊗ B est un (M,B)-module pour la représentation lisse δB ,
de M , définie par :

(2.12) δB(m)(v ⊗ b) = δ(m)v ⊗ bmb, b ∈ B,m ∈M

et B agissant par multiplication sur le deuxième facteur. On étend cette
action de M à P en faisant agir U trivialement.

Lemme 2.2. — Avec les notations ci-dessus, H∗(P ∩H,VδB
) est un B-

module naturellement isomorphe à H∗(M ∩ H,H0(M ∩ σ(U), Vδ)B). Ici
H0(M ∩σ(U), Vδ) est muni d’une structure naturelle de M ∩σ(M)-module,
car M ∩ σ(U) est le radical unipotent du sous-groupe parabolique de M ,
M ∩ σ(P ), de sous-groupe de Lévi M ∩ σ(M).

Démonstration. — Le groupe P ∩H admet pour sous-groupe distingué
V ′ ∩ H, avec M ∩ H pour quotient. De plus V ′, donc aussi V ′ ∩M , est
réunion de sous-groupes compacts, comme sous-groupe fermé du radical
unipotent V de Q. Donc (cf. Proposition 4), H∗(P∩H,VδB

) est isomorphe à
H∗(M∩H,H0(V ′∩H,VδB

)). On vérifie aisément que c’est un isomorphisme
de B-modules.

Il s’agit donc d’étudier H0(V ′∩H,VδB
). On va démontrer que pour toute

représentation lisse (δ, Vδ) de M , étendue à P en faisant agir U triviale-
ment, la surjection naturelle de H0(V ′ ∩ H,Vδ) dans H0(V ′, Vδ) est un
isomorphisme.

Il suffit pour cela de prouver la surjectivité de l’application transposée :

H0(V ′, Vδ)∗ → H0(V ′ ∩H,Vδ)∗
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Mais, il est clair que H0(V ′ ∩H,Vδ)∗ est égal à HomV ′∩H(Vδ,C)
Soit T ∈ HomV ′∩H(Vδ,C) et soit x ∈ M ∩ σ(U). D’après la Proposi-

tion 2.1 (iv), on a :

(2.13) x = hy pour un h ∈ H ∩ V ′ et un y ∈ U ∩ σ(P )

Si v ∈ Vδ, on a :
T (δ(x)v) = T (δ(hy)v)

et finalement :
T (δ(x)v) = T (v)

car δ(y)v = v puisque y ∈ U et T (δ(h)v) = T (v) car T ∈ HomH∩V ′(Vδ,C).
Par ailleurs si x ∈ U ∩σ(P ), δ(x)v = v et, grâce à la Proposition 2.1 (ii),

on a finalement T ∈ HomV ′(Vδ,C). Ceci prouve l’isomorphisme voulu.
L’isomorphisme H0(V ′ ∩H, δB) ' H0(V ′, δB) est clairement un isomor-

phisme de B-modules. Mais comme les caractères non ramifiés de M sont
triviaux sur le groupe unipotent M ∩σ(U), M ∩σ(U) agit sur VδB

= Vδ⊗B
par δ sur le premier facteur et trivialement sur le second. Finalement on a
un isomorphisme de B-modules :

H0(M ∩ σ(U), VδB
) ' H0(M ∩ σ(U), Vδ)⊗B

Par ailleurs H0(M ∩ σ(U), Vδ) de même que H0(M ∩ σ(U), VδB
) est un

M ∩σ(M)-module, puisque M ∩σ(M) est un sous-groupe de Lévi du sous-
groupe parabolique M ∩ σ(P ) de M . Alors l’isomorphisme ci-dessus déter-
mine un isomorphisme de (M ∩ σ(M), B)-modules entre :

H0(M ∩ σ(U), VδB
) ' H0(M ∩ σ(U), Vδ)B

Ceci achève la preuve du Lemme. �

Proposition 2.3. — On suppose que Vδ est un M -module lisse admis-
sible de type fini, que X contient le caractère trivial de M , qu’il existe z0
élément de l’intersection du centre de M ∩ σ(M) avec H et qu’il existe
χ ∈ X tels que χ(z0) 6= 1. Alors il existe q ∈ B = BX , non constant,
produit d’éléments de la forme 1 − cbz0 , c ∈ C∗, tel que, pour tout p ∈ N,
le B-module : Hp(H ∩M,H0(M ∩ σ(U), Vδ)B) soit annulé par q.

Démonstration. — Le M ∩ σ(M)-module, H0(M ∩ σ(U), Vδ) est admis-
sible de type fini. Donc il existe des caractères χ1, ..., χn du centre Z de
M ∩σ(M) tels que pour tout z ∈ Z, l’action de (z−χ1(z))(z−χ2(z))...(z−
χn(z)) soit nulle. En utilisant l’égalité :

(z − χ(z)bz)(v ⊗ b) = ((z − χ(z))v)⊗ bzb, v ∈ Vδ, b ∈ B

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



VECTEURS DISTRIBUTIONS H-INVARIANTS 241

on voit que : (z − χ1(z)bz)...(z − χn(z)bz) agit trivialement sur le (M ∩
σ(M), B)-module (H0(M ∩ σ(U), Vδ))B , donc aussi sur l’homologie lisse,
H∗(M ∩H,H0(M ∩ σ(U), Vδ)B).

Mais, d’après le Corollaire 2 (cf. Proposition 1.8) , pour tout cycle ϕ,
z0ϕ est cohomologue à ϕ car z0 est élément du centre de M ∩ H. On en
déduit que l’élément q de B défini par :

q := (1− χ1(z0)bz0)...(1− χn(z0)bz0) ∈ B

annule H∗(M ∩ H,H0(M ∩ σ(U), Vδ)B), donc H∗(P ∩ H,VδB
) d’après le

Lemme précédent. Alors q a les propriétés voulues. �

2.4. (H,P )-doubles classes

Un tore déployé de G, A∅ contenu dans {g ∈ G|σ(g) = g−1} et de dimen-
sion maximale, sera dit tore σ-déployé maximal,((σ,F)-torus dans [13]).
On appelle σ-sous groupe parabolique de G tout sous-groupe, P , de la
forme Pλ, pour un λ ∈ Λ(A∅), où A∅ est un tore σ-déployé maximal. Alors
σ(P ) = Pλ−1 est opposé à P relativement à A∅.

Enfin HP est ouvert : en effet les algèbres de Lie de P et σ(P ), p et σ(p)
ont pour somme l’algèbre de Lie g de G.

Soit x ∈ g. On a x = y + z avec y ∈ p, z ∈ σ(p). Donc x = y′ + h avec
y′ = y − σ(z) ∈ p et h = z + σ(z) ∈ h.

Donc g = h + p ce qui implique que HP contient un voisinage de e,
l’élément neutre. Finalement HP est bien ouvert.

D’après [13], Proposition 6.15, si P0 est un sous-groupe parabolique mi-
nimal de G, le nombre de (H,P0)-doubles classes est fini, donc aussi le
nombre de (H,P )-doubles classes.

Par ailleurs, d’après [12], Théorème 2.9 (i), P contient un σ-sous-groupe
parabolique minimal P∅ contenant A∅. Le groupe A∅ est l’unique tore σ-
déployé maximal du sous-groupe de Lévi σ-stable de P∅, P∅∩σ(P∅) qui est
égal au centralisateur de A∅.

On note (Ai)i∈I , un ensemble de représentants des classes de H-conju-
gaison des tores σ-déployés maximaux de G. On suppose que cet ensemble
contient A∅. Les Ai sont tous conjugués sous G, d’après la Proposition 1.16
de [12].

On choisit, pour tout i, un xi ∈ G, avec xiA∅x
−1
i = Ai en prenant

x∅ = e. On note Pi l’ensemble des σ-sous-groupes paraboliques minimaux
contenant Ai, qui est fini (cf. [12], Proposition 2.7).
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Les éléments de Pi sont tous conjugués entre eux par des éléments du
normalisateur de Ai (cf. l.c.). Comme les Ai sont conjugués entre eux, tous
les éléments de Pi sont conjugués sous G à P∅ et Pi := xi P∅ x

−1
i .

On note Mi le centralisateur dans G de Ai. Si L est un sous-groupe de
G, on note WL(Ai) le quotient du normalisateur dans L de Ai par son
centralisateur. On note W (Ai) au lieu de WG(Ai).

On note Wi, ou WG
i , un ensemble de représentants dans NG(A∅) de

WHi
(A∅) \W (A∅) où Hi = x−1

i Hxi. On note WG =
⋃

i∈I{xix|x ∈ WG
i }.

Alors (cf. [12], Théorème 3.1) :

(2.14)
WG forme un ensemble de représentants des (H,P∅)-doubles
classes ouvertes dans G. Tout x ∈ WG vérifie σ(x−1)x ∈ M∅
et xA∅x−1 est σ-déployé maximal.

En particulier, comme l’ensemble des (H,P∅)-doubles classes est fini
(cf. [13], Corollaire 6.16), on voit que I est fini.

Soit P un σ-sous-groupe parabolique contenant P∅. On note M le sous-
groupe de Levi de P contenant A∅. On note WM,i ou WG

M,i un ensemble de
représentants dans NG(A∅) des doubles classes WHi

(A∅)\W (A∅)/WM (A∅)
contenant l’élément neutre e.

Lemme 2.4. — Toute (H,P )-double classe ouverte de G est de la forme
HyP où y est un élément de :

WG
M =

⋃
i∈I

{xix|x ∈ WG
M,i}

En particulier toute (H,P )-double classe ouverte est de la forme HyP où
P y := yPy−1 est un σ-sous-groupe parabolique de G, yA∅y−1 est σ-déployé
maximal et σ(y)−1y ∈ M∅. On notera WG

M un ensemble de représentants
des (H,P )-doubles classes ouvertes, contenant e, et contenu dans WG

M .

Démonstration. — Soit y = xix avec x ∈ WM
i . Alors HxixP∅ est ouvert

d’après ce qui précède. Donc HyP est ouvert.
Réciproquement si Ω est une (H,P )-double classe ouverte, elle contient

une (H,P∅) double classe ouverte (cf e.g. Appendice, Lemme 3.1), donc
de la forme HxixP avec y ∈ NG(A∅) d’après (2.14). Comme HxiyP =
HhxiymP pour h ∈ H, m ∈ M , il en résulte que Ω = HxixP pour un
x ∈ WMi

. �

Soit P un sous-groupe parabolique σ-stable de G. On note A (resp AM )
le plus grand tore σ-déployé (resp. tore déployé) du centre du sous-groupe
de Levi σ-stable de P , M = P ∩ σ(P ). Si x ∈ G et E est une partie de G,
on note Ex := xEx−1.
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On note X(M)σ l’ensemble des caractères non ramifiés de M antiinva-
riants par σ. C’est un sous-groupe algébrique du groupe algébrique défini
sur C, X(M), des caractères non ramifiés de M . On note X (resp. XR) l’en-
semble des caractères non ramifiés de M qui sont l’image par l’application
de (2.4) (pour M au lieu de G), de l’ensemble des éléments de (a∗M )C (resp.
a∗M ) anti-invariants par σ (qui laisse invariant AM donc aussi aM ). Alors
X est la composante connexe de l’élément neutre du sous-groupe algébique
X(M)σ de X(M). L’algèbre BX est l’algèbre des fonctions régulières sur
ce groupe algébrique connexe, qui est donc une variété irréductible. Cette
algèbre est donc sans diviseur de zéro. On la note désormais B.

Notez que si χ ∈ X, alors χ est trivial sur H : en effet l’antiinvariance
de χ par σ montre que pour h ∈ H fixé, (χ(h))2 = 1, ce qui par, connexité
de X, implique que χ(h) = 1.

On note Xx
R (resp. Xx) l’ensemble des caractères non ramifiés de Mx

obtenus par transport de structure de M à Mx, via la conjugaison par x,
des éléments de XR (resp. X).

On note A0 un tore déployé maximal σ-stable contenu dans P et conte-
nant A.

Lemme 2.5. — Avec les notations précédentes, soit Ω une (H,P )-double
classe. Alors :

(i) Ω = HxP pour un x tel que Ax
0 soit un tore déployé maximal et

σ-stable contenu dans P x.

(ii) Soit λ un élément de Λ(Ax) ⊂ Λ(Ax
0) tel que P x = Pλ. On note

µ = λσ(λ). C’est un élément du centre de Mx ∩ σ(Mx). Supposons
que Ω ne soit pas ouverte.

Alors il existe χ ∈ Xx
R tel que χ(µ) 6= 1.

Démonstration. — Écrivons Ω = HyP . D’après [13], Lemme 2.4, P ′ :=
yPy−1 contient A′0 un tore déployé maximal stable par σ. Soit M ′ le sous-
groupe de Lévi de P ′ contenant A′0. Alors yMy−1 et M ′ sont des sous-
groupes de Lévi de P ′, donc conjugués par un élément p′ de P ′. On peut
même se ramener au cas où p′ conjugue les tores déployés maximaux de
P ′, yA0y

−1 et A′0. On pose x = p′y. Alors xA0x
−1 = A′0 et HxP = HyP

car p′ ∈ yPy−1. Ceci prouve (i).
Montrons (ii). Comme Ω = HxP n’ est pas ouvert, HP x n’est pas ouvert.

Comme P x = Pλ on n’a pas σ(λ) = λ−1, sinon σ(Pλ) serait un σ-sous-
groupe parabolique de G et HPλ serait ouvert. Donc µ est différent de e.
Raisonnons par l’absurde et supposons l’assertion du Lemme fausse.
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Alors, par transport de structure, tout élément de X est trivial sur
x−1λxx−1σ(λ)x. Mais x−1λx ∈ Λ(A) et x−1σ(λ)x ∈ Λ(A0). Le réseau
Λ(A0) s’identifie grâce à l’application (2.2) (pour G = A0) à un sous-réseau
dans a0.

Notant a∅(resp. aσ
0 ) l’espace des éléments antiinvarants (resp. invariants)

de σ dans a0, Λ(A∅) s’identifie à un sous-réseau de a∅.
Grâce à (2.3), aM s’identifie à un sous-espace de a0 et a0 = aM

0 ⊕ aM .
Soit a := a∅∩aM et soit aσ

M l’espace des points fixes de aM sous σ. Alors
aM = aσ

M ⊕ a et Λ(A) s’identifie à un sous-réseau de a.
Il est facile de voir qu’un élément Λ(A0) ⊂ a0 est trivial sur tous les

éléments de X si et seulement si sa projection sur a parallèlement à aσ
M⊕aM

0

est nulle. Notons pa cette projection. Comme l’assertion de (ii) est supposée
fausse, ce qui précède montre que :

pa(x−1λx) = −pa(x−1σ(λ)x)

et comme x−1λx ∈ a, on a :

(2.15) x−1λx = −pa(x−1σ(λ)x)

On munit a0 d’un produit scalaire invariant par le groupe de Weyl
W (A0). On le prend même invariant par le groupe des automorphismes du
système de racines Σ(A0) de A0 dans l’algèbre de Lie de G. En particulier
le produit scalaire est σ-invariant. Alors la projection pa est une projection
orthogonale. Mais x−1λx et σ(x−1)σ(λ)σ(x) sont de même norme et :

x−1σ(λ)x = x−1σ(x)(σ(x−1)σ(λ)σ(x))σ(x)−1
x

Donc x−1σ(λ)x et σ(x−1)σ(λ)σ(x) sont conjugués par x−1σ(x) qui nor-
malise A0 car Ax

0 est σ-invariant. Ces deux éléments de a0 sont donc de
même norme, égale à celle de x−1λx, d’après les propriétés d’invariance de
la norme.

Comme pa est une projection orthogonale, on déduit de (2.15) que :

pa(x−1σ(λ)x) = x−1σ(λ)x

et
x−1λx = −x−1σ(λ)x

dans a0.
Ce qui conduit à : λσ(λ) = e. Une contradiction qui achève de prouver

le Lemme. �

On conserve les notations du Lemme précédent. Soit (δ, Vδ) un représen-
tation de M . On définit le (M,B)-module (δB , VδB

) comme en (2.12).
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On notera Bx l’algèbre des fonctions sur Xx déduite de B par transport
de structure, via la conjugaison par x. Alors ((δB)x, V(δB)x) a une struc-
ture naturelle de (P x, Bx)-module équivalente par transport de structure
à ((δx)Bx , V(δx)Bx ).

Lemme 2.6. — Avec les notations ci-dessus, on suppose que HxP n’est
pas ouverte.

Alors il existe q ∈ B, non constant, produit de facteurs de la forme
1− cbm, c ∈ C∗,m ∈M , tel que la multiplication par q annule le B-module
H∗(H, indH

P x∩H(δB)x
|P x∩H).

Démonstration. — En appliquant le Lemme de Shapiro (cf. Proposi-
tion 1.14) et le Lemme2.2 on voit que le B-module H∗(H, indH

P x∩H(δB)x)
s’identifie à H∗(Mx ∩ σ(U), V(δB)x).

Alors, par transport de structure, le Lemme résulte de la Proposition 2.3
appliqué à P x et à z0 = µ, car (δB)x s’identifie naturellement à (δx)Bx . �

2.5. H-homologie et (H,P )-doubles classes ouvertes

On note O, la réunion des (H,P )-doubles classes ouvertes dans G et on
définit :

JB = {ϕ ∈ IB |suppϕ ⊂ O}
où IB = indG

PVδB
. C’est un sous-(H,B)-module de IB .

On suppose désormais que δ est admissible de type fini.

Théorème 2.7. —

(i) Il existe q ∈ B, non nul, produit d’éléments 1−cbm, c ∈ C∗,m ∈M ,
qui annule le B-module H∗(H, IB/JB).

(ii) On fixe un ensemble WG

M de représentants des (H,P )-doubles clas-
ses ouvertes comme dans le Lemme 2.4. Alors :

H∗(H,JB) =
⊕

x∈WG
M

H∗(Mx ∩H, δx)⊗C B

En particulier H∗(H,JB) est un B-module libre.

(iii) Si ξ ∈ HomB(H0(H,JB), B), il existe un unique ξ̃ ∈ HomB(H0

(H, IB), B), tel que :

ξ̃(i(ψ)) = qξ(ψ), ψ ∈ H0(H,JB)

où i est le morphisme H0(H,JB) → H0(H, IB), déduit de l’injection
canonique JB → IB .
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Démonstration. — (i) Le H-module IB/JB admet, d’après la Proposi-
tion 1.17, une filtration telle que l’on peut appliquer le Lemme 2.6 à ses
sous-quotients. La longue suite exacte d’homologie permet de conclure que
le produit des éléments de B, déterminés par l’application de ce Lemme à
chacun des sous-quotients, annule H∗(H, IB/JB).

(ii) Notons, pour x ∈ WG

M , Jx
B = {ϕ ∈ IB |suppϕ ⊂ HxP}, alors :

JB =
⊕

x∈WG
M

Jx
B

Mais, d’après la Proposition 1.17, Jx
B est isomorphe comme (H,B)-module

à indH
H∩P x(δB)x

|H∩P x . Donc, d’après le Lemme de Shapiro :

H∗(H,Jx
B) ' H∗(H ∩Mx, V(δB)x)

et ceci comme B-module. D’après le Lemme 2.4, P x est un σ-sous-groupe
parabolique. De plus Mx est σ-stable car l’est et σ(x)−1x ∈M∅ ⊂M . Les
éléments de X se transportent par x en des caractères non ramifiés de Mx,
triviaux sur H ∩Mx. Il en résulte que comme (H ∩Mx, B)-module, V(δB)x

est isomorphe à Vδx ⊗B où H ∩Mx n’agit que sur le premier facteur et B
que sur le second. Et (ii) en résulte immédiatement.

Prouvons (iii). On dispose de la suite exacte de B-modules :

(2.16) H1(H, IB/JB) c−→H0(H,JB) i−→H0(H, IB)
p−→H0(H, IB/JB) → 0

qui est donnée par la longue suite exacte d’homologie. Ici i est donné par
passage au quotient de l’injection naturelle JB → IB , et p par passage au
quotient de la projection naturelle IB → IB/JB .

Soit ϕ ∈ H0(H, IB). Alors qϕ a une image nulle dans H0(H, IB/JB),
d’après (i). Donc qϕ est dans l’image par i de H0(H,JB), d’après (2.16),
i.e. :

(2.17) qϕ = i(ψ) pour un ψ ∈ H0(H,JB)

Montrons que ψ est unique. En effet si : i(ψ) = i(ψ′) = qϕ, alors ψ − ψ′

est dans le noyau de i, donc dans l’image de c, i.e. : ψ − ψ′ = c(η) pour
η ∈ H1(H, IB/JB). D’après (i), η est annulé par la multiplication par q.
Donc qη est nul ainsi que c(qη) = q(ψ−ψ′) ∈ H0(H,JB). Mais d’après (ii),
H0(H,JB) est un B-module libre. Donc ψ − ψ′ = 0 comme désiré.

On pose alors :

(2.18) ξ̃(ϕ) := ξ(ψ) pour ϕ ∈ H0(H, IB), où ψ est l’unique élément
de H0(H,JB) tel que i(ψ) = qϕ
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Calculons maintenant ξ̃(i(ψ)) pour ψ ∈ H0(H,JB). Comme qi(ψ) =
i(qψ), on a :

ξ̃(i(ψ)) = ξ(qψ) = qξ(ψ)

comme désiré.
Si un autre ξ̃′ vérifiait (iii), alors ξ̃ − ξ̃′ serait nul sur i(H0(H, IB)) qui

est égal à Ker(p). D’après (i), ce noyau contient qH0(H, IB). Donc :

(ξ̃ − ξ̃′)(qϕ) = q(ξ̃ − ξ̃′)(ϕ) = 0, ϕ ∈ H0(H, IB)

Comme l’algèbre B est sans diviseur de 0 (voir après le Lemme 2.4), (ξ̃ −
ξ̃′)(ϕ) ∈ B est nul pour tout ϕ ∈ H0(H, IB) comme désiré. �

2.6. Spécialisation du Théorème 2.7

Soit K un sous-groupe compact maximal de G qui est le fixateur d’un
point spécial de l’appartement associé à A0 dans l’immeuble de G.

On note I l’espace de indK
K∩P δ|K∩P

. Alors la restriction des fonctions à
K détermine un isomorphisme de K-modules entre l’espace Iχ de πχ :=
indG

P (δ⊗χ), χ ∈ X(M) (resp. IB de πB := indG
P δB) et I (resp. I ⊗B). On

note πχ (resp πB) la représentation de G sur I (resp. I ⊗B) déduite de πχ

(resp πB) par transport de structure via cet isomorphisme.
Si ϕ ∈ I et χ ∈ X(M), on note ϕχ l’élément de l’espace Iχ correspondant

à ϕ par cet isomorphisme.
On note ϕB l’élément de l’espace IB de indG

P δB dont la restriction à K
est ϕ⊗ 1B ∈ I ⊗B, où 1B est l’unité de B. On note evχ l’évaluation en χ

des éléments de B et Jχ son noyau. Alors

ϕχ = evχ(ϕB)

où on a noté evχ(ϕB) au lieu de (idVδ
⊗ evχ)(ϕB). Il en résulte que :

(2.19)
Pour tout ϕ ∈ I et g ∈ G, χ 7→ πχ(g)ϕ est un élément de I ⊗
B égal à πB(g)(ϕ⊗ 1B).

Pour tout B-module M , on note M(χ) = M/JχM sur lequel tout élément
b ∈ B agit par b(χ). Alors on a facilement :

(2.20)
l’application evχ entre IB = indG

PVδB
et indG

PVδ⊗χ passe au
quotient en un isomorphisme entre (indG

PVδB
)(χ) et indG

PVδ⊗χ,

ce qui se voit aisément dans la réalisation compacte.
On note Jχ = {ϕ ∈ Iχ|Suppϕ ∈ O}
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Théorème 2.8. —

(i) Pour tout χ ∈ X,n ∈ N, on a un isomorphisme linéaire naturel :

Hn(H,Jχ) ' ⊕
x∈WG

M
Hn(Mx ∩H,Vδx)

(ii) Faisant n = 0 dans (i) et passant au dual, on en déduit un isomor-
phisme naturel :

J∗Hχ ' Vδ où Vδ := ⊕
x∈WG

M
(V ∗

δx)Mx∩H

Celui-ci associe à η ∈ V ∗
δx

Mx∩H (i.e. η ∈ V ∗
δ

M∩x−1Hx), ξ(P, δ, χ, η)
∈ J∗χ défini par

ξ(P, δ, χ, η)(ϕ) =
∫

H/Mx∩H

< ϕ(hx), η > dḣ, ϕ ∈ Jχ

(iii) Avec les notations du Théorème 2.7, soit χ ∈ X avec q(χ) 6= 0. No-
tons iχ l’injection naturelle de Jχ dans Iχ. Celle-ci passe au quotient
en un isomorphisme noté encore iχ :H0(H,Jχ)→̃H0(H, Iχ) dont la
transposée détermine un isomorphisme : I∗χ

H → J∗χ
H donné par la

restriction, rχ, des formes linéaires de Iχ à Jχ.
On notera pour η ∈ Vδ, j(P, δ, χ, η) l’élément de I∗χ

H correspon-
dant à ξ(P, δ, χ, η) dans cet isomorphisme.

(iv) On note j(P, δ, χ, η) l’élément de I∗ déduit de j(P, δ, χ, η) par trans-
port de structure à l’aide de rχ. Alors, pour tout ϕ ∈ I, l’applica-
tion : χ 7→ q(χ) < j̄(P, δ, χ, η), ϕ > définie sur l’ensemble des χ ∈ X
tels que q(χ) 6= 0 admet un prolongement régulier à X tout entier
(i.e. se prolonge en un élément de B).

On dira que χ 7→ qj̄(P, δ, χ, η) est une famille polynomiale de
formes linéaires sur Iδ.

Démonstration. — (i) se prouve comme la partie (ii) du Théorème 2.7.
(ii) résulte de l’explicitation des isomorphismes.
Prouvons (iii). Montrons la surjectivité de rχ. Soit θ ∈ J∗Hχ . D’après

l’isomorphisme du Théorème 2.7 (ii), il existe ξ ∈ HomB(H0(H,JB), B)
tel que ξ passe au quotient en un élément de :

HomC(H0(H,JB)(χ), B(χ)) ' HomC(H0(H,Jχ),C) ' J∗Hχ

égal à θ. Alors utilisant l’élément ξ̃ de HomB(H0(H, IB), B) donné par le
Théorème 2.7 (iii) et localisant en χ comme ci-dessus, on trouve θ̃ ∈ I∗Hχ

tel que :
θ̃(ψ) = q(χ)θ(ψ), ψ ∈ Jχ
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Alors si q(χ) 6= 0, q(χ)−1θ̃ ∈ I∗Hχ a pour image θ par rχ. Donc rχ est
bien surjective.

Montrons maintenant que rχ est injective. Soit θ̃ ∈ Ker rχ. Alors θ̃
s’identifie à un élément de :

(Iχ/Jχ)∗H ' H0(H, Iχ/Jχ)∗

Comme (IB/JχIB)/(JB/JχJB) ' IB/(JB +JχIB), on a un isomorphisme
de H-modules :

Iχ/Jχ ' (IB/JB)(χ)

Donc H0(H, Iχ/Jχ) ' H0(H, (IB/JB)(χ)). Mais on vérifie facilement que
pour tout (H,B)-module lisse, V , on a :

(2.21) (H0(H,V ))(χ) ' H0(H,V(χ))

Donc
H0(H, Iχ/Jχ) = H0(H, IB/JB)(χ)

Mais la multiplication par q annule IB/JB donc aussi H0(H, IB/JB). Com-
me q(χ) 6= 0, on en déduit que H0(H, IB/JB)(χ) = {0} et l’isomorphisme
précédent implique que H0(H, Iχ/Jχ)∗ est réduit à {0}. Donc θ̃ = 0 et rχ
est bien injective.

Prouvons (iv). Soit η ∈ Vδ. D’après le théorème 2.7 (ii), HomB(H0(H,
JB), B) s’identifie naturellement à Vδ. On note ξ l’élément de HomB(H0(H,
JB), B) correspondant à η par cet isomorphisme et ξ̃ l’élément deHomB(H0

(H, IB), B) déterminé par le Théorème 1 (iii).
L’élément ξ̃ de HomB(H0(H, IB), B) détermine, à l’aide de la projection

naturelle IB → H0(H, IB) et de l’isomorphisme de B-modules, décrit plus
haut, entre IB et I ⊗B, un élément ξ̄ de HomB(Iδ ⊗B,B).

Les constructions (cf. la preuve de la surjectivité de rχ dans (iii)) mon-
trent que, lorsque q(χ) est non nul :

< q(χ)j̄(P, δ, χ, η), ϕ >= (ξ̄(ϕ⊗ 1B))(χ)

Alors (iv) résulte du fait que ξ̄(ϕ⊗ 1B) ∈ B. �

2.7. Représentations rationnelles H-sphériques

Les deux faits suivants montrent comment des questions d’invariance
par un sous-groupe se ramènent à des questions d’invariance par une sous-
algèbre de Lie. On note G un groupe algébrique défini sur un corps algé-
briquement clos k, de caractéristique zéro. Alors (cf. [16], 13.1) :

Soit (π, V ) une représentation rationnelle de dimension finie de G et
W un sous-espace vectoriel de V . On note encore π la représentation de
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l’algèbre de Lie g de G dans V . Alors le sous-groupe H := {g ∈ G|π(g)W ⊂
W} est un sous-groupe fermé de G, admettant h := {X ∈ g |π(X)W ⊂W}
comme algèbre de Lie.

De plus (cf. [16], 13.2)) :
Si H est un sous groupe fermé de G, possédant la même algèbre de Lie

que G, alors H = G.
Nous utiliserons ces résultats pour la clôture algébrique de F. Nous uti-

liserons également les propriétés des représentations de plus haut poids
de dimension finie pour les algèbres de Lie semi-simples sur cette clôture
algébrique (cf. [17], ch. VI).

Soit P∅ un σ-sous-groupe parabolique minimal de G, M∅ = P∅∩ σ(P∅)
le sous-groupe de Lévi σ-stable de P∅, A∅ le plus grand tore σ-déployé
du centre de M∅ qui est un tore σ-déployé maximal. On fixe A0 un tore
déployé maximal contenant A∅, i.e. un tore déployé maximal de M∅ et
σ-stable (cf. [13], Lemme 4.5).

On remarque qu’alors σ agit naturellement sur a0 et que a∅ s’identifie au
sous-espace des éléments antiinvariants de a0. On note P0 un sous-groupe
parabolique minimal de G contenu dans P∅ et contenant A0. On note P
un σ-sous-groupe parabolique de G contenant P∅ et M son sous-groupe de
Lévi σ-stable. On note U0 (resp. U∅, resp. U) le radical unipotent de P0

(resp. P∅, resp. P ). On note AG,σ le plus grand tore σ-déployé de AG et aσ
G

(resp. aG,σ) l’ensemble des points fixes (resp. antiinvariants) de aG sous σ.
On note pσ la projection de aG sur aG,σ parallèlement à aσ

G et HG,σ la
composée pσ ◦HG.

Alors, remarquant que tout caractère rationnel de G tel que χσ = χ−1

vérifie χ2 = χχ−σ, on établit immédiatement que :

(2.22)
Le noyau G1

σ de HG,σ est égal à l’intersection des noyaux des
caractères |χ|F où χ décrit l’ensemble des caractères rationnels
de G tels que χσ = χ−1.

Nous appelerons dans cet article représentation de plus haut poids Λ,
Λ ∈ Rat(M0), une représentation rationnelle de G, définie sur F dans un
espace vectoriel sur F de dimension finie, (non nécessairement irréducible)
possédant un vecteur non nul vΛ, dit de plus haut poids Λ, de poids Λ et
invariant par U0 et se transformant par Λ sous M0, et telle que les poids de
A0 dans cette représentation, identifiés à des éléments de a∗0 soient égaux
à la différence de la forme linéaire correspondant à Λ avec une somme à
coefficients entiers positifs, de racines de A0 dans l’algèbre de Lie de U0.

Par passage à la clôture algébrique et à l’algèbre de Lie (voir le début du
paragraphe) on voit qu’une représentation irréductible de plus haut poids
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Λ, si elle existe, est unique à isomorphisme près. De même on voit qu’une
représentation rationnelle de dimension finie est irréductible de plus haut
poids Λ, si et seulement si elle est engendrée par un vecteur de plus haut
poids Λ.

(2.23)

On remarque, par passage à l’algèbre de Lie, que si Λ ∈
Rat(M0) est le plus haut poids d’une représentation irréduc-
tible rationnelle de G et Λ ∈ a∗G, alors cette représentation est
un caractère rationnel de G.
Si, de plus, Λ ∈ a∗G,σ, ce caractère, χΛ, vérifie χΛ ◦ σ = χ−1

Λ .

Soit Λ ∈ Rat(M0) tel que Λ ∈ a∗M , i.e. tel qu’il soit nul sur aM
M0

.
Pour une représentation irréductible de plus haut poids Λ (si elle existe),

(πΛ, VΛ), on note

e∗Λ,H ∈ (VΛ ⊗ V ∗
Λ )∗ ' V ∗

Λ ⊗ VΛ ' EndV Λ

l’élément correspondant à l’identité de VΛ.
Alors e∗Λ,H =

∑m
i=1 e

∗
i ⊗ ei où (ei) est une base de VΛ et (e∗i ) la base

duale. On note v∗Λ un élément de V ∗
Λ de poids Λ−1 sous M0 et vérifiant

< v∗Λ, vΛ >= 1. Celui-ci est unique. La droite Fv∗Λ est invariante par le
sous-groupe parabolique opposé à P0, P opp

0 , relativement à A0.
Alors, d’après (2.23) appliqué à M au lieu de G, on voit que Fv∗Λ est

invariante par M , car Λ ∈ a∗M . Donc cette droite est aussi invariante par le
sous-groupe engendré par M et P opp

0 , qui est égal au sous-groupe parabo-
lique opposé à P , relativement à A0. Mais celui-ci est égal à σ(P ) puisque
P est un σ-sous-groupe parabolique contenant P∅. Alors v∗Λ est un vecteur
de plus haut poids Λ−1 ◦ σ pour la représentation irréductible π∗Λ ◦ σ. En
prenant e1 = vΛ et les autres ei dans le noyau de v∗Λ, on a e∗1 = v∗Λ et on
voit que :

< e∗Λ,H , ṽΛ >= 1, avec ṽΛ = vΛ ⊗ v∗Λ

Par ailleurs e∗Λ,H est invariant sous G par π∗Λ ⊗ πΛ, donc par H sous π∗Λ ⊗
(πΛ ◦ σ). On notera :

Λ̃ := Λ(Λ−1 ◦ σ), (πΛ̃, VΛ̃) := (πΛ ⊗ (π∗Λ ◦ σ), VΛ ⊗ V ∗
Λ )

Une inspection des poids montre que le sous-espace de poids Λ̃ de VΛ̃ sous
M0 est de dimension 1, et la représentation πΛ̃,qui n’est pas nécessairement
irréductible, est de plus haut poids Λ̃.

(2.24)
(πΛ̃,VΛ̃) est une représentation de plus haut poids Λ̃, avec un
vecteur de plus haut poids Λ̃, vΛ̃ et un vecteur H-invariant
dans (VΛ̃)∗ pour (πΛ̃)∗, ẽ∗Λ,H vérifiant < ẽ∗Λ,H , vΛ̃ >= 1
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Un élément de a∗0 antiinvariant par σ est un élément de a∅
∗ par la maxi-

malité de a∅.
On note Σ(G,A0) (resp. Σ(P0, A0) ou Σ(P0)) l’ensemble des racines de

A0 dans l’algèbre de Lie de G, (resp. P ). On note ∆(P0) l’ensemble des
racines simples de Σ(P0). Si Θ est une partie de ∆(P0), on note < Θ > le
sous-système de Σ(P0) engendré par Θ et P<Θ> le sous-groupe parabolique
de P0 pour lequel Σ(P0)∪ < Θ > est l’ensemble des racines de A0 dans
l’algèbre de Lie de PΘ. On définit Θ∅,Θ ⊂ ∆(P0) par les égalités :

P∅ = P<Θ∅>, P = P<Θ>

On écrit
∆(P0) = {α1, . . . , αk},∆(P0) \Θ∅ = {α1, . . . , αl},

∆(P0) \Θ = {α1, . . . , αm},
de sorte que k > l > m.

On note δ1, ..., δk ∈ a∗0 les poids fondamentaux. Ils sont nuls sur aG, et
pour i = 1, . . . ,m, δi ∈ a∗M .

Proposition 2.9. —

(i) Il existe des entiers n1, ..., nk ∈ N∗ tels que niδi corresponde à un
plus haut poids Λi d’une représentation rationnelle (πi, Vi) de G.

(ii) Avec les notations précédentes, on note Ṽi au lieu de VΛ̃i
, π̃i au lieu

de πΛ̃i
, i = 1, ...,m.

Pour i = 1, ...,m, la droite Fṽi est invariante par M et ṽi est
invariant par M1

σ .

On notera
δ̃i := δi − δi ◦ σ

Démonstration. — La partie (i) de la proposition résulte de la théorie
des représentations rationnelles de G (cf. [4], proposition 12.13). Passons à
(ii). Soit i ∈ {1, ...,m}. Alors ṽi engendre une représentation de M de plus
haut poids niδ̃i qui est un élément de a∗M car i ∈ {1, ...,m} et même de
a∗M,σ, auquel on peut appliquer (2.23). �

Remarque 2.10. —

(i) Un argument utilisant les puissances tensorielles montre que les
multiples entiers non nuls des ni vérifient les mêmes propriétés.

(ii) Écrivant a0 = aσ
0 ⊕a∅, on a δ̃i ∈ a∗∅ pour i = 1, ..., l. De plus écrivant

a∅ = (aM
0 ∩a∅)⊕aM,σ, on a δ̃i ∈ a∗M,σ pour i = 1, ...,m avec δ̃i nul sur

aG,σ. De plus l’ensemble {δ̃i|i = 1, ...,m} engendre (aM,σ/aG,σ)∗.
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On suppose la numérotation choisie de sorte que (δ̃1, ..., δ̃m′) forme
une base de a∗M,σ avec m′ 6 m.

Proposition 2.11. —

(i) Soit i ∈ {m + 1, ..., l}, i.e. αi ∈ Θ \ Θ∅. Il existe un entier ni tel
que niδi (resp niδi

M , qui est l’élément de a∗0 égal à niδi sur aM
0

et nul sur aM ), corresponde à un plus haut poids Λi (resp ΛM
i )

d’une représentation rationnelle de G (resp. de M). Les multiples
entiers des ni vérifient les mêmes propriétés. Noter que δM

i est un
poids fondamental pour le système de racines < Θ > et (Λi)(ΛM

i )−1

détermine, grâce à (2.33), un caractère rationnel Λi,M de M , qui
correspond à niδi|aM

∈ a∗M .

(ii) Le vecteur vΛi
engendre sous M une représentation irréductible

de plus haut poids Λi notée V
M

i contenue dans Vi. Alors Ṽ
M

i :=
V

M

i ⊗ (V
M

i )∗ s’idenditifie à un sous espace de Ṽi, qui est stable par
π̃i|M . Cette représentation s’identifie au produit tensoriel du carac-
tère rationnel Λ̃i,M := Λi,M (Λ−1

i,M ◦ σ) de M avec la représentation
irréductible de M , Ṽ M

i , associée à ΛM
i par la construction (2.24).

La restriction de ẽ∗i,H à Ṽ
M

i détermine un vecteur non nul, H ∩ M -
invariant, qui s’identifie au vecteur 1⊗ ẽ∗i,M∩H .

Démonstration. —

(i) résulte de la Proposition et de la Remarque précédentes.

(ii) est immédiat. �

2.8. Propriétés de l’adhérence des (H,P )-doubles
classes ouvertes

On choisit les entiers ni comme dans les Propositions précédentes.
Pour i = 1, ...,m, on définit :

εi(g) = | < π̃i(g)ṽi, ẽ
∗
i,H > |F, g ∈ G

On note ε =
∏m′

i=1 εi.

Proposition 2.12. —

(i) L’ouvert de G, HP , est contenu dans {g ∈ G| ε(g) 6= 0}.
(ii) Soit HP l’adhérence de HP dans G. Alors HP\HP est contenu

dans {g ∈ G|ε(g) = 0}.
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(iii) Si la suite (gn) = (hnmnun), avec hn ∈ H,mn ∈ M,un ∈ U ,
converge vers un élément de HP\HP et ν ∈ a∗M,σ est strictement
P -dominant, alors la suite (eν(HM,σ(mn))) tend vers zéro.

Démonstration. — Elle est analogue à celle du Lemme 4 de [6]. Nous
allons expliquer les modifications nécéssaires.

D’abord si g = hmu avec h ∈ H, m ∈M , u ∈ U , ε(g) est égal à :

m′∏
i=1

| < π̃i(m)ṽi, ẽ
∗
i,H > |F

qui est non nul d’après la Proposition 2.9 (ii). Ceci achève de prouver (i).
Montrons (ii). On considère une suite (gn) dans HP convergeant vers

g ∈ HP \ HP . On écrit gn = hnmnun avec hn ∈ H,mn ∈ M,un ∈ U .
On va montrer que l’image dans aM,σ/aG,σ de la suite (HM,σ(mn)), par la
projection canonique, n’est pas bornée. La projection de (HM,σ(mn)) sur
aG,σ parallèlement à aG ∩ aM,σ est égale à (HG,σ(gn)), car HG,σ(hn) =
0 et HG,σ(un) = HG(un) = 0. C’est une suite dans un réseau, qui est
convergente d’après l’hypothèse sur (gn). Quitte à extraire une sous-suite
on peut supposer que cette suite est constante, ce que l’on fait. Il faut
démontrer que (HM,σ(mn)) n’est pas bornée.

Supposons (HM,σ(mn)) bornée. Comme HM,σ prend ses valeurs dans
un sous-groupe discret de aM,σ, quitte à extraire une sous-suite on peut
supposer que HM,σ(mn) est constant. Quitte à multiplier, à droite, (gn)
par un élément de M convenable, on dispose d’une suite (gn) convergeant
vers g ∈ HP\HP avec gn = hnmnun et HM,σ(mn) = 0, i.e. mn ∈M1

σ .
En utilisant la Proposition 2.9 (ii), on voit que :

π̃i(mn)ṽi = ṽi, n ∈ N, i = 1, ...,m′

Par ailleurs (σ(gn)−1gn) converge. Donc, posant un = σ(un)−1 ∈ U , où
U = σ(U), on a (un(σ(m−1

n )mnun) qui converge.
On montre un analogue du Lemme 5 de [6] qui permet de voir que un

converge de même que un. Il en va donc de même de σ(mn)−1mn.
Notons Gσ (resp. Mσ) le groupe des points fixes de σ dans G (resp. M).
L’application de Mσ\M dans M , Mσm 7→ σ(m)−1m, est un homéo-

morphisme de Mσ\M sur son image. Ceci résulte du Lemme 3.1 de l’
Appendice, appliqué à l’action par conjugaison tordue de M sur M−σ =
{m ∈M |σ(m) = m−1} :

m.x = mxσ(m)−1,m, x ∈M

En effet M n’a qu’un nombre fini d’orbites dans M−σ (cf. [22]).
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On en déduit que (Mσmn) converge, ce qui veut dire qu’il existe une
suite (m′

n) dans Mσ telle que (m′
nmn) converge. Mais Mσ/(M ∩H) est

fini. Donc, quitte à extraire une sous-suite, on peut trouver (h′n), suite
dans M ∩ H, telle que (h′nmn) converge dans M . On écrit alors gn =
hnh

′
n
−1
h′nmnun i.e. gn = h′′nm

′′
nun avec h′′n = hnh

′
n
−1
, m′′

n = h′nmn.
Alors (m′′

n) converge dans M de même que (un) dans U donc aussi (h′′n)
dans H. Mais alors on aurait g ∈ HP . Une contradiction qui montre que
l’image de (HM,σ(mn)) dans aM,σ/aG,σ est non bornée. Mais pour i =
1, ...,m′ :

εi(gn) = eniδ̃i(HM,σ(mn))

et (εi(gn)) converge vers εi(g). Si pour tout i = 1, ...,m′, (εi(gn)) conver-
geait vers une limite non nulle, on en déduirait que (HM,σ(mn)) serait
bornée modulo aG,σ, car (δ̃1, ..., δ̃m′) est une base de (aM,σ/aG,σ)∗. Donc
l’un des εi(g) est nul, comme désiré.

(iii) résulte de la preuve de (ii). �

Si i ∈ {1, ..., l}, on fixe une base de Vi formée de vecteurs poids sous
A0, ce qui permet de définir une norme sur Vi en prenant le maximum des
valuations des coordonnées dans cette base. Puis on en déduit une norme
sur Ṽ ∗

i = EndVi, en prenant le maximum des valuations des coefficients de
la matrice dans cette base.

On pose, pour g ∈ G :

(2.25) ‖gH‖i = ‖π̃∗i (g)ẽ∗i,H‖, i = 1, ..., l et ‖gH‖0 = e‖HG,σ(g)‖

où l’on a muni aG,σ de la norme provenant du produit scalaire sur a0.
On définit :

(2.26) ‖gH‖ =
l∏

i=o

‖gH‖i, g ∈ G

Remarque 2.13. — On remarque que π̃∗i (g)ẽ∗i,H est égal à πi(gσg−1) et
‖gH‖i est la norme de l’opérateur πi(gσg−1) associée à la norme introduite
ci-dessus sur Vi.

On définit de manière similaire une application m→ ‖m(M ∩H)‖ pour
m ∈ M , en utilisant les représentations rationnelles de M associées aux
niδ̃

M
i , i ∈ {m+ 1, ..., l} (cf. Proposition 2.11).

Proposition 2.14. — Il existe ν0 ∈ a∗M,σ, P -dominant, tel que pour
toute suite (gn) dans HP , convergeant vers un élément g de HP \ HP , on
ait la propriété suivante :

Écrivant gn = hnmnun avec hn ∈ H,mn ∈ M,un ∈ U , il existe C > 0
tel que la suite ‖m−1

n (M ∩H)‖ soit bornée par Ce−ν0(HM,σ(mn)).
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Démonstration. — On choisit i ∈ {m + 1, ..., l} i.e. αi ∈ Θ et une base
de Ṽ M

i , (ṽi,j), construite à partir d’une base de vecteurs poids sous A0 de
V M

i . On pose :

εi,j(g) := | < π̃i(g)ṽi,j , ẽ
∗
i,H > |F, g ∈ G

Alors ((εi,j)(gn)) est bornée car elle converge vers ((εi,j)(g)).
De plus, grâce à la Proposition 2.11 (ii), on voit que :

εi,j(gn) = |Λ̃i,M (mn)|F | < (π̃M
i )(mn)ṽij , ẽ

∗
i,M∩H > |F

= eniδ̃i(HM,σ(mn))| < (π̃M
i )(mn)ṽij , ẽ

∗
i,M∩H > |F

En passant au sup sur j et en posant ν̃i = niδ̃i|aM,σ
, on trouve :

Supjεi,j(gn) = eν̃i(HM,σ(mn))‖m−1
n (M ∩H)‖i, i = m+ 1, . . . , l

On déduit de ce qui précède que :

(2.27)
∏l

i=m+1 ‖m−1
n (M ∩ H)‖i est bornée par un multiple de∏l

i=m+1 e
−ν̃i(HM,σ(mn)) pour i = m+ 1, . . . , l

Par ailleurs, pour i = 1, ...,m′, (εi(gn)) est bornée.
Mais εi(gn) = eniδ̃i(HM,σ(mn)), donc, pour i = 1, ...,m′, (niδ̃i(HM,σ(mn)))

est bornée supérieurement de sorte que :

(2.28) Pour i = 1, ...,m′, (e|niδ̃i(HM,σ(mn)|) est bornée par un multiple
de (e−niδ̃i(HM,σ(mn)).

Revenant à la définition de ‖m(M ∩H)‖0, on voit qu’il existe c > 0 tel
que :

‖m(M ∩H)‖0 6 e(c
P

i=1,...,m′ |niδ̃i(HM,σ(m))|)+‖HG,σ(m)‖,m ∈M

On notera ν̃0 =
∑m′

i=1 cniδi et ν0 = ν̃0 +
∑l

i=m+1 ν̃i. Alors d’après (2.28)
et (2.27) et le fait que (HG,σ(mn)) = (HG,σ(gn)) est bornée, on voit que
ν0, vérifie les propriétés voulues. �

2.9. Une autre présentation des fonctions j

Les racines de AM dans l’algèbre de Lie de G s’identifie à des éléments
de a∗M . Soit ρP la demi-somme des racines de AM dans l’algèbre de Lie de
U (ou P ), comptées avec les multiplicités.

On note C(G,P,−2ρP ) l’espace des fonctions continues, f : G → C,
telles que :

f(gmu) = e−2ρP (HM (m))f(g), g ∈ G,m ∈M,u ∈ U
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Alors :

(2.29)

Si f ∈ C(G,P,−2ρP ), la restriction de f à K est invariante à
droite par K ∩ P et la forme linéaire sur C(G,P,−2ρP ) :
f →

∫
K/K∩P

f(k(K ∩ P ))dk̇ est invariante par translation à
gauche par les éléments de G.

Soit C(G,P, δ∗, χ) l’espace des fonctions ψ : G→ V ∗
δ , où V ∗

δ est le dual
algébrique de Vδ, qui sont faiblement continues i.e. telles que pour tout
v ∈ Vδ, g 7→< ψ(g), v > est continue sur G et telles que

(2.30) ψ(gmu) = e−2ρP (HM (m))χ(m)δ∗(m)−1ψ(g)

Remarque 2.15. — Le facteur 2 dans 2ρP tient compte du fait que nous
avons choisi l’induction non normalisée.

Alors si ψ ∈ C(G,P, δ∗, χ) et ϕ ∈ Iχ = indG
PVδ⊗χ, l’application g 7→<

ψ(g), ϕ(g) > est continue sur G, car ϕ est localement constante, et c’est un
élément de C(G,P,−2ρP ).

On pose :

< ψ,ϕ >=
∫

K/K∩P

< ψ(k), ϕ(k) > dk̇

Ceci définit un crochet de dualité G-invariant entre C(G,P, δ∗, χ) et Iχ qui
permet de regarder C(G,P, δ∗, χ) comme un sous-espace de I∗χ.

Théorème 2.16. — Soit (δ, Vδ) une représentation admissible de type
fini de M , η ∈ V ∗M∩H

δ et r ∈ R tels que :
Pour tout v ∈ Vδ, il existe C > 0 tels que :

| < mη, v > | 6 C‖m(M ∩H)‖r, m ∈M

Soit ν0 comme dans la Proposition 2.14. Soit χ ∈ X(M)σ et vérifiant
Reχ− 2ρP − rν0 strictement P -dominant.

On définit une application ε(G,P, δ, χ, η) de G dans V ∗
δ par :

ε(G,P, δ, χ, η)(hmu) = e−2ρP (HM (m))χ(m)δ∗(m−1)η, h ∈ H,m ∈M,u ∈ U

ε(G,P, δ, χ, η)(g) = 0 si g /∈ HP

(i) Alors ε(G,P, δ, χ, η) est un élément de C(G,P, δ∗, χ), H-invariant
à gauche.

(ii) Soit q ∈ B comme dans le Théorème 2.7 (i). On suppose que χ

vérifie les hypothèses de (i) et que q(χ) est non nul.

L’élément de I∗Hχ correspondant à l’élément ε(G,P, δ, χ, η) de C(G,P,
δ∗, χ), est égal à j(P, δ, χ, η).
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Démonstration. — La partie (i) est une conséquence immédiate des pro-
priétés de η, de la Proposition 2.12 (iii) et de la Proposition 2.14.

Prouvons (ii). On a l’analogue de la formule du Lemme 1.3 de [21] pour
les groupes p-adiques (c.f. l.c., Théorème 7.1) qui implique :

(2.31)

Soit f une fonction continue sur K/K ∩ P nulle en dehors
de (HP ) ∩ K, alors, pour une normalisation convenable des
mesures :∫

K/K∩P

f(k(K ∩ P ))dk̇

=
∫

H/H∩M

f(k(h)(K ∩P ))e−2ρP (HM (h))dḣ

où l’on a écrit h = k(h)p avec k(h) ∈ K et p ∈ P . La classe
de k(h) modulo K ∩ P est bien définie. De plus ρP étant an-
tiinvariante par σ, h 7→ ρP (HM (h)) est invariante à droite par
H ∩ P = H ∩M .

Si f ∈ C(G,P,−2ρP ), sa restriction à K est K ∩ P invariante et on a :

f(h) = f(k(h)(K ∩ P ))e−2ρP (HM (h)), h ∈ H

De plus la restriction de f à H est H ∩M -invariante.
Alors il résulte de ce qui précède que :

(2.32)
Pour f ∈ C(G,P,−2ρP ) nulle en dehors de HP , on a :∫

K/K∩P

f(k(K ∩ P ))dk̇ =
∫

H/H∩M

f(h)dḣ

Soit ϕ ∈ Iχ avec χ comme dans (ii). La définition de ε(G,P, δ, χ, η) et
son invariance à droite par H, jointe à l’équation précédente montre que :

(2.33)
∫

K/K∩P

< ε(G,P, δ, χ, η)(k(K ∩ P )), ϕ(k(K ∩ P )) > dk̇

=
∫

H/H∩M

< η,ϕ(h) > dḣ

Ceci implique en particulier que la restriction de l’élément εχ de I∗Hχ à
Jχ, correspondant à ε(G,P, δ, χ, η) est égal, avec les notations du Théo-
rème 2.8 (ii), à ξ(P, δ, χ, η) ∈ J∗Hχ .

Alors, d’après le Théorème 2.8 (iii), cet élément est égal à j(P, δ, χ, η). �

Remarque 2.17. — Des résultats récents de Nathalie Lagier, montrent
que la condition sur η est toujours satisfaite.
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3. Appendice : Rappels sur les l-groupes

Lemme 3.1. —

(i) Soit G un l-groupe, X un l-espace, i.e. un espace topologique avec
une base d’ouverts formée d’ensembles compacts. On suppose queX
est muni d’une action continue de G, i.e. que l’application G×X →
X est continue, que G n’a qu’un nombre fini d’orbites dans X et
que G est dénombrable à l’infini. Alors :

(i) Il existe une orbite ouverte.

(ii) Il existe des ouverts G-invariants, U0 = ∅ ⊂ U1 · · · ⊂ Un = X, où
pour i > 0, Ui+1 \ Ui est une G-orbite. En particulier les orbites
sont localement fermées, donc sont des l-espaces, i.e. admettent une
base de voisinages ouverts et compacts.

(iii) Si X1 est une orbite Gx1 et H est le stabilisateur de x1, alors H
est un sous groupe fermé de G et l’application : G/H → X1 donnée
par gH → gx1 est un homéomorphisme.

Démonstration. — Prouvons (i). Soit x1, . . . , xp des représentants des
orbites sous G dans X, en nombre fini par hypothèse. Soit (Kn) un en-
semble dénombrable d’ouverts compacts recouvrant G. Si X =

⋃
i,nKnxi,

les Knxi sont compacts donc fermés. D’après le théorème de Baire, l’un de
ces ensembles, Knxi, est d’intérieur non vide, donc Gxi est ouvert dans X.

Prouvons (ii). On construit Ui par récurrence sur i. On prend pour Ui

une orbite ouverte et pour Ui+1 la réunion de Ui et d’une orbite ouverte
dans X \ Ui.

Prouvons (iii). L’application p : G/H → X1 est clairement continue et
bĳective. Il reste à voir que cette application est ouverte. En utilisant les
translations, il suffit pour cela de voir que tout voisinage de eH dans G/H
s’envoie sur un voisinage de x1 dans X1. Tout voisinage ouvert compact V
de eH dans G/H contient l’image par la projection naturelle de G dans
G/H, d’un sous groupe ouvert compact K. Montrons que G =

⋃
n∈N gnK

pour une suite (gn) d’éléments de G. En effet G =
⋃

nKn et chaque Kn

étant compact, il est recouvert par un nombre fini d’ensembles de la forme
gK. Alors les (gnKx1)n∈N sont fermés et recouvrent X1. Donc, toujours
par le théorème de Baire, l’un d’eux, gnKx1, est d’intérieur non vide. La
translation x→ g−1

n x étant un homoméorphisme, on en déduit que Kx1 est
d’intérieur non vide. Quitte à utiliser encore une translation, par un élément
de K cette fois, on voit que Kx1 contient un voisinage de x1. Ainsi p(V )
contient un voisinage de x1 comme désiré. Ceci achève de prouver (iii). �
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Rappelons un résultat de [18] (Corollaire 2) :

(3.1)
Soit G un l-groupe, H un sous-groupe fermé, le fibré principal :
G → G/Hest trivial, i.e. il existe une section continue s :
G/H → G de p.

Lemme 3.2. — L’application linéaire T : C∞c (G/H) ⊗ C∞c (H) →
C∞c (G), définie par : (T (ψ ⊗ η))(s(x)h) = ψ(x)η(h), est un entrelacement
bĳectif entre le produit tensoriel de la représentation triviale de H sur
C∞c (G/H) avec la représentation régulière droite sur C∞c (H) et la repré-
sentation régulière droite de H sur C∞c (G). De plus l’inverse de T , T−1

est donné par : (T−1ϕ)(x, h) = ϕ(s(x)h). On a un résultat analogue pour
l’action régulière gauche.

Démonstration. — D’abord T est bien à valeurs dans C∞c (G), car, pour
un l-espace X, un élément de C∞c (X) est exactement une application conti-
nue sur X prenant un nombre fini de valeurs et à support compact. De
même on voit que si ϕ ∈ C∞c (G), l’application : ((x, h) 7→ ϕ(s(x)h), est
élément de C∞c (G/H×H) ∼= C∞c (G/H)⊗C∞c (H), que l’on note T ′ϕ. Clai-
rement T et T ′ sont des applicatons inverses l’une de l’autre. D’autre part
T à la propriété d’entrelacement voulue. D’où le Lemme. �
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