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VECTEURS DISTRIBUTIONS H-INVARIANTS DE
REPRESENTATIONS INDUITES, POUR UN ESPACE
SYMETRIQUE REDUCTIF p-ADIQUE G/H.

par Philippe BLANC & Patrick DELORME

dédié a Alain Guichardet

RESUME. — Soit G le groupe des points sur F d’un groupe réductif linéaire défini
sur F, un corps local non archimédien de caractéristique 0. Soit o une involution
rationnelle de ce groupe algébrique définie sur F et soit H le groupe des points
sur F d’un sous-groupe ouvert, défini sur F, du groupe des points fixes de o. Nous
construisons des familles de vecteurs H-invariants dans le dual de séries principales
généralisées, en utilisant ’homologie des groupes. Des résultats de A.G.Helminck,
S.P.Wang et A.G.Helminck, G.F.Helminck sur la structure des espaces symétriques
réductifs p-adiques sont aussi essentiels.

ABSTRACT. — Let G be the group of F-points of a linear reductive group defined
over F, a non archimedean local field of characteristic zero. Let o be a rational
involution of this group defined over F and let H be the group of F-points of an open
subgroup, defined over F, of the group of fixed points by o. We built rational families
of H-fixed vectors in the dual of generalized principal series, using homology of
groups. Results of A.G.Helminck, S.P.Wang and A.G.Helminck, G.F.Helminck on
the structure of p-adic reductive symmetric spaces are also essential.

Introduction

Soit G le groupe des points sur F d’un groupe linéaire algébrique réductif
G, défini sur F, un corps local non archimédien de caractéristique 0. Soit
o une involution de ce groupe algébrique G, définie sur F, H le groupe des
points sur F d’un sous-groupe ouvert, défini sur F, du groupe des points fixes
de 0. Cet article est destiné a débuter I’analyse harmonique sur I’espace

Mots-clés : symmetric spaces, reductive p-adic groups, distribution vectors, induced
representations.
Classification math. : 22E35.
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symétrique réductif G/H, en analogie avec celle sur les espaces symétriques
réels (cf. [10] pour un survey sur ce sujet).

La premere étape que nous franchissons ici est la construction de familles
de formes linéaires H-invariantes sur des séries principales généralisées.
Cette étape a été franchie dans le cas réel dans [6], & l'aide de la théorie
des D-modules.

L’outil principal est ici ’homologie lisse (voir plus bas).

Notre construction se limite a celle de sous-groupes paraboliques parti-
culiers dits o-sous-groupes paraboliques. C’est 'expérience du cas réel qui
conduit & cette restriction : dans ce cas, ces familles de représentations
suffisent & décrire la partie continue de la formule de Plancherel pour I’es-
pace symétrique. Un travail a paraitre de Nathalie Lagier précise le role
joué par les o-sous-groupes paraboliques dans 1’étude des représentations
admissibles de G qui sont H-sphériques i.e. qui possédent une forme li-
néaire non nulle H-invariante. On notera, pour se fixer les idées, que si G
n’admet pas de o-sous-groupe parabolique différent de G alors toutes les
composantes isotropes de G sont contenues dans H ([13], Lemme 4.5).

Il faut remarquer que notre approche est différente de celle de [14], [15],
[19] qui déterminent, pour certains cas, toutes les représentations irréduc-
tibles ayant un vecteur non nul invariant par un bon sous-groupe compact
maximal et une forme linéaire non nulle H-invariante, et obtiennent une
formule de Plancherel, ou bien de approche de [20] qui cherchent toutes
les représentations unitaires irréductibles de G Lo,,, ayant une forme linéaire
non nulle invariante sous le groupe symplectique. Dans [19] notamment les
fonctions sphériques sont explicitées a ’aide de polynémes de Macdonald,
alors que dans [20], on utilise des théorémes sur les périodes des formes au-
tomorphes. En particulier, nous ne cherchons pas a expliciter completement
les zéros et les poles des familles construites.

On note RatG le groupe des caracteres rationnels de G définis sur F et
ag = Homy(RatG,R) et on note Hg : G — ag, 'application qui, a g € G,
associe lapplication x +— |x(g)|r. Alors af, = RatG ®z R et on dispose
d’une application surjective de (a;)c dans P'ensemble X (G) des caracteres
non ramifiés de G, qui & x ® s associe le caractere g — |x(g)|3-

L’involution o agit sur ag et a,. On note ag , (resp. aZ) 'ensemble des
éléments de ag antiinvariants (resp. invariants) par o. Alors ag = ag,, ®
ag et af , s’identifie & un sous-espace de ag;. On note X(G), I'image de
(aE,U)C par l'application précédente. Elle possede une structure de variété
algébrique comme quotient d’un espace vectoriel par un réseau.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On introduit des notations similaires pour les sous-groupes de Lévi
o-stables de G. On considére un sous-groupe parabolique P de G tel que
o(P) soit égal & 'opposé de P relativement & un tore déployé maximal,
Ap, contenu dans P et o-stable. On dit que P est un o-sous-groupe para-
bolique. On note M le sous-groupe de Lévi o-stable de P, qui est égal a
PnNo(P), et U son radical unipotent. On note A un tore déployé du centre
de M, maximal pour la propriété d’étre contenu dans {z € G|o(x) = x~1}.

Alors ay, , s'identifie & a* = RatA ®z R. On note X = X(M), et B
I’algebre des fonctions régulieres sur X.

Soit (9, Vs) une représentation lisse de M irréductible, ou simplement
admissible de type fini, qu’on prolonge a P en la prenant triviale sur U.
On introduit pour x € X, la représentation 6, = 0 ® x de M. On définit
également une structure de (M, B)-module sur V5 ® B en faisant agir B par
multiplication sur le deuxieme facteur et m € M par le produit tensoriel
de §(m) avec la multiplication par ’élément b,,, de B défini par : b,,(x) =
x(m), x € X.

Soit encore :

Sp(m)(v @ b) = (§(m)v) @ by,b

On étend l’action de M & P en la prenant triviale sur U. On notera d, &
la place de d, ou bien dp.

On considere indIGpV(;. I’ensemble des ¢ : G — V5, qui sont invariantes a
gauche par un sous-groupe compact ouvert et telles que

e(gmu) = da(m™)p(g), g€ Gome MueU

On le note aussi I,. Le groupe G agit sur I, par la représentation réguliere
gauche. De plus B agit naturellement sur Ip.

L’objet de cet article est de déterminer les familles de vecteurs H-inva-
riants dans le dual de I, dépendant, en un certain sens (voir plus bas), de
fagon polynomiale de y.

Une remarque fondamentale pour notre travail est le fait que si V est
un module lisse, I'espace des éléments H-invariants du dual de V, V*H |
est égal & Hyo(H,V)*, ou Ho(H,V) est le quotient de V par le sous-espace
engendré par les vecteurs gv — v ou g décrit H et v décrit V.

Dans la premiere partie de 'article, on étudie les foncteurs d’homologie
lisse en degré supérieur. On les introduit grace aux résolutions projectives
dans la catégorie des modules lisses. Une série de propriétés sont brievement
établies (voir aussi [3], [9] et aussi [5], [11] pour la cohomologie continue)
notamment le lemme de Shapiro, une utilisation des sous-groupes distingués
fermés qui sont union de sous-groupes compacts, la résolution standard, le
complexe de chaines inhomogenes. On établit qu'une action naturelle du

TOME 58 (2008), FASCICULE 1



216 Philippe BLANC & Patrick DELORME

centre de G sur le complexe des chaines inhomogenes induit une action
triviale sur 'homologie.
Tous ces résultats sont utilisés dans la preuve du Théoréeme principal.

Hypothése simplificatrice, pour l’introduction seulement : On
suppose que HP est la seule (H, P)-double classe ouverte dans G.

THEOREME PRINCIPAL. —

(i) On note J, = {¢ € I,| ¢ est asupport contenu dans HP} qui
est un sous-H-module lisse. Alors Hy(H, J,) est naturellement iso-
morphe & Ho(M N H, V).

(ii) Il existe un polynome q € B, non nul tel que pour tout xy € X
vérifiant q(x) # 0, I'injection naturelle de J, dans I, détermine un
isomorphisme :

Ho(H,Jy) ~ Ho(H, L)

(iii) Passant aux duaux dans (i) et (i), si x € X et q(x) # 0, on dispose
d’un isomorphisme :

*MNH *H
Vs — I3

qu’on note :
1= J(P, 6, x,m)

On peut réaliser les I,, dans un espace fixe I, par restriction des fonctions
de G a un sous-groupe compact maximal K. Alors le polynéme q peut étre
choisi de telle sorte que pour tout n € VyMOH et o € I, x — q(x) <
J(P, 8, x,n),p >, x € X, soit un élément de B, i.e une fonction réguliére
sur X.

Donnons une idée de la démonstration de ce théoréme.

On commence par étudier I, comme H-module. D’abord il existe un
nombre fini de (H, P)-doubles classes Hz P et on note €2 un ensemble, qui
contient e, de représentants de celles-ci. On introduit des ouverts Oy =
HP C O; C ... C O, = G de sorte que 0;4+1\O; = Hz;41 P puis on note
I; = {¢ € I,|suppp C O;} de sorte que Iy = J, et {0} C Iy C I;... C I,.
On montre (voir aussi [1], Théoreme 5.2) que :

L)1y ~ind 5%

HOw; Pe; " x|HNz; Pa) !

pour ¢ = 0,...,n, ou 6}’ est la représentation de xiPxfl dans V' définie
par :
8y (zipr; ) = 0y (p),p € P

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Ici les fonctions de I'espace de l'induite sont & support compact modulo
le sous-groupe induisant et sont invariantes a gauche par un sous-groupe
compact ouvert de H.

En particulier :

Ty = indlhep(Vs,)

Grace au lemme de Shapiro, Hy(H,Jy) = Ho(HNP, V5 ). Mais HNP =
H N M car P est un o-sous-groupe parabolique de G et y € X (M), est
trivial sur M N H. D’ou le point (i) du Théoreme.

Maintenant on choisit = x; avec ¢ > 0. On pose : P’ = xPx~1, §' = 6%,
X =x% M =xMzx~"! etc.

On veut calculer H,(H,I;/I;_1). D’aprés le Lemme de Shapiro, cet es-
pace est isomorphe a H,(H NP, Vy ).

Soit V! = (M' na(U"))(U’ ﬂo(P¥)). Alors VN (M'Na(M')) = {e} et
V' est un sous-groupe unipotent distingué dans H N P’. Comme V' N H est
un sous-groupe distingué de P’ NH = (M’ No(M')NH)(V' N H), qui est
de plus la réunion de sous-groupes compacts, les propriétés de ’homologie
lisse montrent que :

H.(HNP' Vs )= H.(HNM', Ho(V' 0 H,Vs)\r)
X

Ici lindice X’ indique, dans le second membre, la tensorisation par le
caractere XTHQ]VI’-

On note que l'action de V' sur V| ne dépend pas de x’, car x’, étendu a
P’ en le prenant trivial sur U’, est trivial sur V' puisque celui-ci est réunion
de sous-groupes compacts ouverts.

Ona P'No(P')= (M No(M'))V'. Un argument qui est une adaptation
au cas p-adique d’une idée de [7], montre alors que Ho(V' N H,Vs) ~
Ho(M' no(U’), Vs ). Finalement on a :

H*(H, Ii/Ii—l) >~ H*(H N M/7H0(M/ N O'(U/),V;;/)X/)

Mais M’ No(U’) est le radical unipotent du sous-groupe parabolique de
M', M'no(P’), de sous-groupe de Lévi M’ Na(M’).

Donc Ho(M'No(U’), V) est un M’ No(M')-module admissible de type
fini. Ceci implique qu’il existe des caracteres xi,...,x, du centre Z’ de
M'No(M') tels que pour tout z € Z, (z—x1(2))...(2 — xp(2)) agisse trivia-
lement sur celui-ci. Mais on peut trouver un élément zg de Z’ N H tel que
lapplication b,, : X’ — C, donnée par x’ — x'(z0), ne soit pas constante.
Alors, tenant compte du fait que I'action de zg, qui est dans le centre de
HNM'=HnM' No(M'), sur H.(MNH, Hy(MNo(U"), Vs )y) est triviale,

TOME 58 (2008), FASCICULE 1
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on voit facilement que si ¢'(x) = (1 — x1(20)x’(20))-.-(1 — xp(20) X (20)) est
non nul, 'homologie ci-dessus est nulle, donc aussi H,(H, I;/I;—1).

Un argument de longue suite exacte donne le point (ii) du Théoréme, en
utilisant pour ¢ le produit des ¢’ lorsque ¢ varie dans {1,...,n}.

Pour établir les propriétés de rationalité de (iii), on reprend 1’étude ci-
dessus en remplacant J,, par dp.

Les racines du plus grand tore déployé du centre de M, Ay, dans ’al-
gebre de Lie de P s’identifient a des éléménts de aj,, dont on note pp la
demi-somme comptée avec les mutiplicités.

On note C(G, P, 0%, x) l'espace des fonctions 9 sur G, a valeur dans le
dual V5" de V;, telles que :

Pour tout v € Vs, g —< ¥ (g),v > est continue et :

W(gmu) = e 20r Iy (m)§* (m~)i(g), g € Gom € Mu € U
Le groupe G agit par représentation réguliere gauche sur cet espace.
Sity € C(G, P, 6%, x) et ¢ € I,,onnote < 1h,p >= [, <U(k), (k) > dk

qui définit un crochet de dualité G-invariant sur ces espaces. Ceci permet

d’identifier C(G, P,0*,x) & un sous-espace de I3 .

(0.1)

On introduit une application (G, P, 4, x,n) : G — Vs«, caractérisée par
la propriété de covariance (0.1), nulle en dehors de HP, H-invariante &
gauche et valant 7 en e.

On introduit enfin une fonction || || sur G/H et M/M N H.

THEOREME. — Soit n € VFMNH ot 1 € R tel que pour tout v € Vj,
Papplication de M/M N H dans C :

m(MNH)—< 6 (m)n,v>

soit bornée par un multiple de |m(M N H)||".

Alors il existe vy € ays ., C @iy, P-dominant, tel que pour tout x € X
avec Re x —2pp — v strictement dominant par rapport aux racines de Az
dans D'algébre de Lie de P, la fonction (G, P,0,x,n) est un élément de
C(G,P, 6%, x).

L’élément de I} correspondant a (G, P,d, x,n) est égal a j(P,d,x,n).

Des résultats récents de Nathalie Lagier indiquent que tout n € V(;*M nH#
vérifie la condition du théoreme.

On notera que lorsque G = G1 X G1 et ¢ est I'involution qui échange les
facteurs, notre article donne une nouvelle approche des intégrales d’entrela-
cement (cf. [6] pour le cas réel).

Il est important de noter que les résultats de A.G. Helminck et S.P.
Wang [13], et A.G. Helminck et G.F. Helminck [12], sur la structure des
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espaces symétriques p-adiques sont a la base de ce travail. Il faut également
dire que la page web de A. G. Helminck annonce, dans un rapport, un travail
avec G.F. Helminck sur le méme sujet que celui traité dans cet article.

Nous espérons que nos résultats seront complémentaires et que notre
méthode, & savoir 'utilisation de ’homologie lisse, pourra étre utile dans
d’autres situations.

Remerciements :
Nous remercions Jean-Pierre Labesse pour avoir répondu a de nombreuses
questions pendant 1’élaboration de ce travail.

1. Homologie lisse de [-groupes
1.1. Modules projectifs

On appelle I-groupe, un groupe localement compact, G, dénombrable a
I’infini, qui admet une base de voisinages de I’élément neutre formée de sous-
groupes ouverts compacts. On notera dg une mesure de Haar a gauche sur
G. On note CZ°(G) lespace des fonctions localement constantes a support
compact, a valeurs complexes. On note M(G) la catégorie des G-modules
lisses, i.e. des représentations de G dans un espace vectoriel complexe dont
tout vecteur est fixé par un sous-groupe compact ouvert. On voit facilement
que C2°(G) muni de 'action réguliere droite, resp. gauche, est un G-module
lisse. Appliquant ce résultat a G, puis plongeant G diagonalement dans
G™, on voit que C°(G™) muni de 'action réguliere gauche L, (resp. droite
R), de G (ou G agit diagonalement sur G™) est un G-module lisse. Nous
redonnons ici une preuve d’un résultat de [9], Théoreme A.4, qui est la
version p-adique d’un résultat de [2] pour les groupes de Lie.

LEMME 1.1. — Le module C2°(G™*') muni de I'action réguliére droite
est projectif dans M(G).

Démonstration. — On fixe ¢ € C°(G"1) tel que [,4, p(x)dz = 1. Si
g, x € G"TL f € C(G™M), on définit :

(1.1) fo(@) = f(2)p(2g)
Alors f, est élément de C2°(G™*1). Par un calcul immédiat on voit que :
(1.2) Rpfrn-14 = (Rnf)g

Soit P : U — V — 0 un morphisme surjectif de G-modules lisses et I :
C°(G™1) — V un morphisme de G-modules. Soit S une section linéaire
de la surjection P : U — V

TOME 58 (2008), FASCICULE 1
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On définit :
()= [ wSan F(f)g, f e G

Ici g = (g0, -, gn)- B
On va vérifier que F est un morphisme de G-modules entre C°(G™T1)

et U tel que PoF = F.
Soit f € C(G™T). Alors :

PR = [ PlooSer FUL,)dg

Mais Pgg = goP et PS = Idy. Donc :

Mais
/ F(fy)dg = F(/ fqdg)
Gn+l Gn+1

car 'intégration est en fait une somme finie. De plus

| awis= [ s@teods = 1@
Gnti Gn+1

Il en résulte que PF(f) = F(f). Il faut maintenant voir que F' est un
G-morphisme. Grace & (1.2), on voit que pour h = (hg, ...hg) € G" 1 avec
ho € G :

FRn) = [ 0Sa5" (RS )iy

On effectue le changement de variable ¢’ = h™!g, qui implique que gg =
hogp et Pon trouve

F(Rnf) = / ) hogoSgy ' F(fy)dg = ho F(f),

Gn+
car I est un morphisme de G-modules. ]

Il résulte de ce qui précede que si V' est un G-module lisse, C°(G) @ V
est projectif pour I'action réguliere droite sur le premier facteur. Remar-
quons que ’on peut remplacer ’action réguliere droite par I’action réguliere
gauche sur C°(G) car 'application f — fV ot fV(g) = f(g~ ') entrelace
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ces deux actions. Montrons que :

L’application de C°(G) ® V dans V' définie par :

fou— /G f(g)gudg

est un morphisme surjectif de G -modules lisses pour le produit
tensoriel de la représentation réguliére gauche sur C2°(G) avec
la représentation triviale sur V'

(1.3)

11 est surjectif car, si v est fixé par K, on prend f = 1x/vol(K), ou 1g
est 'indicatrice de K et f ® v a pour image v. Comme L f ® v a pour
image [, f(h~'g)gvdg, on fait le changement de variable g = h™'g pour
voir que c¢’est un G-morphisme. Donc M(G) a suffisamment de projectifs
et :

Tout V € M(G) admet une résolution projective par des mo-

(1.4) dules du type C2°(G)®@W, ot G agit par produit tensoriel de la

) représentation réguliere gauche avec la représentation triviale
sur W.

Mais on dispose d’une autre action de G sur C°(G) ® V : le produit
tensoriel des actions sur C°(G) et sur V. On remarque que C°(G) @ V
est égal & C°(G, V). Plus généralement G agit sur C2°(G"*1, V) par :

(9-5)(905-s9n) = 9f (97 905,97 gn),

(1.5)
feCX(G™L V), 9,90, 9n €G

Notons que C°(G™ 1, V) est isomorphe au G-module C°(G" 1)@V ot
G agit par la représentation réguliere gauche de maniere diagonale sur le
premier facteur et trivialement sur le second, 'isomorphisme étant donné
par :

(1.6)  f > f ot f(gos-sgn) = 95 " f(g0y s gn), f € CZ(GMHV)

Notons que l'inverse de cet isomorphisme est donné par :

(]‘7) f - .}/c\af S Cgo(GnJrlvV) avec : }'\(QOu ugn) = gOf(gO; 7gn)

car on a :

" @) = =5 (@f)e) = (5" ) f(a™'e)

(gz0) *f(g™'z) = f(g ')

Donc C°(G™HL, V) est projectif pour ses deux structures de G-modules.

TOME 58 (2008), FASCICULE 1



222 Philippe BLANC & Patrick DELORME

1.2. Homologie lisse, résolution standard et complexe
de chaines inhomogeénes

DEFINITION 1.2. — Pour un module lisse V, on définit Vg = Jg(V),
Pespace des coinvariants, comme le quotient de V par I'espace vectoriel
engendré par les gv — v, g € G,v € V. Alors Jg est un foncteur exact
a droite. On définit alors I’homologie lisse de V., H.(G,V'), comme étant
I’homologie du complexe :

-— Ja(P1) — Ja(Po) — 0

qui est obtenu par application du foncteur Jg a une résolution projective
deV

'—>P2—>P1—>P0—>V—>O
Par des arguments classiques (cf e.g. [8], Ch V, §3), H.(G, V) ne dépend
pas de la résolution projective choisie. De plus, Hqo(G, V') est canoniquement
isomorphe a Jg (V).
En particulier on dispose de la résolution standard de V (cf. e.g. [11],
Ch. I, Equation (12.2), pour le cas des groupes discrets) :

LEMME 1.3. — On considére la suite

o ORGP (@ V)

(1.9) s "
—CX(G,V)—V —0
ou :
n+1 .

(110) (6nf)(907 5g7l) = Z(_l)z /G f(907 <y 9i—-1,9, Gis agn)dg
Ici :
(1.11) 0h) = [ 1(a)g, sif € C2(G.V)

et Paction sur C2°(G" 1, V) est celle définie en (1.5). Cest une résolution

projective de V', dite résolution standard.
Démonstration. — Pour voir que la suite (1.9) est exacte, on montre

que pour chaque sous-groupe ouvert compact, la suite :

— C2((K\G)"2,VE) 2o (K\G)"H, V)
(1.12)
— O (K\G,VE) - LyvE 0
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est exacte. Pour cela on introduit :

on : CE((K\G)", V) = C((K\G)" ", VF)
(1.13) (0n.f)(g0s s gn) = (1 (g0) /vol(K)) f (g1, -, gn)
avec  (go,...,gn) € Gl et f € CX((K\G)", VE)

Alors o, est une homotopie contractante comme on le vérifie aisément,
caron a :

noo = Idyx
et
OnOnt1 + 0nn—1 = Idow ((k\G)n+1,vK)
puisque, pour f € C*((K\G)"t!, VE)
(6n0n+11)(9g0s s gn) = (60 ((1x /0l K) @ £))(g0s -+ Gn)
= [(90; -+-9n) = (1x (90)/v0l(K)) © (6n—1f) (91, -, Gn)

soit encore :

(§ngn+1f)(g()7 7gn) = f(g()a agn) - ((Un(;n—l)(f))(gOa 7gn)

qui est I'égalité voulue. Comme tout f € C°(G"HL, V) est élément de
Cx((K/G)" 1, VE) pour K sous-groupe compact ouvert assez petit, I’exis-
tence de I’homotopie contractante o, prouve l’exactitude du complexe
(1.9). Ainsi, tenant compte du Lemme 1 et de (1.5), (1.9) est une réso-

lution projective de V. |

Donc H,(G,V) est le n-itme groupe d’homologie du complexe :

s st

(1.14) =L H (G, C2 (G2 V) =% Hy (G, C(G,V)) — 0
ou 4/, est déduit de J,, par passage aux coinvariants.

Définissons :

T, : CX (G V) — C(G™, V)
(1.15) P*
(Tn(f))(gh---,gn)=/Gg’lf(g,ggu---7991---9n)d9
LEMME 1.4. — Alors T,, est surjectif et Ker T, est engendré par les

éléments de la forme g.f — f, ot on utilise les notations de (1.5).

Avant de procéder a la démonstration du Lemme 3, établissons un autre
Lemme.

TOME 58 (2008), FASCICULE 1



224 Philippe BLANC & Patrick DELORME

LEMME 1.5. —
(i) Soit ¢ € C°(G, W) ou W est un espace vectoriel. Alors si :

/Gw(g)dg =0

¢ est une combinaison linéaire d’éléments de la forme Ly — 1,
Y eCr(GW),ged.

(ii) L’application de C°(G, W) dans W donnée par l'intégration sur
G par rapport a dg passe au quotient en un isomorphisme entre

Ho(G,C(G, W) et W.

Démonstration. — (i) Comme C*°(G,W) = C*(G) @ W, et que ¢ €
C°(G,W) ne prend qu'un nombre fini de valeurs, on se rameéne au cas o
W est de dimension finie, puis, en prenant une base de W, au cas ou W
est de dimension 1, i.e. C°(G, W) = C°(G), ce que on suppose dans la
suite. Soit donc ¢ comme dans 1’énoncé.

Alors ¢ est invariante & droite par un sous-groupe compact ouvert assez
petit.

Donc

i=1

ou 1,k est I'indicatrice de x K.
La condition sur ¢ montre que Z?Zl A; = 0. Donc :

p=> Nillox — 1K) =Y Ni(La, 1k — 1K)
i=1 i=1

ce qui acheve de prouver (i).
Prouvons (ii). L’application est injective d’aprés (i) et surjective

d’apres (1.3). O
COROLLAIRE 1.6. — Soit W une représentation lisse de G. On fait agir
G sur C°(G, W) par la représentation
(9:%) = (9-9)
en posant :
(9-9)(x) = gp(g~'2), g,z € G
Si :

/ 9 'elg)dg =0
G

alors ¢ est combinaison linéaire de fonctions de la forme g.v) — v ou 9 €
C*(G,W).
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Démonstration du Lemme 1.4. — D’abord, un simple changement de
variable montre que KerT,, contient les combinaisons linéaires de fonctions
du type g.f — f. Soit f € Ker T,. On applique le corollaire a f regardée
comme élément de C°(G,C°(G™,V)), ou l'on fait agir G sur W :=
C*(G™, V) par :

(goh) (g1, gn) == gh(g™ " g1,.... 9" "gn), h € CZ(G",V)

Alors f est combinaison linéaire de fonctions de la forme : g x FF — F', ou
FeCX(G,W),geqet:

(9% F)(z) = (go F)(g~'x), 2 € G
Alors, identifiant F' & un élément de C°(G" 1 V) :

(g * F)(907 7971) = gF(g_lgOag_lgh "'79_1971)
i.e., avec les notations de (1.5) :
gxF=g.F

Ce qui précede acheve la détermination du noyau de T,.
En utilisant (1.3), on voit de méme que si on pose :

(Tnf)(gl,---gn)=/Gg’1f(97991,---,ggn)dg, fecx@

'image de T), est égale & W = C(G™, V). Montrons que cela implique
que l'image de T, est aussi égale a C°(G™, V).
Si F e CX(G™, V), on définit :

H(zy,...,xy) = F(xl,a:flxg, ...,:C;lla:n), T1,., Ty € G
donc H € C°(G™,V). De plus

(1.16) F(g1, .y 9n) = H(91,91925 -+, 91---Gn)s  G1s-s9n € G

D’apres ce qui précede, il existe f € C®(G",V) tel que T, f = F.
Alors, tenant compte de (1.16) et (1.15), on voit que ceci implique que
T,.f = F et ceci montre que T;, est surjective. O

D’apres le Lemme 1.5, Ho(G,C2°(G™1,V)) est isomorphe par T), &
C(G™, V). Un calcul direct montre que :

(1.17) dn(Tas1(f)) = Tu(0a(f)), f € CZ(G"2,V)
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olt pour tout n > 1 et f € C°(G"TL V)

(dnf)(gh..-,gn)=/Gg_1f(g,gl,-~-,gn)dg+

Z(_l)i/ F(G1 901,997 96, Giv1s s Gny )dg
G

=1

(1.18)
+(*1)”“/Gf(gl,---,gmg)dg
et
i = [ 4710~ [ 5o, € 2@V
Donc
PROPOSITION 1.7. — La différentielle 0], transportée par ces isomor-

phisme est égale a d,, et ’homologie lisse de V' s’identifie a ’homologie du
complexe, dit complexe de chaines inhomogénes :

(1.19) e O (@ V) o (e, V)R ey g

1.3. Action de G sur H.(G,V)

Pour tout g € G on définit un automorphisme R, de C>*(G™ ", V) muni
de la structure de G-module défini en (1.5). L'opérateur R, correspond a
I’action réguliere droite de la diagonale i.e. :

(Rgf)(go,...,gn) = f(gog7"'?gng>7 fe C§O<Gn+1yv)

On vérifie sans peine que, si Ag(g) = 1, ot Ag est la fonction modulaire
de G, Ry est un automorphisme de G-modules de la résolution standard
de V, en complétant les fleches R, par identité de V. Donc il est homo-
tope & 'automorphisme identité, par une homotopie formée de morphismes
de G-modules (cf. e.g., [11] Chapitre I, Proposition 2.2). Cette homotopie
détermine une homotopie du complexe d’espaces vectoriels (1.14) dont la
cohomologie est I’homologie lisse. Donc le morphisme R, induit Iidentité
sur I’homologie lisse de V.

PROPOSITION 1.8. — Pour tout g € G tel que Ag(g) = 1 et tout f €
C°(G™, V) on note :

(Ryf)(90s - 9n) = 9£(97 909, 972919+, 9 gng)

(i) Cette formule définit un automorphisme Eg du complexe des chaines
inhomogeénes (1.19), homotope a I'identité.
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(ii) En particulier si f est un élément du noyau de dn, Z,(G, V), alors
Ry f — f est élément de I'image de d,41, Bn(G,V).

Démonstration. — Un calcul immédiat montre que Eg, est le transporté
de R, par T}, au scalaire multiplicatif Ag(g) pres. a
COROLLAIRE 1.9. — Si z € Z(Q) est tel que z — Idy est inversible,

H,(G,V) = {0} pour tout n € N.

Démonstration. — En effet, si f € Z,(G,V), on vient de voir que
R.f — f € By(G,V). Mais (R, — Id)f)(g1,-..gn) = (z — Idy) f (g1, .--gn)-
Il est alors facile de voir que f € B, (G, V), puisque (z — Idy )~ préserve
B,.(G,V). Donc H,(G,V) ={0}. O

1.4. Longue suite exacte d’homologie

Le lemme suivant est standard.

PROPOSITION 1.10. — Soit 0 — V—=W-25V/W — 0, une suite exacte
courte de G-modules lisses. Alors notons i, : H.(G,V) — H.(G,W) (resp.
p« : HJ(G, W) — H.(G,V/W)) les morphismes en homologie déduits de i
et p. Pour n € N*| il existe des morphismes canoniques ¢,, : H,(G,V/W) —
H,—1(G,V) tels que l'on ait la suite exacte longue :

H,1 (G V/W) ™8 H, (G, V) H, (G, W) 25 H (G VW) -2
..ﬂHO(G,V/W) —0

1.5. Homologie lisse et sous-groupes distingués

LEMME 1.11. — Soit G un Il-groupe qui est réunion de sous-groupes
compacts. Alors :

(i) Le foncteur Hy(G,.) est un foncteur exact sur M(G).
(ii) De plus H;(G,V) =0 pour tout i > 0 et tout V objet de M(G).

Démonstration. — (i) est classique et (ii) résulte de (i) et de la définition
de 'homologie lisse. O
PRrROPOSITION 1.12. — Soit G un l-groupe, H un sous-groupe fermé et

distingué de G qui est réunion de sous-groupes compacts (donc unimodu-
laire). Alors si V' est un G-module lisse, Hy(H, V') est un G/H-module lisse
et H,(G,V) est naturellement isomorphe & H,(G/H, Hy(H,V)).
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Démonstration. — L’assertion sur Ho(H, V) est claire. D’apres (1.4), le
G-module lisse V' admet une résolution projective : --- — P, — P,_1 —

- — Py — V — 0, telle que pour tout n, P, soit de la forme C°(G) @ W,
ol G agit par le produit tensoriel de la représentaion réguliere gauche
sur C°(G) avec la représentation triviale sur W,,. Alors Ho(H, P,) ~
Hy(H,C>*(G)) ® W, comme G/H-module. Mais Ho(H,C*(H)) ~ C,
d’apres le Lemme 1.5. Tenant compte de l'isomorphisme du Lemme 3.2 de
I’Appendice pour les actions régulieres gauches, on en déduit que
Ho(H,CX(G)) s’identifie & CX(H \ G) (=C(G/H) puisque H est dis-
tingué dans G). On vérifie facilement que c’est un isomorphisme de G/H-
modules. Il en résulte que Ho(H, P,) est un G/H-module lisse projectif.
Des Lemmes 1.1 et 1.11 appliqués a H, on déduit que :

HHQ(H,PH)H HHQ(H,PQ) HHQ(H,V) — 0

est une résolution projective du G/H-module lisse Hyo(H,V).
Donc H.(G/H,Hy(H,V)) est 'homologie du complexe :

s HO(G/HaHO(van)) T HO(G/H?HO(H7P0)) -0

Mais il est clair que pour tout G-module lisse W, Hyo(G/H, Hy(H,W))
s’identifie & Hyo(G, W). Alors le complexe dont ’homologie donne H,(G/H,
Hy(H,W)) s’identifie & celui dont ’homologie donne H,(G,V). D’ou la
Proposition. ]

1.6. Représentations induites comme espaces d’homologie

Soit H un sous-groupe fermé du l-groupe G, et (V, ) une représentation
lisse de H. On note ind%w la représentation réguliere gauche de G dans
I’espace indgV des fonctions ¢ de G dans V, invariantes a gauche par un
sous-groupe compact ouvert de G, a support compact modulo H, et telles
que :

o(gh) =m(h)'¢(g), g€ G, he H

C’est une représentation lisse de G.

PROPOSITION 1.13. — Si f € C°(G) et v € V, on définit :

i(f@v)(g /fgh h)vdh, g€ G

Ici dh est une mesure de Haar a gauche sur H.
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(i) Alorsi(f ® v) € ind%V et i se prolonge en un morphisme linéaire
de G-modules entre C°(G) ® V, muni du produit tensoriel de la
représentation réguliére gauche de G avec la représentation triviale
sur V, et (ind§GV,indG ), noté i ou i .

(ii) Cette application est surjective.

(iii) Son noyau est égal a I'espace engendré par les (R, @m(h) AL (h))g)
—p, h € H, ¢ € ind%V ot R est la représentation réguliére droite
de G sur C*(G) et Apy est la fonction modulaire de H. Celle-ci est
caractérisée par

(1.20) [} f(hho)dh = Ag(ho) [ f(h)dh pour hg € H.

(iv) Par passage au quotient i définit un isomorphisme naturel entre les
G-modules Hy(H,C>®(G) ®@ V) et (indGV, indG ), ot CX(G) @V
est muni du produit tensoriel de Iaction réguliére droite de H avec
Ay'm. Iei G agit sur Ho(H,C(G) ® V') par passage au quotient
du produit tensoriel L @ Id de la représentation réguliére gauche
sur C°(G) avec la représentation triviale sur V.

(v) SiU est un ouvert H-invariant & droite, on notera (ind%V)(U) ou
C° (U, ) Iespace formé des ¢ € indflv tels que le support de v est
contenu dans U. Alors C°(U, ) est I'image de C°(U) @ V par i.

Démonstration. —

(i) résulte d’un simple changement de variable.

(ii) On va montrer (v) qui implique (ii). Soit ¢ € C°(U, 7). Alors ¢ est
invariante a gauche par un sous-groupe ouvert compact K, donc de support
de la forme (J, .y KzH. Les KxH sont ouverts car K est ouvert.

Le support de ¢ étant compact modulo H, ¢ est nulle en dehors de la
réunion |J ; KzjH, pour un nombre fini de z;, ou 'union est disjointe et
contenue dans U. On note v; = ¢(x;). Les propriétés d’'invariance a gauche
de ¢ par K et de covariance a droite sous H montrent que v; est invariant
par l‘j_lKitj NH.

L’intégrale fH Ly, ~1kz;nm (h)dh est non nulle car acj_lej N H est ouvert
dans H. On note ¢; son inverse. Nous affirmons que :

o =1i(Zjc;(fj ®vy)), o fj = 1ky,

En effet les deux membres ont les mémes propriétés d’invariance & gauche
sous K et de covariance & droite sous H. Ils sont nuls en dehors de | J ;Ko H,
et sont déterminés par leur valeurs en les x;. Or la valeur en z; du second
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membre est égale a
Cj / ]-Ka:j ({I?jh)’l'r(h)’l)jdh =Cj / ].xj—lejﬂH(h)’IT(h)Ujdh =j
H H

comme désiré. Ceci acheve de prouver (v) et (ii).

Prouvons (iii) qui implique (iv). On va se ramener & déterminer le noyau
de ig . dans le cas ou G = H. En effet, d’apres 'appendice, Lemme 3.2,
pour action réguliére droite de H, C°(G) est isomorphe & C°(G/H) ®
C°(H) ou H agit par la représentation réguliere droite sur le deuxieme
facteur et trivialement sur le premier. Notons s une section continue de
la projection G — G/H (cf. [18]). De méme, on a un isomorphisme T
d’espaces vectoriels entre C2°(G/H) ® indV et ind$V, défini par :

T f)(s(x)h) = (x)f(h), v € C(G/H), f € ind2V,z € G/H, he H
d’inverse :
(T~ ()(x,h) = p(s(x)h), =€ G/H, heH, ocindgV

Dans ces isomorphismes i¢ » s’identifie & idceo(q/r) @ ih,x. La détermi-
nation du noyau de i = i¢ r, se réduit donc bien a celle de 5 . On suppose
désormais que G = H et 'on note A au lieu de Apy.

Soit f élément du noyau de ig . Alors :

/ m(9)f(g9)dg = 0
G

Mais A(g)dg est une mesure de Haar invariante & droite sur G, notée

drg.
Donc

/G r(9)A(g) " f(g)drg = 0

On applique a la fonction sous le signe somme le Lemme 4 (ou plitot sa
version & « droite »). Alors

m(9)A(9) " f(9) = Tii (Rai i) (9) — wilg), 9 € G

ou p; € CX(G,V) et x; € G.

On pose, pour g € G, ¥;(g) = 7(g9)""A(g)pi(g), de sorte que ¢;(g) =
m(9)A(g) " i(g).

Alors

f(g) = By (m(9) "t Alg)m(gza) Algas) " ilgri) — vilg),9 € G
D’ou
f=S{m(@) A(z;) " Ryt — s

comme désiré. O
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1.7. Lemme de Shapiro en homologie lisse

LEMME 1.14. — Si (m, V) est un G-module lisse, Hy(G,ind% V) est na-
turellement isomorphe & Hy(H,V). Si T : V — V' est un morphisme de
H-modules, I'application entre Hy(G,indGV) et Ho(G,indG V'), déduite
de P'application entre Ho(H,V) et Ho(H,V') par les isomorphismes ci-
dessus, est égale a Iapplication déduite du morphisme induit, indT', entre
indgV et ind%V’ , par passage au quotient.

Démonstration. — En effet il résulte de la Proposition 1.13 (iv) que :

ind%V ~ Hy(H,C>*(G) @ V)
ot C°(G)®V est muni du produit tensoriel de 'action réguliere droite de
H avec A;{lw. Cette action commute avec l'action réguliere gauche de G.
Donc :
Hy(G,ind% V) ~ Ho(G x H,C=(G) @ V)
qui est aussi isomorphe & Ho(H, Hy(G,C°(G) ® V')). Mais tenant compte
du Lemme 1.5 (ii), on a finalement :

Hy(G,ind$ V) ~ Hy(H, V)

ou H agit sur V par w. L’assertion sur les morphismes est immédiate en
suivant les isomorphismes précédents. O

PROPOSITION 1.15. — (Lemme de Shapiro pour I’homologie lisse)
Soit V' un H-module lisse. Alors H,(G,ind$% V) est naturellement iso-
morphe & H,(H,V).

Début de la démonstration de la Proposition 1.15. —
Soit :
ﬂ)pn...ﬂ)po_,v_,o

une résolution projective du H-module lisse V' par des modules projectifs
du type C°(H)®@W,,, ou H agit par la représentation réguliere gauche sur
C(H).

Alors ind$, (P,,) est un G-module lisse projectif isomorphe & C°(G)@W,,
d’apres le Lemme suivant. O

LEMME 1.16. — Soit W un espace vectoriel. Le G-module ind$C°(H)
induit du H-module C°(H) pour action réguliére gauche de H est iso-
morphe a C.°°(G) muni de I'action réguliére gauche de G.

Démonstration. — Clairement : indfe}(c = C*(H), ou C est le H-
module trivial et C°(H) est muni de I'action réguliere gauche. Utilisant
I'induction par étages, qui s’établit facilement, on en déduit le lemme. O

TOME 58 (2008), FASCICULE 1



232 Philippe BLANC & Patrick DELORME

Fin de la démonstration de la Proposition 1.15. — Donc

ind wn, . ) ind ug . )
S indG P, - — ind$G Py - S ind G Py — ind$GV — 0

est une résolution projective du G-module lisse ind% V.
L’homologie lisse H,(G,ind%V) est naturellement isomorphe, d’apres le
Lemme 1.14, a I’homologie du complexe :

—>H0(H,Pn)—>—>H0(H,P0)—>O

D’ou I'isomorphisme voulu. O

1.8. Filtration d’une représentation induite

On suppose maintenant que P et H sont deux sous-groupes fermés d’un
l-groupe G dénombrable a 'infini et que G n’admet qu’un nombre fini de
(H, P)-doubles classes. Utilisant 'action de H x P sur G, H agissant &
gauche et P a droite, on déduit de I’Appendice, Lemme 3.1, qu’il existe des
ouverts :

U():(Z)CUl"'CUn:G

tels que pour i > 0, U; \ U;_1 soit une double classe Hx; P ouverte dans
G\ U;_1.

PROPOSITION 1.17. — Soit (6, V) une représentation lisse de P. On
note :

I; = {¢ € ind%V| le support de ¢ est contenu dans U;}

Alors I; est H-invariant et la représentation de H dans I;/I;_1 est iso-
H T
HNz;Pz; ' |HNz; Pz
dans V définie par :

morphe a ind _1, o1 0™ est la représentation de xiPxi_l

i

(5“(:132»}735;1) =6(p),pe P

Démonstration. — En utilisant 1’isomorphisme naturel de ind%d et
indfva__lémi, on se ramene a démontrer 'assertion sur I;/I;_; dans le
K2 k2

cas ou z; est ’élément neutre de G, ce que 'on fait dans la suite. On no-
tera I au lieu de I;, J au lieu de I;_1, U au lieu de U;, U’ au lieu de
Uifl.

On associe a f € I sa restriction & H, rg(f). Montrons que ¢ := rg(f)
est un élément de 'espace indfi-p 6| mnp-

La seule chose qui n’est pas immédiate est que le support de ¢ est com-
pact modulo H N P. Le support de ¢ est égal a Suppf N H.
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Soit (h,) une suite dans Suppep. Il faut trouver (z,) suite dans H N P
telle que (hyx,) ait une sous-suite convergente. Comme Suppf est compact
modulo P, il existe une suite (p,) dans P telle que (h,p,) admette une
sous-suite convergente.

Notons H X gnp P le quotient de H x P par HN P, agissant a droite sur le
premier facteur et a gauche sur le second. D’apres I’ Appendice, Lemme 3.1,
appliqué a l'action de H x P sur G, I’application produit H x P — HP
passe au quotient en un isomorphisme topologique de H X gnp P sur HP.

Il en résulte qu’il existe une suite (x,) dand H N P telle que (hpzy,) et
(7, pn) admettent des sous-suites convergentes. Ceci acheve de prouver
la compacité du support de rg(f) modulo H N P et donc que ry(f) est
élément de V'espace indp - po|mnp-

Le reste de la démonstration consiste a montrer que ry est surjective, de
noyau J.

Soit f € Ker ryg. Cela signifie que f est nulle sur H donc sur HP. Elle
est donc & support dans U \ HP = U’, i.e. f € J. Il reste seulement &
prouver la surjectivité.

On note r la restriction des éléments de CX(U)@V a C*(HP)®V qui
est surjective car HP = U \ U’ est fermé dans U.

On dispose d’une application ips de C°(U;) ® V' dans I; qui est surjec-
tive, (cf. Proposition 1.13 (iv)).

Enfin on définit une application jg s de C°(HP) ® V dans l'espace de
indgmpémmp, en posant :

(o)) (h) = /P 5(p)f(hp)dp, f € CX(HP) @ V,h e H

ol dp est une mesure de Haar a gauche sur P (la méme que celle utilisée
dans la définition de ipy).
Alors on a :

(1.21) JHSOT =THOUH,

Tenant compte de I'isomorphisme topologique entre H X gnp P et HP,
on voit qu'on a une fleche surjective iy p de C°(H) @ C°(P) ® V dans
C*(HP)®V, donnée par :

inp(p @Y @v)(hp) = /an o(hx)p(z~"p)dx

ol dz est une mesure de Haar a gauche sur H N P.
Pour prouver la surjectivité de 7y, tenant compte de celle de r et de
(1.21), il suffit de démontrer la surjectivité de la composée :

k:=jusoinp
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La définition de k comporte deux intégrations successives. D’apres le
Théoréme de Fubini, on peut intervertir 'ordre des intégrations (les fonc-
tions considérées sont & support compact). On trouve ainsi, pour ¢ €

C*X(H),pycCP(P)etveV
(o ® v ® v))(h) = /H o /P o(ha)(ap)S(p)udp)da

On change alors p en 7 'p et on tient compte de l'invariance a gauche
de la mesure dp :

(w0t = [ pha)de) [ v)imudn)is

On prend pour ¥ l'indicatrice d’'un sous-groupe compact ouvert de P,
laissant fixe v, divisée par le volume de ce sous-groupe.

Alors :
k(e @Y ®v) = iH 40p (P ® V)

Tenant compte de la Proposition 1.13, ceci acheve de montrer la surjec-
tivité de k. Ceci acheve la preuve de la Proposition. O

2. Vecteurs distributions H-invariants de représentations
induites

2.1. Groupes réductifs, notations

On va utiliser largement des notations et conventions de [23]. Soit F un
corps local non archimédien, de caractéristique 0, de corps résiduel F,. On
considere divers groupes algébriques définis sur F, et on utilisera des abus
de terminologie du type suivant : « soit A un tore déployé « signifiera »
soit A le groupe des points sur F d’un tore défini et déployé sur F ». Soit G
un groupe linéaire algébrique réductif et connexe. On fixe un sous-tore Ag
de G, déployé et maximal pour cette propriété, dont le centralisateur est
noté My. Si P est un sous-groupe parabolique contenant Ag, il possede un
unique sous-groupe de Lévi contenant Ay, noté M (noté aussi Mp). Son
radical unipotent sera noté U ou Up. Si H est un groupe algébrique, on
note Rat(H) le groupe des caracteres rationnels de H définis sur F. Si E
est un espace vectoriel , on note F* son dual. S’il est de plus réel, on note
E¢ son complexifié. On note Ag le plus grand tore déployé dans le centre
de G.
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On note ag = Homyz(Rat(G),R). La restriction des caracteres rationnels
de G a Ag induit un isomorphisme :

(2.1) Rat(G) ®7 R ~ Rat(AG) ®z R
On dispose de 'application canonique, Hg : G — ag définie par :
(2.2) e<He@)x> — |\ ()|, = € G, x € Rat(Q)

olt |.|r est la valuation normalisée de F. Le noyau de Hg, qui est noté G, est
I'intersection des noyaux des caracteres de G de la forme |x|r, x € Rat(G).
On notera X (G) = Hom(G/G*,C*). On a des notations similaires pour
les sous-groupes de Lévi.

Si P est un sous-groupe parabolique contenant A, on notera ap = ay,,
Hp = HMp~ On note ag = Apfg, H() = HM0~

On note ag p, resp. dg r 'image de G, resp. Ag, par Hg. Alors G/G? est
un réseau isomorphe a ag y. Soit M un sous-groupe de Lévi contenant Ay.
Les inclusions : Ag C Ay C M C G, déterminent un morphisme surjectif
ayF — O¢,F, r'esp. un morphisme injectif ag r — aasr, qui se prolonge de
maniere unique en une application linéaire surjective entre ays et ag, resp.
injective entre ag et aps. La deuxieme application permet d’identifier ag a
un sous-espace de aps et le noyau de la premiere, a%, vérifie ;

(2.3) ay = aﬁ D ag
Il y a une surjection :
(2.4) (ag)c — X(G) =1

qui est définie comme suit : en utilisant la définition de ag, en remplagant G
par Ag, grace & (2.1), on associe & X ® s, le caractére g — |x(g)|®. Le noyau
est un réseau et ceci définit sur X (G) une structure de variété algébrique
complexe pour laquelle X (G) ~ C*¢, ott d = dimgag. Pour x € X(G), soit
v € ag ¢ un élément se projetant sur x par 'application (2.4). La partie
réelle Re v € af; est indépendante du choix de v. Nous la noterons Re x. Si
X € Hom(G,C*) est continu, le caractére |x| appartient & X (G). On pose
Re x = Re|x|. De méme, si x € Hom(Ag,C*) est continu, le caracteére |x|
se prolonge de facon unique en un élément de X (G) & valeurs dans R*T,
que 'on note encore |x| et on pose Re x = Re |x|.

On définit Im X (G) := {x € X(G)|Re x = 0} ensemble des éléments
unitaires de X (G).

De Pl'isomorphisme naturel (2.1) on déduit aisément 1’égalité :

(2.5) AL =AcnGt
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On voit facilement que A}, est le plus grand sous-groupe compact de Ag.
On note X, (G) Pensemble des sous-groupes & un parametre de Ag. C’est un
réseau. On fixe une fois pour toute une uniformisante. On note alors A(G),
limage de X, (G) dans G par lapplication « évaluation en I'uniformisante »,
qui est un réseau isomorphe a X, (G) par cette évaluation. En effet, tout
élément de X, (G) est déterminé par sa valeur sur une uniformisante w :
en écrivant Ag comme un produit de tores déployés de dimension 1, on
se rameéne a une assertion sur les sous groupes a un parametre d’un tore
déployé de dimension 1, qui est claire. Pour tout élément non trivial de
A(G), il existe un caractére non ramifié réel de Ag non égal a 1 sur celui-
ci : on se rameéne immédiatement aux tores déployés de dimension 1. Ce
caractere non ramifié de Ag ce prolonge en un caractére non ramifié de G,
d’aprés ce qui précede. Appliquant ceci aux sous-groupes de Levi, on a :

(2.6) Pour tout élément non trivial de A(Ayy), il existe x € X (M)
différent de 1 sur cet élément.

Soit A est un tore déployé de G, et A € A(A4). On note P le sous-groupe
parabolique contenant A pour lequel les racines o de A dans 'algebre de
Lie de Py vérifient |a(\)|r est supérieur ou égal & 1. Alors on a :

Py ={g € G|(A\""g\")penest borné} = {g € G|(A\""g\")nen
converge}

Alors :

(2.8) My = {g € G|]A"1g\ = g} est le sous-groupe de Lévi de Py
) contenant A.

2.7)

et

Uy := {g € G|(A\""g\")nen converge vers e} est le radical

2.9
(2:9) unipotent de Pj.

Si A est un tore déployé maximal, tout sous-groupe parabolique de G
contenant A est de cette forme.

Soit ¢ une involution, définie sur F, du groupe algébrique dont G est le
groupe des points sur F. Soit H le groupe des points sur F d’un sous-groupe
ouvert, défini sur F, du groupe des points fixes de o.

On suppose maintenant que P est un sous-groupe parabolique quel-
conque de G. Alors (cf. [13], Lemme 2.4) il contient un tore déployé maximal
de G, A, qui est o-stable. Donc P = Py, pour un élément A de A(A). Alors
sig € Py, g =muavecm € My, u € Uy et m=1lim,_10A""g\". Enfin
montrons que :

Si (gn) est une suite dans Py qui converge vers g, (A~"g, A™)

2.1
(2.10) tend vers la limite de (A\~"g\"™)
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En effet, on se réduit facilement a (g,,), suite dans U. Mais, par réduction
a GL(n), grace a la linéarité de G, on voit que :

Si X est une partie bornée de U et (x,) une suite dans X,

(2.11) alors (\™"x, A\™) tend vers e

Ceci implique (2.10).

2.2. Intersection d’un sous-groupe parabolique avec H

On suppose maintenant que P est un sous-groupe parabolique. Alors
P contient un tore déployé maximal de G, A, qui est o-stable (cf. [13],
Lemme 2.4), et P est de la forme Py pour un A € A(A4). On note M := M},
U := Uy, p:=Xo(\) = c(MN)A, Q := P,, V son radical unipotent, qu’on
évitera de confondre avec '’espace d’'une représentation, et L := M,,.

PROPOSITION 2.1. —

(i) On a :
Pno(P)=(Mnao(M))V'
ol
V' =(Pno(P)NV
De plus V' est distingué dans PNo(P) et V' N(MNo(M)) = {e}.
(ii) On a :
Vi=(MnoU))(Uno(P))
Uno(P)=UnNo(M))(Uno(U))
ot U No(P) est distingué dans V' et U No(U) est distingué dans
Unao(P).
(iii) On a :
PNH=Mno(M)NH)(V'NH)
ou V' N H est distingué dans P N H.

(iv) Pour tout x € M No(U), il existe he HNV' et y € UNo(P) tels

que z = hy.

Démonstration. — (i) Soit g € PNo(P). Alors la suite (A\~"gA™) est bor-
née. De plus, comme o(A) = A,ona X € o(P). Donc (A\™"gA"™) est une suite
bornée dans o (P). Il en résulte facilement que (6 (A)PA™"gA" g (A)P),, pen est
un ensemble borné dans o (P). En particulier, (g,) = (o(A) 7" A" "gA"a(\)™)
est bornée et g est élément de Q = LV. Donc g = lv avecl € L, v € V,
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ou ! est la limite de la suite (g,). Comme A € A, o(\) € PN o(P). Mais
(A~"gA™) converge dans P N o(P), en particulier dans o(P), vers m € M.

Alors d’apres (2.10), (g,) converge dans o(P) vers la méme limite que
(c(AN) ™ mo(N)™), qui est élément de o(M). Donc I € o(M) et par raison
de symétrie, l € MNo(M) C PNo(M). Alorsv € PNo(P)NV =V'. On
a donc bien :

Pno(P)=(Mnao(M))V'
Maintenant M No(M) C L et V' C V, donc leur intersection est réduite a
un élément. Enfin PNo(P) est contenu dans @, V' est contenu dans V' qui
est distingué dans Q. Donc V' est distingué dans PN o(P). Ceci achéve de
prouver (ii).

(iii) Soit € V! C PNo(P). On écrit © = mu, avecm € M, u € U. Icim
est la limite de (A~ A™) qui est une suite dans PNo(P) (car A € PNo(P)
puisque o(A) = A), donc dans P. 1l résulte de (2.10) que la limite de
(c(A) 7" A"z A"o(A)™) est égale & la limite de (o(A) "mo(A)™). Comme
x € V, cette limite est e, donc m € o(U). Finalement m € M No(U). Par
ailleurs A, donc aussi A et o(A) normalisent @ et V, donc aussi V'. Ainsi,
la limite m est élément de V', donc u aussi. En particulier v € o(P), et
finalement w € U N o(P).

Ceci prouve l'inclusion V' C (M No(U))(U No(P)). L'inclusion inverse
est évidente. Ceci prouve la premiere égalité de (ii).

Maintenant soit u € U N o(P). On écrit x = m'u’ avec m' € o(M),
u' € o(U). Alors m’ est la limite de (o(A\)""zo(A)™). Comme z € U,
(A~™zA™) tend vers e. Une application répétée de (2.10) montre que :

lim, (A" m/\") = lim, (A" "o (A\) " "za(N)"A\") = lim, (c(\) "ea(\)") = e

Donc m' € UnNo(M).

On montre de méme que v’ € U No(U). Donc : UNo(P) C (UN
o(M))(UnNo(U)). L’inclusion inverse est évidente et ceci acheve de prouver
la deuxieme égalité de (ii).

Comme o(U) est distingué dans o(P), PNo(U) est distingué dans V' C
PNo(P). On a donc prouvé (ii).

Montrons (iii). Comme o () = p, Q est o-stable et (V) = V.

Soit alors p € PN H. On écrit, grace a (i), p = mv avecm € M No(M),
veV =VnPno(P). Alors p = o(m)o(v) avec o(m) € M No(M),
o(v) € V'. Mais ces deux décompositions doivent coincider : o(m) = m et
o(v) =w.

D’oti Von déduit 1'égalité de (iii).

Le fait que V'N H est distingué dans PN H résulte de (ii) et de I’égalité :

PN H =oc(P)N H. Ceci achéve de prouver (iii).
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(iv) Notons m l’algebre de Lie de M, o(u) 'algebre de Lie de o(U). Le
groupe LNo(U) est un groupe algébrique unipotent, de méme que V’. Son
application exponentielle est donc définie et surjective.

Soit . € M No(U) C V'. Alors x = exp(X) avec X € mNo(u). Alors
X+0(X) est élément de 'algebre de Lie de V. On note h = exp(X +0(X)),
c’est un élément de V' N H. Alors h et x ont la méme projection dans
V'/(UnNa(P)) =~ MNao(U) a savoir : exp(X). Donc x = hg avec g €
U No(P). Ceci achéve la preuve de la proposition. a

2.3. H N P-homologie lisse

Soit X une sous-variété de X (M), la variété des caractéres non ramifiés
de M. On note By, l'algebre des fonctions a valeurs complexes sur X
engendrée par les fonctions b, m € M, ou b, (x) = x(m), pour x € X.
On la notera souvent B au lieu de Bx. Alors si (4, Vs) est un M-module
lisse, Vs, = Vs ® B est un (M, B)-module pour la représentation lisse dp,
de M, définie par :

(2.12) dp(m)(v@b) =d6(m)v@byub, beB,meM

et B agissant par multiplication sur le deuxieme facteur. On étend cette
action de M a P en faisant agir U trivialement.

LEMME 2.2. — Avec les notations ci-dessus, H,(P N H,V;,) est un B-
module naturellement isomorphe a H.(M N H,Hy(M N o(U),Vs)p). Ici
Hy(Mno(U),Vs) est muni d’une structure naturelle de M No (M )-module,
car M No(U) est le radical unipotent du sous-groupe parabolique de M,
M N o(P), de sous-groupe de Lévi M No(M).

Démonstration. — Le groupe PN H admet pour sous-groupe distingué
V' N H, avec M N H pour quotient. De plus V', donc aussi V' N M, est
réunion de sous-groupes compacts, comme sous-groupe fermé du radical
unipotent V' de Q. Donc (cf. Proposition 4), H,(PNH, V;,) est isomorphe &
H.(MNH,Hy(V'NH,V;s,)). On vérifie aisément que c’est un isomorphisme
de B-modules.

Il s’agit donc d’étudier Ho(V'NH, Vs,,). On va démontrer que pour toute
représentation lisse (d, V5) de M, étendue & P en faisant agir U triviale-
ment, la surjection naturelle de Ho(V’' N H,Vs) dans Hy(V’,Vs) est un
isomorphisme.

11 suffit pour cela de prouver la surjectivité de ’application transposée :

Ho(V',Vs)* — Ho(V' N H,Vs)*
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Mais, il est clair que Ho(V' N H, Vs)* est égal & Homyqg (Vs, C)
Soit T € Homyng(Vs,C) et soit x € M No(U). D’apres la Proposi-
tion 2.1 (iv), on a :

(213) z=hypourunhe€ HNV' et uny € UNo(P)

Sive Vs, ona:
T(6(x)v) = T(6(hy)v)
et finalement :
T(6(x)v) =T(v)

car §(y)v = v puisque y € U et T(§(h)v) =T (v) car T € Hompny(Vs, C).

Par ailleurs si « € UNo(P), §(x)v = v et, grace & la Proposition 2.1 (ii),
on a finalement T' € Homy(Vj,C). Ceci prouve 'isomorphisme voulu.

L’isomorphisme Ho(V' N H,dp) ~ Ho(V’,dp) est clairement un isomor-
phisme de B-modules. Mais comme les caracteres non ramifiés de M sont
triviaux sur le groupe unipotent M No(U), MNo(U) agit sur Vs, = V@B
par ¢ sur le premier facteur et trivialement sur le second. Finalement on a
un isomorphisme de B-modules :

Ho(MNo(U),Vs,) ~Ho(Mno(U),Vs)® B

Par ailleurs Ho(M No(U),Vs) de méme que Ho(M No(U),Vs,) est un
M No(M)-module, puisque M No (M) est un sous-groupe de Lévi du sous-
groupe parabolique M No(P) de M. Alors I'isomorphisme ci-dessus déter-
mine un isomorphisme de (M N o (M), B)-modules entre :

H()(MﬂO’(U),V:;B) ~ Ho(MﬂU(U),V;;)B
Ceci acheéve la preuve du Lemme. O

PROPOSITION 2.3. — On suppose que Vs est un M-module lisse admis-
sible de type fini, que X contient le caractére trivial de M, qu’il existe z
élément de lintersection du centre de M N o(M) avec H et qu’il existe
x € X tels que x(z0) # 1. Alors il existe ¢ € B = By, non constant,
produit d’éléments de la forme 1 — cb,,,c € C*, tel que, pour tout p € N,
le B-module : H,(HN M, Hy(M no(U),Vs)g) soit annulé par q.

Démonstration. — Le M N o(M)-module, Hy(M No(U), Vs) est admis-
sible de type fini. Donc il existe des caractéres xi, ..., X» du centre Z de
MnNo(M) tels que pour tout z € Z, 'action de (z— x1(2))(z — x2(2))...(z —
Xn(z)) soit nulle. En utilisant I’égalité :

(z = x(2)b)(v®b) = ((z — x(2))v) ®bb,v € V5,b€ B
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on voit que : (z — x1(2)b,)...(z — xn(2)b,) agit trivialement sur le (M N
o(M), B)-module (Hyo(M No(U),Vs))p, donc aussi sur I’homologie lisse,
H (M NH Hy(Mno(U),Vs)p).

Mais, d’apres le Corollaire 2 (cf. Proposition 1.8) , pour tout cycle ¢,
zo est cohomologue a ¢ car zp est élément du centre de M N H. On en
déduit que I'élément ¢ de B défini par :

q:=(1—x1(20)bz)..-(1 = xn(20)bs,) € B

annule H,(M N H,Hy(M No(U),Vs)p), donc H.(P N H,Vs,) d’apres le
Lemme précédent. Alors ¢ a les propriétés voulues. O

2.4. (H, P)-doubles classes

Un tore déployé de G, Ay contenu dans {g € G|o(g) = g~*} et de dimen-
sion maximale, sera dit tore o-déployé maximal,((o,F)-torus dans [13]).
On appelle o-sous groupe parabolique de G tout sous-groupe, P, de la
forme Py, pour un A € A(4p), ot Ay est un tore o-déployé maximal. Alors
o(P) = Py-1 est opposé a P relativement a Agp.

Enfin HP est ouvert : en effet les algebres de Lie de P et o(P), p et o(p)
ont pour somme ’algebre de Lie g de G.

Soit x €g.Onax=y+zavecy € p, z € o(p). Donc x =y’ + h avec
yY=y—o(z)epeth=2z2+4+0(z) €h.

Donc g = h + p ce qui implique que HP contient un voisinage de e,
I’élément neutre. Finalement H P est bien ouvert.

D’apres [13], Proposition 6.15, si Py est un sous-groupe parabolique mi-
nimal de G, le nombre de (H, Py)-doubles classes est fini, donc aussi le
nombre de (H, P)-doubles classes.

Par ailleurs, d’apres [12], Théoréme 2.9 (i), P contient un o-sous-groupe
parabolique minimal Pj contenant Ay. Le groupe Ay est 'unique tore o-
déployé maximal du sous-groupe de Lévi o-stable de Py, PyNo(Py) qui est
égal au centralisateur de Ay.

On note (A;);er, un ensemble de représentants des classes de H-conju-
gaison des tores o-déployés maximaux de G. On suppose que cet ensemble
contient Ap. Les A; sont tous conjugués sous G, d’apres la Proposition 1.16
de [12].

On choisit, pour tout i, un z; € G, avec xiA@xfl = A, en prenant
xg = e. On note P; P'ensemble des o-sous-groupes paraboliques minimaux
contenant A;, qui est fini (cf. [12], Proposition 2.7).
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Les éléments de P; sont tous conjugués entre eux par des éléments du
normalisateur de A; (cf. l.c.). Comme les A; sont conjugués entre eux, tous
les éléments de P; sont conjugués sous G a Py et P; := x; Py xi_l.

On note M; le centralisateur dans G de A;. Si L est un sous-groupe de
G, on note W (A;) le quotient du normalisateur dans L de A; par son
centralisateur. On note W (A4;) au lieu de Wg(A4;).

On note W;, ou WZG , un ensemble de représentants dans Ng(Ap) de
Wy, (Ag) \ W(Ap) ott H; = z; 'Hz;. On note WC = J,{ziz|x € WE}.

Alors (cf. [12], Théoreme 3.1) :

WC forme un ensemble de représentants des (H, Py)-doubles
(2.14)  classes ouvertes dans G. Tout x € WY vérifie o(x~ )z € My
et xApx~! est o-déployé maximal.

En particulier, comme Densemble des (H, Pj)-doubles classes est fini
(cf. [13], Corollaire 6.16), on voit que I est fini.

Soit P un o-sous-groupe parabolique contenant Pj. On note M le sous-
groupe de Levi de P contenant Ag. On note Why; ou WAC;V[’Z. un ensemble de
représentants dans Ng(Ap) des doubles classes W, (Ap) \W (Ag)/War(Ap)
contenant ’élément neutre e.

LEMME 2.4. — Toute (H, P)-double classe ouverte de G est de la forme
HyP ou y est un élément de :

W]CV’} = U{xzx|x c WA(’}Z}
=
En particulier toute (H, P)-double classe ouverte est de la forme HyP ot
PY :=yPy~! est un o-sous-groupe parabolique de G, yAyy~! est o-déployé
maximal et o(y) "'y € My. On notera Wﬁ un ensemble de représentants
des (H, P)-doubles classes ouvertes, contenant e, et contenu dans Wz(v;[

Démonstration. — Soit y = z;x avec x € WlM Alors Hz;x Py est ouvert
d’apres ce qui précede. Donc HyP est ouvert.

Réciproquement si Q est une (H, P)-double classe ouverte, elle contient
une (H, Py) double classe ouverte (cf e.g. Appendice, Lemme 3.1), donc
de la forme Hz;zP avec y € Ng(Ap) d’apres (2.14). Comme Hz;yP =
Hhx;ymP pour h € H, m € M, il en résulte que Q = Hz;xP pour un
S W]\/[I.. O

Soit P un sous-groupe parabolique o-stable de G. On note A (resp Ajy)
le plus grand tore o-déployé (resp. tore déployé) du centre du sous-groupe
de Levi o-stable de P, M = PNo(P). Si z € G et E est une partie de G,
on note E* := xEx~ 1.
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On note X (M), l'ensemble des caractéres non ramifiés de M antiinva-
riants par o. C’est un sous-groupe algébrique du groupe algébrique défini
sur C, X (M), des caracteres non ramifiés de M. On note X (resp. Xg) 'en-
semble des caracteres non ramifiés de M qui sont 'image par 'application
de (2.4) (pour M au lieu de G), de I’ensemble des éléments de (a%;)c (resp.
a},) anti-invariants par o (qui laisse invariant Aj; donc aussi apz). Alors
X est la composante connexe de 1’élément neutre du sous-groupe algébique
X (M), de X(M). L’algebre Bx est l'algebre des fonctions régulieres sur
ce groupe algébrique connexe, qui est donc une variété irréductible. Cette
algebre est donc sans diviseur de zéro. On la note désormais B.

Notez que si x € X, alors x est trivial sur H : en effet 'antiinvariance
de x par o montre que pour h € H fixé, (x(h))? = 1, ce qui par, connexité
de X, implique que x(h) = 1.

On note Xg (resp. X7) l'ensemble des caracteres non ramifiés de M®
obtenus par transport de structure de M a M¥, via la conjugaison par ,
des éléments de Xg (resp. X).

On note Ay un tore déployé maximal o-stable contenu dans P et conte-
nant A.

LEMME 2.5. — Avec les notations précédentes, soit ) une (H, P)-double
classe. Alors :

(i) Q = HxP pour un z tel que A soit un tore déployé maximal et
o-stable contenu dans P*.

(ii) Soit A un élément de A(A") C A(AF) tel que P* = Py. On note
= Ao(A). C’est un élément du centre de M* No(M?®). Supposons
que ) ne soit pas ouverte.

Alors il existe x € X§ tel que x(u) # 1.

Démonstration. — Ecrivons Q = HyP. D’aprés [13], Lemme 2.4, P’ :=
yPy~! contient Af, un tore déployé maximal stable par o. Soit M’ le sous-
groupe de Lévi de P’ contenant A). Alors yMy~! et M’ sont des sous-
groupes de Lévi de P/, donc conjugués par un élément p’ de P’. On peut
méme se ramener au cas oll p’ conjugue les tores déployés maximaux de
P’ yAgy~t et A). On pose z = p'y. Alors zAgz~ ! = Af, et HzP = HyP
car p’ € yPy~!. Ceci prouve (i).

Montrons (ii). Comme Q = Hz P n’ est pas ouvert, H P* n’est pas ouvert.
Comme P® = Py on n’a pas o(\) = A7}, sinon o(P)) serait un o-sous-
groupe parabolique de G et H P serait ouvert. Donc p est différent de e.
Raisonnons par ’absurde et supposons l'assertion du Lemme fausse.
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Alors, par transport de structure, tout élément de X est trivial sur
™ zzlo(N)z. Mais 271hz € A(A) et 271o(N)z € A(Ap). Le réseau
A(Ap) s’identifie grace a ’application (2.2) (pour G = Ap) & un sous-réseau
dans ag.

Notant ag(resp. af) I'espace des éléments antiinvarants (resp. invariants)
de o dans ag, A(Ag) s’identifie & un sous-réseau de ayp.

Grace a (2.3), ap s’identifie & un sous-espace de ag et ag = a}! @ ayy.

Soit a := agNays et soit af, I'espace des points fixes de ays sous o. Alors
ayr = a$; @ a et A(A) s’identifie & un sous-réseau de a.

Il est facile de voir qu'un élément A(Ag) C ag est trivial sur tous les
éléments de X si et seulement si sa projection sur a parallelement & af, ®aj’
est nulle. Notons p, cette projection. Comme ’assertion de (ii) est supposée
fausse, ce qui précede montre que :

pa(z™Az) = —pa(z o (N)2)
et comme £~ '\x € a, on a :
(2.15) 7\ = —pg(z7 o(N)z)

On munit ag d’un produit scalaire invariant par le groupe de Weyl
W (Ap). On le prend méme invariant par le groupe des automorphismes du
systéme de racines ¥(Ag) de Ag dans l'algeébre de Lie de G. En particulier
le produit scalaire est o-invariant. Alors la projection p, est une projection
orthogonale. Mais 27 \z et o(z7!)o(A)o(x) sont de méme norme et :

z oWz =2 o (z)(o(z"Ho(Na(z))o(z) 'z

Donc 7 to(M)x et o(z71)o(N)o(z) sont conjugués par 2~ o (z) qui nor-

malise Ay car Af est o-invariant. Ces deux éléments de ag sont donc de
méme norme, égale a celle de z~ ! Az, d’apres les propriétés d’invariance de
la norme.

Comme p, est une projection orthogonale, on déduit de (2.15) que :

palzto(Nz) =27 o\

et
r = —z"lo(\)z
dans ag.
Ce qui conduit a : Ao(\) = e. Une contradiction qui achéve de prouver
le Lemme. ]

On conserve les notations du Lemme précédent. Soit (4, V) un représen-
tation de M. On définit le (M, B)-module (6p, Vs, ) comme en (2.12).
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On notera B* l'algebre des fonctions sur X* déduite de B par transport
de structure, via la conjugaison par z. Alors ((65), V(s,)=) a une struc-
ture naturelle de (P*, B¥)-module équivalente par transport de structure

a ((0%) Bz, Viso) e )-

LEMME 2.6. — Avec les notations ci-dessus, on suppose que Hx P n’est
pas ouverte.

Alors il existe ¢ € B, non constant, produit de facteurs de la forme
1—cby,c € C*,m € M, tel que la multiplication par q annule le B-module
H.(H, indgmmH(éB)w\PmmH)-

Démonstration. — En appliquant le Lemme de Shapiro (cf. Proposi-
tion 1.14) et le Lemme2.2 on voit que le B-module H.(H,indg, ., (65)%)
s'identifie & H.(M* Na(U), Vigyye)-

Alors, par transport de structure, le Lemme résulte de la Proposition 2.3
appliqué & P* et & zp = u, car (dp)” s’identifie naturellement & (6%)g.. O

2.5. H-homologie et (H, P)-doubles classes ouvertes

On note O, la réunion des (H, P)-doubles classes ouvertes dans G et on
définit :
Jp = {p € Ip|suppp C O}
ot Ig = ind$Vs,. Clest un sous-(H, B)-module de Ip.
On suppose désormais que § est admissible de type fini.

THEOREME 2.7. —

(i) Il existe ¢ € B, non nul, produit d’éléments 1 — cb,,,c € C*;m € M,
qui annule le B-module H,(H,Ip/Jg).

(ii) On fixe un ensemble Wi de représentants des (H, P)-doubles clas-
ses ouvertes comme dans le Lemme 2.4. Alors :

H.(H,Jp)= € H.(M"NH,")®cB
zEWS,
En particulier H,(H, Jg) est un B-module libre.
(iii) Si & € Homp(Ho(H,Jg),B), il existe un unique ¢ € Homp(Hy
(H,Ip),B), tel que :
E(iw)) = gE(0), ¥ € Ho(H, Jp)

ot i est le morphisme Hy(H, Jg) — Ho(H, Ip), déduit de I'injection
canonique Jg — Ip.
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Démonstration. — (i) Le H-module Ig/Jp admet, d’apres la Proposi-
tion 1.17, une filtration telle que 'on peut appliquer le Lemme 2.6 & ses
sous-quotients. La longue suite exacte d’homologie permet de conclure que
le produit des éléments de B, déterminés par ’application de ce Lemme a
chacun des sous-quotients, annule H.(H,Ip/Jp).

(ii) Notons, pour z € Wﬁ,, JE = {p € Ip|suppp C HxP}, alors :

Js= P T
erﬁ
Mais, d’apres la Proposition 1.17, J% est isomorphe comme (H, B)-module
aindd p. (68)" g p=- Donc, d’apreés le Lemme de Shapiro :

H.(H,J3) ~ H.(H N M?, Vis,)e)

et ceci comme B-module. D’apres le Lemme 2.4, P* est un o-sous-groupe
parabolique. De plus M® est o-stable car l'est et o(x) 'z € My C M. Les
éléments de X se transportent par x en des caracteres non ramifiés de M?®,
triviaux sur H N M?®. 1l en résulte que comme (H N M7, B)-module, Vi;,)=
est isomorphe a Vs ® B ou H N M7 n’agit que sur le premier facteur et B
que sur le second. Et (ii) en résulte immédiatement.

Prouvons (iii). On dispose de la suite exacte de B-modules :

(2.16) Hy(H,Ip/Jp)—>Ho(H,Jp)——Ho(H,I5)-2Ho(H,I5/J5) — 0

qui est donnée par la longue suite exacte d’homologie. Ici i est donné par
passage au quotient de l'injection naturelle Jg — I, et p par passage au
quotient de la projection naturelle Iz — Ig/Jp.

Soit ¢ € Ho(H,Ig). Alors gy a une image nulle dans Ho(H,Ig/Jp),
d’apres (i). Donc gp est dans I'image par ¢ de Ho(H, Jg), d’apres (2.16),
1.e.

(2.17)  qp =i(v)) pour un ¢ € Hyo(H, Jg)

Mountrons que ¥ est unique. En effet si : i(¢) = i(¢)') = qp, alors ¢ — ¢/
est dans le noyau de 4, donc dans l'image de ¢, i.e. : ¢p — ¢’ = ¢(n) pour
n € Hi(H,Ig/Jg). D’apreés (i), n est annulé par la multiplication par q.
Donc gn est nul ainsi que ¢(qn) = q(v» — ') € Ho(H, Jp). Mais d’apres (ii),
Hy(H, Jg) est un B-module libre. Donc ¢ — ¢’ = 0 comme désiré.

On pose alors :

g(ga) = &(y) pour ¢ € Hyo(H,Ip), ot ¢ est I'unique élément

(2.18) de Ho(H, Jg) tel que i(v) = qp
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Calculons maintenant &(i(y)) pour ¢ € Hy(H,Jg). Comme qi(y)) =
i(qyp), on a :

E>i(¥) = £(av) = a€(¥)
comme désiré.
Si un autre & vérifiait (iii), alors £ — £ serait nul sur «(Ho(H, Ip)) qui
est égal & Ker(p). D’apres (i), ce noyau contient ¢Ho(H, Ig). Donc :

E—&)ap) =a€— &) () =0, ¢ € Hy(H,Ip)

Comme 'algebre B est sans diviseur de 0 (voir apres le Lemme 2.4), (£ —

&) (p) € B est nul pour tout ¢ € Hy(H, Ig) comme désiré. O

2.6. Spécialisation du Théoréme 2.7

Soit K un sous-groupe compact maximal de G qui est le fixateur d’un
point spécial de I'appartement associé a Ay dans 'immeuble de G.

On note I l'espace de ind% . p Alors la restriction des fonctions a

6 KNP*
K détermine un isomorphisme de‘ K-modules entre ’espace I, de m, =
indG(§®@x), x € X(M) (vesp. Ip de 7 :=ind%dg) et I (resp. I ® B). On
note 7, (resp 7Tpg) la représentation de G sur I (resp. I ® B) déduite de 7y
(resp ) par transport de structure via cet isomorphisme.

Sip € Ietx € X(M), onnote p, I'élément de l'espace I,, correspondant
a o par cet isomorphisme.

On note pp 1’élément de l'espace I de indgég dont la restriction a K
est p®1p € I ® B, ol 1p est I'unité de B. On note ev,, ’évaluation en x
des éléments de B et J,, son noyau. Alors

px = evy(pn)
ol on a noté evy (¢p) au lieu de (idy, ® evy)(pg). Il en résulte que :

(2.19) Pour tout p € I et g € G, x — T, (g)¢ est un élément de I ®
' B égal aTp(g9)(p ® 1p).
Pour tout B-module M, on note M,y = M/J, M sur lequel tout élément

b € B agit par b(x). Alors on a facilement :

lapplication ev, entre Ip = indgV(;B et indng@X passe au

2.20 . : ; ) :
(2.20) quotient en un isomorphisme entre (indEVs, ) (y) et ind$Vsgy,

ce qui se voit aisément dans la réalisation compacte.
On note J,, = {p € I|Suppy € O}
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THEOREME 2.8. —

(i) Pour tout x € X,n € N, on a un isomorphisme linéaire naturel :
Hy(H, Jy) = @, e Ho (M 0V H, Ve)

(ii) Faisant n = 0 dans (i) et passant au dual, on en déduit un isomor-
phisme naturel :

S~ Vs ot Vs =@ (Vg )Mo

mGWAG/,
Celui-ci associe an € Vi, M NH (ie.n € V(;*Mnlem), (P, 6, x,m)
€ J} défini par

EPSxm@) = [ <plhan > dh, o€,
H/M*NH
(iii) Avec les notations du Théoreme 2.7, soit x € X avec q(x) # 0. No-
tons i, I'injection naturelle de J, dans I,,. Celle-ci passe au quotient
en un isomorphisme noté encore i, :Ho(H,J,)=Hy(H,I,) dont la
transposée détermine un isomorphisme : I;H — J;'(‘H donné par la
restriction, ry, des formes linéaires de I, a J,.
On notera pour 1 € Vs, j(P,d, x,n) I'élément de I;H correspon-
dant a £(P, 9, x,n) dans cet isomorphisme.

(iv) On note j(P,d,x,n) I'élément de I* déduit de j(P, 6, x,n) par trans-
port de structure a I'aide de r,. Alors, pour tout ¢ € I, I'applica-
tion : x — q(x) < j(P,6,x,n), ¢ > définie sur 'ensemble des x € X
tels que q(x) # 0 admet un prolongement régulier & X tout entier
(i.e. se prolonge en un élément de B).

On dira que x — qj(P,8,x,n) est une famille polynomiale de
formes linéaires sur 1.

Démonstration. — (i) se prouve comme la partie (ii) du Théoréme 2.7.

(ii) résulte de 'explicitation des isomorphismes.

Prouvons (iii). Montrons la surjectivité de ry. Soit 6 € J:*. D’apres
I'isomorphisme du Théoreme 2.7 (ii), il existe £ € Homp(Ho(H, Jp), B)
tel que & passe au quotient en un élément de :

Homc(Ho(H, JB) (), By)) ~ Home(Ho(H, Jy),C) = J:

égal & 0. Alors utilisant I'élément & de Homp(Ho(H, Ig), B) donné par le
Théoreme 2.7 (iii) et localisant en x comme ci-dessus, on trouve § € I39
tel que :

0(1) = a(x)0(¥), ¥ € Jy
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Alors si q(x) # 0, q(x)™10 I;H a pour image # par r,. Donc r, est
bien surjective.

Montrons maintenant que 7, est injective. Soit 6 ¢ Ker ry. Alors 6
s'identifie a un élément de :

(Iy/ )™ =~ Ho(H, I/ Jy)*
Comme (Ig/JyIB)/(JB/IyJB) ~ I5/(JB+ Ty IB), 0N a un isomorphisme
de H-modules :
IX/J ~ (IB/JB)(X)
Done Ho(H, I,/Jy) = Ho(H, (Ip/JB) ). Mais on vérifie facilement que
pour tout (H, B)-module lisse, V', on a :

(2.21) (Ho(H,V))(y) = Ho(H,Vy))

Donc
Ho(H,1/Jy) = Ho(H,Ip/JB)y)
Mais la multiplication par g annule Ig/Jg donc aussi Ho(H, Ig/Jg). Com-
me ¢(x) # 0, on en déduit que Ho(H,Ip/JB)) = {0} et 'isomorphisme
précédent implique que Ho(H, I, /Jy)* est réduit & {0}. Donc § = 0 et r,
est bien injective.

Prouvons (iv). Soit n € V5. D’apres le théoreme 2.7 (ii), Hompg(Ho(H,
Jg), B) s’identifie naturellement & Vs. On note £ I'élément de Hom g (Hy(H,
Jg), B) correspondant & 1) par cet isomorphisme et §~ I’élément de Hompg(Hy
(H,Ip), B) déterminé par le Théoreme 1 (iii).

L’élément & de Homp(Hy(H,Ip), B) détermine, & I’aide de la projection
naturelle Iy — Ho(H, Ip) et de 'isomorphisme de B-modules, décrit plus
haut, entre Iz et [ ® B, un élément & de Homp(Is ® B, B).

Les constructions (cf. la preuve de la surjectivité de r, dans (iii)) mon-
trent que, lorsque ¢(x) est non nul :

< a(x)i(P,0,x,m), >= (£(¢ @ 15))(X)
Alors (iv) résulte du fait que £(p ® 1) € B. O

2.7. Représentations rationnelles H-sphériques

Les deux faits suivants montrent comment des questions d’invariance
par un sous-groupe se ramenent a des questions d’invariance par une sous-
algebre de Lie. On note G un groupe algébrique défini sur un corps algé-
briquement clos ¢, de caractéristique zéro. Alors (cf. [16], 13.1) :

Soit (m, V) une représentation rationnelle de dimension finie de G et
W un sous-espace vectoriel de V. On note encore 7 la représentation de
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Palgebre de Lie g de G dans V. Alors le sous-groupe H := {g € G|n(g)W C
W} est un sous-groupe fermé de G, admettant b := {X € g |7(X)W C W}
comme algebre de Lie.

De plus (cf. [16], 13.2)) :

Si H est un sous groupe fermé de G, possédant la méme algebre de Lie
que G, alors H =G.

Nous utiliserons ces résultats pour la cloture algébrique de F. Nous uti-
liserons également les propriétés des représentations de plus haut poids
de dimension finie pour les algebres de Lie semi-simples sur cette cloture
algébrique (cf. [17], ch. VI).

Soit Py un o-sous-groupe parabolique minimal de G, My = PyN o(Py)
le sous-groupe de Lévi o-stable de Py, Ap le plus grand tore o-déployé
du centre de My qui est un tore o-déployé maximal. On fixe Ay un tore
déployé maximal contenant Ay, i.e. un tore déployé maximal de My et
o-stable (cf. [13], Lemme 4.5).

On remarque qu’alors o agit naturellement sur ag et que ay s’identifie au
sous-espace des éléments antiinvariants de ag. On note Py un sous-groupe
parabolique minimal de G contenu dans Py et contenant Ay. On note P
un o-sous-groupe parabolique de G contenant Py et M son sous-groupe de
Lévi o-stable. On note Uy (resp. Uy, resp. U) le radical unipotent de P
(resp. Py, resp. P). On note Ag - le plus grand tore o-déployé de Ag et aZ
(resp. ag,,) Iensemble des points fixes (resp. antiinvariants) de ag sous o.

On note p, la projection de ag sur ag,, parallelement & a, et Hg - la
composée p, o Hg.

Alors, remarquant que tout caractére rationnel de G tel que x° = x !
vérifie x? = xx~

7 on établit immédiatement que :

Le noyau GL de Hg , est égal a Iintersection des noyaux des
(2.22)  caractéres |x|p ot x décrit I'ensemble des caractéres rationnels
de G tels que x* = x L.

Nous appelerons dans cet article représentation de plus haut poids A,
A € Rat(My), une représentation rationnelle de G, définie sur F dans un
espace vectoriel sur F de dimension finie, (non nécessairement irréducible)
possédant un vecteur non nul vy, dit de plus haut poids A, de poids A et
invariant par Uy et se transformant par A sous My, et telle que les poids de
Aj dans cette représentation, identifiés & des éléments de afj soient égaux
a la différence de la forme linéaire correspondant & A avec une somme a
coefficients entiers positifs, de racines de Ay dans ’algebre de Lie de Uy.

Par passage & la cloture algébrique et & 1’algébre de Lie (voir le début du
paragraphe) on voit qu'une représentation irréductible de plus haut poids
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A, si elle existe, est unique & isomorphisme pres. De méme on voit qu’une
représentation rationnelle de dimension finie est irréductible de plus haut
poids A, si et seulement si elle est engendrée par un vecteur de plus haut
poids A.

On remarque, par passage a l’algébre de Lie, que si A €

Rat(My) est le plus haut poids d’une représentation irréduc-
(2.23)  tible rationnelle de G' et A € ag;, alors cette représentation est

un caractere rationnel de G.

Si, de plus, A € ag; ,, ce caractére, xa, vérifie xp oo = XXI.

Soit A € Rat(My) tel que A € o}, i.e. tel qu’il soit nul sur ajy .
Pour une représentation irréductible de plus haut poids A (si elle existe),
(ma, Va), on note

eang € (VA@VR) =~ Vi @ Vi ~ EndVy

I’élément correspondant a l'identité de V.

Alors e} 5 = Y%, ef @ e; ol (e;) est une base de Vi et (ef) la base
duale. On note v} un élément de Vy de poids A~! sous My et vérifiant
< vi,va >= 1. Celui-ci est unique. La droite Fv} est invariante par le
sous-groupe parabolique opposé & Py, Py*?, relativement & Ay.

Alors, d’apres (2.23) appliqué & M au lieu de G, on voit que Fv} est
invariante par M, car A € aj};. Donc cette droite est aussi invariante par le
sous-groupe engendré par M et Py qui est égal au sous-groupe parabo-
lique opposé a P , relativement a Ay. Mais celui-ci est égal a o(P) puisque
P est un o-sous-groupe parabolique contenant Fy. Alors v} est un vecteur
de plus haut poids A~! o o pour la représentation irréductible 7} o . En
prenant e; = vp et les autres e; dans le noyau de v}, on a e] = v} et on
voit que :

< ep g 0n >=1, avec Up = vp ® v}

Par ailleurs e}, j est invariant sous G par 73 ® ma, donc par H sous 7} ®
(ma 0 o). On notera :

A= A(A_1 00),(m3,Vz) == (mA ® (1} 0 0), VA ® Vy)

Une inspection des poids montre que le sous-espace de poids A de V3 sous
My est de dimension 1, et la représentation 75 ,qui n’est pas nécessairement
irréductible, est de plus haut poids A.

(mx,Vi) est une représentation de plus haut poids A, avec un
(2.24)  vecteur de plus haut poids A, vy et un vecteur H-invariant
dans (V3)* pour (m3)*, €} g vérifiant < €} g,vz >=1
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Un élément de af antiinvariant par o est un élément de ag* par la maxi-
malité de ag.

On note 3(G, Ag) (resp. X(Py, Ag) ou X(Py)) Pensemble des racines de
Ao dans Palgebre de Lie de G, (resp. P). On note A(Fp) lensemble des
racines simples de X(Pp). Si © est une partie de A(P), on note < © > le
sous-systeéme de X(Fp) engendré par © et P~ le sous-groupe parabolique
de Py pour lequel X(Py)U < © > est 'ensemble des racines de Ay dans
Palgebre de Lie de Pg. On définit Oy, 0 C A(P,) par les égalités :

PV):P<@Q,>7P:P<@>

On écrit
A(Po) = {0417. .. ,Oék}7A(P0) \@@ = {Oll, .. .,al},

A(Po)\@ = {oq,...,am},
de sorte que k > 1> m.
On note 41, ..., 0 € af les poids fondamentaux. Ils sont nuls sur ag, et
pouri=1,...,m, §; € aj,.

ProrosiTION 2.9. —

(i) I existe des entiers ny,...,n; € N* tels que n;0; corresponde & un
plus haut poids A; d’une représentation rationnelle (m;,V;) de G.
(ii) Avec les notations précédentes, on note V; au lieu de Vi, T au lieu
demy ,i=1,..,m.
Pour i = 1,...,m, la droite Fv; est invariante par M et v; est
invariant par M}.

On notera

0;:=0; — ;00
Démonstration. — La partie (i) de la proposition résulte de la théorie
des représentations rationnelles de G (cf. [4], proposition 12.13). Passons &
(ii). Soit i € {1,...,m}. Alors ¥; engendre une représentation de M de plus
haut poids n;6; qui est un élément de ay, car ¢ € {1,...,m} et méme de
ahs.,» auquel on peut appliquer (2.23). |

Remarque 2.10. —

(i) Un argument utilisant les puissances tensorielles montre que les
multiples entiers non nuls des n; vérifient les mémes propriétés.

(ii) Ecrivant ag = ag @ag, on a b € ay pour i = 1,...,1. De plus écrivant
ap = (a(])wﬁag))EBaM,m onad; € a’jma pouri = 1,...,m avec J; nul sur
ag,o- De plus 'ensemble {5z|z = 1,...,m} engendre (ap,,/0G,0)"
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On suppose la numérotation choisie de sorte que (01, ..., d,,/) forme
* !/
une base de ay, , avec m’ < m.

ProposITION 2.11. —

(i) Soit ¢ € {m + 1,...,1}, i.e. a; € O\ Oy. Il existe un entier n; tel
que n;0; (resp n;i6;™, qui est I'élément de ay égal a n;d; sur a}!
et nul sur ays), corresponde & un plus haut poids A; (resp AM)
d’une représentation rationnelle de G (resp. de M ). Les multiples
entiers des n; vérifient les mémes propriétés. Noter que 5ZM est un
poids fondamental pour le systéme de racines < © > et (A;)(AM)~!
détermine, grace a (2.33), un caractére rationnel A; py de M, qui
correspond a n;0;|q,, € a}-

(ii) Le vecteur vy, engendre sous M une représentation irréductible
de plus haut poids A; notée VzM contenue dans V;. Alors V, :=
Vﬁw & (Vfw)* s’idenditifie & un sous espace de V;, qui est stable par
7ijm - Cette représentation s’identifie au produit tensoriel du carac-
tére rationnel A; p := A, M(A;Ib o) de M avec la représentation
irréductible de M, f/l-M , associée a AM par la construction (2.24).

~M
La restriction de € a V, détermine un vecteur non nul, H N M-
:

. . . . -
invariant, qui s’identifie au vecteur 1 ® €] ;-

Démonstration. —
(i) résulte de la Proposition et de la Remarque précédentes.

(ii) est immédiat. O

2.8. Propriétés de ’adhérence des (H, P)-doubles
classes ouvertes

On choisit les entiers n; comme dans les Propositions précédentes.
Pour ¢ = 1,...,m, on définit :
eilg) = | <milg)vi, €y > |, g€ G
On note € = HZl €.
PROPOSITION 2.12. —

(i) L’ouvert de G, HP, est contenu dans {g € G|e(g) # 0}.

(ii) Soit HP I'adhérence de HP dans G. Alors HP\HP est contenu
dans {g € Gle(g) = 0}.
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(iii) Si la suite (gn) = (hpmuuy), avec h, € Hm, € M,u, € U,
converge vers un élément de HP\HP et v € a}, , est strictement
P-dominant, alors la suite (e¥(*M.0(mn))) tend vers zéro.

Démonstration. — Elle est analogue & celle du Lemme 4 de [6]. Nous
allons expliquer les modifications nécéssaires.
D’abord si g = hmu avec h € H, m € M, u € U, £(g) est égal & :

’
m

11| < #m)ii. & p > Ie
i=1
qui est non nul d’apres la Proposition 2.9 (ii). Ceci acheve de prouver (i).

Montrons (ii). On considére une suite (g,,) dans HP convergeant vers
g € HP\ HP. On écrit g, = h,muu, avec h, € H,m, € M,u, € U.
On va montrer que l'image dans aps ,/ag,» de la suite (Hpr,-(my,)), par la
projection canonique, n’est pas bornée. La projection de (Hps,,(my,)) sur
4G, parallelement & a® Napr, est égale & (Hg o (gn)), car Hg.o(hn) =
0 et Hgo(un) = Hg(u,) = 0. C'est une suite dans un réseau, qui est
convergente d’apres ’hypothése sur (g, ). Quitte & extraire une sous-suite
on peut supposer que cette suite est constante, ce que 'on fait. Il faut
démontrer que (Hpz,,(my,)) n'est pas bornée.

Supposons (Hp,»(my,)) bornée. Comme Hys,, prend ses valeurs dans
un sous-groupe discret de aps, quitte & extraire une sous-suite on peut
supposer que Hys ,(my) est constant. Quitte a multiplier, & droite, (gn)
par un élément de M convenable, on dispose d’une suite (g,,) convergeant
vers g € HP\HP avec g, = hymyu, et Hy ,(my,) =0, i.e. m, € M}.

En utilisant la Proposition 2.9 (ii), on voit que :

ﬁ'z(mn)f}z =v;, neNi= 1,...,m'

N

Par ailleurs (o(g,) 1g,) converge. Donc, posant ,, = o(u,)"! € U, on
U =0o(U), on a (u,(o(m,; Ym,u,) qui converge.

On montre un analogue du Lemme 5 de [6] qui permet de voir que @,
converge de méme que u,. Il en va donc de méme de U(mn)*lmn.

Notons G (resp. M) le groupe des points fixes de o dans G (resp. M).

L’application de M°\M dans M, M°m +— o(m)~'m, est un homéo-
morphisme de M?\M sur son image. Ceci résulte du Lemme 3.1 de I’
Appendice, appliqué a I'action par conjugaison tordue de M sur M7 =
{m € Ml|o(m)=m~1}:

m.x =mza(m)” "t m,x € M

En effet M n’a qu'un nombre fini d’orbites dans M ~7 (cf. [22]).
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On en déduit que (M?m,,) converge, ce qui veut dire qu’il existe une
suite (m/,) dans M7 telle que (m]m,) converge. Mais M?/(M N H) est
fini. Donc, quitte & extraire une sous-suite, on peut trouver (h), suite
dans M N H, telle que (h),m,) converge dans M. On écrit alors g, =
hoh!, " B iy, ie. gn = hImllu, avec h = hoh!, "t mll = Bl my,.

Alors (m!!) converge dans M de méme que (u,) dans U donc aussi (h]))
dans H. Mais alors on aurait ¢ € HP. Une contradiction qui montre que
l'image de (Has,o(my)) dans ane/ac,e est non bornée. Mais pour ¢ =

I
1,....m":

Ei(gn) _ enisi(HM,a(mn))
et (¢;(gn)) converge vers €;(g). Si pour tout ¢ = 1,...,m/, (¢;(gn)) conver-
geait vers une limite non nulle, on en déduirait que (Hpso(my,)) serait
bornée modulo ag ,, car (51, ...,5m/) est une base de (ar,/ac,»)" . Donc
I'un des €;(g) est nul, comme désiré.

(iii) résulte de la preuve de (ii). O

Sii e {1,...,1}, on fixe une base de V; formée de vecteurs poids sous
Ag, ce qui permet de définir une norme sur V; en prenant le maximum des
valuations des coordonnées dans cette base. Puis on en déduit une norme
sur VZ* = EndV;, en prenant le maximum des valuations des coefficients de
la matrice dans cette base.

On pose, pour g € G :

(225 lgHlli = |17 (9)eull, i=1,...0 et |gH]|lo = elFor)]

ou l'on a muni ag , de la norme provenant du produit scalaire sur ao.
On définit :
l

(2.26) lgH |l =TT llgHll:, g€ G
Remarque 2.13. — On remarque que 7} (g)é; 5 est égal a m;(g°¢g~") et

llgH ||; est la norme de 'opérateur m; (g% g~!) associée a la norme introduite
ci-dessus sur V;.

On définit de maniere similaire une application m — ||m(M N H)|| pour
m € M, en utilisant les représentations rationnelles de M associées aux
nzSIM, i€ {m+1,..,1} (cf. Proposition 2.11).

PROPOSITION 2.14. — II existe vy € a}; ,, P-dominant, tel que pour
toute suite (g,) dans H P, convergeant vers un élément g de HP \ HP, on
ait la propriété suivante :

Ecrivant gn = homupu, avec h, € Hym, € M,u, € U, il existe C > 0
tel que la suite ||m;; (M N H)|| soit bornée par Ce~vo(Hao(mn)),

TOME 58 (2008), FASCICULE 1



256 Philippe BLANC & Patrick DELORME

Démonstration. — On choisit ¢ € {m + 1,...,1} i.e. a; € © et une base
de VM| (9; ), construite & partir d'une base de vecteurs poids sous Ay de
VM. On pose :

€ij(9) = | <Ti(9)Vij,6ig >r, g€G

Alors ((5,5)(gn)) est bornée car elle converge vers ((g;,;)(g)).
De plus, grace a la Proposition 2.11 (ii), on voit que :

cijlgn) = an(ma)le | < (@M)(Mn)0ig, € pinn > Ie
eneSilHane (mo)| < (&) (mn) i, €5 prcoss > I
En passant au sup sur j et en posant 7; = ni5i|aMﬁ, on trouve :
Supje; j(gn) = ey XM A H)||;i=m+1,...,1

On déduit de ce qui précede que :

(2.27) [T i llmy (M N H)|; est bornée par un multiple de
i:m_'_l e VilHmo(mn)) pouri=m+1,...,1

Par ailleurs, pour i = 1,...,m’, (€i(gn)) est bornée.
Mais £;(g,) = ™% (Hro(mn)) “done, pour i = 1,...,m/, (n;0;(Haz.o (mn)))

est bornée supérieurement de sorte que :

Pouri=1,...,m/, (e'”'iSi(HMva(m"”) est bornée par un multiple

(2.28) de (e_ms,,(HM,(,(mn)),

Revenant & la définition de ||m(M N H)l|y, on voit qu’il existe ¢ > 0 tel
que :

On notera 7y = Z:il cnid; et vy = Dy + Zi:m—i—l ;. Alors d’apres (2.28)
et (2.27) et le fait que (Hg,o(my)) = (Hg,0(g9n)) est bornée, on voit que
vg, vérifie les propriétés voulues. O

2.9. Une autre présentation des fonctions j

Les racines de Aj; dans algebre de Lie de G s’identifie & des éléments
de aj,. Soit pp la demi-somme des racines de A); dans I’algebre de Lie de
U (ou P), comptées avec les multiplicités.

On note C(G, P, —2pp) lespace des fonctions continues, f : G — C,
telles que :

flgmu) = e~ 2rrHuM) () e Gome MyueU
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Alors :
Si f € C(G, P,—2pp), la restriction de f & K est invariante a
droite par K N P et la forme linéaire sur C(G, P, —2pp) :
f—- fK/KOP f(k(K N P))dk est invariante par translation &
gauche par les éléments de G.

Soit C(G, P, 6%, x) lespace des fonctions ¢ : G — V', ot V* est le dual
algébrique de V3, qui sont faiblement continues i.e. telles que pour tout
v € Vs, g =< 1(g),v > est continue sur G et telles que

(2.30) Y(gmu) = e~ 2P Hu M)y () §* (m) "1 (g)

(2.29)

Remarque 2.15. — Le facteur 2 dans 2pp tient compte du fait que nous
avons choisi I'induction non normalisée.

Alors si ¢ € C(G,P,6*,x) et ¢ € I, = indg\/};(@x, Papplication g —<
¥(g),(g) > est continue sur G, car ¢ est localement constante, et c’est un
élément de C(G, P,—2pp).

On pose :

< >= / < (k). p(k) > di
K/KNP

Ceci définit un crochet de dualité G-invariant entre C(G, P, 6*, x) et I, qui
permet de regarder C(G, P, 6", x) comme un sous-espace de I3 .

THEOREME 2.16. — Soit (4, Vs) une représentation admissible de type
fini de M, n € VMM et r € R tels que :
Pour tout v € Vy, il existe C > 0 tels que :

| <mn,v>|<C|lm(MNH)|", meM

Soit vy comme dans la Proposition 2.14. Soit x € X(M), et vérifiant
Rex — 2pp — ryy strictement P-dominant.
On définit une application (G, P, 6, x,n) de G dans V" par :

(G, P, 6, x,n)(hmu) = e~ 2P HM )y () §*(m =Yg, h € Hym € Myue U
(G, Po,x,n)(g) =0 si g¢ HP

(i) Alors e(G, P,d,x,n) est un élément de C(G, P, §*,x), H-invariant
a gauche.

(ii) Soit ¢ € B comme dans le Théoréme 2.7 (i). On suppose que X
vérifie les hypothéses de (i) et que q(x) est non nul.

L’élément de I;H correspondant a I'élément (G, P,0,x,n) de C(G, P,
0%, x), est égal a j(P,d,x,n).
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Démonstration. — La partie (i) est une conséquence immédiate des pro-
priétés de n, de la Proposition 2.12 (iii) et de la Proposition 2.14.

Prouvons (ii). On a 'analogue de la formule du Lemme 1.3 de [21] pour
les groupes p-adiques (c.f. l.c., Théoréme 7.1) qui implique :

Soit f une fonction continue sur K/K N P nulle en dehors
de (HP) N K, alors, pour une normalisation convenable des
mesures :

/ F(R(K N P))di

K/KNP

(2.31) _ / F(k(h)(K N P))e2er(Hu (M) gjy
H/HAM

ot l'on a écrit h = k(h)p avec k(h) € K et p € P. La classe
de k(h) modulo K N P est bien définie. De plus pp étant an-
tiinvariante par o, h — pp(Hps(h)) est invariante a droite par
HNnP=HnNM.

Si f € C(G,P,—2pp), sa restriction & K est K N P invariante et on a :
F(h) = f(k(R)(K 0 P))e=2r e h e H

De plus la restriction de f a H est H N M-invariante.
Alors il résulte de ce qui précede que :

Pour f € C(G, P,—2pp) nulle en dehors de HP, on a :

(2:32) / f(k(K N P))dk = / f(h)dh
K/KNP

H/HNM

Soit ¢ € I, avec x comme dans (ii). La définition de (G, P,d,x,n) et
son invariance a droite par H, jointe & I’équation précédente montre que :

(2.33) /K/mp < e(G,P,8,x,n) k(K NP)),pk(KNP)) > dk

= / <n,¢(h) > dh
H/HNM

Ceci implique en particulier que la restriction de I’élément ¢, de I;H a
Jy, correspondant a (G, P, 6, x,n) est égal, avec les notations du Théo-
reme 2.8 (ii), & £(P, 4, x,n) € J;H.

Alors, d’apres le Théoréme 2.8 (iii), cet élément est égal a j(P,d, x,n). O

Remarque 2.17. — Des résultats récents de Nathalie Lagier, montrent
que la condition sur 7 est toujours satisfaite.
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3. Appendice : Rappels sur les l-groupes

LEMME 3.1. —

(i) Soit G un l-groupe, X un l-espace, i.e. un espace topologique avec
une base d’ouverts formée d’ensembles compacts. On suppose que X
est muni d’une action continue de G, i.e. que I'application G x X —
X est continue, que G n’a qu’un nombre fini d’orbites dans X et
que G est dénombrable a l'infini. Alors :

(i) II existe une orbite ouverte.

(ii) II existe des ouverts G-invariants, Uy = ) C Uy--- C U, = X, ou
pour i = 0, U1 \ U; est une G-orbite. En particulier les orbites
sont localement fermées, donc sont des l-espaces, i.e. admettent une
base de voisinages ouverts et compacts.

(iii) Si X; est une orbite Gz1 et H est le stabilisateur de x, alors H
est un sous groupe fermé de G et Iapplication : G/H — X, donnée
par gH — gx1 est un homéomorphisme.

Démonstration. — Prouvons (i). Soit x1,...,z, des représentants des
orbites sous G dans X, en nombre fini par hypothese. Soit (K,) un en-
semble dénombrable d’ouverts compacts recouvrant G. Si X = U“1 K, x;,
les K, x; sont compacts donc fermés. D’apres le théoreme de Baire, I’'un de
ces ensembles, K, x;, est d'intérieur non vide, donc Gz; est ouvert dans X.

Prouvons (ii). On construit U; par récurrence sur i. On prend pour U;
une orbite ouverte et pour U;y; la réunion de U; et d’une orbite ouverte
dans X \ U;.

Prouvons (iii). L’application p : G/H — X; est clairement continue et
bijective. Il reste a voir que cette application est ouverte. En utilisant les
translations, il suffit pour cela de voir que tout voisinage de eH dans G/H
s’envoie sur un voisinage de x; dans X;. Tout voisinage ouvert compact V'
de eH dans G/H contient l'image par la projection naturelle de G dans
G/H, d'un sous groupe ouvert compact K. Montrons que G' = |J,,c y 9n &
pour une suite (g,) d’éléments de G. En effet G = |J,, K,, et chaque K,
étant compact, il est recouvert par un nombre fini d’ensembles de la forme
gK. Alors les (g, Kx1)nen sont fermés et recouvrent X;. Donc, toujours
par le théoreme de Baire, I'un d’eux, g, Kx1, est d’intérieur non vide. La
translation x — g, 'o étant un homoméorphisme, on en déduit que K est
d’intérieur non vide. Quitte & utiliser encore une translation, par un élément
de K cette fois, on voit que Kz contient un voisinage de z;. Ainsi p(V)
contient un voisinage de x; comme désiré. Ceci achéve de prouver (iii). O
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Rappelons un résultat de [18] (Corollaire 2) :

Soit G un I-groupe, H un sous-groupe fermé, le fibré principal :
(3.1) G — G/Hest trivial, i.e. il existe une section continue s :
G/H — G dep.

LEMME 3.2. — L’application linéaire T : C*(G/H) @ C*(H) —
C* (@), définie par : (T(¢¥ @ n))(s(x)h) = ¥(x)n(h), est un entrelacement
bijectif entre le produit tensoriel de la représentation triviale de H sur
C°(G/H) avec la représentation réguliére droite sur C°(H) et la repré-
sentation réguliére droite de H sur C2°(G). De plus I'inverse de T, T—!
est donné par : (T~1p)(z,h) = p(s(x)h). On a un résultat analogue pour
Paction réguliére gauche.

Démonstration. — D’abord T est bien a valeurs dans C¢°(G), car, pour
un l-espace X, un élément de C$°(X) est exactement une application conti-
nue sur X prenant un nombre fini de valeurs et & support compact. De
méme on voit que si ¢ € CX(G), lapplication : ((z,h) — @(s(z)h), est
élément de C°(G/H x H) = C(G/H)®C*(H), que I'on note T"¢. Clai-
rement T et T’ sont des applicatons inverses I'une de ’autre. D’autre part
T a la propriété d’entrelacement voulue. D’ou le Lemme. O
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