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SUR LES REPRESENTATIONS DE KRAMMER
GENERIQUES

par Ivan MARIN

RESUME. — Nous définissons une représentation des groupes d’Artin de type
ADE par monodromie de systemes KZ généralisés, dont nous montrons qu’elle
est isomorphe a la représentation de Krammer généralisée définie originellement
par A.M. Cohen et D. Wales, et indépendamment par F. Digne. Cela implique que
tous les groupes d’Artin purs de type sphérique sont résiduellement nilpotents-
sans-torsion, donc (bi-)ordonnables. En utilisant cette construction nous montrons
que ces représentations irréductibles sont Zariski-denses dans le groupe linéaire
général correspondant. Il s’ensuit que tout groupe d’Artin irréductible de type
sphérique est plongeable de fagon Zariski-dense dans un groupe linéaire classique.
Comme applications en théorie des groupes nous démontrons des propriétés de
non décomposabilité en produits directs pour plusieurs sous-groupes des groupes
d’Artin, et généralisons en tous types une propriété remarquable, due a D. Long,
des groupes de tresses. Nous déterminons également les sous-groupes de Frattini
et de Fitting, et discutons les propriétés d’unitarisabilité de ces représentations.

ABSTRACT. — We define a representation of the Artin groups of type ADE by
monodromy of generalized KZ-systems which is shown to be isomorphic to the gen-
eralized Krammer representation originally defined by A.M. Cohen and D. Wales,
and independantly by F. Digne. It follows that all pure Artin groups of spherical
type are residually torsion-free nilpotent, hence (bi-)orderable. Using that con-
struction we show that these irreducible representations are Zariski-dense in the
corresponding general linear group. It follows that all irreducible Artin groups of
spherical type can be embedded as Zariski-dense subgroups of some general linear
group. As group-theoretical applications we prove properties of non-decomposition
in direct products for several subgroups of Artin groups, and a generalization in
arbitrary types of a celebrated property of D. Long for the braid groups. We also
determine the Frattini and Fitting subgroups and discuss unitarity properties of
the representations.

1. Introduction

Les groupes d’Artin, ou d’Artin-Tits, sont les généralisations des groupes
de tresses associés a chacun des groupes de Coxeter finis. Ils apparaissent

Mots-clés : groupes d’Artin, représentation de Krammer.
Classification math. : 20F36, 34M50.



1884 Ivan MARIN

comme espaces d’Eilenberg-MacLane de variétés algébriques complexes,
quotients d’un complémentaire d’arrangement d’hyperplans (« espace de
configuration ») par le groupe de Coxeter correspondant. Cela permet no-
tamment de construire une grande partie de leurs représentations par mo-
nodromie de systemes différentiels sur cet espace de configuration, par la
déformation de représentations du groupe de Coxeter associé. Il s’agit d’une
généralisation des systemes de Knizhnik-Zamolodchikov pour le groupe de
tresses classique. Les représentations des groupes d’Artin qui apparaissent
de cette fagon sont plus faciles & comprendre que les autres quand les ques-
tions qui se posent peuvent s’exprimer a partir du systéme différentiel dont
elles proviennent.

Parmi les représentations du groupe de tresses classique, une représen-
tation retient particulierement ’attention depuis quelques années. Il s’agit
d’une représentation irréductible de ’algebre de Birman-Wenzl-Murakami,
introduite en 1989, qui a été particulierement étudiée par D. Krammer et
dont il a montré en 2000, en concurrence avec S.Bigelow, qu’elle était
fidele (cf. [20], [1]). Cette représentation apparait également dans les tra-
vaux de R.Lawrence [21] en 1991; c’est pourquoi elle est parfois appelée
représentation de Lawrence-Krammer. On montre facilement que ces diffé-
rentes constructions donnent lieu a des représentations équivalentes. Pour
des comparaisons explicites, on pourra consulter [35] et [39].

Les représentations de 'algebre de Birman-Wenzl-Murakami font partie
des représentations qui peuvent s’obtenir par monodromie. D’autre part,
la représentation de Krammer et la preuve de sa fidélité a été généralisée,
par Cohen et Wales [11] en types ADE, et par Digne [15] pour tous les
types cristallographiques. Comme il s’agit essentiellement de la seule re-
présentation de ces groupes dont la fidélité soit connue, son étude présente
un intérét particulier.

Le but de ce travail est, d’'une part, de construire un systeme différentiel
sur l’espace de configuration en types ADE, c’est-a-dire une « représenta-
tion infinitésimale » (proposition 3.7), dont la monodromie est la représen-
tation de Krammer en types ADE (théoréme A).

Cette construction nous permet de définir une forme quadratique infini-
tésimale qui explique naturellement I'apparition de structures unitaires sur
la représentation de Krammer en type A, et conjecturalement en types D
et E (cf. [26], [30]).

D’autre part, elle permet de déterminer ’enveloppe algébrique des repré-
sentations de Krammer et de déterminer la décomposition de ses puissances
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tensorielles. Nous montrons ici (théoréeme B) que le groupe d’Artin consi-
déré est Zariski-dense dans le groupe linéaire associé a la représentation de
Krammer et qu’il en est déja de méme pour certains de ses sous-groupes.

La fidélité de cette représentation permet d’obtenir des résultats nou-
veaux de théorie des groupes, par exemple la résiduelle nilpotence des
groupes d’Artin purs. De ce résultat de densité pour la topologie de Zariski
nous déduisons de plus des conséquences sur les possibles décompositions en
produit direct de sous-groupes, notamment des sous-groupes d’indice fini,
des groupes d’Artin. Nous en déduisons enfin les sous-groupes de Fitting
et de Frattini, et généralisons en tous types une propriété, due a D. Long,
des groupes de tresses.

La section suivante présente les notations utilisées et détaille, sans les
démontrer, les principaux résultats issus de ce travail. En section 3 nous dé-
finissons ’action infinitésimale, étudions ses propriétés et introduisons une
forme quadratique remarquable ( | ). En section 4 nous démontrons que la
monodromie de cette action est isomorphe a la représentation de Krammer
généralisée, en section 5 nous démontrons sa Zariski-densité et présentons
des applications immédiates. La section 6 développe les conséquences de
ce résultat pour les groupes d’Artin-Tits sphériques irréductibles de type
arbitraire. Enfin, les sections 7 et 8 contiennent une étude des différents
cas A, et D, qui sert notamment & déterminer le discriminant de (| ).

Remerciements. — Les calculs ont bénéficié des ressources du centre
de calcul Médicis de I’Ecole Polytechnique. Je remercie de nombreuses per-
sonnes pour des échanges qui m’ont stimulé dans ce travail, notamment
Y. de Cornulier, C. Cornut, F. Courtes, J. Crisp, F. Digne, D. Krammer et
L. Paris. Je remercie en particulier Y. de Cornulier pour de précieux com-
mentaires sur une version préliminaire, ainsi que F. Digne pour avoir rectifié
les formules de [15].

2. Notations et présentation des résultats
2.1. Groupes d’Artin et représentation de Krammer

On note W un groupe de Coxeter fini irréductible, considéré comme
groupe de réflexion d’un R-espace vectoriel de dimension n, ou n désigne le
rang de W. On dira que W est de type ADEFE s’il est d’un des types A, D,
ou Ejg, E7, Bs. Rappelons que cette condition est équivalente a la propriété
que toutes les réflexions de W se trouvent dans la méme classe de conju-
gaison. D’autre part, rappelons que le groupe de Coxeter de type Iz(m)
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est le groupe diédral d’ordre 2m, et que celui de type A,_1 est le groupe
symétrique &,,.

On notera R I'ensemble des réflexions de . A chacune de ces réflexions s
est associé un hyperplan H = Ker(s — 1) de Iespace vectoriel R™ consi-
déré, donc & W est associé un arrangement d’hyperplans réels. Complexi-
fiant R™ en C™, on en déduit une action de W sur C” et un arrangement 4
d’hyperplans complexes. On note Xy le complémentaire dans C™ de cet
arrangement d’hyperplans.

Les groupes d’Artin-Tits dits « sphériques » sont les groupes fondamen-
taux B = 71 (Xw /W) associés a de tels groupes de Coxeter finis. Ils sont
dits irréductibles lorsque le groupe de Coxeter correspondant ’est. Notant
P = 7(Xw) le groupe d’Artin pur correspondant, on a une suite exacte
naturelle

1—-P—B-5 W 1.

Lorsque W est de type A,,_1, le groupe B (resp. P) est le groupe des tresses
(pures) & n + 1 brins.

Supposons W défini par un systéme {si,...,s,} de réflexions simples.
Par référence au diagramme de Coxeter de W, on dira que s; est relié a s;
si les nceuds 7 et j du diagramme de Coxeter sont reliés a une aréte : cela
signifie que le sous-groupe (s;, s;) n’est pas de type I2(2). On peut naturel-
lement associer a ce systeme de réflexions simples un systeme d’antécédents
01,...,0, dans B, qui sont appelés des générateurs d’Artin de B : ils en-
gendrent B et les relations entre ces éléments se lisent sur le diagramme de
Coxeter de W. Précisément, B est algébriquement défini par générateurs

01,...,0n et relations o;0; = 0j0; si s; et s; ne sont pas reliées, et
O—’La-jo—l e — 0']0'10"7 . o
——
m m

si (s;,s;) est un groupe diédral de type Iz(m). Le morphisme surjectif
7w : B — W de noyau P vérifie donc 7(o;) = s; pour tout i € [1,n].

Introduisons également C{fv, pour k > 1, le sous-groupe de P engen-
dré par o?*,... 02k Un résultat de J. Crisp et L. Paris (cf. [14]) montre
que C%V, donc tout C{/“V pour k > 1, est un groupe localement libre en ces
générateurs, et ceci quel que soit W : notant z; = Ufk, cela signifie que
les seules relations entre ces éléments sont x;x; = z;x; si les noeuds du
diagramme de Coxeter de W correspondant & i et a j ne sont pas reliés
entre eux.

Soit £ = Q[g,q~",t,t7'], et supposons que W est de type ADE. A la

suite des travaux de Krammer, Cohen et Wales d’une part, F. Digne de
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lautre, ont indépendamment construit une représentation linéaire fidele
Rk : B — GLn(L), o N désigne le nombre de réflexions de W, que
nous appelerons désormais représentation de Krammer. Nous ne rappelle-
rons pas les formules qui définissent cette représentation, d’une part parce
qu’elles sont compliquées et peu éclairantes, d’autre part parce que nous
ne les utiliserons pas ici. Nous renvoyons & [10] pour cette description : nos
parametres sont reliés aux parametres r et £ de [10] par r = ¢ et t = ¢~ 1.

2.2. Algebre d’holonomie et représentations de monodromie

Une maniere désormais classique d’obtenir des représentations des groupes
d’Artin consiste & étudier des représentations de ’algebre de Lie d’holo-
nomie de l'arrangement d’hyperplans A, telle que définie et étudiée par
Kohno, notamment dans [19]. Les exemples en type A sont légion. En de-
hors du type A, on pourra par exemple consulter [9], [7], [33].

Fixant un corps k de caractéristique 0, cette algebre de Lie g définie
sur k est présentée par une famille de générateurs ts, s € R, soumise aux
relations [ts,tz] = 0 ol

> Z C C" parcourt les sous-espaces de codimension 2 intersections d’élé-

ments de A ;

> s parcourt les éléments de R tels que sz = Idz;

> tz désigne la somme des t,, pour Uz = Id.

Pour tout S C R on notera gs la sous-algebre de Lie de g engendrée par
les éléments tg, s € S.

Notons M = k[[h]] Panneau des séries formelles en une indéterminée
sur k et K = k((h)) son corps des fractions. On note alors g = g ® M.

A tout s € R, on associe une forme linéaire o, de noyau Ker(s — 1)

sur C™ . La 1-forme différentielle dlog oy = dof‘ ne dépend pas de la forme
particuliere choisie, et les relations de g impliquent que la 1-forme
w=h Z tdloga, € Q' (Xw) @ g",
SER
A valeurs dans g", est intégrable. En conséquence, si k = C, toute repré-
sentation p : g — gl(V), ou V est un k-espace vectoriel, donne lieu par
monodromie & une représentation de P sur V* = V @ M. Une telle repré-

sentation ne dépend pas du point-base choisi a isomorphisme pres. De plus,
si V' est muni d’une action de W telle que

Vs €R, Yw e W, wp(ts)w™' = p(tysw-1)

TOME 57 (2007), FASCICULE 6
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on dira que p est équivariante. En d’autre termes, elle s’étend en une re-
présentation de B = kW x Ug, ot Ug désigne l'algebre enveloppante uni-
verselle de g. La représentation de monodromie s’étend alors en une repré-
sentation S : B — GL(V"). Les propriétés des représentations construites
de cette fagon qui nous seront utiles sont les suivantes :
1) Si o est un générateur d’Artin et s = w(0), alors S(o) est conjugué
a sexp(irhp(ts)).
2) Si p est (absolument) irréductible, alors S est (absolument) irréduc-
tible
La premiere de ces propriétés est classique; pour la deuxieme on pourra
consulter [26].

2.3. Résultats sur la représentation de Krammer

En section 3 nous construisons, pour tout groupe de Coxeter W irré-
ductible fini de type ADE et tout m € k, une représentation de g dans
le sous-espace vectoriel de base R, que nous appelons représentation de
Krammer infinitésimale. Cette représentation est compatible avec I'action
naturelle par conjugaison de W sur R, et permet donc de construire par
monodromie, si k = C, une représentation R : B — GLy(M) C GLy(K).

Un plongement de £ dans M = k][[h]], donc dans K = k((h)), est défini
par la donnée des images de ¢ et ¢, qui doivent étre inversibles et algé-
briquement indépendantes. C’est le cas notamment si ¢ = e/ et t = e™"
pour m ¢ Q.

Les formules définissant cette « représentation de Krammer infinitési-
male » sont nettement plus simples que les descriptions connues de la repré-
sentation de Krammer dans le cas général. Nous montrons en section 4
(théoreme A) que, si N désigne le nombre de réflexions de W,

THEOREME 1. — Pour tout W de type ADE et m ¢ Q, la représentation
de Krammer Ry plongée dans GLy (K) par ¢ = e” et ¢ = e™" est isomorphe
a R.

Nous montrons en section 3 que p, et donc R, est irréductible. Nous
montrons également que p : g — gly(k) est surjective, et méme que
p(gs) = gl (k) pour S composé des racines simples de W. Une consé-
quence (section 5.1, théoréme B) est que

THEOREME 2. — Pour tout W de type ADE et m € Q, la représentation
de Krammer Ry plongée dans GLy(K) par q = e" et ¢ = e™" est d’image
Zariski-dense.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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2.4. Conséquences sur les groupes d’Artin-Tits

Une conséquence du premier théoreme est le fait que P se plonge, pour
tout W de type ADE, dans

GLY (K) = 1 + hMy (M) c GLy(K)

qui est un groupe résiduellement nilpotent-sans-torsion. Comme tous les
groupes d’Artin-Tits sphériques peuvent se plonger dans un groupe de
type ADE d’apres [13], on en déduit immédiatement (corollaire du théo-
réeme A) :

THEOREME 3. — Tout groupe d’Artin-Tits sphérique pur est résiduel-
lement nilpotent-sans-torsion, et en particulier biordonnable.

La résiduelle nilpotence-sans-torsion avait déja été obtenue en types A, B
(et I;(m)) par Falk et Randell [18] et ultérieurement en type D par Leibman
et Markushevich [23]. Remarquons qu’en posant artificiellement ¢ = e”
et t = eY2" dans les formules de la représentation de Krammer, il est
possible d’obtenir directement, mais de fagon un peu magique, ce résultat.
Nous renvoyons a [31] ol nous avons utilisé cette méthode. Le fait que tout
groupe résiduellement nilpotent-sans-torsion est biordonnable est démontré
par exemple dans [37].

Une conséquence du deuxiéme théoreme est que tout groupe d’Artin-
Tits sphérique irréductible de type ADE est sous-groupe Zariski-dense d’un
groupe linéaire. Il en est donc de méme pour les groupes de type B,,
qui s’identifient & des sous-groupes d’indice fini de groupes de type A,.
Un résultat analogue s’obtient facilement pour les groupes diédraux, qui se
plongent dans GL2(K) d’apres un résultat de G. Lehrer et N. Xi [22]. Le cas
des groupes exceptionnels Fy, Hs, H; nécessite un peu plus de travail, pour
compléter la démonstration (section 6) du

THEOREME 4. — Pour tout groupe d’Artin-Tits sphérique irréductible G,
il existe N € N et un corps K tel que

1) B s’identifie & un sous-groupe Zariski-dense de GLy(K);

2) Les sous-groupes CL, sont également Zariski-denses.

Soulignons que ce résultat n’était pas connu pour le groupe de tresses
« classique ».

TOME 57 (2007), FASCICULE 6



1890 Ivan MARIN

2.5. Conséquences de la Zariski-densité

Le théoreme 4 a plusieurs conséquences remarquables de type « théorie
des groupes » sur les groupes d’Artin-Tits sphériques irréductibles. Rap-
pelons tout d’abord que, si B est un tel groupe, son centre Z est cyclique
infini.

En premier lieu, cela permet de retrouver facilement un résultat de
L. Paris.

THEOREME 5A (cf. L. Paris [36]). — Soient B un groupe d’Artin-Tits
irréductible et Z son centre. Si B = U x V est une décomposition de B en
produit direct, alorsU C Z ouV C Z.

De plus, cette nouvelle démonstration (section 6.2) montre que de nom-
breux autres groupes ont cette propriété, par exemple les sous-groupes
d’indice fini de B.

THEOREME 5B. — Soit B un groupe d’Artin-Tits sphérique irréductible,
et G un sous-groupe d’indice fini de B. Si G = U XV est une décomposition
de G en produit direct, alorsU C Z ouV C Z.

Plus généralement, on en déduit une généralisation a tous les groupes
d’Artin-Tits d’'un théoréme fameux de D.Long sur le groupe de tresses.
Dans [25], il est en effet démontré & 'aide de la classification de Nielsen-
Thurston des difféomorphismes que les sous-groupes sous-normaux @ des
groupes G qui sont des mapping class groups ou des groupes de tresses
vérifient la propriété suivante, ou I'on a noté Z le centre de G :

(L Si Hy, Hy sont deux sous-groupes distingués propres de @
non inclus dans Z, alors Hy N Hy n’est pas inclus dans Z.
Cette propriété a des conséquences importantes en théorie des représenta-
tions, déja pour @@ = G. Elle implique notamment que :
1) On ne peut essentiellement pas construire de représentation linéaire
fidele par somme directe de représentations non fideéles.

2) Pour vérifier qu’une représentation d’un groupe de tresses est fidele,
il suffit de vérifier la fidélité sur le centre et le sous-groupe libre
naturel.
Une conséquence du théoreme 4 est que cette propriété se généralise a
tous les sous-groupes d’indice fini des groupes d’Artin-Tits sphériques :

THEOREME 6. — Soit B un groupe d’Artin-Tits sphérique irréductible,
et G un sous-groupe d’indice fini de B. Alors tous les sous-groupes sous-
normaux de G vérifient (L).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Plus précisément, nous étudions en section 6.3 les propriétés des groupes
sans torsion, appelés ici « fortement linéaires », qui se plongent dans un
groupe linéaire GL y (K'), pour un certain corps K et un certain entier N, de
telle fagon que leur adhérence pour la topologie de Zariski contienne SLy (K).
Les groupes d’Artin-Tits sphériques irréductibles en font partie d’apres le
théoreme 4, ainsi que leurs sous-groupes d’indice fini, soit par des argu-
ments généraux (proposition 6.7), soit parce qu'ils contiennent les sous-
groupes C{fV pour k assez grand. Le théoreme 6 découle alors d’une pro-
priété générale de ces groupes fortement linéaires (théoréme C, section 6.3).

En particulier, ce théoréme montre que, pour déterminer la fidélité d’une
représentation d’un groupe d’Artin-Tits sphérique irréductible B, il suffit
de vérifier la fidélité de sa restriction au centre et & n’importe lequel de ses
sous-groupes sous-normaux. Or, tous ces groupes sauf peut-étre un nombre
fini d’entre eux (correspondant aux types exceptionnels) admettent un sous-
groupe sous-normal qui est libre, donc auquel des méthodes de ping-pong
sont susceptibles de s’appliquer.

En effet, on a un morphisme surjectif 7 : B — W vers le groupe
de Coxeter correspondant, et P = Kerr s’identifie & 71(X), pour X le
complémentaire d’un certain arrangement d’hyperplans. En types A, B
et Iz(m), cet arrangement est super-résoluble ou encore « fiber-type », sui-
vant la terminologie de [34]; donc il existe une fibration X — Y, de fibre
C\ {m points} et dont I'espace de base est de 72 nul. Cela induit un plon-
gement 71(C \ {m points}) — m1(X) comme sous-groupe normal, donc
comme sous-groupe sous-normal de B. En type D, il existe également une
telle fibration, due & Brieskorn, introduite dans [5] et particulierement étu-
diée par Markusevitch et Leibman [23]. Les seuls cas dans lesquels ’exis-
tence d’un tel sous-groupe sous-normal libre reste a notre connaissance
ouverte™) sont donc les types exceptionnels Hs, Hy, Fy, Eg, Ez, Es.

Enfin, ces résultats permettent d’obtenir facilement (corollaire 4 du théo-
reme C) les sous-groupes de Fitting Fit(G) et de Frattini ®(G) de ces
groupes. En type A, le groupe ®(B) a été déterminé par Long [25].

THEOREME 7. — Soit QQ un sous-groupe sous-normal d’un groupe d’Artin-
Tits sphérique irréductible B. Alors Fit(Q) = Z(Q) et, si Q) est finiment
engendré, alors ®(Q) = {e}. En particulier, ®(B) = {e}.

(D Li Li m’a signalé [24 que, contrairement & ce qui est affirmé dans [5], "application
g
proposée par Brieskorn en type Fj n’est pas une fibration localement triviale.
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2.6. Discussions sur 1’unitarité.

Un dernier aspect de cette approche infinitésimale de la représentation
de Krammer concerne la présence d’une forme quadratique, simple & définir
et naturelle, qui est « invariante » par I’action infinitésimale en type ADE.
De telles formes conduisent a I’existence de formes unitaires invariantes sur
la représentation de Krammer générique par des méthodes de monodromie
algébrique, développées dans [16], [17], [30] en types A, B, et Is(m). De
telles méthodes n’ont pas encore été développées en type D et E, donc cela
ne permet pour 'instant que de démontrer l'unitarisabilité a priori (pro-
position 5.2) de la représentation de Krammer en type A, explicitée par
R. Budney [8] par de toutes autres méthodes. Néanmoins, il nous a semblé
utile de décrire explicitement cette forme quadratique, tres vraisemblable-
ment & l'origine de formes unitaires invariantes, pour les différents types.
Notamment, nous déterminons les facteurs irréductibles de son discrimi-
nant.

3. Représentations de Krammer infinitésimales
3.1. Définitions des opérateurs 7,

On note a o b = aba™! et on fixe un corps k de caractéristique 0. Soit
W un groupe de Coxeter irréductible fini de type ADFE de rang n, identifié
a un sous-groupe de réflexions de C", R I'ensemble de ses réflexions et g
I’algebre de Lie d’holonomie associée.

Soit V' un k-espace vectoriel de base {vs,s € R}, muni de I’action de W
définie par

W Vs = Uppas-
Le vecteur v égal a la somme des vy pour s € R est W-invariant, et
engendre V" parce que toutes les réflexions sont conjuguées dans W.

On va définir, pour tout m € k, une famille d’éléments 7, € End(V)
pour s € R, dont on montrera ensuite qu’ils permettent de définir une
représentation équivariante de g.

DEFINITION 3.1. — Pour tout s € R on note 75 € End(V') I'endomor-
phisme défini par
Vgeu — Vs SI SU F# uS,
Ts Uy = Uy Si su = us,u # s,
Mug si u=s.
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On identifie w € W a son action naturelle sur V.

LEMME 3.2. — Pour tous s € R, w € W, on a

WTsW 1 Twes-

Démonstration. — On note 6, s le symbole de Kronecker, i.e. 6, s =1
siu=s, 0sinon, et 8, , = 1 si u# s et us = su, 0 sinon. Soit u € R. On
remarque Ts - Uy = Usey — Us + MOy sVs + 01, V5. On a

um'sw_1 c Uy = WTs.Uyy—1ley
— !
= w(’vsw*l.u —Us+ més,uﬁlnuvs + 63)1”—1.”1}8)
— !
= Vysw—Lleu — Vwes T més,wfl.uvwos + 637w—1,uvwos

— !
= U(wos)ou — Ues T mdwos,uvw-s + 5w.5’uv’wns

Twes * Vu-

O

Remarquons que, identifiant toujours s € R a son action naturelle sur V',

on a
Vs si su # us,

0 si su=us,u#s,

Ts =8 —Ds QAVEC Py - Uy =
(I—m)vs si u=s.

On en déduit wpsw ™' = Pues.
En particulier, s et p, commutent et on a p? = (1 — m)p,. On vérifie
facilement sp; = pss = ps pour tout s € R donc ps7s = Tsps = mps. On en

déduit

E SN S |
TS 4T sim# —
m+1°" 7 m+1
et donc les spectres comparés de 75 et s sont

3 2
T —Ts—mT, +m=0, s=

Ts || 1] —=1]m

s|1|-1|1

3.2. Une forme quadratique invariante

Introduisons la forme bilinéaire symétrique telle que
m—1 sir=s,
(vp |vs) = ¢ —1 sirs # sr,

0 sinon.

Il est clair qu’elle est invariante pour I'action de W.
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PROPOSITION 3.3. — Lorsque la forme ( | ) est non dégénérée et m # 1,
pour tout s € R, %mps est le projecteur orthogonal sur kvs par rapport
a cette forme et 74 est autoadjoint. Enfin, (| ) est non dégénérée pour des
valeurs génériques de m et, si k C R, c’est un produit scalaire pour m assez
grand.

Démonstration. — Comme chaque réflexion est a la fois orthogonale par
rapport & ( | ) et involutive, on en déduit que r est autodajoint pour
tout r € R. Comme on a p? = (1 — m)p, et Imp, = kuv,, il suffit de
montrer que p, est autoadjoint pour avoir la premiere partie de I’énoncé.
On a p,(vs) = —(vy | v5)v, d’o1t

(PT(DS) ‘ US’) = —(vr | vs)(vr | vgr) = (Us |pr(US’))

et p, est bien autoadjoint. Le déterminant de la matrice définissant ( | ) dans
la base naturelle est un polynéme unitaire non constant en m, donc cette
forme quadratique est bien non dégénérée pour m générique, et si k C R ses
mineurs principaux sont également des polyndémes unitaires non constant
en m, donc sont strictement positifs si m est suffisamment grand. On en
déduit d’apres le critére de Sylvester que, pour m suffisamment grand, ( | )
est un produit scalaire. O

Quand m n’est pas générique, on peut dire a priori la chose suivante.
Par abus de langage, on appellera discriminant de ( | ) le déterminant de
sa matrice dans la base formée des vs, s € R pour un ordre donné sur R.
Il s’agit donc d’un polynéme unitaire en m a coefficients rationnels de
degré #R.

Pour tout s € R, introduisons les nombres
c(W)=#{s' eR\{s} | s's=ss'}, dW)=#{s€eR|s's#ss}

qui ne dépendent pas du choix de s puisque toutes les réflexions sont conju-
guées entre elles, et notons V3 & - - - @ V,. une décomposition en irréductibles
de V en tant que W-module, avec dim V; < dim V4 ;. On constate par exa-
men de chacune des séries que cette décomposition est sans multiplicités,
c’est-a-~dire V; 22 V; pour ¢ # j. D’autre part, comme W est de type ADE,
toutes ces représentations sont absolument irréductibles et définies sur Q.
Ainsi (| ) appartient au carré symétrique de V* en tant que W-module, est
W-invariant et sa dépendance en m est affine. Comme V est autodual en
tant que W-module, on peut identifier canoniquement ( | ) & un élément,
dépendant affinement de m, de @;_, Endw (V;) ~ k" et son discriminant
se décompose comme produit de r facteurs de la forme Q;(m)4™ Vi avec Q;
polynéme de degré 1 en m. On peut d’autre part supposer que V; est la
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type discriminant déf. > 0 ssi

Es | (m—21)(m—3)2(m+3)® | m>21

E; | (m—33)(m—5)2"(m+3)% | m >33

Es | (m—=57)(m—9)%(m+3)% | m>57
)

TAB. 3.1. Discriminant de ( | ) en type E.

représentation triviale, engendrée par la somme v des vs pour s € R. On a

(v [ v) = #R)(m — #R + c(W)),

donc m — #R + ¢(W) apparait comme facteur irréductible du discriminant
de (| ). Enfin, V ~ V* en tant que W-module, donc V* ® V* s’identifie &
la représentation de permutation naturelle sur R x R. Comme cette action
comprend au moins trois parties stables symétriques

{(vs,v5)5 s €R}, {(vs,vu)5 (s,u) =~ (3)}, {(vs,vu); (s,u) ~ I2(2)},

toutes non vides si n > 3, on en déduit r > 3 si n > 3. On peut vérifier au
cas par cas que r = 2 pour n = 2, r = 3 pour W de type A, avec n > 3
et W de type Eg, E7, Eg, r = 4 pour W de type D,, avecn > 5 et r = 5 pour
W de type Dy, et déduire la valeur du discriminant de cette décomposition
explicite. Nous obtenons plus loin la valeur du discriminant pour chacun
de ces types par une méthode alternative, qui permet de plus de décrire la
restriction de V' a des sous-algebres de Lie remarquables de g. Une fois les
facteurs @Q; obtenus, une condition nécessaire et suffisante de définie positi-
vité pour k = R est alors donnée par Q;(m) > 0 pour tout 1 < ¢ < r. Nous
verrons type par type que cette condition s’exprime de la fagon suivante.

PROPOSITION 3.4. — Si k = R, la forme ( | ) est définie positive si et
seulement si m > #R — ¢(W).

Cela découlera des propositions 7.1 et 8.1 pour les types classiques. Pour
les types E, cela découle d’un calcul explicite (cf. table 3.1).
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3.3. Restriction aux sous-espaces Ex

Soit X une intersection d’hyperplans de réflexion de codimension 2. On
note

Rx = {g ER;Vxe X, g(x) :x},

Wx = {g eW,; Ve e X, g(a) :x},

TX = Z Tg,

gERx

et Ex le sous-espace de V engendré par les vg pour s € Ryx. Clest un
sous-espace stable de V' pour 'action de Wy, mais également des 7, ps
pour s € Rx. L’ensemble R x est 'ensemble des réflexions du sous-groupe
parabolique Wx de W, lequel est de type I2(2) ou I3(3) car W est de
type ADE. Plus précisément, tout couple (s1,s2) de réflexions distinctes
engendre un tel sous-groupe W, de type I5(2) si s152 = s251, de type I5(3)
sinon.

En distinguant ces deux cas nous montrons ici que, pour tout s € Rx,
la restriction & Ex de [r5,7x] est nulle. On note 7,,7x € End(Fx) les
restrictions & Ex de 74, Tx, et on montre [7,, 7x] = 0.

> Si Wx est de type I5(2). — Notons Rx = {s1, 52}, avec s185 = s281,
et prenons (vs,,vs,) pour base de Ex. Dans cette base,

= (30 5= (30

donc 7x = (m + 1)Id et [Ty, Tx] = [Ts,, 7x] = 0.
> Si Wx est de type I5(3). — Notons Rx = {s1, 2,83} et prenons
(Vs , Usy, Vsy ) pour base de Ex. Dans cette base,

m -1 -1 00 1 0 10
7o=l00 1], 7,=l-1m-1], 7= 1 0 0
01 0 100 —1-1m

donc 7x = mld et [Fy,, Tx] = [Fogs Tx] = [Fogs x] = 0.

3.4. Action du centre et irréductibilité

Soit 7 la somme des 75 pour s € R. On a

T Vs = TsUs+ Z Tst * Vs + Z Ts! " Vg = mvs+( Z Us’-sfvs’)+c(W)vs

s’ s#ss’ s#s' s’ s#ss’
s's=ss’
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W An—l Dn E6 E7 Eg
#R sn(n—1) nin—1) |36 |63 120
(W) | L(n—2)(n—3) | n2=5n+7| 15|30 | 63

TAB. 3.2. Dénombrement des groupes de Coxeter de type ADE

ou l'on rappelle que c¢(W) = #{s’ € R\ {s} | s's = ss’} ne dépend pas
de s puisque toutes les réflexions sont conjuguées entre elles. De plus,
Z Vsles — VUs! = 0
s’ s#ss’

pour la méme raison. On en déduit que 7 est un scalaire, qui vaut m+c(W).
Le nombre de réflexions et ¢(W) sont donnés par la table 3.2.

Soit maintenant v € V la somme des v, pour s € R. Il est clairement
invariant par 'action de W, et méme engendre linéairement ’espace des
vecteurs de V invariants par W. Pour tout s € R,

Tg "V =Tg" Vs + g Ts * Vg + g Ts * Vgt

ss'#s's ss’
ss’'=s's
= muvs + ( E Vses’ — Us) + E VUses’
ss'#s's s#s’
ss'=s's

soit
Toov=m—-1vs+s-v—(Whg=(m—1-c(W))vs +v
avec (W) = #{s' € R; s's # ss'}, soit ¢(W) + (W) +1=#R.
On en déduit :
PROPOSITION 3.5. — Si V' est semi-simple sous 'action des 75, s € R,

et m & {#R — ¢(W),—1}, alors V est absolument irréductible pour cette
action.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que V est irréductible pour k
algébriquement clos. Comme m # —1, I'action de s € R est un polynéme
de celle de 75, donc les sous-espaces stables pour ’action des 75 sont stables
pour I'action de W puisque R engendre W. Comme 'espace des vecteurs
W-invariants de V est de dimension 1, il existe U C V irréductible sous
I'action des 75, s € R, tel que v € U. Mais alors

To v —v=(m—#R+c(W))v,
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donc vs € U pour tout s € R, d’'ou U =V et V est irréductible. O

En particulier, pour m générique, V est irréductible d’apres la proposi-
tion 3.3. Une légere variante de la preuve précédente permet de démontrer
un résultat d’irréductibilité de V' sous l’action des 74 pour s parcourant
certaines parties S de R.

PROPOSITION 3.6. — Soit S C R engendrant W. Si V' est semi-simple
sous I'action des 7,8 € S, et m & {#R—c(W), —1}, alors V est absolument
irréductible sous cette action.

Démonstration. — Comme précédemment, on suppose k algébriquement
clos. Les sous-espaces stables pour l'action des 75, s € S sont encore stables
pour l'action de W puisque S engendre W. Comme ’espace des vecteurs
W-invariants de V est de dimension 1, il existe U C V irréductible sous
Paction des 74,5 € S, tel que v € U. Soit s € S # . On a

To v —v=(m—#R+c(W))v,

donc vy € U, et il en est de méme de tout w - vg = V41 pour w € W
puisque U est W-stable. Comme W agit transitivement sur R on en dé-
duit U =V et V est irréductible. 0

3.5. Représentation de Krammer infinitésimale

Soit B = kW x Ug, ou Ug désigne l'algebre enveloppante universelle
de g. On dit qu'une représentation p de B est infinitésimalement unitaire
par rapport & une forme quadratique si p(w) est orthogonal pour tout
w € W et p(ts) est autoadjoint pour tout s € R.

PRrOPOSITION 3.7. — L’application ts — 75 étend le W-module V' en
une représentation p de 5. Elle est infinitésimalement unitaire par rapport
a (| ) et absolument irréductible pour m générique. De plus, la somme T
des ts pour s € R agit par m + ¢(W).

Démonstration. — D’apres ce qui précede, il reste a vérifier les relations
[7s,7x] = 0 pour tout X de codimension 2 et s € Rx. Comme cette
condition est polynomiale en m, il suffit de la vérifier pour m générique, et
on peut donc supposer que (| ) est non dégénérée d’apres la proposition
3.3. Notons sx = ZSGRX s. L’espace E'x est stable par Wx et les 75, ps
pour s € Ry, donc il en est de méme de son orthogonal E+ par rapport

a (] ). Comme wps; = pyesw et, pour s € Wx, ps est un projecteur
orthogonal sur vs € Ex, on déduit de t, = r — p, que [rs,7x] — [8, Sx]
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type A, 21| By, 722 |Cr, 723 | Dy, 724
dimension r+1 2r + 1 2r 2r
type Es | E;| Es | Fy | Gy

dimension || 27 | 56 | 248 | 26 | 7

TAB. 3.3. Dimensions des plus petites représentations irréductibles

s’annule sur E)L(, donc que [75, Tx] s’annule sur E)L( puisque ssxs = sx. 1l
suffit donc de montrer que [75, 7x] s’annule sur Ex, ce qui a déja été fait.
L’absolue irréductibilité découle de la proposition 3.5. O

3.6. Image de g dans gl(V)

Nous allons montrer que le morphisme g — gl(V') est surjectif. Pour ce
faire, nous établissons d’abord la proposition générale suivante.

PRrROPOSITION 3.8. — Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie, et
a une sous-algébre de Lie de sI(V') agissant de fagon absolument irréductible
sur V. Sirg(a) > 1 dimV, alors a = s[(V).

Démonstration. — On peut supposer k = C. Si a est simple, ce résultat
découle de la classification des algebres de Lie simples complexes et de
leur plus petite représentation irréductible (cf. table 3.3). Il reste donc a
démontrer que, sous ces hypotheses, a est simple. Comme a est réductive
et lalgebre dérivée a’ vérifie les mémes hypotheses et a C sl(V) on peut
supposer que a est semi-simple. Décomposons a = a; X - -+ X a, suivant ses
facteurs simples. On a p > 1 et on veut montrer p = 1. Soient 7; les rangs des
facteurs simples a;. Comme V est irréductible elle s’écrit V =V, ®---®@V,
avec V; représentation irréductible fidele de a;. En particulier, on a

v, =dimV; > r; + 1.
Notons v = dim V', r = rg(a). On a
v=uv1vp 2 (rp 1) (rp+1) et T > Lo
par hypotheése d'ott r =71 4+ +7, > 3(r; +1) -+ (r, +1). Sip > 3,
(ri4+1)- - (rp+1) 214 (r1+- +1p)
+rire+rors+ o+ Tp_1Tp + Tp1

=1+ 2r > 2r,
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ce qui contredit I’hypothese. Il reste donc a exclure le cas p = 2. Notons
alors a = r1, b = ra. On doit avoir 2(a+b) > (1+a)(1+b) soit ab < a+b—1.
Or ab > a+b—1 pour tous a, b entiers naturels non nuls : supposant a < b,
c’est clairsia=1et sinona>2doncab>2b>a+b>a+b—1. Onen
déduit p = 1 et la conclusion. O

Pour § C R, on rappelle que gs est définie comme la sous-algebre de Lie
de g engendrée par les t; pour s € S.

PROPOSITION 3.9. — Pour des valeurs génériques de m, Iapplication
g — gl(V)

est surjective. Il en est déja de méme de 'application gr, — gl(V') ott Ro
correspond aux racines simples de W.

Démonstration. — Notons a 'image de g ou de g, dans gl(V). Pour m
générique, V est semi-simple comme représentation de g et de gr, d’apres
la proposition 3.3 donc a est réductive et o' = [a,a] C s[(V) est semi-
simple. D’apres les propositions 3.5 et 3.6, elle agit de fagon irréductible
sur V. Pour a 'image de g, il suffit de montrer o’ = s[(V) car T agit par
le scalaire m + ¢(W), non nul pour m # —c(W). Comme ce scalaire est
également la trace de tout 75 il en est de méme pour I'image de gr,. On
démontre a’ = sl(V) par récurrence sur le rang de W.

Soit W € W un sous-groupe parabolique maximal irréductible de W, né-
cessairement de type ADE, g l’algebre de Lie et R l'ensemble de réflexions
associés, ﬁo =RN Ro et V la représentation de Krammer infinitésimale
correspondante. On a un morphisme injectif de g-modules

V— ReszV

induit par linclusion R C R. En particulier, a’ contient 'image de [g, 9]
ou de [gz ,087,] dans 5[(‘7) C sl(V), de rang supposé égal a #R — 1.
Ainsi, rg(a’) > #R — 1 et I'on peut en déduire la conclusion en appliquant
la proposition 3.8 pourvu que 'on puisse trouver W avec #7% —-1> %#R
et tel que ﬁo corresponde aux racines simples de w. Or, prenant pour
parabolique maximal un groupe de type A, _1, Dy_1, D5, Eg, E7 suivant
que W est de type A,,, D, Es, E7, Eg on constate aisément (cf. table 3.2)
que ces hypotheses sont vérifiées pourvu que W soit de rang au moins 5.
On compléte cette démonstration en vérifiant que g = gl(V') pour au moins
une valeur de m, au cas par cas sur Ay, A, Az, Ay, D4 en prenant par
exemple m = 7 pour As, Az et m = 8 pour Ay, Dy. (Sur les ordinateurs
actuels, le calcul effectif dure moins de dix minutes.) O
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4. Identification avec les représentations de Krammer

On suppose désormais k = C. Nous montrons ici que la monodromie
de la représentation infinitésimale V' est isomorphe sur K = C((h)) a la
représentation de Krammer (généralisée) introduite dans [11], [10]. Comme
le calcul de la monodromie est tres délicat, on utilise la rigidité de certaines
algebres quotients des algebres de groupe de certains groupes de réflexion
(complexes) pour montrer que ces deux représentations sont isomorphes.

On rappelle tout d’abord certaines notations classiques. On suppose W
de type ADE défini par un systéme de racines, et on note {s1,...,8,}
I’ensemble des réflexions simples correspondantes, étiquetées suivant ’ordre
de [4]. Dans le cas ADE qui nous intéresse ici, s; est relié & s; si (s;,s;)
est de type I2(3), et ces deux réflexions ne sont pas reliées si (s;, s;) est de
type I2(2).

On note R : B — GLy(K) la représentation que 'on obtient & partir de
p par monodromie pour K = C((h)) — on a en réalité R(c) € GLy(C[[h]])
pour tout o € B. Rappelons que l'endomorphisme R(c) est conjugué
a p(s)exp(irhp(ts)) si o est un générateur d’Artin et s = m (o). D’autre
part, pour m générique, R est irréductible ainsi que sa restriction a P
parce que p est irréductible (proposition 3.5) : cela découle des arguments
de [26], prop. 7 ou 8. Enfin, rappelons que la classe d’isomorphisme de R
ne dépend pas du point base choisi.

4.1. Factorisation par les algébres de Hecke cubiques

Soient a, b, ¢ € K. On note H, 3, (W) le quotient de KB par les relations
(0s —a)(o; — b)(0; — ¢) = 0 pour tout ¢ ou encore, ce qui est équivalent
en type ADE, par la relation (017 — a)(o1 — b)(01 — ¢) = 0. 1l est connu
que, pour W de type As et a, b, ¢ tels que les inéquations de semi-simplicité
a#0,a#b, a®>—ab+b> # 0 et leurs permutés par I’action naturelle
de &3 sur a, b, ¢ soient satisfaites, ce quotient est de dimension finie et est
isomorphe a 'algebre de groupe sur K d’un groupe de réflexions complexes
de cardinal 24, numéroté G4 dans la classification de Shephard et Todd.
On renvoie a [27], [6] pour ce résultat.

En particulier, le quotient Hyp e = Hgpc(A2) est semi-simple et ses
représentations irréductibles se composent de trois représentations de di-
mension 1, notées S, et définies par o; — x pour = € {a,b,c}, trois de
dimension 2, notées U, , = U,y pour {z,y} C {a,b,c} de cardinal 2 et
caractérisées par Sp(o;) = {z,y}, et une représentation de dimension 3
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notée Y. Dans Y le spectre de o; est {a, b, c}. Ainsi les représentations irré-
ductibles de H, ;. sont caractérisées par le spectre de o1 si #{a,b,c} = 3.
Remarquons d’autre part que I’élément central (o105)? agit sur S, par 2%,
sur U, , par —23y> et sur Y par a?b?c?.

Notons p la représentation de Krammer infinitésimale associée a un
groupe de Coxeter W de type ADE et R la représentation de monodro-
mie associée. Soit 0 = 01, s = w(0) € W et t = t,. L’endomorphisme
R(o) est semi-simple et conjugué a p(s)exp(Ahp(t)) avec A = im, donc a
pour spectre q, —q~1,¢™ avec ¢ = exp(\h). On en déduit que cette repré-
sentation se factorise par H, _,-1 ,m (W). Remarquons d’autre part que,
si W est de type As, les valeurs ¢, —¢ ', ¢™ satisfont les inéquations de

semi-simplicité pour m # 1.

4.2. Factorisation par les algébres de Birman-Wenzl-Murakami

Birman et Wenzl [2] ont introduit un quotient de dimension finie de
Hgpc(W) pour W de type A,,. Cette construction a été généralisée par
Cohen, Gijsbers et Wales [10]. On peut la définir comme suit :

DEFINITION 4.1. — Soit W un groupe de Coxeter de type ADE. On dé-
finit Palgébre BMW (W) sur Q(a, £), o1t a, ¢ sont des indéterminées, comme
le quotient de I'algeébre de groupe de B par les relations

(O’%+0[01—1)(01—€71):0, 61'0']'67;2661'
si s; et s; sont relies, et ot e; = ({/a)(0? + ao; — 1).

Pour o, ¢ € K\ {0} ol K est un corps de caractéristique 0, on peut éga-
lement définir une K-algebre BMW (W) spécialisée en ces valeurs, comme
quotient de l’algebre de groupe K B par les mémes relations. Lorsque «
et £, transcendants, sont de plus algébriquement indépendants sur Q, ces
deux algebres sont isomorphes apres extension des scalaires. En particu-
lier, prenant K = K, lalgebre BMW (W) s’identifie & un quotient de
H, ,1,2(W)pour a = ¢q ' —getl =g ™des que m ¢ Q. En par-
ticulier, si W = Ay c’est un quotient, semi-simple, de H, _,
représentations irréductibles sont Sy, S_,-1, U, _,-1 et Y.
Soient maintenant o;,0; tels que s; soit reliée a s; dans le diagramme de

~1 gm, dont les

Coxeter de W, et Ble sous-groupe de B engendré par o;, 0;. Soit 59 = 5;5;5;.
Le groupe B est un groupe d’Artin de type As, et la restriction de R a B
est notée R. Pour vérifier que R se factorise par BMW (W) il suffit donc
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de vérifier que R se factorise par BM W(As), c’est-a-dire que cette repré-
sentation semi-simple n’admet que des composantes irréductibles de type
Sgs S_y-1, Uy _q—1 et Y, soit encore que I'élément central S;; = (0;0;)>
n admette pour valeurs propres que ¢%,¢%,1 ou ¢®™

Notons H;, H; les hyperplans de réflexion correspondant a o; et oy,
et u;,u; des vecteurs normaux a ces hyperplans. Soit X = H; N Hj.
Décomposons C* = X @ Cu; ® Cu; et notons z; resp. z; la coordonnée
correspondant a u; resp. uj. On choisit u;, u; de telle fagon que I'hyper-
plan de réflexion Hy correspondant a sg = s;5;5; soit défini par z; = z;.
On note aj; la restriction de oy & X. Soit A" = A\ {Ho, H;, H;}. On
choisit © € X \|J A’ et € > 0 tel que (z,a,b) € |J.A dés que |al, |b] € ]0, 2¢].
On note z. = (z, €, 2¢), qui n’appartient donc a aucun des hyperplans.

Introduisons alors le lacet z(t) = (z, e exp(2int), 2¢ exp(2int)) de base ..
Sa classe est S;;. Pour s’en assurer, on peut par exemple utiliser I’identi-
fication des triplets (a,b,c) € C3 tels que a,b # 0, a # b avec les tri-
plets (v,y,2) € C3 tels que * # y, y # 2, ¥ # 2 en posant a = y — z,
b=z—x,¢c=x+y+ z Alors les triplets (e exp(2int), 2e exp(2int),0) cor-
respondent aux triplets (—e exp(2int), 0, e exp(2int)) qui forment un lacet de
base (—¢, 0, €). Il est homotope au lacet v, (t) = (—e exp(2int), 0, € exp(2irt?))
par Phomotopie (a,t) — (—eexp(2int),0, eexp(2ir(at + (1 — a)t?))). On
peut représenter ce dernier comme une tresse en le projetant sur 1’axe réel
(cf. figure 4.1), ce qui permet de l'identifier & (0;0;)3 = (0;0;)3.

FiG. 4.1. Le lacet S;;

Pour simplifier les notations, on note t; = t5, pour k € {0,i,5}. Le
pullback de w sur [0,1] suivant S;; est alors

. O(e . .
Spw=h>_ p (+)O()+217Tp(t0+ti+tj)dt — 2imp(to+t;+t;)dt
HeA'

quand € — 0. Comme, lorsque € diminue, la classe de conjugaison de R(S;;)
ne varie pas, et que cette derniere est fermée car R(.S;;) est semi-simple, on
en déduit que R(S;;) est conjugué & exp(2imh(to +t; +t;)). En particulier,
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il suffit de vérifier que p(to + t; + t;) n’a pour valeurs propres que 3, —3,0
ou m.

Pour ce faire, on décompose V' en somme de sous-espaces stables sous
I'action de T" = to + t; + t;. Notons d’abord que (vg,,vs;,vs,) est stable
et que TV = ty + t; + ¢; agit sur ce sous-espace par le scalaire m. On
note wg, = v, pour k € {0,4,j}.

Soit R" = R\ {ss,j,50}. Si u € R’ commute & chacune des trois ré-
flexions {s;, s, so}, Cuv,, est stable et T" agit sur cette droite par la valeur 3.
On note dans ce cas w, = vy.

Si au contraire u € R’ commute & au moins 'une d’entre elles, par
exemple sg, mais pas & toutes, on montre facilement qu’elle ne commute a
aucune des deux autres. De méme, s; e 4 ne commute alors qu’a s; et s;eu
ne commute qu’a s;. On note alors

2 m—1
m(m — 3) Vso m(m — 3)
et Ws,eu = Si ® Wy, Ws;eu = S5 o Wy. On vérifie que £ - w, = ws,, pour
s€{s;, 85,50} et x € {u,s; eu,s; eu}. En particulier 77 admet les valeurs
propres 0 et 3 Sur (W, Ws;eu, Wsjeu) = (Vus Us;eus Vs, o) -

Wy = Uy + (vs; +vs;)

On a alors défini w,, pour toute réflexion u € R’ commutant & une seule
des réflexions so, s;,5;. On vérifie, facilement en type A,,D,, et au cas
par cas en types E, que la derniere possibilité (v € R’ ne commutant &
aucune des réflexions s;, s;, s9) ne peut se produire en type ADE. Le fait
que les w,,u € R forment une base de V' conclut : la représentation R se
factorise par BMW (W) pour m générique, donc pour tout m par analyticité
de la monodromie.

PROPOSITION 4.2. — Pour tout m € C, la représentation R se factorise
par BMW (W) spécialisée en o = ¢~ — q, £ = q~

m

4.3. Annulation sur 1’idéal I,

Dans [10] est introduit un idéal remarquable de 'algebre BMW (W),
noté I, qui est engendré par les éléments e;e; pour s; non reliée a s, c’est-
a-dire si s; et s; commutent. Nous allons montrer que R s’annule sur I,
c’est-a-dire R(e;e;) = 0. Cette fois encore, on peut supposer m générique.

Soient s; et s; non reliées. On note H;, H; les hyperplans de réflexion cor-
respondants, et on peut décomposer C"* = X®Cu; ®Cu; avec X = H; N Hj,
s; (resp. s;) agissant par —1 sur u; (resp. u;). On note z;, la coordonnée cor-
respondant & uy, pour k € {i,7}, et oy la restriction de oy & X. Il existe
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z € X tel que aj(xz) # 0 pour tout H € A" = A\ {H;,H;}. On note
ze = (x,¢,¢). Il existe g > 0 tel que, pour tout € € ]0, ¢y et pour tout
H € R on ait ag(z.) # 0, et méme o ((z, ue, ve)) # 0 pour tous u,v de
module 1. Prenant un tel z. pour point base, un chemin représentant o;
(resp. o) est 0, = (x,eexp(2int),e) (resp. gj. = (x,€, eexp(2int))).
On note 7; = 7y, avec 7y = p(ty). On a alors

iafwzh(ﬂ-—&— Z Le) )dt,

(@) + 0™

1 HeA'
o O(e)
W= h(TJ + H;/ i (@) + 0(6) TH>dt

d’ou 0w — hirT;dt et ojw — hir7;dt quand € — 0.

En particulier, si R, désigne la monodromie de p avec point base z,
on a R.(o;) — 0; = p(s;)exp(inhr;) et Re(oj) — 7; = p(s;)exp(inhtj)
quand € tend vers zéro. Notons maintenant £ = e;e;. On a ei = aey, pour
k€ {i,j} et e;e; = eje;, donc E? = o?E. Ainsi, R(E) = 0 si et seulement
si tr(R(E)) = 0. Plus précisément, le spectre de E est inclus dans {0, a?}.
Comme o? = —472h% mod h® on a donc R(E) = 0 si et seulement si
tr(R(E)) =0 mod h3.

Remarquons que, puisque R se factorise par BMW (W), on a nécessaire-
ment tr(R(E)) =0 mod h%. D’autre part, les endomorphismes R, (E) sont
conjugués pour € € |0, €9 donc tr(R(E)) ne dépend pas de e. 11 suffit alors
de montrer que tr(R.(E)) modulo k% tend vers 0 quand e tend vers zéro,
donc que €;¢; =0 mod h* avec €, = (¢{/a)(d% + aoy, — 1) pour k € {i, j}.
Oron a

& = p((sk — t) (1 = (m = ti)h) + h* Xy + O(h%))

avec

2
t ~
X = % (sk — tr) + mtg(ty — sk) + Ek(—‘lti +3spty +1),  h=irh.

Remarquons ensuite que, puisque s; et s; ne sont pas reliées, s; —t; et
s; — t; commutent et leurs images par p sont, a un scalaire pres et pour
des valeurs génériques de m, des projecteurs orthogonaux sur des droites
orthogonales pour ( | ). On en déduit que le produit de ces images est nul,
ceci pour toute valeur de m. Ainsi,

gigj = EZ[)((SZ‘ - ti)Xj + Xi(Sj — tj>) mod h3.
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et, notant x ~ y si p(z) = p(y), (si —t;)X; ~ (s; —ti)%tj(—4t? +3s,t;+1).
De plus, (Si — ti)tj ~ (Si — ti)Sj, d’ou

S, S
(Si — t,’)Xj ~ (Si — ti)gj(—llsg =+ 3Sj3j + 1) = (Sl — ti)gj(—ll +3+ 1) =0
et e;e; =0 mod h3. On a ainsi montré :

PROPOSITION 4.3. — Pour tout m € C, la représentation R se factorise
par BMW (W) /I pour a = q~ ! —q, £ = ¢~ ™.

4.4. Identification a la représentation de Krammer

Dans [10], la structure de BMW (W)/I5 est analysée lorsque « et £ sont
algébriquement indépendants. On suppose donc m ¢ Q. Il existe un sous-
groupe parabolique W de W telle que 'algebre de Hecke H de W avec
parametres ¢, —q¢~! détermine toutes les représentations irréductibles de
BMW (W)/I5. Plus précisément, & toute (classe de) représentation irréduc-
tible 0 de H est associée une représentation irréductible T'y de BMW (W) /1,
de dimension (#R)dim(#), et cette correspondance 6 +— I'y entre classes
de représentations irréductibles des deux algebres est bijective.

Atousu e Retie{l,...,n} tel que u # s; et us; = s;u, les auteurs
de [10] associent un élément h,, ; € H tel que la trace de Tg(o;) soit

¢+ > B(he) + i T
uF£Ss; 7 2

US;=8; U
La représentation de Krammer généralisée est alors I'y avec 6 entierement
déterminé par 6(h, ;) = g. D’autre part, on a toujours
(huyi — @) (hui +q7) =0,
donc elle est caractérisée parmi les représentations I'g par le fait d’étre de
dimension #R et d’envoyer o7 sur un élément de trace
q" +qe(W) + (g — ¢~ )5 (W),

En effet, si une telle représentation est de dimension #R, on a dim6f = 1
donc 0(hy ;) € {q,q7'}, et

> 0(hui) = qe(W) <= Yu,i 0(hy) = q.
U#Ss;

US;=8; U
Comme, pour m générique, R est une représentation irréductible de
BMW (W) /I, de dimension #R, il suffit donc de montrer que tr(R(o1)) a
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la valeur voulue. Comme R(coq) est conjugué & o = p(sexp(Ats)), il suffit
de calculer la trace de 7.
OnaV =Cuvs®U®U’ avec

U= @ Cv, et U = EB Cuy;

u#s us#su

us=su

de plus dim(U) = ¢(W), 7 - vs = q™vs, 0 - vy, = qUy, 81 u # s et us = su.
D’autre part U’ est somme directe de %c’(W) plans stables pour I'action de
s et tg, engendrés par les familles de la forme (vy,v,) telles que (s, u,u’)
soit de type I3(3). Sur ces plans, s = ts admet pour vecteurs propres
Vy + Uy + %vs, Uy — Uy aSSOCiés respectivement aux valeurs propres 1
et —1. Ainsi, la restriction de & & un de ces plans a pour trace ¢ — ¢~ ', et
on en déduit que tr(R(o1)) a la valeur voulue d’ou le

THEOREME A. — Pour tout W de type ADE et m ¢ Q, la représen-

mh

tation de Krammer Ry plongée dans GLy(K) par ¢ = e" et ¢ = ™" est
isomorphe a R.
COROLLAIRE. — Les groupes d’Artin purs de type sphérique sont rési-

duellement nilpotent-sans-torsion. En particulier, ils sont bi-ordonnables.

Démonstration. — On peut supposer que W est un groupe de Coxeter
irréductible. D’apres [13], tout groupe d’Artin pur de type sphérique se
plonge dans un groupe d’Artin pur de type ADE. On peut donc supposer
que W est de type ADE. Notons toujours M = C[[h]], (z,y) = zyx~1y~!
et C'P = (P,P), C"*'P = (P,C"P) les termes de la suite centrale
descendante de P. Il s’agit de montrer en particulier que leur intersec-
tion est triviale. Identifiant V & C¥, on a R(P) C 1 + hMy(M) donc
R(C™P) C 1+ h™"1My(M) d’'ot

R(NCP)={1} = NcP={1}
r>1 r>1
par fidélité de R, au moins si les parametres g et ¢ de [11] sont transcendants
sur C et algébriquement indépendants, ce qui est le cas des que m ¢ Q. Au-
trement dit, R plonge P dans le groupe 14+hMy (M) qui est non seulement
résiduellement nilpotent mais aussi résiduellement nilpotent-sans-torsion,
donc bi-ordonnable (cf. par exemple [37]). O

Remarquons que les modeles matriciels de la représentation de Kram-
mer permettent également d’obtenir ce dernier résultat, en posant un peu
artificiellement ¢ = e et t = e™" pour m ¢ Q dans les modeles de [11] et
en réduisant les formules modulo h. Nous renvoyons & [31] olt nous avons
utilisé cette méthode.
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5. Enveloppe algébrique et unitarité de la représentation
de Krammer

5.1. Enveloppe algébrique

Le calcul de 'image de p nous permet de déterminer ’enveloppe algé-
brique des groupes d’Artin de type ADE dans la représentation de Kram-
mer associée. Notons V;, = V ® K. Pour toute réflexion s de W, il existe
un o € P tel que R(o) est congru a exp(2imhp(ts)) modulo h? (o est par
exemple un lacet faisant un tour complet autour de I’hyperplan associé a s).

On déduit alors des arguments de [26], prop. 24 (ou bien [32], section 7.1)
que l'algebre de Lie de ’enveloppe algébrique de R(B) contient I'image de g
tensorisée par K. D’apres la proposition 3.9, on sait que c’est gl (k) @ K =
gl (K). On en déduit :

THEOREME B. — Pour tout groupe de Coxeter fini irréductible de type
ADE et m ¢ Q, la représentation R identifie B a un sous-groupe Zariski-
dense de GLy (K), ott N est le nombre de réflexions de W. Il en est de méme
des images des sous-groupes C{}V engendrés par les éléments o3% ... o2k
ou les o; désignent les générateurs d’Artin de B et k > 1.

Notons L le corps des fractions de £. Comme, pour tout m ¢ Q, la
représentation R est isomorphe a la représentation de Krammer Rk apres
extension des scalaires, on déduit immédiatement de ce théoréme le

COROLLAIRE. — Pour tout groupe d’Artin sphérique irréductible de
type ADE, la représentation de Krammer Ry identifie B a un sous-groupe
Zariski-dense de GLy (L),

5.2. Remarques sur d’autres sous-groupes

Ce théoreme de Zariski-densité implique, par des arguments généraux
que nous détaillons plus loin, la Zariski-densité de nombreux sous-groupes
de ces groupes : essentiellement des sous-groupes sous-normaux et les sous-
groupes d’indice fini. En plus de ceux-ci, on peut également raffiner la dé-
monstration de ce théoreme afin d’obtenir la Zariski-densité d’autres sous-
groupes qui ne rentrent pas dans ce cadre. Nous donnons ici un exemple
en type A,_1. Rappelons que, en type A,_1, le groupe d’Artin pur est
engendré par les éléments

_ o2 1 -1
§ij = 01"+ 0i410;0,41 -0,
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pour 1 < i < j < n, et les sous-groupes FX = (¢5 | 1 <i < n) pour k> 1
sont des sous-groupes remarquables de B, qui ne sont sous-normaux que

sik=1.

PRrROPOSITION 5.1. — Soit W de type A,_1, et m & Q. Alors, pour
tout k > 1, le groupe R(F¥) est Zariski-dense dans GLy (K).

La démonstration est identique, sous la réserve de montrer que que I'ap-
plication gs — gl(V) pour § = {(1 n),...,(n — 1 n)} est surjective. La
démonstration de ce dernier fait est similaire & celle de la proposition 3.9.
L’hypothese non vérifiée est que S N &,,—1 est vide. Pour résoudre ce pro-
bleme, on remarque que l'image de gs est conjuguée a 'image de gs avec
S={1n-1),....,(n—2n—-1),(n—1n)} par 'image de la transposi-
tion (n—1 n). On montre alors que l'image de gs/ est gl(V') par le méme
argument puisque &’ N &,,_; engendre &,,_1 et il en est donc de méme de
I'image de gs.

5.3. Unitarité

Nous discutons ici du lien entre l'unitarité infinitésimale de p et 1’éven-
tuelle unitarisabilité de R. Soit k un corps de caractéristique 0 et sup-
posons g, B et p définies sur k. Les algebres g et B sont naturellement
graduées, par degt; = 1 pour tout s € R, et deg(w) = 0si w € W. On
note B et g les complétions de B et g par rapport & cette graduation. On
a exp§ C B. Pour déduire de p une représentation de B sur K = k((h)),
il suffit d’avoir un morphisme ®:B — B. En effet, notant p la repré-
sentation de B dans End(V},) définie par p(w) = p(w) pour w € W et
B(ts) = hp(ts), ®(p) = po® définit une représentation de B dans GL(V},).
Un tel morphisme est donné pour k = C par monodromie, et permet d’ob-
tenir la représentation de Krammer R.

Supposons que 1’on ait un morphisme & : B — B satisfaisant la condition

(5.1) 39,,...,®, cexpl, @(oy) = Bis; exp(ts,)D; L.

Alors la représentation (f(p) correspondante de B prend ses valeurs dans
le groupe unitaire formel U%, (K) correspondant a l’automorphisme invo-
lutif € : f(h) — f(—h) de K et & la forme ( | ). Si k C R, on a montré
dans [26] que, aprés torsion des coefficients de la représentation par un au-
tomorphisme convenable de K de maniére a faire converger les coefficients
pour h € iR suffisamment proche de 0, on pouvait en déduire des repré-
sentations unitaires R de B, pourvu que ( | ) soit définie positive. On a
montré ici que tel était le cas pour m > #R — ¢(W).
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L’existence de tels morphismes satisfaisant (5.1) est établie si B est
« fiber-type » au sens de Falk et Randell, c’est-a-dire si W est de type A,
B, ou diédral. C’est en effet une conséquence des travaux de Drinfeld [16]
en type A,, Enriquez [17] en type B,, et de [30] pour les groupes diédraux.
Malheureusement ce résultat reste pour 'instant a I’état de conjecture en
types D,, et Eg, F7, Eg.

En type A,, cela nous permet en tous cas de retrouver abstraitement un
résultat de R. Budney, qu’il démontre dans [8] en construisant une forme
quadratique explicite.

PROPOSITION 5.2. — La représentation de Krammer en type A,,_1 est
unitarisable pour |q| = 1 proche de 1 et m > #R — ¢(W) = 2n — 3.

Démonstration. — Utilisons les notations de [26]. Soient ® € Assoc;(Q)
un associateur rationnel et @ le morphisme de Drinfeld associé. On dé-
montre facilement que ®(p) se factorise par BMW (A,,) : cette représenta-
tion irréductible se factorise par ’algebre de Birman-Wenzl-Murakami soit
pour les mémes raisons que la représentation R, soit en utilisant les argu-
ments de [28], prop. 4; 'identification avec la représentation de Krammer
découle alors du fait que ®(p)(8,) = exp(2hp(Yy.)), avec

2
Yr:t1r+"’+tr—1,r7 §r:0r—1"'02010—2~~~o—r—17

et que le spectre de 'action des ¢, permet d’identifier la représentation
irréductible de l'algébre de Birman-Wenzl-Murakami considérée (cf. [28],
section 9). Apres torsion de la représentation par un automorphisme adé-
quat du corps des coefficients et spécialisation en h € iR suffisamment
proche de 0 on en déduit des représentations unitaires Ry, (cf. [26], app. A).
Pour des valeurs génériques de h, ces représentations sont bien isomorphes
aux représentations de Krammer au moins si ’on a pris soin de choisir
I'automorphisme de telle facon que l'image des générateurs d’Artin soit
suffisamment proche, modulo A, de leur image dans la représentation ori-
ginelle. ]

6. Applications aux groupes d’Artin-Tits
6.1. Zariski-densité : preuve du théoréme 4
Le but de cette section est de démontrer le théoreme 4, a savoir que tout

groupe d’Artin-Tits sphérique et irréductible se plonge de fagon Zariski-
dense dans un groupe linéaire GLy (K). On peut prendre pour k un corps
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de caractéristique 0 quelconque et K = K. Pour simplifier I’exposé, on
supposera k = C. D’apres le théoreme B, c’est le cas lorsque W est de
type ADE. Lorsque B est de type B,, il se plonge dans un groupe de
type A, . En effet, si on note oy, ..., 0, les générateurs d’Artin naturels
d’'un groupe G de type A,, il est classique (voir par exemple [13, §5])
que le sous-groupe H engendré par o7,09,...,0, est de type B,, et est
d’indice n + 1 dans G. De plus, il contient le sous-groupe C! de G. On
en déduit que, notant R:G — GLy(K) la représentation construite en
type An, R(H) est également Zariski-dense dans GLy (K), donc le résultat
est vrai en type B,,.

Pour traiter les groupes de type Iz(m) nous allons utiliser la représen-
tation de Burau. Rappelons que, pour tout groupe de Coxeter W, la re-
présentation de Burau réduite est une déformation de la représentation de
réflexion de W. Plus précisément, il ’agit de la représentation (irréductible)
de I'algebre de Hecke de W qui correspond a la représentation de réflexion
de W. On définit ici I’algebre de Hecke de W comme le quotient de I’algebre
de groupe KB par 'idéal engendré par les éléments (o0 — q)(c + ¢~ 1), ot
q = e" et o parcourt les générateurs d’Artin de B.

Sipo : W — GL,(C) est la représentation de réflexion de W, alors il
existe une représentation équivariante p : g — gl,,(C) définie par p(ts) = po(s)
pour tout s € R, et il est classique que la monodromie Ry, : B — GLy(K)
d’une telle représentaton est isomorphe a la représentation de Burau réduite
de B. Définissons Ry : B — GLy (K) par Ebur(a) = qRpur(0) si o est un
générateur d’Artin. Alors Ebur est la monodromie de p: ts — Id + po(s).

Revenant au cas des groupes de type Io(m) pour m > 2, il a été démon-
tré par G. Lehrer et N.Xi que Rpu était fidele (cf. [22], prop. 4.1). Pour
conclure comme précédemment a la Zariski-densité de Ebur(B) et de ses
sous-groupes Ebur(C{fy), il suffit de vérifier que, si une présentation de W
est donnée par (s,t | s =2 =1,(st)™ = 1), alors les matrices

7= (5 5) 70=(55)

21 engendrent 1'algebre de Lie gl,(C), ce qui se vérifie

avec ¢ = 2cos(

immédiatement.
Il reste a démontrer ce résultat pour les groupes exceptionnels de type

Fy, H3 et Hy. Nous numérotons les générateurs d’Artin o; de ces groupes

exceptionnels comme suit :

5 5
F,i:1—2=3—4 H;:1—2—3 Hy: 1—2—3—4
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Ces trois groupes admettent des plongements naturels dans des groupes
de type ADE, plus précisément dans les groupes suivants

Eg:1—3—4—5—6

Eg:1—3—4—5—6—7—38
\
2

et les plongements des premiers dans les seconds sont définis comme suit

«Fy — Eg»|« Hy — Dg»|« H — FEg»
g1 = 092 g1 — 0401 01 > 09205
g9 = 04 09 > 0503 09 > 040¢
g3 = 0305 03 F— 002 g3 + 0307
(o} = 010¢ o4 — 0108

Ces plongements font partie des « homomorphismes de pliage » définis par
J. Crisp [13]. Ils sont injectifs, et préservent I’élément de Garside A. Cet élé-
ment de B engendre le centre en types Fy, Hs, Hy, Dg, 7, Es. En type Fg
en revanche, le centre est engendré par A2, Cela implique que la représen-
tation de Krammer restreinte Rk o ¢ n’est pas absolument irréductible en
type Fy, et en particulier ne peut étre d’image Zariski-dense. Plus précisé-
ment, Paction de I’élément de Garside du groupe d’Artin de type Fy décom-
pose la représentation de Krammer de type Eg, de dimension 36, en somme
de deux composantes, respectivement de dimension 24 et 12 (on note que le
groupe de Coxeter de type Fy admet 24 réflexions). F. Digne [15] a montré
que 'action de Fj sur cette composante de dimension 24 était fidele. Cela
signifie que la représentation correspondante Rx/ : B — GLoy(K) pour B
de type Fy est injectif. Pour B de type Hs ou Hy, on notera Rg: = Rk o ¢.

Il reste & vérifier que les log R/ (0?) engendrent gl (K), pour o par-
courant les générateurs d’Artin de B, quand B est de type Fy, Hs3, Hy,
et N = 24,30,120, respectivement. Pour ce faire, il suffit de vérifier que
les u(0) = (h~!log Rk:(0?)) mod h engendrent gly(k), c’est-a-dire qu’ils
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engendrent une algebre de Lie de dimension N2, au moins pour une cer-
taine valeur de m. On obtient des modéles matriciels(?) & coefficients entiers
& partir de [15], donc on peut supposer u(c) € gly(Z). Le calcul sur ces
matrices a coefficients entiers a été fait informatiquement, & l’aide d’un
programme en langage C et en réduisant modulo 19 pour augmenter la
vitesse d’exécution et réduire la taille mémoire nécessaire. En choisissant
par exemple les valeurs m = 5 pour les types Hs et Fy, m = 7 pour les
types Hs et Hy, on obtient que ’algebre de Lie engendrée par les ma-
trices u(o) € gly(F19) est gly(Fio), donc Palgebre de Lie engendrée par
les u(o) est de dimension N? sur Q donc sur k pour au moins une valeur
de m. Ceci conclut la démonstration du théoreme 4.

6.2. Application aux décompositions en produit direct

Nous appliquons ici le résultat de Zariski-densité de la représentation de
Krammer (généralisée) au probleme de la décomposition en produit direct
des groupes d’Artin et de ses sous-groupes remarquables. Ces résultats
peuvent également se déduire de la section suivante. Nous en donnons ici
une preuve directe de nature différente. Le lemme clé est le suivant.

LEMME 6.1. — Soit G un groupe, et V une représentation semi-simple
fidéle de G sur un corps K algébriquement clos de caractéristique 0 telle que
V ® V ait au plus trois composantes irréductibles. Si G est produit direct
G1 X Gy de deux de ses sous-groupes, alors G1 C Z(G) ou Gy C Z(QG).

Démonstration. — Notons tout d’abord que V est nécessairement irré-
ductible, car sinon V' ® V aurait au moins quatre composants. Suppo-
sons G ~ Gy X G3. Comme V est irréductible, V ~ V; ® V5, avec V; une

(2) Dans [15], il convient de corriger les deux données suivantes. Page 56, si 'on note oy;
la racine simple correspondant a s;, notamment as < ag, ’ordre choisi pour les racines
positives xaq +yas + zas +tay n’est pas celui indiqué. La liste ordonnée des quadruplets
[, 9, 2,t] est au contraire
[1707070}7 [070707 1]’ [07 17070]7 [0707 170]7 [17 17070]7 [070’ ]‘71}7 [0717 170]7 []‘7 17 170]7
[0,1,1,1], [0,2,1,0], [1,1,1,1], [1,2,1,0], [0,2,1,1], [1,2,1,1], [2,2,1,0], [0,2,2,1],
(1,2,2,1}, 2,2,1,1], [1,3,2,1], [2,2,2,1], [2,3,2,1], [2,4,2,1], [2,4,3,1], [2,4,3,2].
D’autre part, les formules décrivant la représentation en type D, sont incompletes. Dans
la description de I'image de p(s)(er), page 52, il faut corriger le quatriéme cas en
—1)2 (gt —
gesrs + (1= q)er + =D sia 4 5ed, nla+8)=i>1, n(B)=i-1,
gesrs + (1 —q)er sia+B€® nla+p)=i>1, n(B)#i—1.
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représentation irréductible de G;. Comme V est fidele, il en est de méme
des V;. Or

VeV~WVel)e (Vo)
> (Vi) e (V2o V)
~ (S?V1 @& A?*V)) ® (S*V @ A%Vs)
~ (S%V; ® S?Va) @ (S?Vh @ A?Vh) @ (A?V) @ S?Vh) @ (A2V) @ AVh).

Donc, comme les dimensions des V; sont au moins 1, on en déduit A2V, = 0
ou A2V, =0, donc Vs ou V; est de dimension 1. Comme les V; sont fideles,
on en déduit que G ou G5 est commutatif, d’ou la conclusion. O

On en déduit :

PROPOSITION 6.2. — Soient K un corps de caractéristique 0 et
R : G — GLx(K) une représentation fidéle de G telle que R(QG) soit Zariski-
dense dans GLy(K). Si T' est un sous-groupe d’indice fini de G et
I' ~T'y x I'y, alors I'y ou I'y est commutatif.

Démonstration. — Soit V = K. On peut supposer que K est clos parce
que R(G) est également Zariski-dense dans GLx(K), K désignant la clo-
ture algébrique de K. Puisque l'adhérence de Zariski R(G) de R(G) est
irréductible en tant que variété algébrique, que I' est d’indice fini dans G
et que R est fidele, on a R(I') = R(G) = GLy(K). Ainsi, V et les deux
composantes S2V et A2V de V ® V sont irréductibles sous I’action de T.
D’apres le lemme précédent on en déduit la conclusion. O

Le théoréme 5b est alors une conséquence immédiate du théoreme 4 et
de la proposition précédente (voir également [12] pour une autre preuve de
cette impliquation). En fait, la méme démonstration permet de montrer un
résultat beaucoup plus fort, puisque de nombreux sous-groupes de B sont
Zariski-denses dans un groupe linéaire. Comme cette propriété de non-
décomposabilité est une conséquence de la propriété (L) du théoréme 6,
établie ci-dessous, nous nous contenterons de préciser les sous-groupes pour
lesquels nous avons démontré cette derniere propriété.

6.3. Groupes fortement linéaires

Si K est un corps (commutatif) et G un sous-groupe de GLy(K), on
désigne par G son adhérence dans GLx(K) pour la topologie de Zariski.
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C’est un sous-groupe algébrique de GLy (K). Rappelons que Z(SLy (K)) =
un(K) est un groupe fini et que tout sous-groupe (algébrique) distin-
gué propre de SLy(K) est inclus dans son centre. Suivant les conventions
usuelles en théorie des groupes, H < G (resp. H < G) signifie que H est
un sous-groupe (resp. un sous-groupe normal) de G et, pour Hy, Hs < G,
la notation (Hy, Hy) désigne le sous-groupe de G engendré par les com-
mutateurs (z,y) = zyz~ty~! pour x € Hy,y € Hs. Lorsque Hy, Hy < G,
ona HiNHyD (Hl,HQ).

DEFINITION 6.3. — On dit qu’un groupe sans torsion G est fortement
linéaire en dimension N sur un corps (commutatif) K s’il existe un mor-
phisme injectif 1 : G — GLy(K) tel que t(G) D SLy(K).

S’il existe N et K tels que cette situation se présente, on dira également
que G est fortement linéaire, sans préciser N et K. Un groupe fortement
linéaire est évidemment linéaire au sens habituel.

Remarquons que, puisque G est supposé sans torsion, tous ses sous-
groupes le sont également. En particulier, identifiant un tel G a son image
dans GLy (K), pour B < G la propriété B < Z(SLy(K)) équivaut a B = {e}.
De plus, si G # {e} alors G est infini, donc K est nécessairement un corps
infini.

Si un tel G est non abélien on a N > 2 et, inversement, si G était
abélien son action sur KV ne pourrait étre irréductible pour N > 2, ce qui
contredirait +(G) D SLy(K). Ainsi, pour un tel groupe, G abélien équivaut
aN=1.

Rappelons les deux faits élémentaires suivants concernant la topologie
de Zariski.

1) si K C L est une extension de corps, alors pour tout N > 1 la
topologie de Zariski de K™V est induite par celle de L ;

2) si de plus K est infini, alors KV est Zariski-dense dans L.

En conséquence de 1), la topologie de Zariski de GLy (K) est induite par
celle de GLy (L). De plus, en tant que variété algébrique sur K, SLy (K) est
K-rationnelle, c’est-a-dire qu’elle admet un ouvert isomorphe a un ouvert
de Despace affine. Une conséquence de 2) est donc que, si K est infini,
alors SLy (K) est dense dans SLy (L).

Supposons que l'on ait un plongement tx : G — GLy(K), le groupe G
étant toujours supposé sans torsion, donc en particulier K est un corps
infini, et soit L un surcorps de K. On note ¢f, : G — GLy /(L) le morphisme
induit.

LEMME 6.4. — tx(G) D SLy(K) si et seulement si t,(G) D SLy(L).
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Démonstration. — On peut supposer G < GLy(K) < GLy(L). On note
pour les distinguer G 'adhérence de G dans GLy (K) et G son adhérence
dans GLy(L). On a G = G N GLy(K) parce la topologie de Zariski de
GLy (K) est induite de celle de GLy(L). Alors G O SLy (L) implique

G =GNGLy(K) D SLy(L) N GLy(K) = SLy (K)

~

et réciproquement G O SLy (K) implique

o —

5 SLy(K) = SLy(L).

QD

é:
0

En conséquence on pourra toujours supposer K algébriquement clos.
De plus, sous ces hypotheses :

1) G agit de fagon absolument irréductible sur K" ;
2) Z(G) Cc K* et (G,G)NZ(GQ) = {e}.

On rappelle d’autre part le résultat classique suivant. L’idée de 'appli-
quer dans ce cadre est empruntée a [12].

PROPOSITION 6.5 (cf. [3, 2.4]). — Soit T' un groupe algébrique défini
sur un corps K, et My, My deux sous-groupes de I'(K) non nécessairement
fermés tels que M, normalise My. Alors M normalise M5 et

(My, My) = (M1, Ms).
En particulier, un groupe fortement linéaire non abélien n’est jamais nil-
potent. En effet, notant (C"G),>0 la suite centrale descendante du groupe G,
une récurrence immédiate montre

COROLLAIRE. — Si G est fortement linéaire en dimension N sur K, il
en est de méme de C"G pour tout r > 0.

De nombreux sous-groupes des groupes fortement linéaires le sont égale-
ment.

PROPOSITION 6.6. — Soit G un sous-groupe sans torsion de GLy (K) tel
que G D SLy(K). Pour tout B < G tel que B ¢ Z(G) on a B D SLy(K).

Démonstration. — D’apres le lemme 6.4 on peut supposer que K est
algébriquement clos. Comme G normalise B, d’apres la proposition 6.5 on
sait que G O SLy(K) normalise B, donc B N SLy(K) est un sous-groupe
normal de SLy (K), algébrique sur K. Il suffit de montrer que

H =BnNSLy(K) ¢ un(K).
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Or (G,B) < B < B car B < G, de plus
(G,B) < (GLN(K),GLN(K)) < SLy(K)

et enfin (G, B) # {e} d’aprés ’hypothése B ¢ Z(G). Ainsi H contient le
groupe sans torsion (G, B) # {e} donc H ¢ pn(K), ce qui conclut. O

PROPOSITION 6.7. — Soit G un sous-groupe infini de GLy (K) tel que
G D SLy(K). Pour tout B < G d’indice fini on a B D SLy(K).

Démonstration. — On suppose encore K algébriquement clos. Soient
g1,---,9r € G tels que G = g¢BU...Ug,.B. Alors G = ¢¢BU...Ug,.B
et SLy(K) C G implique que SLy(K) est la réunion des g; B N SLy (K).
Puisque K est algébriquement clos, c’est également vrai en tant que K-
variété algébrique, donc il existe i € [1,7] tel que ¢;B O SLx(K) par
irréductibilité de SLy comme variété algébrique. En particulier e € ¢; B
donc g; € B et g;B = B D SLy(K). |

On rappelle qu'un sous-groupe B d’un groupe G est dit sous-normal s’il
existe une famille By, ... B, de sous-groupes de G tels que

B=B,<B, 1< <B1<By=G
et que, pour tout ¢ € [0,n — 1], on ait B;11 < B;.
THEOREME C. — Soit G un groupe sans torsion fortement linéaire (en

dimension N sur K) et B un sous-groupe sous-normal de G non inclus dans
le centre de G. Alors

1) B est fortement linéaire (en dimension N sur K) ainsi que ses sous-
groupes d’indice fini;

2) Z(B)=Z(G)N B;

3) siA<Get A¢g Z(G), alors ANB ¢ Z(G).

Démonstration. — On suppose G < GLy(K) avec K algébriquement
clos, et G D SLy(K). Si G est abélien le résultat est évident donc on peut
supposer N > 2. D’apres le lemme de Schur on a Z(G) € K*. Soit B un
sous-groupe sous-normal de G tel que B ¢ Z(G). On a donc B = B,, <
B,_1 <+ < By <By=Gavec Bi11 < B;, et B¢ Z(G). On démontrera,
par récurrence sur n, les assertions 2), 3) et 1’), avec

1"y B D SLy(K).

On a 1’) = 1) d’apres la proposition 6.7.

Pour n = 0 ¢’est immédiat. Supposons alors B = B,, < G satisfaisant 1),
2) et 3), et soit B’ < B tel que B’ ¢ Z(G). On a Z(B) = Z(G) N B donc,
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puisque B’ C B, on a B’ ¢ Z(B). On déduit alors de B D SLy(K) que
B’ > SLy(K) d’apres la proposition 6.6. Ainsi 1) est démontré. D’autre
part 2) découle de ce qu'alors Z(B') € K* et Z(G) = GN K*, donc
Z(G)NB'=GNK*NB'=K*NB' =Z(B).

Soient maintenant A <1 G tel que A ¢ Z(G) et A’ = ANDB. Par hypothese
de récurrence on a A’ ¢ Z(G) donc A’ ¢ K* et en particulier A’ ¢ Z(B).
Comme A’ <1 B on peut appliquer la proposition 6.6, donc A’ D SLy (K).
De plus G donc B et B’ normalisent A’ d’ot1, d’apres la proposition 6.5,

(A", By = (A", B') > (SLy(K),SLy(K)) = SLy (K).

On en déduit (A",B’) ¢ K* donc A’ N B ¢ K* puisque A", B’ < B.
Or Z(G) c K* donc A’ N B’ ¢ Z(@G). On conclut par récurrence. O

COROLLAIRE 1. — Si G est un groupe fortement linéaire contenant deux
sous-groupes A, B tels que G ~ Ax B, alors A C Z(G) ou B C Z(G). Il en
est de méme de ses sous-groupes sous-normaux et d’indice fini.

Démonstration. — Par 'absurde, si B ¢ Z(G) et A ¢ Z(G) on peut ap-
pliquer le théoréme puisque A << G et B <t G. On en déduit AN B ¢ Z(G),
ce qui est absurde puisque AN B = {e}. a

Notons Fit(G) le sous-groupe de Fitting de G, ¢’est-a-dire le sous-groupe
engendré par les sous-groupes normaux nilpotents de G.

COROLLAIRE 2. — Si G est un groupe fortement linéaire, alors
Fit(G) = Z(G).

Démonstration. — En effet, Z(G) < Fit(G) et, si N < G est nilpotent,
alors N ne peut étre fortement linéaire d’apres le corollaire de la proposi-
tion 6.5, donc N C Z(G) et Fit(G) = Z(G). O

Notons ®(G) le sous-groupe de Frattini de G, intersection de ses sous-
groupes maximaux.

COROLLAIRE 3. — Si G est un groupe fortement linéaire qui est finiment
engendré, alors ®(G) C Z(G).

Démonstration. — Le cas ou G est abélien est évident, donc on peut
Pexclure. Comme G est linéaire et finiment engendré, ®(G) est nilpotent
d’apres le théoreme de Platonov [38]. Comme ®(G) < G on en déduit
®(G) C Z(Q), car sinon ®(G) serait fortement linéaire en dimension N > 2,
contredisant sa nilpotence. 0

On en déduit enfin la preuve du théoreme 7.
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COROLLAIRE 4. — Soit () un sous-groupe sous-normal d’un groupe
d’Artin-Tits sphérique irréductible B. Alors Fit(Q) = Z(Q) et, si Q est
finiment engendré, alors ®(Q) = {e}. En particulier, ®(B) = {e}.

Démonstration. — Le fait que Fit(Q) = Z(Q) découle du corollaire 2.
Supposons @ finiment engendré. D’apres le corollaire 3 on a

(Q) ¢ Z(Q) c Z(B).

Soit ¢ : B — Z le morphisme longueur associé aux générateurs d’Artin,
et £ : Q — Z sa restriction & Q. Si £(Q) = {0}, alors ®(Q) C Ker/
d’ou (Q) = {e} car Z(B) est engendré par un élément de longueur non
nulle. Sinon E(Q) = mZ avec m € N*. Or, pour tout nombre premier p
ne divisant pas m, le sous-groupe Z’l(me) est maximal dans @} donc
®(Q) c ~'(pmZ). Comme mZ est monogene {~'(pmZ) est maximal
dans @ donc ®(Q) C Ker/ et on conclut comme précédemment. O

7. Etude du type A,
7.1. Généralités

Dans le cas ou W ~ &,, est de type A,_1, on choisit pour Wcw
un parabolique naturel de type A,,_s, isomorphe & &,,_1. On note 7,, = g
et 7,1 = g lalgebre de Lie associée & W.

La représentation V,, = V de 7,, a pour dimension n(n — 1)/2. Notons
v;; et t;; respectivement le vecteur de base et le générateur correspondant
a la transposition (i 7). L’action est alors décrite par les formules

tij - Vjk = Vik — Vij, lij - Ve = ke,  tij - Vij = Mg

ou 4, j, k, ¢ correspondent & des indices distincts. On note T,, = > t;;, qui
agit par m + ¢(W) sur V,,, et on plonge de fagon naturelle 7,,_; dans 7,,.

7.2. Restriction a 7,,_;

Le 7,,_1-module V,, admet pour sous-espace stable le sous-espace engen-
dré par les v;; pour ¢, j < n. En tant que 7,,_;-module, il est naturellement
isomorphe a V,,_1.
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Notons T" =T, _1, et, pour 1 <k <n—1,

/ -~
U, = § Vik, U= Vij,

i#k 3,j<n—1
i<n—1
0 / 0 0
Wy, = Vgp + —————V w:Ew-.
kn n m_n+4 k> - ) in
1N —

On introduit alors les sous-espaces :
anl = <vij | 1<2,]<n—1>,

Un—1=(wp, —wp iy, [1<k<n—2),

Sn-1 = <w0 + (m— TL—S(ZLTS(;zlz 2n—|—5)qj>

de dimensions respectives #ﬁ, n—2et 1.

Chacun de ces sous-espaces est stable pour ’action de 7,,_1, et on a
VVL =Vh1® Un—l ® Sn—l-

Une base commode de U,,_1 @ S,,_1 est donnée par les vecteurs

2
(m—n+4)(m—-2n+5

1 _ .0 -
wkn_wkn+ )U

pour 1 < k < n — 1. Dans cette base, on a t;; - wi, = w}, sik & {i,j},
tik Wi, = wi,. On en déduit que U,,_1 &S, _; s’identifie & la représentation
de Burau (non réduite) infinitésimale de [28], [29].

7.3. Forme quadratique

On suppose n > 3. On a (v;; | vi;) =m — 1,

(Uij | Ujk) =—1si #{l7]7k} = 3? (vij | ’Uk,@) =0si #{Zaj7k7€} =4.
Soient 1 < 4,5,k <n—1leti#j. Ona

o m=n+2 sike{ij}, - [ =1 sike{ij},
(v '”k)_{Q kg (g I =0 sikg ()
et (v;; | ) =m —2n+ 5. On en déduit

-2 0 —(n—1)(n-2)

monra (el 0= =0

0 ) —
(Wi | vi5) m—nitd
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(0| ©) = (m —2n+5)3(n —1)(n — 2) et en particulier que le sous-espace
Vin—1 est orthogonal & U,,_1 @ S,,_1. D’autre part, si 1 <k <n—1,

(Vkn [vem) — (ven | 0f) (v | vp)
k=1¢ m—1 2—n (n—2)(m—n+2)
k#1 -1 -1 m—3n+38

On en déduit (w},, |w},) =asi k=1, 3sik#L, avec

ai(m2+(5—2n)m—2)(m—n+3) ﬂi—(m—2n+7)(m—n+3).
N (m—2n45)(m—n+4) T T m =20+ 5)(m—n+4)

Ainsi la forme quadratique @,, sur V,, est somme directe de @),,_1 et d’une
forme quadratique d,_1, que 'on peut définir pour m & {n —4,2n — 5}, de
discriminant (a — 3)"2(a + (n — 2)f) soit

(m+1)""2(m —n+3)""L(m —2n + 3)
(m—n+4)""2(m —2n+5)

Comme Q,, = Qn_1PI,_1, et que ()5 est la forme quadratique sur la droite
engendrée par vo de discriminant m — 1, on en déduit par une récurrence
facile

PROPOSITION 7.1. — Pour W de type A,,_1 avecn > 3, le discriminant
de la forme quadratique ( | ) est

(m—+1)2""=3) (m — n 4+ 3)" L(m — 2n + 3)
et cette forme quadratique est définie positive si et seulement sim > 2n—3.

La condition de définie positivité provient de la remarque générale sur (| )
lors de sa définition (section 3.2).

8. Etude du type D,
8.1. Généralités

On suppose n > 4, et que W est de type D,,. Notons (i j) et (ij) les
réflexions respectivement définies par

(07) t (B1see ey Ziy oo Zye sy Zn) > (21, Zjsee oy Ziy e ooy Zn)s

(03) © (B, oy Ziy oo Zgy ey Zn) = (21, oy =2y ooy —Ziy ooy Zn)s
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vi; et v”, tij, tgj les vecteurs de base et les générateurs correspondant
respectivement & (i j) et (¢ j)’. L’action est alors décrite par les formules

Lij - Vke = Uge tij - Vke = Uke

tij - Vjk = Vik — Vij tij * Uik = Vi — Ui

tij . vij = mvij t;j . Uij = vij

tij * Vkg = Upg tij * Vke = Vke

tij " Vi, = Vi — Vij th; Vi = Vik — Uy

tij ~v§j = vgj tij v = MUy

ou i, j, k, £ désignent des indices distincts On note V,, = V lespace vectoriel
”, et T,P = g engendrée par les tij, t -
On considere 7,7 ; € 7,P, correspondant au sous-groupe parabolique maxi-

sous-jacent engendré par les v;;, v

mal W engendré par les (i7), (1j) pour 1 <4, j<n—1,et V,_1 CV, la
représentation associée.

8.2. Restriction & 7,7 |

On définit, pour tout 1 <k <n—1,

Z ik + U, u= Z Ups + Vg, Wk = V), — Vkn
i<n—1 {r,s}C[1,n—1]
i#k
et gp = (4n —m —11)(2n — m — 9)(Vgn + vy,) — 2(4n — m — 11)uy, + 8u.
Alors
tij - Qe = t’J Qe = qr, tij Wk = Wk, o wE = wy,
tij g5 =t @ =q, tiy-w;=wi, t;-ow; = —w,
ou i, j, k sont distincts et compris entre 1 et n—1. Sim & {4n—11,2n—9},
on a une décomposition en somme directe de 7,2 ;-modules, irréductibles
pour m générique, V,, = V,,_1 @ UL | @ UA 1 ® Sp—1 avec

sous-espaces dim.
:<vij,vgj|1<i,j<nfl> #R
wi |[1<k<n-1) n—1

=
=gk —qr1 |1 <k<n—-2) | n—2
n1—<Q1+ 4 qn-1) 1

On remarque que ’espace UA 1 @ S est l'intersection des noyaux des
tij — t”, pour 1 <i,j < n — 1. D’autre part UP | est la représentation de
Burau infinitésimale de type D,,_1, et U , est la représentation de Burau
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infinitésimale de type A,_», étendue & 7,2 par le morphisme d’algebres
de Lie 7,2 | — 7,1 défini par t;;,

n— ij T tij.

8.3. Forme quadratique

La forme quadratique est définie par
(vij | vig) = (vi; [ viy) =m =1,
(vij | vke) = (vig | vie) = (vij | vge) =0, (vi5 | vj;) =0,
(vij [ vjr) = (vij [ V) = (vij | Vi) = =1 st #{i,j. b, (} = 4.

On constate facilement que (wy, | wi) = 2(m—1) et (w; | w;) = 0sid # j.
On en déduit que le discriminant de ( | ) sur UP_; est 2"~ }(m —1)"~!. La
restriction de (| ) sur U, @ S est donnée par (grlqr) = @, (¢ | q;) = B
sii # j, avec

a=—2(m—2n+9)(4n + 4nm — 12m — 3 — m?)
x(m—4n+11)(m —2n+7),
B=—-4(m—2n+9)(m —2n+T7)(m —4n + 15)(m — 4n + 11),
donc son discriminant est (o — 8)"~2(a + (n — 2)3), avec
a—B=2m+3)(m—2n+7)(m—2n+9)(m —4n + 11)
a+(n—2)8=2(m—4n+T7)(m —2n+7)(m — 4n + 11)(m — 2n + 9)2.

On en déduit comme pour le type A, par une récurrence facile, que

ProprosiTION 8.1. — En type D,, n > 3, le discriminant de la forme
quadratique ( | ) vaut

(m —4n + 7)(m — 1)2"= D (m + 3)37=3) (mq — 2 4 7)1

et elle est définie positive si et seulement si m > 4n — 7.
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