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EQUATIONS DE FOKKER-PLANCK GEOMETRIQUES
II : ESTIMATIONS HYPOELLIPTIQUES MAXIMALES

par Gilles LEBEAU

RESUME. — Nous donnons des résultats analytiques sur les propriétés de régu-
larité du laplacien hypoelliptique de Jean-Michel Bismut et plus généralement sur
les opérateurs P de type Fokker-Planck géométrique agissant sur le fibré cotangent
Y = T* X d’une variété riemannienne compacte X. En particulier, nous prouvons
un résultat d’hypoellipticité maximale pour P, et nous en déduisons des bornes sur
la localisation de ses valeurs spectrales.

ABSTRACT. — We study some analytic properties of the hypoelliptic Laplacian
of Jean-Michel Bismut, and more generally, of geometric Fokker-Planck operators
P acting on the cotangent bundle ¥ = T* X of a compact Riemannian manifold X.
In particular, we prove a maximal hypoelliptic estimate for P, and we get bounds
on the location of the spectrum of P.

1. Introduction et résultats

Soit (X, g) une variété riemannienne compacte, connexe de dimension n,
TX et T*X les fibrés tangent et cotangent a X. Nous noterons ¥ = T* X,
(z,p) les points de X, 7 la projection de ¥ sur X, g l'isomorphisme de
TX sur T*X défini par la métrique, (.|.) le produit scalaire sur TX ou
T*X et < .,. > la dualité entre T*X et TX . Si (z1,...,2,) est un
systeme de coordonnées locales défini sur un ouvert U de X, on notera
(@1, ...; Tn; P1, oo, Pn) les coordonnées sur T* X |y telles que p; =< p, a%j >.
Pour u = Zuj% € T,X on a alors |u]? = (ulu) = Zg; j(z)u'n’ et le
carré de la longueur du covecteur p = ¥p;dz/ € TrX au point z est

Mots-clés : Laplacien hypoelliptique, equations de Fokker-Planck, estimations sous-
eliptiques.
Classification math. : 35H10, 35H20, 35P15, 58J05, 58J40.



1286 Gilles LEBEAU

Ip|*> = (plp) = Tg"’ (x)pip; o (¢°7) = g~'. Nous utiliserons les conven-
tions d’Einstein relatives aux sommes sur les indices répétés.

Soient A, le Laplacien en variable p associé a la métrique & coefficients
constants en p, g~ (x), O l'oscillateur harmonique vertical

82
dpiOp;’
et H|p2/2 le champ hamiltonien de la fonction Ip|?/2 sur la variété sym-
plectique ¥ = T*X. Soit A > 0 une constante fixée. On note P l'opérateur

1
Ap = gij(z) 0= 5(—Ap + [p|* — n)

différentiel sur X défini par
(1.1) P:ﬁO—H|p|2/2.

A normalisation pres, P est le Laplacien hypoelliptique de J.-M. Bismut
agissant sur les fonctions.

Soit dxdp la forme volume canonique sur T*X et L? 'espace de Hilbert
des fonctions de carré intégrable sur T*X. Pour u,v € L%, on notera
(u,v) = [y uDdzdp leur produit scalaire. L’opérateur O est formelle-
ment autoadjoint sur L?; opérateur H Ip|2/2 est formellement antiadjoint
sur L2.

On considére P comme opérateur non borné sur L? avec domaine
D(P) = {u € L* P(u) € L*}.

Soit S 'espace de Schwartz des fonctions f(x,p) € C*°(X2) & décroissance
rapide en p avec toutes leurs derivées (par rapport aux champs de vecteurs
ei, ¢/ introduit ci-aprés) et S’ I'espace des distributions tempérées en p
sur X. Dans [3] et [9], il est en particulier démontré que S est dense dans
D(P), que P est & résolvante compacte sur L? et que I'adjoint P* de P est
le conjugué de P par la symétrie (z,p) — (x,—p) de T*X i.e

pPr = hO—I—H‘p‘Z/Q.

Le spectre o(P) de P est invariant par conjugaison complexe, et les sous
espaces caractéristiques Fy de P associés a la valeur propre A sont inclus
dans S. De plus, on a

o(P) Cc {) € C, Re(X) >0}
(1.2) if€o(P)=F=0pour §€R
KerP = Ey = CeIPI*/2,

En effet, pour u € Ker(P — \), on a 0 = Re((P — Mulu) = A(Qulu) —
Re(\)||u||? donc o(P) € {\ € C, Re(\) = 0}, et si (P —iB)u = 0, avec
B € R, on obtient d’abord u(z,p) = UL(sc)e“p‘Z/2 € KerQ, et le champ
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H)p2/2 envoyant KerO dans son orthogonal L?, (Hip2/2 +iB)u = 0 im-
plique alors # = 0. Le noyau de P est ’espace de dimension 1 engendré par
la fonction e~P*/2 puisque Pu = 0 implique u(z,p) = a(z)e~PI*/2, puis
Hypp2/2(a(x)) = 0 implique a(z) = Cte. Comme P*(e~IPI’/2) = 0, I'équa-
tion Pu = e~1PI°/2 n’a pas de solution, donc KerP = Ej.

Dans cet article, nous prouvons le résultat de régularité maximale sui-
vant. (On notera que 'analogie formelle avec la terminologie d’estimation
maximale de [5] n’est pas compléte, notamment & cause des problémes
d’homogénéité.)

THEOREME 1.1. — On a
(1.3) D(P) = {u€ L*;O(u) € L?, Hyz/ou € L}.
Il existe une constante C' telle que pour tout u € D(P) on ait
(1.4) 10ul| 2 + | Hyppe 2l 2 < C(1|Pul|2 + [Jull).

Les résultats d’analyse de P contenus dans [3] et [9] sont d’abord ob-
tenus comme dans [4] et [6] en utilisant la preuve de Kohn du théoreme
d’hypoellipticité de Hormander. La méthode de Kohn ne donnant pas des
résultats optimaux, nous utilisons ici les techniques sous-elliptiques de [§],
chap. XXVII, adaptées a la géométrie particuliere des équations de Fokker-
Planck géométriques, pour obtenir une analyse directe meilleure de P. Dans
[3], les estimations sous-elliptiques ne sont utilisées que partiellement dans
la construction d’'une paramétrix de P dans I’étude de la limite A — oo, et
font intervenir une perte artificielle pour |p| grand. Il nous a donc semblé
utile d’écrire une preuve globale sur 7% X d’estimations maximales pour
P, en particulier pour obtenir des informations sur le spectre de P et la
croissance de sa résolvante dans le plan complexe. Ces estimations sont
énoncées dans le Théoreme (1.2). Pour énoncer ce résultat, nous rappelons
quelques notations utiles de géométrie riemannienne.

Soit TY le fibré tangent a ’espace cotangent ¥ = T*X. La connection
de Levi Civita sur T X définit une décomposition canonique de T%

(1.5) TS =TTy

ol 'espace tangent vertical TV Y est I'espace tangent & la fibration 7" X —
X, donc est engendré par les champs de vecteurs
0

ol =
8pj

TOME 57 (2007), FASCICULE 4



1288 Gilles LEBEAU

et oll I'espace horizontal THY. est engendré par les champs de vecteurs
0 0

P A rg, o
€ 3:17-+ p.iP Opg

7

ou les coefficients I'F ; sont les symboles de Christoffel

1 9.8 | 09 99i
T2 — Zg%H H, M >
Bi= 39 [ Ox; T Oxg axu]

de sorte que la connection de Levi-Civita V¢ sur TX est

0 0
LC k

\V4 — =Tk —_.
O?w((?a:j) “I Oxy,

Si u(z) = Su? (1:)% est une section du fibré tangent T X, alors < p,u >=
J

Yu/p; est une fonction sur ¥, et on a I'identité

LS u > .

oz,

ei(< p,u>)=<p,V

Les champs de vecteurs e; sont tangents aux sous-variétés |p|> = Cte, et le
champ hamiltonien de la fonction |p|?/2 sur la variété symplectique ¥ est
égal a

(16) H\p\2/2 = gi’jpjei € THE,

ce qu’on vérifie aisément par calcul en coordonnées locales. On munit 7%
de la métrique riemannienne telle que la décomposition (1.5) soit orthogo-
nale, les métriques sur 773, TVY étant les métriques canoniques définies
par les isomorphismes TEPE ~T.X et TX =Ty X.

Pour I'analyse de l'opérateur P, nous utilisons toujours les regles sui-
vantes pour évaluer le degré d’un opérateur dans un systeme de coordon-
nées locales

Oz, est d’ordre 1

1.7
7 pj, Op; sont d’ordre 1/2.

Cette regle est imposée par le fait que les constructions doivent étre inva-
riantes par changement de coordonnées locales y = ¢(x) sur X. Le chan-
gement de coordonnées induit sur ¥ est de la forme (y, q) = (p(x), A(z)p),
et les dérivées partielles se transforment sous la forme 0, = ¢'(x)0, +
A’ AN (2)qd,, 0, = 'A(z)d,. Si on souhaite que p et 9, aient le méme
poids, ce qui est naturel au vue de la présence de 1’oscillateur harmonique
dans (1.1), on observe que la convention de degré des opérateurs est né-
cessaire, 0, et pd, devant étre de méme degré. Par ailleurs, les propriétés
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spectrales de P confirment la pertinence de ce choix. Avec ces conventions
d’ordre, les champs horizontaux e; sont d’ordre 1, et on a

(1.8) O est autoadjoint sur L? et d’ordre 1

1.8
H\,2 /9 est d’ordre 3/2 et est anti-adjoint sur L? .

Soit A = —pu+ 18 € C,u,B € R un parametre spectral. On définit
dans la section 2 une chaine d’espaces de Sobolev H3 de fonctions sur X
par dualité et interpolation en posant Hg = L? et en choisissant comme
collection d’opérateurs de degré 1, avec < p >= /1 + |p|?

(1.9) <p>0,., €, <p>2 +|u\+ﬂ.

’ <p>
Ces espaces ont ét¢ introduits dans [9]. On remarquera que (1.9) attribue
a Re(A) = —p le degré 1 et a Im(A) = [ le degré 3/2, ce qui est naturel
d’apres (1.8). Les espaces vectoriels H3 sont indépendants du parametre
spectral A et on les notera par abus H* = H3. On note [|u||y s la norme
sur ‘H3 qui, elle, dépend de A.

Pour ég > 0,6, > 0, on note Us 'ouvert de C

(1.10) Us = {\ € C, Re(\) + o < 61|Im(N)]/?}
Le Théoreme 1.1 est conséquence du résultat plus précis suivant
THEOREME 1.2. — Il existe §; > 0 tel que

(1.11) o(P) C {\ € C, Re(\) = &;|Im(\)|"/?}.

Pour tout §y > 0, il existe 61 > 0 et pour tout s € R il existe Cs, tels que
pour tout A € Us, et tout u € S', (P — \u € H® implique u € H*+2/3,
Ou € H®, Hyp2/2u € H® et on a
(1.12)

1hOullx s + [(Hppe /2 + imNullns + (Re)| + [ImN)[/2)][ul s

+ullxs42/3 < Cs|[(P = X)(w)]]xs-

On obtient le Théoreme 1.1 comme conséquence du Théoreme 1.2 en
choisissant §yp = 1/2, A = —1, et s = 0 dans l'inégalité (1.12).
Le papier est organisé comme suit. Dans la section 2, nous prouvons le théo-
reme 1.2. Dans la section 3, nous vérifions que ’exposant 1/2 de la formule
(1.10) est (presque) optimal pour la validité des estimations de résolvante
(1.12). Enfin, dans la section 4, nous énoncons dans le théoreme 4.3 'ana-
logue du théoreme 1.2 pour les équations de Fokker-Planck géométriques,
qui sont associées a des opérateurs agissant sur des fibrés vectoriels sur X,
de partie principale de la forme (1.1).

TOME 57 (2007), FASCICULE 4



1290 Gilles LEBEAU

Nous remercions N. Lerner et F. Nier pour les discussions que nous avons
eues concernant I’hypoellipticité maximale du Laplacien hypoelliptique de
J.-M. Bismut.

2. Estimation maximale

Dans toute cette section on suppose i = 1 pour simplifier les notations.

2.1. Espaces de Sobolev

Dans cette section, on rappelle la construction de [9] de la chaine d’es-
paces de Sobolev H3.
On utilise une décomposition de Littlewood-Paley en variable radiale |p|
pour les fonctions sur . Soit rg €]1,2[ et ¢(r) € C§°(R) tel que ¢(r) =1
pour |r| < % et ¢(r) = 0 pour |r| = 1. Soit x(r) = ¢(r/2) — ¢(r); alors x
2]. Pour j € N, soit x;(r) = x(277r); on a

r)+ > xi(r)
=0

Comme < p>2> 1, pour u € 8’ on a ¢(< p >)u = 0 et la décomposition de
Littlewood-Paley de u € 8’ s’écrit

est & support dans [r ,

= 6;(u)

u
(2.1) =
§j(u) =x(277 < p>)u.

Pour j > 1 la distribution tempérée J;(u) est a support dans la couronne
(2.2) C; ={<p>€2/ry, 271!}
et do(u) est a support dans la boule {|p|> < 3}. On a Cj12NC; = ¢.

DEFINITION 2.1. — Pour u € §’, on définit U = &;U; par la formule
(2.3) U(a,q) = 8, (u)(z, 27q).

Pour tout j € N, on a U; € &', Uy est a support dans la boule B =
{lg|* < 3} et pour j > 1, les U; sont & support dans la couronne fixe
R ={lq|* € [x — ,4]}, On recalcule u & partir de U par la formule

0

(2.4) => Uj(x,27p
7=0

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Soit By = {|q|* < 5} de sorte que tous les U; sont & support dans By. Soit
Y la compactification projective de 7% X. On note y les points de Y, dy une
densité sur Y égale a dxdg sur By, et on munit ’espace compact Y d’une
métrique riemannienne qui coincide avec la métrique de T* X au voisinage
de By. Soit (.|.) le produit scalaire sur I'espace de Hilbert L2(Y). On note
Sy lespace des fonctions C'*° sur Y.

DEFINITION 2.2. — Soit Dy un opérateur autoadjoint elliptique positif
du second ordre sur Y. Pour j € N, soit A; 'opérateur agissant sur les
fonctions de y et dépendant du paramétre A = —pu + i3 € C

(2.5) Aj =29 + | +27%|6 + Dy) '/,
Pour s € R, et U(y) € Sy, on définit la norme sobolev |U|; s par
(2.6) = 22N |12y

On a introduit le facteur de normalisation 2/™/? de sorte que I'on a

Uj (2, q)]jx0 = 16;(w)(2,p)| L2 (2.p)-

Pour u(x,p) € S on définit la norme sobolev ||u||x s par

(2.7) lull3 s = ZIU

J1g A8

On note H3 le complété de S pour Ia norme ||.||x,s. Remarquons que |U|; x s
dépend du choix de I'opérateur Dy, mais |U|D%”j$)\’5 et |U|D$, j\,s Sont uni-
formément en j, A équivalent. En particulier, les espaces de Hilbert H3 sont
indépendants de Dy . Remarquons aussi que, en tant qu’espaces vectoriels,
les H3 sont indépendants de A, et que les normes ||ul|x s sont uniformément
équivalentes a s fixé, et pour A dans un compact fixe de C.

Remarque 2.3. — OnaHS =H =L?etue H) ssionau, Ve,u,<p>
Vpuet (< p>2 +|ul + <|§|> Ju € H. Remarquons aussi que les H3 sont

les espaces de Sobolev usuels pour p et |A| bornés, et que pour tout A fixé,
Vinjection de M3 dans H3 est compacte pour s' > s.

On note 7 €]0,1] le parametre relié & j par la relation 7 = 277. Nous
utiliserons les opérateurs pseudodifférentiels classiques avec poids A sur Y,
le parametre spectral A variant dans un sous ensemble V' de C. Un symbole
de degré d est une fonction a(y,n, 7, ), lisse en (y,n) € T*Y dépendant
des parametres 7, A, telle que pour tout «,7, il existe Cy 4 (indépendant
de 7, \) tel que pour tout (y,n) et tout 7 €]0,1], A € V on ait

_ d—|v|
10507 aly, n, 7, A)| < Cay (77 + ul> + 72(8]° + [n]?)

TOME 57 (2007), FASCICULE 4



1292 Gilles LEBEAU

On note S? I'espace des symboles de degré d. Un opérateur régularisant
sur Y est une famille d’opérateurs B(7, \) dépendant des parametres 7, A,
telle que pour tout s,t il existe Cs; indépendant de 7, A tel que

|B(Ta /\)U|b g Cs,t|U|t

Ul = [(7=* + [ul* + 728> + Dy)"2U | 12(v).

On associe & un symbole a en coordonnées locales un opérateur A(r,\) =
Op(a) par la formule usuelle

1 ) .
Aly: 10,7 V() = 20) " [ eMaly,nm. () d,

On note £ 1a classe associée d’opd (opérateur pseudodifférentiel) de degré
dsurY.Ona A € £4 ssi pour tout compact K de Y contenu dans un ouvert
de carte, toute fonction troncature 6(y) pres de K, il existe une troncature
6’ égale & 1 pres du support de 6, et a € S¢ tels que en coordonnées locales
on ait A(1,\)0 = 0’OP(a)f + B(r,\) avec B régularisant. Pour A € £4, on
note o(A) le symbole principal de A. Si A = Op(a), 0(A) est la classe de a
dans I'espace quotient S¢/S91.

Pour E, € 5d et By € gd' ona FEjEy € Eder/, O’(EdEd/) = O'(Ed)U(Ed/).
De plus, si Eq = Op(e), Eg = Op(€'), on a [Eq, Eg]—OP(3{e,e'}) € €972,
ot {e,e'} € S9! est le crochet de Poisson. Les opérateurs de £° sont
uniformément en 7, A bornés sur L?. On a de maniére évidente

A= (7 +|pf + 728> + Dy)?, 772 78 €&

et si A(y, dy) est un opérateur différentiel sur Y de degré d, a coefficients
indépendants de 7, \, alors A(y,d,) € £¢ puisque toutes les dérivées en 7
d’ordre |y| > d de son symbole sont identiquement nulles.

On notera Vs, I'ouvert de C

(2.8) Vi, = {Re(X) < —do}.

2.2. Estimation sous-elliptique

Nous supposons dans ce paragraphe que le parametre spectral \ vérifie
A= —p+1iB € Vs, avec §g > 0.
Soit P, 'opérateur déduit de P par le changement de variable

(z,p) — (z,q9 = 1p)
P-lU(z,q)] = P[U(z,mp)|(z,q/7).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On a
Pr=0; — 77 " Hyg2
(2.9)

1 _
0, = §[—7-2Aq + 7 2|q|2 —n].

Soit 6y (x, q, j) une fonction C'*° réelle, & support compact dans By, égale a
1 dans un voisinage de : la boule B si 7 = 0, la couronne R si j > 1, nulle
pres de ¢ = 0si j > 1, et indépendante de j > 1. Soit Ry ; = R I'opérateur
sur Y

R = 6y(P; — \)bp.

La décomposition de R en sa composante autoadjointe R’ et sa composante
antiadjointe R” est

R=R+R'
(2.10) R’ = 04[O, + u]6o
R" = —177'00[H,yp2 2 + iTS]00.
On a7 2,70, Hygz2e € EY, et pour Eg € £% on a [H g 22, Ed)|B, € £
De (2.9), (2.10), on déduit
[R',E4) € 7269V, + &7
(2.11) R Eg) € 71&
TR € &L
On notera C (resp. Cs) des constantes indépendantes de 7 €]0,1],A € V, s
(resp. 7 €]0,1], A € V). On note A 'opérateur autoadjoint positif

A= (" +|pf + 728> + Dy)'/?
et
Ule = [|A*U]|2, [U|=|Ulo.

Pour 7 = 277, B, désignera la boule B pour j = 0, et la couronne R pour
j=1

Observons que pour dg > 0, on a les estimations de continuité et de
coercivité suivantes

LEMME 2.4. — Soit d9 > 0 . Il existe C' indépendant de 7, \ € V5, tel
que pour tout U € Sy a support dans B, on ait

(RUIU)| < C(rVaUP + (772 + w)|U[*)

(2.12) , , ,
[TV U + (77 + w)|UFF < C(R'UU) < C|RU||UJ.

TOME 57 (2007), FASCICULE 4



1294 Gilles LEBEAU

Démonstration. — On a 0gU = U et
Re(RUIU) = (R'UU) = ((O- + p)U|U)

d’olt on déduit la premiere inégalité de (2.12) par intégration par parties.
En utilisant les propriétés spectrales de I'oscillateur harmonique, il existe
pour tout € > 0, une constante C; > 0 telle que

(05 +)UIU) > Ce(|rV,U 2 + 721U + |UJ?)

et on obtient la deuxieme inégalité de (2.12) en utilisant p > 3(u + do)
pour A € Vg, et le fait que pour 7 # 1, on a |g| = ¢o > 0 sur le support de
U. O

Le résultat suivant est le point clé pour la preuve du théoreme 1.2 d’es-
timation maximale pour 'opérateur P

THEOREME 2.5. — Soit 6y > 0. Il existe C indépendant de 7, \ € Vj,
tel que pour tout U € Sy a support dans B; et tout T €]0,1], A € V5., on
ait
(2.13)

(T2 + U+ VU + |72 20U+ |(r7 Higp2 j2 +iB)U| + [U23 < C|RU.

Démonstration. — D’apres (2.12), on a
-2
T+ w|U| < CIRU
(2.14) ( mIU| < C|RU
|V,U| < C|RU|.
Posons
L=A+ir"'B
(2.15) 2
A= —?Aq, —iB = H|q|2/2 + iTﬁ.

Alors d’apres (2.14), (2.13) sera une conséquence du fait qu'’il existe C' tel
que, pour tout U € Sy & support dans By et tout 7 €]0,1], A € V5,, on a

(216)  |AU| +|Ulass < C(LU|+ (% + w)[U] + [V, U]).

Afin de se ramener & un calcul pseudo-différentiel usuel, on considere 73
comme la variable duale de y2,11 € R, et on pose

@:M) = (¥, y2nt1;MM2nv1) € T*(Bo X R) m2pq1 = 708

Si f(y) est une fonction a support dans By, on 'identifie & la fonction J(f)
définie sur By x R

J(f)@) = fly)e™ v,

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On a d’apres (2.15)

0
J(—iBf) = (Hjq2/2 + mﬂ(f)
J(Dqf) = DgI(f).

On identifie les opérateurs & leurs transformés par J. On note Ag 'opérateur
autoadjoint positif sur ¥ x R

(2.17)

0
Ro=(1+ Dy — (o))

et ||v||s la norme sobolev usuelle sur Y x R
[lvlls = [[AGv]]>-

Soit O(yan+1) € C5°(R), égal & 1 pres de 0. Comme on a pour U € Sy &
support dans By

Ulays = N30 < C(I0T(U)||2y5 + (772 + w)**|U))

en utilisant (2.14), on obtient que (2.16) sera une conséquence du fait que
pour K compact de By X R, il existe C, tel que pour tout v € C°° a support
dans K et tout 7 €]0, 1] on ait, en notant ||v|| la norme L?,

(2.18) 14v]| +[vll2/3 < CUILVI + 77 [l + ([ Vqul]).

On remarquera que dans (2.18), le facteur 7 !||v|| & droite de I'inégalité
est plus précis que le facteur 7—2||v|| qui serait suffisant pour entrainer
(2.16). On notera P? I’espace des opérateurs pseudodifférentiels classiques
en (g, Dy) de degré d et on considérera 7 €]0, 1] comme un parametre auxi-
liaire. Le parametre p ne joue plus aucun role dans la suite de la preuve.

Comme pour Ey € PY, on a pres de K, [4, Eyl, [L, Eg] € m2P°V, +
7= 1PY il suffit de vérifier que pour tout pg = (7o, 7,) € T*K \ 0, il existe
Ey € PO elliptique en py et C > 0 indépendant de 7 €]0, 1], tels que pour
tout v € CF on ait

(2.19) |AEov]| + [|Eov]l2/3 < C(||LEov]| + 7~ H[vl + [[V]]).

En utilisant les formules
2
N, = 07 o H 2 = bJ i€q
q g,y(w)aqiaqj q2/2 = 9" gje
0 o 0

€; 63&1 + ﬁ,zqa 6(]5
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on obtient
0g;; 02 0? 0
Ny, €] = — N +Fa9i'77¢]7:
(2.20) Bl Oz 0g:idq; ’][5%3% aa%]
. 99ij | 18 3 0
_ 2% T TP g ) ——
( axl + z,lgﬂ7j+ ],lg:ﬂ)aqiaqj
et de
agi,‘
Fiﬁ,lgﬁ,j +F§,l9iﬁ = 8xlj
on déduit
(2.21) [Ag,e1] =0
donc
52 .
Ny, Bl =iy, H =lgur=——,9""qie;] = 2i—e
(2.22) [Ag, B AW |q|2/2] 95, 94,00, 9" qiej] 8qll

[Aqv [Aq’ B]] =0.

Nous allons faire usage des relations de commutation exactes (2.22) dans
la suite. On notera toutefois que les champs e; ne commutent pas entre
eux, leurs commutateurs étant directement reliés au tenseur de courbure
de Riemann.

Posons vy = Egv. Soit ¥ = n|pvy, la composante verticale de 1. Com-
mengons par vérifier que (2.19) est vrai pour 1y # 0. Pour v # 0, il
existe j tel que d,; soit elliptique de degré 1 en pg, donc pour Ey a support
essentiel (i.e le support conique de la classe du symbole modulo les restes
négligeables) proche de pg

(2.23) 1Eovll2/s < [[Eovl[y < C([[Vgo]| +[|v]])-
Par ailleurs, on a
(2.24) 1 Lvo|[* = [| Avol|* + 772[[ Buo|[* + i~ ([A, Bvo|vo)
et [A, B] € 7*P2, donc

71 ([A, Buolvo)| < C7llvollz < Cr([v]| +[[Vqull)?
d’otr par (2.24),
(2.25) [[Avol] < C([| Lol + [[v]] + [[V4vl])

donc (2.19) est satisfait d’apres (2.23) et (2.25).
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Dans la suite, on supposera donc 78 = 0. Soit yo = (w0, qo) et ni € Ty X
la composante horizontale de 7. Si (go|nd!) + nM2nt1 # 0, alors B € Pl est
elliptique en pg, donc pour Ej a support essentiel proche de pg, en utilisant
2.22 et ny’ = 0, on obtient

(2:26) |77 ([, Blwo|vo)| = 7/2|([2¢, Blvolvo)| < *I\Bvon +ClJol?
donc par (2.24) et 7 < 1

(2.27) [ Avol[* + 772 Buol[* < 2||Lvo|* + Clv||*

et aussi par ellipticité de B en py et en utilisant (2.27)

(2.28)  [[Eovll2/s < |[Eovlly < C(|Buoll + |[v]]) < C([|[Luoll + ||v]])

donc (2.19) est satisfait. On peut donc supposer que py appartient a la
fois & la variété caractéristique du Laplacien vertical A, et du champ de
vecteur B, c’est a dire est tel qu’on ait

(2.29) m =0, (qolng") + n2nt1 =0
On a donc & # 0 en py, et on posera
(2.30) AP = ergiie;.

L’opérateur AP est elliptique d’ordre 2 en pp, et comme 2.21 entraine
[Agyef] =0, 0ona [N, AH] =0.

On a e; € P!, et on notera o' (e;) = ic; son symbole principal. Comme on
a il # 0, au moins une des fonctions réelles €; est non nulle en pg. On a
B € P!, et son symbole principal est

~0'(B) = g gjer + n2n1.
On a [A,, B] € P2, et son symbole principal est d’apres (2.22)
(2.31) o2([Ag, B)) = —2i%n) ¢
On a donc d’apres (2.29) et il #0
oy 7B =0 o) =0 (20 Bo) =0
do*(B)(po), do?([Ag, B])(po), Mdy(po) indépendants.

De plus, on a d’aprés (2.22) et [¢j, 5] € POV,

(2.33) (B, [Ag, B]]| = [iH g2 2, 21— 0

30 e € 207 +P'V, + P!

d’ou il résulte

(2.34) {0 (B),o*([2g, B])}po) # 0.
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Posons microlocalement pres de pg

(2.35) Zy = (AT R[N iB)(A) T2
On a alors Z; € PY, Zf = Zy, et [y, (AT)71/2] = 0, donc par (2.22)
(2.36) [Ny, Z1] = 0.

De plus, le symbole principal z; de Z; est réel et vérifie que dz1(po)
et 7dy(po) sont indépendants d’aprés (2.32). On a aussi d’apres (2.34),
{o1(B),c%(Z1)}(po) # 0. On peut donc choisir d’apres (2.32), 2.34), un
systeme de coordonnées symplectiques homogene pres de po,
(Z7C)7 = (21,2’/)7C = (<17CI)
avec z(po) = 0,¢1(po) = 0,¢'(po) # 0, tel qu’on ait
G=0<=c'(B)=0

et une transformation canonique quantifiée I de degré 0 associée, bornée
de L*(Y x R) dans L?(R?"*1)

I(u)(2) = / @20 5(7, 2, 0)u(y)dydo
avec

89(1)(@07 0790)) =0, 82@(?0’ 0’60)) = CO = C(PO)) —85(1)(?0,0,90)) =T
ou le symbole o(7, z,0) est a support dans un petit voisinage conique en

0 de (7y,0,6p) et est elliptique en (7,0, 60p), telle que pres de py on ait
modulo opérateurs régularisants

Io Zl =2z ol
1
(237) Io iAq = 7A(2)(Zl7 Zlv DZ’) o 17 A(2)(217 Z,7 DZ’) - Pz

ToiB= (A<°>*aiA<°> +P%oI, A9z, D,)eP°
21

avec A9 elliptique en po. On peut de plus supposer que I est unitaire pres
de po. On introduit aussi les transformés des opérateurs g; 1, é% par [
’ J

Iogjr=Gjrol, Gjn(z,D:) € P’

2.38 0 . .

(2:35) oL —iQiol, Qi(=D.) e P
an'

On notera Pg Iespace des opérateurs pseudodifférentiels tangentiels

A(z1,7',D,) de degré d définis au voisinage de py = (2 = 0, = ().

En particulier, on a A®? € P2. On notera A((JO),Gj,k,O € PJ,Qh € P; les
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opérateurs dont le symbole total est la restriction a (; = 0 des symboles
totaux de A G, 1, Q7 € P. On pose

. * 6 0)

iBy = AL —— A
(2.39) R ET

Lo = TzA(2) -+ TﬁliBo.
On vérifie d’abord que l'on a l'identité algébrique pres de pj dans lalgebre
Po

1 . ;
(2.40) A®) € SQF Gk 0Q6 + ZPOQ) + PO

En effet, on a A® = 1Q7*G,,Q", et Q7* = @7, donc le symbole total de
2A®) vérifie modulo un symbole d’ordre 0
24@)(2,¢') = Q1G4Q"(2,() = 10:Q70:(G;5Q") (2, C)
— Q7 (9¢G,10:Q") (2, C)-
Comme Q) — Q) € Py, en prenant la restriction du membre de droite de

(2.41) & ¢; = 0, on voit que (2.40) est conséquence de, avec Ck(z,() de
degré —1,

(2.42) 96,Q%(2,¢) = 2Ck(2,0)Q" (2, ¢) modulo ordre —1.

Or 9;, Q7 = i[Q7, 21, donc (2.42) est conséquence de (2.31) puisque la sous-
variété n¥ = 0 est involutive.
Les opérateurs tangentiels précédents sont définis pres de pj. On prolonge

(2.41)

les opérateurs Q’g,Gj,k,O dans Py de sorte que leurs supports essentiels
solent contenus dans un petit voisinage conique W{ de pg, et de sorte que la
matrice des symboles principaux des G i o soit définie positive au voisinage
du support essentiel des Qf. On étend alors A®) par la formule (2.40) ; on
prolonge Aéo) en opérateur elliptique pres de z = 0 dans P, et on étend
Ly, By par la formule (2.39). On notera C, ¢ des constantes indépendantes
de 7, et |.| la norme L. Soit u(z) une fonction C§° & support prés de z = 0.
On notera
Qoul® = 2|Q6 (2, D2 )ul®

Comme By est autoadjoint sur L2, on a Re(Lou|u) = Re(A®ulu), donc
d’apres (2.40) avec ¢ > 0,¢1 > 0

Re(Loulu) > co|Qoul? — e1|ul*.

On a donc

|Qoul?* < C(|Loul|ul + [u]?)
(2.43) 2 2 2) 2 2
co|Qoul” — erlul” < [(A™ulu)| < C(|Qoul” + |ul*).
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Soit ¢(z1) € C*®(R) & valeurs réelles. Comme [A?) ©(21)] = 0, [QF, 0(21)] =
0, on a par (2.43)

| Re(A®ulo? (21)u)| = [Re(A® o (21 )ulo(21)u)|
< Ol % (1Qoul® + [uf?) < Cllpll3 (| Loul[ul + [uf?).
)

(2.44)

6]

On a aussi [A((]O ;¢p(21)] = 0 et comme z-- est antiadjoint, on obtient

0 0 (0)
90321440 (U)|‘PA0 (u))

= —Re (¢ (1) AL ()| AP (w)).

Re(iBou|p*u) = Re(

On applique maintenant comme dans [10] la méthode d’estimation d’éner-
gie : en utilisant (2.43), (2.44), en calculant Re(Lou|p?u) et en faisant
tendre ¢? vers la fonction caractéristique de I'intervalle [21, 0o, on obtient
lestimation d’énergie

0
(2.45) supzl||A(() )(zl, 2, Dzl)u||2L2(z,) < CO7(|Lou| + |u|)|ul-
On utilise a présent une décomposition tangentielle de type Littlewood-
Paley de u

u = u;

de sorte que les u; sont a support dans un petit voisinage fixe de z = 0

au voisinage duquel Aéo) est elliptique, et spectralement concentrés dans la
couronne tronquée

{(2,¢') e Wo; || € [27/2,27F2]}

ou Wy C WY est un petit voisinage conique de pj. En particulier, pour
A € Py dont le support essentiel ne rencontre pas Wy, on a

|Au| < O277%uy ).
Comme par (2.31) on a ¢*(V,) = 0= 2; = 0, on obtient preés de py
2 €XPTIQ) + P!
donc pres de p[
(2.46) 21 € XD;(2,D.)Q) + Py, Dj e Pyt
Soit ¢ € C5°(] —1,1]) égale a 1 pres de 0; on décompose u; en uj = uj +u3

avec ujl = (7212%/3)u;. En utilisant (2.45) on obtient

AP ) < / 1A uj (21, 2") Pz d2’

o <r—12-2i/3

(2.47)
< C27 %3 (| Lous| + |ug])|uy]-
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Comme on a (1 — ¢)(z) = ¥(z)x avec ¢ € L, on a d’apres (2.46)
(2.48) (1—¢)(7212%7%) = p(1212%/3) (%, 253 Dy(2, ¢ )TQh +72%/3P 1)

donc en utilisant [A((JO)7’(/J] =0, Aéo) €PY, D€ Pyt et (2.43)
(2.49)
1AL W22 < 0272372 (1Qowy | + |us|?) < C27%/372(|Lowy| + [ug])uy].-

Comme A(()O) est elliptique de degré 0 au voisinage du support des u; , on a
Jug| < CUAT uj] + 0277 uy)

donc par (2.47) et (2.49) et 7 < 1 on obtient

(2.50) lujl < C273(|Louy| + |uy)

donc aussi par (2.43)

(2.51) |Qouj| < C277/3(|Louy| + |uy))-

On réutilise a présent
(2.52) |Louj|? = [T2 AP ;| + |77 Bouj|* — im([A®, Bolu,|u;).

Comme le symbole UO(ABO) — A) gannule sur ¢; = 0, on a prés de pg
dans l'algebre P d’apres (2.37)

(2.53) ToBol '—Bye (8%)279*1+730.
1

De plus, d’apres (2.35), (2.37) on a,

[A® ToBolI™Y e zP?+ Pt

2.54 ) )
(254 [A®)] (5)273*1] S Ql’*Poa— + P! =5Q"*P By + P
1 21
Il en résulte
(2.55) [A® Byl € 21P% + %,Q*P°By + PL.

Le symbole principal ¢ de [A®), By] vérifie donc
21:0:>C(<1:0):0

(256) Jl(Ql) =0 = a<10(<1 = O) =0.
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Comme [A®) By] € P3 By + P3, il résulte de (2.56)
(2.57) [A® By| € 21C% + (Z1QY*PY + PO By + P

o C? € P2. 1l en résulte
(2.58)
Im([A®), BoJu;|u;)| < 71(21C ujlu;) |1+ Ol Bows | (1Qou; | +luj )+ Cr2! [y

d’ou par (2.50) et (2.51)

I7([A®), BoJu;|uy)| < 7/(21CPujluy)|

(2.59) o
+ C7(|Boug| + 2777 (| Louy| + |ug])) (| Lous| + |usl).

Soit M une grande constante positive; on décompose a nouveau u; en
uj = uj + ui avec cette fois uj = ©(7212%/3 /M )u;. En utilisant (2.50) et
||T210(7212%/3 /M)||p < CM272%/3 on obtient

7|(21CP s |u))| < |CPuy|[rz1uf| <

(2.60) _ _
C2% |uy | M2 /3 uy| < CM(|Lous|* + |us]?).

Par ailleurs, on a
T21(1 — (121022973 IM)) = 72224p(7212%7/3 /M )22 /3 | M
donc d’apres (2.46)
TC(Q)*zl(l - @(72122j/3/M)) —92i/3 p /M
=00 D = 729(1212%/3 M) (SE; 1 QQ% + SE; Q) + Eo)

avec E, € P{. En particulier, on a d’apres (2.43) et en utilisant (2.50) et

[7)051:&] =0
(2.62) |
/(210w |uf)| = |(u|TCP* 21 (1 = p)uy)| = (2272 /M| Duy)| <

C2%73 IM (|72 Qou; |* + 72|uy|?) < €223 M ((T* AP usluy) + 72 |uj|?)
< C/M(|2 AP ;| + 72| ]) |22/ 3y
< C/M(|Louj|? + |ug)? + |7 AP uy)?).

Par (2.60) et (2.62), on obtient

(2.63)  7/(z21CPusluy)| < CM(|Lou;|* + uy]?) + C/M|r? AP uy ).
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De (2.59) et (2.63) on obtient
(2.64)
I7([A®), BoJuslu;)| < CM(|Lou; |* + |ug|*) + C/M (|7> AP |? + |7 Bou; |*).

En choisissant M grand et en utilisant (2.52), (2.64), et (2.50) on obtient
(2.65) 172A@ ;2 4+ |77 Bouy|? 4 2973 |u;)? < C|Louj | + Clu,|?.

En recollant les estimations (2.65) avec u = Xuj;, et en utilisant [Lo, P°] €
2PV, + 771PY, et (2.43) on obtient

(2.66) |72A®u| + 771 Bou| + lula/s < C|Lou| + CT~Hul.

Comme (7 est nul en pg, et

T YIoBol ' —By) e T_l(P_lai)BO +77p0
21

on obtient que pour tout € > 0, on peut choisir le support essentiel de
Ey € P° assez proche de py pour avoir

(2.67) |77 (I o BoI™ — By)Egu| < |7 Bou| + C.7 71|
. |(IoLolI '~ Ly)Eou| < e|lr ' Bou| + CorHul

et donc (2.66) implique

(2.68) |72y Eou| + |Egulzy3 < C|LEgu| + Ct~tu| + C|Vu|

et donc (2.19) est satisfait preés de pg, ce qui achéve la preuve du théoréme
2.5. O

2.3. Preuve du théoréme 1.2

On déduit aisément du théoréeme 2.5 la proposition suivante.

PROPOSITION 2.6. — Soit dg > 0. Il existe C, et pour tout s, il existe
une constante Cs, avec C, Cy indépendants de T, A € V;, telle que pour tout
U € Sy a support dans B, et tout 7, € V5., on ait
(2.69)

(772 + wUls + [VoUls + [T AU s + (77 Hygj2jo +iB)Uls + [Ul 54973

< C(JRU|s + Cs|U|s).

De plus, l'inégalité précédente reste valable pour toute distribution U €
D'y & support dans B, vérifiant ASU € L? et A*RU € L?.
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Démonstration. — Soit 0(x, q,j) une fonction C*° vérifiant les mémes
hypotheses que 0g(z,q,7). Le support essentiel de [f, A®] ne rencontrant
pas le support de U, pour tout s, o, il existe C; , tel que

‘[QvAS]ULT < CS,G“U|S'
Comme on a U = U et (172 + u) € £, il en résulte pour tout s

(72 + U, = s (772 + U] < (772 + oAU + G, U,

2.70
(2.70) Ulgra/3 = [APA0U| < [A*PON°U| + C5|U .

Si A désigne un des opérateurs V,, 724, T_1H|q|2/2, R, on a la formule de
commutation

AN U = ASABU + AJf, AU + [A, A°]6U.

On a au voisinage de By, [V, A%] € E571, [12A,,A%] € T2(E5V, + &°),

T 2/9, S , et , eT + 7 . 1l en résulte que
1H|q‘ 2, A° lgs R, A® 2E5V, Lgs 1 ésul

pour tout s, il existe Cy tel que

|VqU|s < |vq9ASU| + CS‘U|571

|7—2AQU‘S < |72Aq0ASU| + CSTQ(lqu|s +|Uls)

|7'71(H|q|2/2 + ZTﬂ)U|s < |7'71(H‘q|2/2 + ZTﬂ)9A5U| + CST71|U‘3

IRU|, < |ROAU| + Cy(r2V, U, + 771 U,).

(2.71)

En appliquant l'inégalité (2.13) & 0A°U, et en utilisant (2.70) et (2.71) on
obtient donc

(2.72)

(2 + WUl + [VoUls + 172 80U + (7 Higpz 2 +i8)Uls + [Ulsy2/3 <

C(IRU|s + Cs(T*|VoUls + 771U )
Enfin, pour tout s et € > 0, il existe C, s indépendant de 7, A € V5, tel que

(2.73)
T2 |VUls + 771U < e(|(772 + w)Uls + [VUls + [T AgU5) + Ce s

Uls.

L’inégalité (2.69) pour U € Sy résulte clairement de (2.72) et (2.73). Le cas
AU € L? et A*RU € L? se traite comme d’habitude par régularisation.
Soit K un compact de B, contenant le support de U. Soit ¥, € £7°
une famille bornée dans £9, convergeant vers I'identité, telle que pour tout
U € D'y asupport dans K, U (U) soit & support dans B,. On a [R,¥.] =
72A.V, + 77 'B. ou A., B. sont bornés dans £°. En appliquant (2.69) a
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Us = U (U) et en passant a la limite e — 0, on obtient
|(7'_2 + LL)U|S + |VqU|S + |T2AqU|5 + |(T_1H|q|2/2 + Zﬁ)U|5 + |U‘s+2/3
< C(|RU|s + Cs(r7 U s + T2 |V U|s))

et on conclut en utilisant (2.73). O

Rappelons la décomposition (2.1) de u
u= Zéj(u) , 0;(w) = x(277 < p>)u.
j=0

Soit u € §', v = (P — Nu, et Uj, V; les fonctions associées & u, v par (2.3).
L’opérateur x; = x(277 < p >) commutant & Hp2/2, on a

[P — X ;] = [RO, xj] = Mo(277 < p >)277V, + 272277 < p >)M,

ol on a noté My(z,p) des symboles de degré 0 en p, et ¢(r) des fonctions

C™ a support compact dans [%, 2]. Pour v € &’ on a donc
RU, =V; + W,

(2.74) o

W; =275 k<1 (AjxUk + Bk VqUs)

ou les opérateurs A i, B appartiennent a &Y.
Pourt e R, A= —u+1i0 € C,j € N, posons

279 2ay 5 5 (u) = U,
(2.75) 27928, 55 (w) = (2% + |ul)|Ujle + [VUsle + 1272 8, Uj
+ (2 Hygz 2 + iB)Ujli + [Ujlr42/3-
Par définition, on a H3 = {u; o x ;(u) € I5}. Soit W5 I'espace de Hilbert
(2.76) WA = {ws Ban () € B, [lullwg = 11Bsx (W)l ez
La norme [[ul[y; est uniformément en A équivalente a la norme

1(< p>2 +Hluhullxs + 11 < p > Vpullas + 18pullxs + [[(Hipjz/2 + i8)ull,s

+[|ullx,s42/3-
On a par construction Wi C Ht;z/g et
(2.77) [l t2/3 < [lullwe -
A

Comme on a (T\ﬁ|)2/3\Uj|t < |Ujli42/3 et pour T €]0, 1], T2 4 (7’|ﬁ|)2/3 >
co|B|Y/? avec ¢y > 0, on a aussi d’apres (2.75)

(2.78) 1812 lul [z < Cllullwy -
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Comme on a 2aA/3 < a? + A%3, pour u € WY on déduit de (2.75) V,u €
q4t+1/3

N et
(2.79) IVpullxet1/3 < Cllulle -

LEMME 2.7. — Soit §o > 0 et t € R. Pour tout v € S’ tel que Pu € H!
on au € WY, et pour tout A € Vs, on a
(2.80) ullwe < Cl(P = Mul[xe + Cellul|xe
ot les constantes C' et C sont indépendantes de A € Vj,.
Démonstration. — Soit u € S’ tel que Pu = v € H*. Soit
J={s; ueH®, VyuecH}

Alors J est non vide, et d’apres la proposition 2.6, et (2.74) on a pour
sed,s<t
(2.81)

Bsxg(w) < C 2M2(|RU s + Cs|U;) <

C(Oés)\,j (U) + CS(OZS’)\J (u) + E‘j_k|<1(272ja57)\7k(u) -+ 27ja57>\,k(vpu)))
d’olt on déduit que pour s <t,s € J,onauc Wy et
(2.82) [[ullws < CUI(P = Nullx,s + Cs({[ullx,s + [[Vpullxs)-

On a donc d’apres (2.77) et (2.79), s +1/3 € J, donc ¢t € J et u € Wi.
Comme pour tout ¢ et € > 0, il existe C ; indépendant de X € Vj, tel que

(2.83) [IVpullxe < ellullwe + Cellullr:
on obtient (2.80) comme conséquence de (2.82) et (2.83). O

Rappelons que Pouvert Us de C est défini en (1.10). Nous pouvons a
présent achever la preuve du Théoréeme 1.2 par une meilleure description de
I’ensemble résolvant combinant les estimations précédentes et ’accrétivité
de Popérateur P. Soit 0 fixé et C' la constante intervenant dans (2.80).
D’apres (2.78), on peut choisir §; > 0 petit, tel qu’on ait pour tout A =
—p+iB € Vg, tout ¢ et tout u € WY

(2.84) 1181l e < gllullwg.

La constante d; étant ainsi choisie, pour A\; € Us, on écrit Ay sous la forme
(2.85) M =Av, AeVs, 0<v<a|ImN)|Y2

On a en particulier

(2.86) Im(M\) = Im()\), |Re(A1) — Re(\)| < 61[Im(N)|Y/2.
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Soit u € S’ tel que (P — A)u € H®, et J = {t,u € H'}; pour t € J avec
t < s,ona Puc M, donc par le lemme 2.7 w € WY C H!2/3, donc s € J,
u € W et d’apres (2.80), (2.84), et (2.85)

(2.87) llullwg < 2C[I(P = A)ullxs + Csllul

A,S8¢

Pour s =0,onau € Wf\)7 donc les intégrations par parties étant licites, on
obtient
Re((P — Nulu) = dollul 22

donc
(2.88) |lullwg < CII(P = Mullr2 + Collul|x0 < (C + %)H(P — Nul|2.
Comme on a
1P = Nullzz < 1P = M)ullzz + 61182 [[ul| 2
en réutilisant (2.78) et en diminuant d;, on déduit de (2.88)
(2.89) llullwg < ClI(P = Av)ul |2

d’ott la localisation (1.11) du spectre de P, puisque i € o(P) = = 0.
On a pour tout € > 0 et tout s >0

l[ullxs < ellullxs+2/3 + Crellul| 2.

On déduit donc de (2.77), (2.87), et (2.89) pour s > 0 et A\ € Us
(2.90)  lullwg < 2CI(P = M)ullxs + Collullr2 < Csf[(P = A1)ul
En particulier, on a pour s > 0

(2.91) Ilullxs < CslI(P = Ad)ullxs

A,S8¢

et comme les inégalités précédentes s’appliquent a ’adjoint P* de P, on
obtient par dualité, que (2.91) est valable pour s < 0, et donc en utilisant
(2.87), on obtient pour tout s et tout Ay € Us

(2.92) lullwg < Csll(P = Av)ullxs:

11 ne reste plus qu’a vérifier que (2.92) implique pour A\; € Us
(2.93)
1ROU]|,,5 + [|(Hppp2 2 + iTm(A)ul a6 + ([Re(A)] + [Tm(A)[2)|ful[x,,s

+ lullxys42/3 < Cl[(P = An) ()] x,s-
Or on a pour 7 €]0,1], 5 € R
B2 < C(r72 + 718))
d’ou les équivalences de norme

(2.94) 1/Cs[[ollx,,s <|lvl

s < Csflollays
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donc d’apres (2.78)
(2.95) [ImOD[M2 ul[a,s < CslB1Y?[Jullxs < Clfullws

Donc (2.93) est conséquence de (2.86), (2.92), (2.94), et (2.95). Ceci acheve
la preuve du Théoreme 1.2.

3. Optimalité des estimations

Dans cette section, nous vérifions que 'exposant 1/2 de la formule (1.10)
est (presque) optimal pour la validité des estimations de résolvante (1.12).
Plus précisement, la proposition 3.1 implique qu’on ne peut pas remplacer
1/2 par ¢ > 1/2 dans la définition (1.10) de 'ouvert Us sur lequel on a Pes-
timation de résolvante (1.12) pour |A| grand. L’étude précise du spectre de
P est a notre connaissance un probleme ouvert. Par contre, les estimations
de croissance de la résolvante dans le plan complexe est un probleme plus
simple, pour lequel on peut se contenter de ’étude du pseudo-spectre de P.
On renvoie & [7] pour une étude du pseudo-spectre de P pour la métrique
plate sur R™, mais dans un régime semi-classique avec potentiel.

Dans cette section, on suppose i = 1 pour simplifier les notations. Soit
xo € X et p(x) une fonction a valeurs réelles définie dans un voisinage W
de zg et solution dans W de ’équation

(3.1) |dp| = 1.
Soit ¢ €]0,1/6[. Pour k € [1,00] soit 3}, € [-1,1]. On pose
(3.2) A = k2340 g k43,

PROPOSITION 3.1. — Pour tout k assez grand, il existe une fonction
fe(z,p) € C§°(T*X) & support contenu dans x € W, |p + kY/38,dp(x)| <
CKk°—1/3, vérifiant || fx||z2 = 1 et telle que

(3.3) 1P = ) (™ fi)llrz = O(k™).

Démonstration. — Effectuons le changement de variable sur 7% X |y

r=y

(34) p=k""3q— Bk dp(y).
On obtient

(3.5) e (P = M) (€™ f) = Q(f)
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ou @ est I'opérateur différentiel dépendant de k, avec o;(y) =
(3.6)
Q = ki [-1+ g o10)
. do 0
L, B «
+ kg ]ﬂ;ﬂlﬁ;@[aiyj - Fﬁ,jaa}@
1 4 2 )
+ kQ/g[—iﬁq — K+ Lk';‘) —ighlqoy]

80 0 - 0 0
1/37_ l] Y98  pa ) 1,5 ! e .
) n
— 9" Braro; + 5]
0 0
Kk 1/3 l]q +re e
9 l[ayj B3 3(1,6]

2
152/3@.
+ 2

Comme ¢ vérifie (3.1), on a |o| = 1 donc la premiere ligne de (3.6) est nulle.
La deuxieme ligne de (3.6) est aussi nulle : en effet, 1 = g"Jo;0; entraine
pour tout 3

dg 9o+

3.7 — 0,0 +2¢"o;—L = 0.

( ) 8%5 v g 18.23/3
Comme ggj = %, et la matrice % + 2g"’0‘1% ., ¢tant antisymétrique en

y ;
i,7, on a pour tout 3
.. Oo
(3.8) g oy 8; %0a] = 0.

Posons A = k% — (5" > 1, et introduisons le petit paramétre h = A=3/2.
Effectuons malntenant le changement de variable ¢ = Az. Alors @) s’écrit
dans les variables (y, 2)

2
E723ATIQ =R = [—h—A —1—ighiz0,]

+ E~Y3AY20(h20, + ho,)
(3.9) +E230(1)

+ k7IA320(2h0, + h220,)

+ k4B A0O(2?)

ol les O sont des coéfficients C™ en (y, z) pres de (0,0), uniformément par
rapport & k. Comme § < 1/6, on a k > h~*%, k~V3AY2 <« h, k2% <
h8/3 kA2 <« B3, k43N <« h'%/3) et on peut considérer R comme

TOME 57 (2007), FASCICULE 4



1310 Gilles LEBEAU

un opérateur h-pseudodifférentiel, de symbole r = 71 + iry = [(|?/2 —
1 —ighizo; + o(h) = ) + ir§ + o(h). Soit ¢° tel que [¢°]?/2 = 1 et
"9 (20)¢Pa;(z0) > 0;alors en (29,0;& = 0,(%),onar) =r3 =0, {r),rd} <
0. 11 existe donc une fonction G(y, z; k) & support pres de (y, z) = (g, 0),
de norme 1 dans L?, dont le h-front d’onde est concentré microlocalement
prés de (x9,0;€ = 0,¢0), et telle que

(3.10) [|IR(G)||Lz € O(h™).

Alors fi.(z,p) = (K7Y3A)"2G(z, kM3A™  (p + Bk 3dp(x))) vérifie (3.3).
]

4. Application aux équations de Fokker-Planck
géométriques

Nous commengons par rappeler ce qu’est un opérateur de Fokker-Planck
géométrique. Nous nous placerons ici dans un cadre un peu plus général
que celui de [9].

Soit ' — X un fibré hermitien sur X et V¥ une connection sur F. Soit F
le fibré hermitien sur ¥ = T*X

(4.1) F=%xxF

On munit F de la connection V suivante :

Soit Y un champ de vecteurs sur ¥, Y# € THY, ~ TX sa composante

horizontale dans la décomposition (1.5) et (fi(x)); une base locale de F';

on pose

(4.2) Vy (Bai(z,p) f'(2)) = BY (a;) f* + Sa; Vyu ().

En particulier, on a Vg (fi(z)) = 0 et on notera toujours % lopérateur

J

Vi, ainsi que O Doscillateur harmonique vertical O = %[—AI, + |p|? = n]

avec A, = Egi7j(x)%;p. Soit dzdp la forme volume canonique sur . On
iOPj

définit 1'espace L? de sections de F comme 'espace des w(z,p) tels que
(43) wli? = [ ol (e,p) dodp < .

Soit < p > la fonction sur ¥, < p >= (14 |p|?)'/2. Soit M (z,p) une section
C> de End(F), et d € R. On dira que M (z,p) est un symbole de degré d
si pour tout «, 3, il existe Cy, 3 tel que

a7l d—
(4.4) V2 V2 M| < Cag < p >4V

Soit Mg’l(gc,p)7 M (x,p) € End(F), des symboles de degré 0 et h > 0 une
constante réelle.
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DEFINITION 4.1. — Un opérateur de Fokker-Planck géométrique (GFK)
est un opérateur A agissant sur les sections de F de la forme

A= ﬁO+VH|p|2/2 + M

(4.5) . ,
M = X0, M + Xp;M{ + M.

Exemple 4.2. — L’exemple fondamental d’opérateur de Fokker-Planck

géométrique est le Laplacien hypoelliptique de J-M.Bismut ([2]), et nous
renvoyons & [1] pour une introduction & ce sujet.
Soit F = T*X @ TX muni de la connection de Levi-Civita. Alors la dé-
composition (1.5) identifie F = ¥ xx F au fibré des 1-formes sur ¥, et
lagebre extérieure A (F) s’identifie au fibré des formes différentielles sur
Y =T*X. Soit Lie(Y)(w) la dérivée de Lie de la forme différentielle w dans
la direction du champ de vecteur Y sur X

Lie(Y)(w) = %emp(sY)*(w)\szo.
Soit e?, é; la base duale de e, é7
e = du;, é; = dpj — I'{ ypadxy.
Soit w une section de A"(F). On écrit en coordonnées locales
w=Ywielé;

ott les wy(z,p) sont des fonctions C* sur . On définit Popérateur de
nombre vertical Ny par

(4.6) Ny (Zwieléey) = Swi |J] efe;.

Soit R le tenseur de courbure de Riemann et s > 0 un parametre réel. Le
Laplacien hypoelliptique de J.-M. Bismut est l'opérateur agissant sur les
formes différentielles sur ¥ = T*X

(4.7)

1 o
B, = g[—Ap+|p\2+(2Nv—n)—§ < R(e;,ej)ex, e > ezejiékiéz]—\/ELHlpP/z.

Cet opérateur n’est pas exactement de la forme (4.5), la dérivée de Lie
EHWQ/Q n’ayant pas la bonne homogénéité en p. On s’y ramene par conju-
gaison sur l'algebre extérieure comme suit.

Soit h une fonction sur 3, et Z = Hy, le champ hamiltonien de h. L’action
de la dérivée de Lie Lie(Hp,) sur les 1-formes est donnée par la formule
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Eie(Hh)(Otjd.Tj + ,Bjdpj) = Ot}dl‘j + ﬁ;dpj

0%h 0%h
, — . J—
(4.8) oG =0t a0
0%h 0%h
, f— . —
La matrice

8%h  _ 9%h

__ | Ozop Oz0x

N = 2°h _ 9%h
Opdp Opdx

est anti-adjointe pour la structure symplectique. Avec le choix h = |p|?/2
et notre choix de base e’ = dz;,é; = dp; — 'Yy Pa dxy, qui préserve le fait

que e’ est homogene de degré 0 en p, et €; homogene de degré 1, on obtient
que N = J\/"pp /2 possede 'homogénéité suivante en p

N(e) = N5 ()pac + N (2)e

N(&5) = Ny 72 (@)papse’ + N7 (@)pac.

Soit p I’application linéaire définie par , avec Ny (w;) = jwj,

(4.9)

p(Zo<j<nw;(,0)) = Sogj<aw;(z,p) <p >
Alors 'opérateur conjugué
p'Bip=A
est de la forme, avec i = /s
A= V/shO = Vppz/a,.3 + M|

(4.10) , ,
M = %8, MJ + Sp; M{ + M

ol les matrices M&l(as,]))7 M (x,p) sont des symboles de degré 0. Donc au
changement p — —p pres, %p‘lBsp est un opérateur de type GFK.

Un opérateur GFK A est un opérateur différentiel du second ordre, par-
tiellement elliptique en p, ne faisant intervenir que des dérivées du pre-
mier ordre en x. Comme les dérivées verticales d,, et les commutateurs
[Op,» {|P|?/2,.}] engendrent P'espace tangent & X, par le théoréme de Hor-
mander, un opérateur GFK A est toujours hypoelliptique, et il en est de
méme de I’équation de la chaleur associée 9; + A .

Soit A = —p+i8 € C,u, 8 € R un parametre spectral. Comme dans le
cas scalaire, on définit une chaine d’espaces de Sobolev H3 de sections de
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F par dualité et interpolation en posant H{ = L? et en choisissant comme
collection d’opérateurs de degré 1, avec < p >= /1 + |p|?

5]

4.11 <p>0y, Ve, <p>>+ul+ )
( ) p D e p |/L| <p>

THEOREME 4.3. — Soit A un opérateur GFK considéré comme opéra-
teur non borné sur L? avec domaine D(A) = {w € L?; A(w) € L?}. Alors

(4.12) D(A)={wel? OWw)el? Vi, wel%}

et ladjoint A* de A est egal a son adjoint formel, avec domaine D(A*) =
D(A).

L’opérateur A est a résolvante compacte, et il existe §g > 0,01 > 0 tels que
le spectre o(A) vérifie

(4.13) o(A) C {A e C, Re(\) + 8y = 61 [Im(N)[/?} =C\ U.

De plus, pour tout s € R il existe Cy, tels que pour tout A\ € U, et tout
wedS, (A-Nw e H*® implique w € H*T?/3, Ow € H?, V22, w € H?
et on a

(4.14)
1hOw|[x,s + [[(Vjpl2 /2,3 + iTm(N)w||x.s + (|[Re(A)| + [Tm(N)]"2)||w]],s

+ [[wllxs42/3 < Csl[(A = M) (@)l[xs-

Démonstration. — C’est un corollaire simple du théoréme 1.2. Siw € S’
est a support dans un ouvert de carte de X ou le fibré F' est trivialisé, et
(A — XN)w € H?, le théoréme 1.2 entraine
(4.15)

1hOwl|xs + [1(V(ip2/2y + iTmNwl[x s + ([Re(A)] + [Tm(N)[V2)]|w] |5

Fllwllxs+2/8 < Cs([I(A = A)(W)llxs + 1] <p > (W)llxs + [[Vp(@)llxs)
pour A € U des que dg > 0. Comme on a

| <p> (W)

Ays T ||Vp(w)”>\>s < 5||h0w||>\,s + Cs,6||w||>\,s

on en déduit que (4.14) est vrai pour tout s € [—sq, sg] pour &y assez grand.
Comme pour ¢ € C*°(X), on a [A, o] = (p|dp), on obtient que (4.14) est
vrai pour tout s € [—sg, So] pour &y assez grand, sans condition de petitesse
sur le support de w. En particulier, avec s = 0, on obtient (4.12), le fait que
A est a résolvante compacte et la localisation (4.13) du spectre. Finalement
en réutilisant les arguments de commutation de la preuve de la proposition
2.6 et du lemme 2.7, on obtient aisément que S est dense dans D(A), donc
A* est égal a Padjoint formel de A, ainsi que la validité de (4.14) pour tout
s pour un &g indépendant de s. O
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