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EXISTENCE GLOBALE
POUR UN FLUIDE INHOMOGÈNE

par Hammadi ABIDI & Marius PAICU

Résumé. — Dans cet article on s’intéresse à l’existence et l’unicité globale de
solutions pour le système de Navier-Stokes à densité variable, lorsque la donnée
initiale de la vitesse est dans l’espace de Besov homogène de régularité critique

B
−1+ N

p

p,1 (RN ). Notons que ce résultat fait suite aux résultats de H. Abidi qui a gé-
néralisé le travail de R. Danchin. Toutefois, dans les travaux antérieurs, l’existence
de la solution est obtenue pour 1 < p < 2N et l’unicité est démontrée sous l’hypo-
thèse plus restrictive 1 < p 6 N. Notre résultat répond à la question de l’existence
pour tout 1 < p < +∞ et de l’unicité dans la plage 1 < p 6 2N. L’intérêt de ce
théorème est qu’on obtient alors des espaces de régularité d’indices négatifs, dans
lesquels toute donnée initiale devient petite en présence des fortes oscillations.

Abstract. — In this article we are interested in the existence and global
uniqueness of the solution for the equation of inhomogeneous fluid, when the ini-

tial velocity is in the critical homogeneous Besov space B
−1+ N

p

p,1 (RN ). Let us note
that this result followed upon the results of H. Abidi which generalized the work
of R. Danchin. However, the existence of solutions is obtained when 1 < p < 2N
and uniqueness is shown under more restrictive assumption 1 < p 6 N. Our re-
sult resolves the question of the existence for all 1 < p < +∞ and uniqueness
for 1 < p 6 2N. As an interesting application of this theorem, we obtain global
existence for oscillating initial data.

1. Introduction

Dans cet article, nous allons étudier l’équation de Navier-Stokes inho-
mogène, qui modélise l’évolution d’un fluide visqueux, incompressible et à
densité variable. Ce système a déjà été étudié par plusieurs auteurs, et on

Mots-clés : équations de Navier-Stokes inhomogènes, existence globale, unicité.
Classification math. : 35Q30, 35B30, 76D03, 76D05.
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trouve une riche littérature (voir par exemple, [1], [2], [12], [8] [13], [15],
[19], [21], [25],...). Rappelons le système

(INS)


∂tρ + div(ρu) = 0
∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− 2 div

(
µ(ρ)M

)
+∇Π = ρf

divu = 0
(ρ, u)|t=0 = (ρ0, u0),

où M = 1
2

(
∇u +t ∇u

)
, ρ est la densité, u est le champ de la vitesse, Π

est la pression et µ est la viscosité qui est fonction régulière strictement
positive et peut dépendre de la densité.

On va rappeler brièvement les résultats déjà connus sur ce système. Tout
d’abord, on a des résultats "à la Leray" sur l’existence globale des solutions
faibles. La démonstration repose sur des méthodes de compacité et sur
l’estimation d’énergie suivante :

‖√ρu(t)‖2L2(RN ) + 2 inf
x

µ(x)
∫ t

0

‖∇u(s)‖2L2(RN )ds 6 ‖√ρ0u0‖2L2(RN ),

valable pour les solutions régulières. Les solutions faibles ont été construites
par P.-L. Lions [21] et par B. Desjardins [13]. Dans [14] est étudiée l’exis-
tence d’une solution faible globale lorsque la viscosité est variable. D’autre
part, même en dimension deux, l’unicité de ces solutions reste une ques-
tion ouverte, même lorsque la viscosité est constante. Citons à présent
le résultat de R. Danchin [12] dans le cas de la viscosité constante, qui
montre que le système est globalement bien posé en dimension deux, lorsque
(ρ−1

0 − 1, u0) ∈ H1+α(R2)×Hα(R2) pour α > 0.
Dans la suite, on va discuter les résultats sur les solutions fortes dans le

cas de la viscosité constante. Les premiers résultats on été obtenus, par La-
dyzhenskaya et Solonnikov [20] sur un domaine borné Ω avec condition de
Dirichlet aux bords, dans le cadre de l’espace de Sobolev W 2− 2

q ,q (q > N,

N = 2, 3) et pour une densité régulière ρ0 ∈ C1(Ω). Récemment, R. Dan-
chin [11], a étudié ce système dans les espaces de Besov homogènes de
régularité critique. Notons que le système a une invariance par changement
d’échelle, c’est-à-dire, si (ρ, u) est une solution du système avec donnée
initiale (ρ0, u0), alors

(ρ, u)λ = (ρ(λ2·, λ·), λu(λ2·, λ·))

est aussi une solution du système (INS), avec donnée initiale (ρ0(λ·),
λu0(λ·)). Ainsi l’espace invariant par ce changement d’échelle est (ρ, u) ∈
B

N
2

2,1×B
−1+ N

2
2,1 . R. Danchin obtient pour le système de Navier-Stokes inho-

mogène un théorème à la Fujita-Kato, en montrant l’existence et l’unicité
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FLUIDE INHOMOGÈNE 885

locale pour des données initiales quelconques dans ces espaces critiques et
l’existence et l’unicité globale pour des données initiales petites. Récem-
ment, H. Abidi [1] a traité le cas d’une viscosité variable et obtient des
solutions dans les espaces de Besov construits sur les Lp. Il obtient le théo-
rème suivant (concernant la définition de l’espace de Besov homogène Bs

p,r

voir la définition 2.1).

Théorème 1.1. — [1] Soient 1 < p < 2N, 0 < µ 6 µ, u0 ∈ B
N
p −1

p,1 (RN )

avec div u0 = 0, f ∈ L1
loc(R+; B

N
p −1

p,1 (RN )) et a0 = 1
ρ0
− 1 ∈ B

N
p

p,1(RN ).
Alors il existe une constante positive c dépendant de N, p et de la fonction
µ telle que si

‖a0‖
B

N
p

p,1

6 c,

il existe un T ∈ (0,+∞] tel que le système (INS) admet une solution
(a, u,∇Π) vérifiant

a ∈ Cb([0, T ); B
N
p

p,1), u ∈ Cb([0, T ); B
N
p −1

p,1 ) ∩ L1(0, T ; B
N
p +1

p,1 ),

et ∇Π ∈ L1(0, T ; B
N
p −1

p,1 ).

De plus, cette solution est unique lorsque 1 < p 6 N. D’autre part, il existe
une constante c′ strictement positive dépendant de N, µ et p telle que si

‖u0‖
B

N
p
−1

p,1

+ ‖f‖
L1(R+; B

N
p
−1

p,1 )
6 c′µ1

avec µ1 = µ(1), alors T = +∞.

Toutefois, pour le système de Navier-Stokes homogène (ρ = cste), on
connaît l’existence et l’unicité globale de la solution pour des données

initiales petites dans l’espace de Besov homogène B
−1+ N

p

p,1 (RN ) pour tout
1 < p < ∞ (voir [4]). Le résultat de Cannone-Meyer-Planchon, généralise
le théorème classique de Fujita- Kato [17], qui assure l’existence et l’unicité
de la solution dans l’espace de Sobolev homogène H

1
2 (R3), respectivement

le théorème de Kato [18] d’existence et unicité dans l’espace L3(R3), à des
espaces de Besov d’indice négatif. L’intérêt d’un tel résultat vient du fait
qu’une donnée initiale de norme grande dans l’espace L3(R3) devient pe-

tite en présence des oscillations dans la norme de l’espace B
−1+ N

p

p,1 lorsque
N < p < +∞. En particulier, on obtient que les oscillations rapides de la
donnée initiale stabilise le système de Navier-Stokes classique dans le sens
que le flot engendré existe globalement en temps. Plus précisément, on a :

TOME 57 (2007), FASCICULE 3
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Théorème 1.2. — [4] Soient 1 < p < +∞ et u0 ∈ B
N
p −1

p,1 (RN ) champ
de divergence nulle. Alors il existe un temps T > 0 tel que le système de
Navier-Stokes classique admet une unique solution

u ∈ Cb

(
[0, T ); B

N
p −1

p,1

)
∩ L1

(
0, T ; B

N
p +1

p,1

)
.

De plus, il existe une constante c > 0 assez petite telle que si

‖u0‖
B

N
p
−1

p,1

6 cν

alors il existe une unique solution globale en temps

u ∈ Cb

(
R+; B

N
p −1

p,1

)
∩ L1

(
R+; B

N
p +1

p,1

)
.

Dans cet article, nous allons démontrer l’existence et l’unicité globale de
la solution pour un système à densité variable lorsque la donnée initiale
est fortement oscillante. Pour cela, il faudra travailler dans un espace d’in-
dice de régularité négatif. Notons que le résultat de [1] ne permet pas de
construire une solution globale unique pour des données dans des espaces
d’indice négatif, puisqu’on a l’unicité de la solution uniquement dans le cas
1 < p 6 N. Notons aussi qu’on a l’existence d’une solution globale faible
lorsque N < p < 2N pour des données petites. Dans cet article, on va
démontrer qu’en fait, le système (INS) est globalement bien posé pour des

données initiales oscillantes, lorsque 1
ρ0
− 1 ∈ B

N
p1
p1,1 et u0 ∈ B

N
p2
−1

p2,1 avec
sup( 1

p1
, 1

p2
) 6 inf( 1

p1
, 1

p2
) + 1

N et 1
p1

+ 1
p2

> 2
N . Notons qu’on obtient les

résultats de H. Abidi [1] comme cas particulier de notre théorème en faisant
p1 = p2. L’amélioration obtenue dans notre résultat vient exactement du
fait de travailler avec la densité et le champ de la vitesse dans des espaces de
Besov construits sur des espaces de Lebesgue différents. La méthode de la
démonstration s’appuie sur l’effet régularisant pour l’équation de la chaleur
(pour plus de précisions voir [6]). Plus précisément on dispose d’un résultat
d’analyse harmonique dû à R. Danchin [10], qui est une inégalité du type
inégalité de Poincaré pour les fonctions localisées en fréquences. Cela nous
permet de gagner deux dérivées sur la solution de l’équation de la chaleur

à partir du laplacien, et donc, pour une donnée initiale de B
−1+ N

p

p,1 (RN ) on

trouve que la solution appartient à l’espace L1([0, T ]; B
1+ N

p

p,1 ). D’autre part,
notons que le fait de travailler avec des champs de vecteurs qui sont dans
les espaces de Besov L1

t (B
1+ N

P
p,1 ) permet d’avoir un champ L1

t (Lip) et cela
est fortement utile lorsqu’on étudie l’équation de transport vérifiée par ρ.

C’est la raison principale pour laquelle on ne peut pas travailler avec une

donnée initiale u0 ∈ B
−1+ N

p
p,r pour r > 1.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FLUIDE INHOMOGÈNE 887

Dans la suite, on s’intéresse à l’étude du système (INS) avec viscosité
constante et à des solutions à densité strictement positive. Notons que
la condition inf

x
ρ(t, x) > 0 est vérifiée dès que inf

x
ρ(0, x) > 0 car ρ(t, x)

vérifie une équation de transport par un champ lipschitzien et de divergence
nulle, ce qui implique que inf

x
ρ(t, x) = inf

x
ρ(0, x). On peut ainsi effectuer

le changement d’inconnue a = 1
ρ − 1. Le système devient (en supposant

µ = cste)

(̃INS)


∂ta + u · ∇a = 0
∂tu + u · ∇u + (1 + a)

(
∇Π− µ∆u

)
= f

div u = 0
(a, u)|t=0 = (a0, u0).

Avant d’énoncer les résultats, on rappelle que l’opérateur de Leray P
est le projecteur orthogonal sur les champs à divergence nulle. On note
Q = I − P le projecteur sur les champs de type gradient. Notre résultat
principal est le suivant :

Théorème 1.3. — Soient 1 6 p1 < ∞ et 1 < p2 < ∞ tels que
sup( 1

p1
, 1

p2
) 6 1

N + inf( 1
p1

, 1
p2

). Il existe une constante c dépendant de

N , p1 et p2 telle que pour u0 ∈ B
−1+ N

p2
p2,1 (RN ) avec div u0 = 0, f ∈

L1(R+;B
−1+ N

p2
p2,1 (RN )) tel que Qf ∈L2(R+;B

−2+ N
p2

p2,1 (RN )) et a0∈B
N
p1
p1,1(RN )

où
‖a0‖

B
N
p1
p1,1

6 c,

les assertions suivantes sont vraies.
Si 1

p1
+ 1

p2
> 1

N , alors il existe T ∈ (0,+∞] tel que le système (ĨNS)
admette une solution (a, u,∇Π) vérifiant

a ∈ Cb

(
[0, T ); B

N
p1
p1,1

)
∩ L̃∞

T (B
N
p1
p1,1),

u ∈ Cb([0, T ); B
−1+ N

p2
p2,1 ) ∩ L1

T (B
1+ N

p2
p2,1 ) ∩ L̃∞

T (B
−1+ N

p2
p2,1 )

et ∇Π ∈ L1
T (B

−1+ N
p2

p2,1 ).

De plus, il existe une constante c′ strictement positive dépendant de N et
p telle que si

‖u0‖
B

N
p2
−1

p2,1

+ ‖f‖
L1(R+; B

N
p2
−1

p2,1 )
6 c′µ,

alors T = +∞. En outre, cette solution est unique lorsque 2
N 6 1

p1
+ 1

p2
.

Remarque 1.4. — Remarquons que si p1 = p2, alors on retrouve le
théorème 1.1 dans le cas µ = cste .

TOME 57 (2007), FASCICULE 3
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Remarque 1.5. — Notons aussi que ce théorème nous permet de cons-
truire une solution (locale en temps en général, respectivement globale

lorsque la donnée initiale est petite devant la viscosité), pour u0 ∈ B
−1+ N

p2
p2,1

(RN ) et pour tout 1 < p2 < +∞. En effet, il suffit par exemple de considérer
la densité telle que a0 = ρ−1

0 − 1 ∈ B1
N 1(RN ) lorsque N 6 p2 < +∞, dans

le cas 1 < p2 < N on peut prendre par exemple p1 = p2 (d’autre choix sont
possibles, notamment il suffit que p1 vérifie sup(1, Np2

N+p2
) 6 p1 6 Np2

N−p2
).

D’autre part, on obtient une unique solution pour tout u0 ∈ B
−1+ N

p2
p2,1 (RN )

pour tout 1 < p2 6 2N , pour cela il suffit par exemple de considérer

a0 = ρ−1
0 − 1 ∈ B

N
p1
p1,1(RN ) avec p1 = 2N

3 lorsque N 6 p2 6 2N , et lorsque
1 < p2 < N, il suffit de prendre par exemple p1 = p2 (plus généralement,
1
p1
∈ [sup( 1

p2
− 1

N , 2
N − 1

p2
), inf(1, 1

N + 1
p2

)]).

Remarque 1.6. — En particulier, le théorème 1.3 implique l’existence
d’une unique solution globale pour le système (INS), lorsque la donnée
initiale (ρ0, u0) est de la forme

inf
x∈R3

ρ0 > 0, a0 = ρ−1
0 − 1 ∈ S(R3) et u0 = sin

(
x3

ε

)
(−∂2φ, ∂1φ, 0),

avec φ ∈ S(R3), a0 de norme petit et ε > 0 assez petit. En effet, il est
facile à vérifier l’affirmation suivante. Soient φ ∈ S(RN ), k ∈ RN , |k| 6= 0
et (σ, p, r) ∈ R∗

+ × [1,∞)2. Alors, la fonction φε(x) = φ(x) eix·k/ε petite
dans l’espace B−σ

p,r . Plus précisément on a

‖φε‖B−σ
p,r

6 C(φ)εσ,

où C(φ) = ‖φ‖Bσ
p,r

.

Remarque 1.7. — En suivant la même démarche que [1] et en utilisant le
fait que l’espace de Besov est stable par l’action d’une fonction C∞ (voir par
exemple [22]), le théorème précédent reste valable lorsque µ dépend de la
densité de manière régulière sous l’hypothèse supplémentaire p1 6 p2. Pour
éviter les complications techniques on a choisi de donner la démonstration
uniquement dans le cas où la viscosité est constante.

2. Notations et définitions

2.1. Notations

On dit que A . B s’il existe une constante c strictement positive telle
que A 6 cB, et A ≈ B si A . B et B . A. Soient X un espace de

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FLUIDE INHOMOGÈNE 889

Banach et p ∈ [1,∞], on désigne par Lp(0, T ; X) l’ensemble des fonctions f

mesurables sur (0, T ) à valeurs dans X, telles que t 7−→ ‖f(t)‖X appartient
à Lp(0, T ). On note C([0, T ); X) l’espace des fonctions continues de [0, T ) à
valeurs dans X et Cb([0, T ); X) déf= C([0, T ); X)∩L∞(0, T ; X). On désigne
par p′ l’exposant conjugué de p défini par 1

p + 1
p′ = 1.

2.2. Théorie de Littlewood-Paley

Dans cette section, nous allons rappeler brièvement la décomposition de
Littlewood-Paley homogène et définir les espaces fonctionnels dans lesquels
nous allons travailler. Pour cela, nous utilisons une décomposition dyadique
de l’unité (voir par exemple [5]). Soient ϕ et χ ∈ C∞ telles que supp ϕ ⊂
{ 3

4 6 |ξ| 6 8
3}, supp χ ⊂ {|ξ| 6 4

3} et∑
q∈Z

ϕ(2−qξ) = 1 ∀ξ 6= 0 et χ(ξ) = 1−
∑
q∈Z

ϕ(2−qξ).

On définit les opérateurs de localisation en fréquences ∆q et Sq de L(S ′)
par :

∆q u = ϕ(2−qD)u pour tout q ∈ Z,

Sq u = χ(2−qD)u =
∑

p6q−1

∆p u pour tout q ∈ Z.

Notons que pour une distribution tempérée u ∈ S ′(RN ), la fonction ∆qu

est une fonction analytique à croissance lente. Si de plus, il existe un réel s

tel que u ∈ Hs(RN ), alors on a ∆qu appartient à l’espace ∩σ∈RHσ(RN ).
De plus, on a :

u =
∑
q∈Z

∆q u ∀u ∈ S ′(RN )/P[RN ]

où P[RN ] est l’ensemble des polynômes (voir par exemple [23]). Par ailleurs,
la décomposition de Littlewood-Paley vérifie la propriété de presque ortho-
gonalité :
(2.1)
∆k∆qu ≡ 0 si |k − q| > 2 et ∆k(Sq−1u∆qu) ≡ 0 si |k − q| > 5.

Définition 2.1. — Soient s ∈ R, (p, r) ∈ [1,+∞]2 et u ∈ S ′(RN ), on
note

‖u‖Bs
p,r

déf=
( ∑

q∈Z
2rqs‖∆q u‖r

Lp

) 1
r

TOME 57 (2007), FASCICULE 3
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avec le changement habituel pour r = +∞. On définit l’espace de Besov
homogène Bs

p,r(RN ) par :
– Bs

p r = {u ∈ S ′(RN ) | ‖u‖Bs
p r

< +∞}, lorsque s < N
p ou s = N

p et
r = 1.

– Bs
p r = {u ∈ S ′(RN ) | ∀ |α| = k, ∂α u ∈ Bs−k

p r }, lorsque N
p + k 6

s < N
p + k + 1, k ∈ N, ou s = N

p + k + 1 et r = 1.

Comme conséquence de l’inégalité de Bernstein (voir par exemple [5]) et
par définition de Bs

p,r on a la proposition suivante :

Proposition 2.2.

(i) Il existe une constante c strictement positive telle que

(2.2) c−1‖u‖Bs
p,r

6 ‖∇u‖Bs−1
p,r

6 c‖u‖Bs
p,r

.

(ii) Pour p1 6 p2 et r1 6 r2, on a Bs
p1,r1

↪→ B
s−N( 1

p1
− 1

p2
)

p2,r2 .

(iii) Si p ∈ [1,∞], alors B
N
p

p,1 ↪→ B
N
p

p,∞ ∩ L∞.

(iv) Interpolation réelle : (Bs1
p,r, B

s2
p,r)θ, r′ = B

θs2+(1−θ)s1
p,r′ pour 0 < θ < 1

(voir par exemple [24]).

Proposition 2.3. — Soient p1, p2, r ∈ [1,+∞], (s1, s2) ∈ R2 et p ∈
[1,+∞], alors on a les inégalités suivantes :

si 1
p 6 1

p1
+ 1

p2
et s1 + s2 + N inf

(
0, 1− 1

p1
− 1

p2

)
> 0, alors∥∥∥R(u, v)

∥∥∥
B

s1+s2+ N
p
− N

p1
− N

p2
p,r

. ‖u‖B
s1
p1,r

‖v‖B
s2
p2,∞

.

Si 1
p 6 1

p1
+ 1

p2
, s1 + s2 = 0 et 1

p1
+ 1

p2
6 1, alors∥∥∥R(u, v)

∥∥∥
B

N
p
− N

p1
− N

p2
p,∞

. ‖u‖B
s1
p1,1

‖v‖B
s2
p2,∞

.

Si 1
p 6 1

p2
+ 1

λ 6 1 avec λ ∈ [1,∞] et p1 6 λ, alors

‖Tuv‖
B

s1+s2+ N
p
− N

p1
− N

p2
p,r

. ‖v‖B
s2
p2,r

‖u‖B
s1
p1,∞

si s1 + N
λ < N

p1

‖u‖B
s1
p1,1

si s1 + N
λ = N

p1

et

‖Tuv‖
B

s1+s2+ N
p
− N

p1
− N

p2
p,r

.

‖v‖B
s2
p2,∞

‖u‖B
s1
p1,r

si s1 + N
λ < N

p1

‖v‖B
s2
p2,r

‖u‖B
s1
p1,1

si s1 + N
λ = N

p1
.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Remarque 2.4. — Des lois de produits de ce type ont été déjà données
par exemple dans [6] et [24].

Preuve. — D’après la décomposition de J.-M. Bony [3], on a :

uv = Tuv + Tvu + R(u, v)

avec
Tuv =

∑
q∈Z

Sq−1u ∆qv et R(u, v) =
∑
q∈Z

∆qu ∆̃qv

où ∆̃qv = (∆q−1 + ∆q + ∆q+1)v. On applique l’opérateur ∆k sur R(u, v),
on trouve

∆kR(u, v) =
∑

k−q63

∆k

(
∆qu ∆̃qv

)
.

Pour étudier le terme de reste il y a deux cas : 1
p1

+ 1
p2

6 1 et 1 < 1
p1

+ 1
p2

.

Si 1
p1

+ 1
p2

6 1, grâce aux inégalités de Bernstein et de Hölder, on a la
majoration suivante :

‖∆kR(u, v)‖Lp . 2Nk( 1
p1

+ 1
p2
− 1

p )
∑

k−q63

‖∆qu‖Lp1‖∆̃qv‖Lp2 .

Et par suite

2k(s1+s2+
N
p −

N
p1
− N

p2
)‖∆kR(u, v)‖Lp

.
∑

k−q63

2(k−q)(s1+s2)2qs1‖∆qu‖Lp1 2qs2‖∆̃qv‖Lp2 ,

ainsi l’inégalité de Young implique que 2k(s1+s2+
N
p −

N
p1
− N

p2
)‖∆kR(u, v)‖Lp ∈

`r(Z), dès que s1 + s2 > 0 lorsque 1
p1

+ 1
p2

6 1.

Maintenant si 1 < 1
p1

+ 1
p2

, alors p2 6 p′1 avec p′1 l’exposant conjugué
de p1, c’est-à-dire, 1

p1
+ 1

p′1
= 1, et par suite les inégalités de Bernstein de

Hölder impliquent

‖∆kR(u, v)‖Lp . 2Nk(1− 1
p )

∑
k−q63

‖∆qu‖Lp1‖∆̃qv‖L
p′
1

. 2Nk(1− 1
p )

∑
k−q63

‖∆qu‖Lp1 2
Nq( 1

p2
− 1

p′
1
)
‖∆̃qv‖Lp2 .

On remplace 1
p′1

par 1− 1
p1

, on trouve

2k(s1+s2+
N
p −

N
p1
− N

p2
)‖∆kR(u, v)‖Lp

.
∑

k−q63

2(k−q)(s1+s2+N− N
p1
− N

p2
)2qs1‖∆qu‖Lp1 2qs2‖∆̃qv‖Lp2 ,
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enfin l’inégalité de Young implique que 2k(s1+s2+
N
p −

N
p1
− N

p2
)‖∆kR(u, v)‖Lp ∈

`r(Z) dès que s1 + s2 + N − N
p1
− N

p2
> 0. On suit la même démarche que

dans le premier cas, on en déduit la deuxième inégalité sur le terme du
reste car on a besoin seulement de 2k( N

p −
N
p1
− N

p2
)‖∆kR(u, v)‖Lp ∈ `∞(Z).

Pour le terme de paraproduit, on a :

∆kTuv =
∑

|k−q|64

∆k

(
Sq−1u ∆qv

)
.

Démontrons maintenant les inégalités sur le paraproduit. Si 1
p 6 1

p2
+ 1

λ 6
1 avec p1 6 λ. Alors les inégalités de Hölder et de Bernstein impliquent :

‖∆kTuv‖Lp . 2kN( 1
p2

+ 1
λ−

1
p )

∑
|k−q|64

‖Sq−1u‖Lλ‖∆qv‖Lp2 .

Mais par définition de l’opérateur Sq et l’inégalité de Bernstein, on a l’es-
timation suivante :

‖Sq−1u‖Lλ . 2q( N
p1
−N

λ −s1)

‖u‖B
s1
p1,∞

si s1 + N
λ < N

p1

‖u‖B
s1
p1,1

si s1 + N
λ = N

p1
.

Remarquons que si u ∈ Lλ, alors :

‖Sq−1u‖Lλ . ‖u‖Lλ .

Et par suite, on a :

‖Tuv‖
B

s1+s2+ N
p
− N

p1
− N

p2
p,r

. ‖v‖B
s2
p2,r

‖u‖B
s1
p1,∞

si s1 + N
λ < N

p1

‖u‖B
s1
p1,1

si s1 + N
λ = N

p1
.

L’autre inégalité se démontre de la même manière mais on utilise le fait que
2q(s1+

N
λ −

N
p1

)Sq−1u ∈ `r(Lλ), si s1+ N
λ < N

p1
et dans `1(Lλ), si s1+ N

λ = N
p1

.

En effet, si s1 + N
λ < N

p1
, alors :

‖Sq−1u‖Lλ .
∑

j6q−2

2j( N
p1
−N

λ −s1)2js1‖∆ju‖Lp1

. 2q( N
p1
−N

λ −s1)
∑

j6q−2

2(j−q)( N
p1
−N

λ −s1)aj‖u‖B
s1
p,r

6 C2q( N
p1
−N

λ −s1)ãq‖u‖B
s1
p,r

,

où ãj =
∑

j6q−2

2(j−q)( N
p1
−N

λ −s1)aj ∈ `r(Z), lorsque s1+ N
λ < N

p1
, sinon, c’est-

à-dire, s1 + N
λ = N

p1
, on a ‖Sq−1u‖Lλ . ‖u‖B

s1
p,1

. D’où la proposition. �

Comme conséquence de la proposition précédente, on a le corollaire sui-
vant.
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Corollaire 2.5. — Soient (p, p1, p2, r, λ1, λ2) ∈ [1,∞]6 tels que 1
p 6

1
p1

+ 1
p2

, p1 6 λ2, p2 6 λ1,
1
p 6 1

p1
+ 1

λ1
6 1 et 1

p 6 1
p2

+ 1
λ2

6 1. Alors on
a les inégalités suivantes :

si s1 + s2 + N inf(0, 1 − 1
p1
− 1

p2
) > 0, s1 + N

λ2
< N

p1
et s2 + N

λ1
< N

p2
.

Alors :

(2.3) ‖uv‖
B

s1+s2−N( 1
p1

+ 1
p2
− 1

p
)

p,r

. ‖u‖B
s1
p1,r

‖v‖B
s2
p2,∞

,

lorsque s1 + N
λ2

= N
p1

(resp. s2 + N
λ1

= N
p2

) on remplace ‖u‖B
s1
p1,r

‖v‖B
s2
p2,∞

(resp. ‖v‖B
s2
p2,∞

) par ‖u‖B
s1
p1,1

‖v‖B
s2
p2,r

(resp. ‖v‖B
s2
p2,∞∩L∞), si s1+ N

λ2
= N

p1

et s2 + N
λ1

= N
p2

on prend r = 1.

Si s1 + s2 = 0, s1 ∈ ( N
λ1
− N

p2
, N

p1
− N

λ2
] et 1

p1
+ 1

p2
6 1, alors :

(2.4) ‖uv‖
B
−N( 1

p1
+ 1

p2
− 1

p
)

p,∞

. ‖u‖B
s1
p1,1

‖v‖B
s2
p2,∞

.

Si |s| < N
p pour p > 2 et −N

p′ < s < N
p sinon, alors :

(2.5) ‖uv‖Bs
p,r

. ‖u‖Bs
p,r
‖v‖

B
N
p

p,∞∩L∞
.

Si s + N − N
p > 0, alors on a :

(2.6) ‖uv‖Bs
p,r

. ‖u‖
L2∩B

s+N−N
p

2,r

‖v‖
L2∩B

s+N−N
p

2,r

.

Remarque 2.6. — En général dans la suite p sera égal à p1 ou à p2 et
1
λ = 1

p1
− 1

p2
si p1 6 p2, respectivement 1

λ = 1
p2
− 1

p1
si p2 6 p1.

Pour étudier le système (ĨNS) nous avons besoin d’utiliser l’effet ré-
gularisant de l’équation de la chaleur. Pour cela on introduit les espaces
L̃ρ

T (Bs
p,r) découverts par J.-Y. Chemin et N. Lerner dans [7].

Définition 2.7. — Soient s ∈ R, (r, ρ, p) ∈ [1, +∞]3 et T ∈]0, +∞],
on dit alors que f ∈ L̃ρ

T (Bs
p,r), si

‖f‖
L̃ρ

T
(Bs

p,r)

déf=
( ∑

q∈Z
2qrs

( ∫ T

0

‖∆q f(t)‖ρ
Lpdt

) r
ρ
) 1

r

< ∞,

avec le changement usuel si r = ∞.

Pour θ ∈ [0, 1], on a :

(2.7) ‖u‖
L̃ρ

T
(Bs

p,r)
6 ‖u‖θ

L̃
ρ1
T

(B
s1
p,r)
‖u‖1−θ

L̃
ρ2
T

(B
s2
p,r)

avec 1
ρ = θ

ρ1
+ 1−θ

ρ2
et s = θs1 + (1− θ)s2.
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Remarquons que l’inégalité de Minkowski, implique que :

‖u‖
L̃ρ

T
(Bs

p,r)
6 ‖u‖Lρ

T
(Bs

p,r) si ρ 6 r

et ‖u‖Lρ
T

(Bs
p,r) 6 ‖u‖

L̃ρ
T

(Bs
p,r)

si r 6 ρ.

Remarque 2.8. — Le corollaire 2.5 reste vrai dans les espaces L̃ρ
T (Bs

p,r).
Par exemple, on a :

‖uv‖
L̃ρ

t (Bs
p,r)

. ‖u‖
L̃

ρ1
t (Bs

p,r)
‖v‖

L̃ρ2 (B
N
p

p,∞∩L∞)

où 1
ρ = 1

ρ1
+ 1

ρ2
et |s| < N

p lorsque p > 2 respectivement −N
p′ < s < N

p

sinon.

3. Estimations pour l’équation de transport
et pour l’équation de Stokes

On remarque que le système de Navier-Stokes avec densité variable (ĨNS)
est formé par une équation de transport sur la densité et par une équation
de Stokes sur le champ de la vitesse. On commence ainsi par donner les
estimations nécessaires pour l’équation de transport et pour le système de
Stokes non stationnaire :

Proposition 3.1. — Soient (p1, p2) ∈ [1,+∞]2, s ∈] − 1 − N
p2

, 1 +
N inf( 1

p1
, 1

p2
)[ si 1

p1
+ 1

p2
6 1 et s ∈]−1− N

p′1
, 1+N inf( 1

p1
, 1

p2
)[ si 1

p1
+ 1

p2
> 1

où p′1 l’exposant conjugué de p1 (resp. s = 1+N inf( 1
p1

, 1
p2

)) et r ∈ [1,+∞]
(resp. r = 1). Soit u un champ de vecteurs à divergence nulle tel que

∇u ∈ L1(0, T ; B
N
p2
p2,r ∩ L∞) (resp. u ∈ L1(0, T ; B

N
p2

+1

p2,1 )). Supposons que
ρ0 ∈ Bs

p1,r, f ∈ L1(0, T ; Bs
p1,r). Soit ρ ∈ L∞(0, T ; Bs

p1,r) ∩ C([0, T ]; S ′)
une solution du système suivant :{

∂tρ + u · ∇ρ = f,

ρ|t=0 = ρ0.

Alors il existe une constante C strictement positive dépendant de N et s

telle que :

(3.1) ‖ρ‖
L̃∞

T
(Bs

p1,r)
6 eCU(t)

(
‖ρ0‖Bs

p1,r
+

∫ t

0

‖f(τ)‖Bs
p1,r

dτ
)
,

où U(t) =
∫ t

0
‖∇u(τ)‖

B
N
p2
p2,r∩L∞

dτ. (resp. U(t) =
∫ t

0
‖u(τ)‖

B
N
p2

+1

p2,1

dτ).
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Preuve. — On applique ∆q à l’équation, après on multiplie par |∆qρ|p1−2

∆qρ. On obtient :

1
p1

d

dt
‖∆qρ‖p1

Lp1 +
∫

∆q(u · ∇ρ)|∆qρ|p1−2∆qρ dx 6 ‖∆qf‖Lp1‖∆qρ‖p1−1
Lp1

D’après la décomposition de Bony, on peut écrire :

∆q(u · ∇ρ) = ∆q(Tui∂iρ) + ∆q(T∂iρu
i) + ∆q(R(ui, ∂iρ)).

D’autre part, le terme ∆q(Tui∂iρ) peut s’écrire à l’aide des commutateurs :

Sq−1u · ∇∆qρ +
∑

|q−q′|61

(Sq′−1 − Sq−1)u · ∇∆q∆q′ρ

+
∑

|q−q′|64

[∆q, Sq′−1u] · ∇∆q′ρ.

En tenant compte du fait que :∫
Sq−1u · ∇∆qρ|∆qρ|p1−2∆qρ dx = 0.

On injecte cela dans l’estimation sur l’équation de transport et on trouve :
1
p1

d

dt
‖∆qρ‖p1

Lp1 6 (‖Fq‖Lp1 + ‖∆qf‖Lp1 )‖∆qρ‖p1−1
Lp1

avec :

Fq
déf= ∆q(

∑
|q−q′|64

∆q′u · ∇Sq′−1ρ) + ∆q(
∑

q′>q−3

∆q′u · ∇∆̃q′ρ)

+
∑

|q−q′|61

(Sq′−1 − Sq−1)u · ∇∆q∆q′ρ +
∑

|q−q′|64

[∆q, Sq′−1u] · ∇∆q′ρ

où ∆̃q = ∆q−1 + ∆q + ∆q+1. Comme div u = 0, alors si 1
p1

+ 1
p2

6 1 les
inégalités de Bernstein et de Hölder, donnent :

‖∆q(∆q′u · ∇∆̃q′ρ)‖Lp1 . 2q‖∆q(∆q′u∆̃q′ρ)‖Lp1

. 2q(1+ N
p2

)‖∆q′u∆̃q′ρ‖
L

p1p2
p1+p2

. 2q(1+ N
p2

)‖∆q′u‖Lp2‖∆̃q′ρ‖Lp1 .

Vu que :
‖∆̃q′ρ‖Lp1 6 2−q′saq′‖ρ‖Bs

p1,r

où aq′ ∈ `r. Comme la transformée de Fourier de ∆q′u est localisée dans
une couronne 2q′C, alors :

‖∆q′u‖Lp2 . 2−q′( N
p2

+1)‖∇u‖
B

N
p2
p2,∞

.
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Finalement, on a obtenu :

‖∆q(∆q′u · ∇∆̃q′ρ)‖Lp1 . aq′2
(q−q′)( N

p2
+1+s)2−qs‖∇u‖

B
N
p2
p2,∞

‖ρ‖Bs
p1,r

.

Comme 3 > q − q′ et s + 1 + N
p2

> 0, on trouve finalement :∑
q′>q−3

‖∆q(∆q′u · ∇∆̃q′ρ)‖Lp1 6 Caq2−qs‖∇u‖
B

N
p2
p2,∞

‖ρ‖Bs
p1,r

si 1
p1

+ 1
p2

6 1 où aq =
∑

q−q′63

2(q−q′)(s+1+ N
p2

)aq′ ∈ `r.

Si 1
p1

+ 1
p2

> 1, alors p2 6 p′1 avec p′1 l’exposant conjugué de p1 et par
suite les inégalités de Bernstein et de Hölder, impliquent :

‖∆q(∆q′u · ∇∆̃q′ρ)‖Lp1 . 2q(1+N− N
p1

)‖∆q′u∆̃q′ρ‖L1

. 2
q(1+ N

p′
1
)
2
−q′(1+ N

p′
1
)
2q′ N

p2 ‖∆q′∇u‖Lp2‖∆̃q′ρ‖Lp1 .

Ainsi, si s + 1 + N
p′1

> 0, on trouve :∑
q′>q−3

‖∆q(∆q′u · ∇∆̃q′ρ)‖Lp1 6 Caq2−qs‖∇u‖
B

N
p2
p2,∞

‖ρ‖Bs
p1,r

si 1
p1

+ 1
p2

> 1. De la même manière se traite le terme qui contient (Sq−1−
Sq′−1)u puisque |q − q′| 6 1, et par suite c’est une fonction localisée sur
une couronne dyadique 2qC, ainsi :∑
|q−q′|61

‖(Sq−1 − Sq′−1)u · ∇∆q∆q′ρ‖Lp1 6 Caq2−qs‖∇u‖L∞‖ρ‖Bs
p1,r

.

Pour le terme ∆q(
∑

|q−q′|64

∆q′u · ∇Sq′−1ρ), il y a deux cas soit p2 6 p1 soit

p1 6 p2 :

Cas p2 6 p1.

Les inégalités de Hölder et Bernstein impliquent :

‖∆q′u · ∇Sq′−1ρ‖Lp1 . 2q′N( 1
p2
− 1

p1
)‖∆q′u‖Lp2‖Sq′−1∇ρ‖L∞ ,

mais par la définition de l’opérateur Sq, on a :

‖Sq′−1∇ρ‖L∞ . 2q′( N
p1

+1−s)

{
‖ρ‖Bs

p1,∞
si s < N

p1
+ 1

‖ρ‖Bs
p1,1

si s = N
p1

+ 1.
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D’où on trouve finalement l’inégalité suivante :∥∥∥∆q

( ∑
|q−q′|64

∆q′u · ∇Sq′−1ρ
)∥∥∥

Lp1

6 C2−qsaq‖∇u‖
B

N
p2
p2,r

{
‖ρ‖Bs

p1,∞
si s < N

p1
+ 1

‖ρ‖Bs
p1,1

si s = N
p1

+ 1.

Cas p1 < p2.

L’inégalité de Hölder implique que :

‖∆q′u · ∇Sq′−1ρ‖Lp1 6 ‖∆q′u‖Lp2‖Sq′−1∇ρ‖
L

p1p2
p2−p1

,

or, vu que ∇ρ ∈ Bs−1
p1, r ↪→ B

s−1− N
p2

p1p2
p2−p1

, r
, et par définition de l’opérateur Sq,

on a :

‖Sq′−1∇ρ‖
L

p1p2
p2−p1

. 2q′( N
p2

+1−s)

{
‖ρ‖Bs

p1,∞
si s < N

p2
+ 1

‖ρ‖Bs
p1,1

si s = N
p2

+ 1.

Ainsi :

‖∆q(
∑

|q−q′|64

∆q′u · ∇Sq′−1ρ)‖Lp1

6 C2−qsaq‖∇u‖
B

N
p2
p2,r

{
‖ρ‖Bs

p1,∞
si s < N

p2
+ 1

‖ρ‖Bs
p1,1

si s = N
p2

+ 1.

Il nous reste le terme qui contient le commutateur. On a par une inégalité
classique sur les commutateurs (voir par exemple [5]) :

‖[∆q, Sq′−1u] · ∇∆q′ρ‖Lp1 . 2−q′‖∇Sq′−1u‖L∞‖∆q′∇ρ‖Lp1

Donc, on trouve :

‖[∆q, Sq′−1u] · ∇∆q′ρ‖Lp1 . ‖∇u‖L∞‖∆q′ρ‖Lp1 .

Comme |q − q′| 6 4 dans cette somme, alors :∑
|q−q′|64

‖[∆q, Sq′−1u] · ∇∆q′ρ‖Lp1 6 C2−qsaq‖∇u‖L∞‖ρ‖Bs
p1,r

.

En sommant toutes ces estimations, on trouve :

‖Fq‖Lp1 . 2−qsaq



‖∇u‖
B

N
p2
p2,r∩L∞

‖ρ‖Bs
p1,r

si − 1− N
p2

< s < 1 + N inf( 1
p1

, 1
p2

) et 1
p1

+ 1
p2

6 1

ou bien
si− 1− N

p′1
< s < 1 + N inf( 1

p1
, 1

p2
) et 1

p1
+ 1

p2
> 1

‖u‖
B

N
p2

+1

p2,1

‖ρ‖Bs
p1,1

si s = 1 + N inf( 1
p1

, 1
p2

).
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En revenant à l’estimation sur l’équation de transport, on trouve, en mul-
tipliant avec 2qs et en sommant en q ∈ Z

‖ρ(t)‖Bs
p1,r

6 ‖ρ0‖Bs
p1,r

+
∫ t

0

‖f(τ)‖Bs
p1,r

dτ

+ C

∫ t

0

‖∇u(τ)‖
B

N
p2
p2,r∩L∞

‖ρ(τ)‖Bs
p1,r

dτ,

dès que−1−N
p2

< s < 1+N inf( 1
p1

, 1
p2

) lorsque 1
p1

+ 1
p2

6 1 ou−1−N
p′1

< s <

1+N inf( 1
p1

, 1
p2

) pour 1
p1

+ 1
p2

> 1. Sinon, c’est-à-dire, s = 1+N inf( 1
p1

, 1
p2

),
alors :

‖ρ(t)‖Bs
p1,1

6 ‖ρ0‖Bs
p1,1

+
∫ t

0

‖f(τ)‖Bs
p1,1

dτ

+ C

∫ t

0

‖u(τ)‖
B

N
p2

+1

p2,1

‖ρ(τ)‖Bs
p1,1

dτ.

Pour conclure il suffit d’utiliser le lemme de Gronwall. �

Pour l’équation de Stokes, on a la proposition suivante.

Proposition 3.2. — Soient p ∈]1,∞[ et s = N
p − η avec η > 0 tel

que 1 − η + N inf(1, 2
p ) > 0. Soient u0 un champ de vecteurs à divergence

nulle avec coefficients dans Bs
p,r et g un champ de vecteurs à coefficients

dans L̃1
T (Bs

p,r). Soient u et v deux champs de vecteurs à divergence nulle

tels que ∇v soit à coefficients dans L1(0, T ; B
N
p

p,r ∩L∞) (resp. L1
T (B

N
p

p,1)) et
u ∈ C([0, T ; Bs

p,r) ∩ L̃1
T (Bs+2

p,r ) soit une solution du système de Stokes non
stationnaire :

(L)


∂tu + v · ∇u− ν∆u +∇Π = g

div u = 0
u|t=0 = u0.

Alors il existe C dépendant de N et s tel que u vérifie l’estimation suivante :

‖u‖
L̃∞

T
(Bs

p,r)
+ ν‖u‖

L̃1
T

(Bs+2
p,r )

+ ‖∇Π‖
L̃1

T
(Bs

p,r)
(3.2)

6 e

C‖∇v‖
L1

T
(B

N
p

p,r∩L∞)
{
‖u0‖Bs

p,r
+ C‖g‖

L̃1
T

(Bs
p,r)

}
.

Si 2 6 p et 1− η + 2N
p = 0, alors on a de plus l’estimation suivante :

‖u‖L∞
T

(Bs
p,∞) + ν‖u‖

L̃1
T

(B2+s
p,∞)

+ ‖∇Π‖
L̃1

T
(Bs

p,∞)
(3.3)

6 e

C‖∇v‖
L1

T
(B

N
p

p,1
)
{
‖u0‖Bs

p,∞
+ C‖g‖

L̃1
T

(Bs
p,∞)

}
.
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Preuve. — Rappelons tout d’abord une inégalité semblable à l’inégalité
de Bernstein (voir [10]) qui nous permet de gagner deux dérivées à partir
du laplacien dans Lp si 1 < p < ∞.

Lemme 3.3. — Soient N > 1, 1 < p < +∞ et u ∈ Lp(RN ) tel que supp
Fu ⊂ C(0, R1, R2) (avec 0 < R1 < R2). Alors il existe une contante K
strictement positive dépendant de N et R1

R2
telle que

(3.4) K
R2

1

p2

∫
RN

|u|pdx 6
∫

RN

|∇u|2|u|p−2dx = − 1
p− 1

∫
RN

∆u|u|p−2u dx.

En suivant la même démarche que dans la démontration de la proposi-
tion 3.1, on trouve après l’application de P et lemme précédent que :

2qs‖∆qu‖L∞
T

(Lp) + kν2q(s+2)‖∆qu‖L1
T

(Lp)(3.5)

6 2qs‖∆qu0‖Lp + 2qs‖∆qPg‖L1
T

(Lp)

+ 2qs
∥∥∥[v,∆q] · ∇u

∥∥∥
L1

T
(Lp)

,

avec [
v,∆q

]
· ∇u = v · ∇∆qu−∆q(v · ∇u).

Après on multiplie l’inégalité (3.5) par 2qs, on somme sur q ∈ Z et on utilise
le lemme A.1 [11] et l’inégalité de Minkowski, on trouve

‖u‖
L̃∞

T
(Bs

p,r)
+ kν‖u‖

L̃1
T

(Bs+2
p,r )

(3.6)

6 ‖u0‖Bs
p,r

+ ‖Pg‖
L̃1

T
(Bs

p,r)
+ C

∫ T

0

‖∇v(t)‖
B

N
p

p,r∩L∞
‖u(t)‖Bs

p,r
dt.

Pour estimer ∇Π dans L̃1
T (Bs

p,r), on applique l’opérateur de divergence, on
trouve l’équation suivante :

∆Π = divQg − div(v · ∇u).

Donc l’inégalité (2.2), l’inégalité de Minkowski et le fait que div v = div u =
0, impliquent :

‖∆Π‖
L̃1

T
(Bs−1

p,r )
6 c‖Qg‖

L̃1
T

(Bs
p,r)

+
∥∥∥ ∑

16i,j6N

∂j(∂iv
j ui)

∥∥∥
L1

T
(Bs−1

p,r )

. ‖Qg‖
L̃1

T
(Bs

p,r)
+ ‖u · ∇v‖L1

T
(Bs

p,r)

Mais d’après la décomposition de J.-M. Bony et le fait que div u = 0, on a :

u · ∇v = Tuj ∂jv + T∂jvuj + ∂jR(uj , v).
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Comme 1− η + N inf(1, 2
p ) > 0, alors la proposition 2.3 et l’inégalité (2.2)

impliquent :

‖∂jR(uj , v)‖L1
T

(Bs
p,r) . ‖R(uj , v)‖L1

T
(Bs+1

p,r ) .
∫ T

0

‖v(τ)‖
B

N
p

+1
p,r

‖u(τ)‖Bs
p,r

dτ

.
∫ T

0

‖∇v(τ)‖
B

N
p

p,r

‖u(τ)‖Bs
p,r

dτ,

de nouveau la proposition 2.3 implique que :

‖T∂jvuj‖L1
T

(Bs
p,r) .

∫ T

0

‖∇v(τ)‖L∞‖u(τ)‖Bs
p,r

dτ

et Tuj ∂jv, on utilise le fait que η > 0 (on peut prendre η = 0 si r = 1) et
de nouveau la proposition 2.3, on trouve :

‖Tuj ∂jv‖L1
T

(Bs
p,r) .

∫ T

0

‖∇v(τ)‖
B

N
p

p,r

‖u(τ)‖Bs
p,r

dτ.

Ainsi, on a :

(3.7) ‖∇Π‖
L̃1

T
(Bs

p,r)
. ‖Qg‖

L̃1
T

(Bs
p,r)

+
∫ T

0

‖∇v‖
B

N
p

p,r∩L∞
‖u‖Bs

p,r
dt.

Pour conclure, il suffit d’utiliser les inégalités (3.6), (3.7) et un argument
du type lemme de Gronwall. Pour montrer l’inégalité (3.3) on reprend les
calculs qui conduisent à l’inégalité (3.2) puisque le lemme A.1 [11] est vrai
pour p > 2 et 1− η + 2N

p = 0 car la proposition 2.3 implique :

‖∂jR(vj , u)‖L1
T

(Bs
p,∞) . ‖R(vj , u)‖L1

T
(Bs+1

p,∞) .
∫ T

0

‖u(τ)‖Bs
p,∞

‖v(τ)‖
B

N
p

+1

p,1

dτ

et pour l’estimation de la pression de nouveau la proposition 2.3 montre
que :

‖∂jR(uj , v)‖L1
T

(Bs
p,∞) .

∫ T

0

‖u(τ)‖Bs
p,∞

‖v(τ)‖
B

N
p

+1

p,1

dτ dès que p > 2.

D’où la proposition. �

Rappelons finalement le lemme d’Osgood (voir [16]), qui va nous per-
mettre de conclure à l’unicité dans les cas critiques (voir la section 5.1).

Lemme 3.4. — (Osgood) Soient ρ > 0 une fonction mesurable, γ une
fonction localement intégrable et µ une fonction positive, continue et crois-
sante qui vérifie la condition suivante :∫ 1

0

dr

µ(r)
= +∞.
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Soient aussi a un nombre réel positif et ρ vérifiant l’inégalité :

ρ(t) 6 a +
∫ t

0

γ(s)µ(ρ(s))ds.

Alors, si a est nul, la fonction ρ est identiquement nulle. Si a est non nul,
alors on a

−M(ρ(t)) +M(a) 6
∫ t

0

γ(s)ds, avec M(x) =

1∫
x

dr

µ(r)
·

4. Existence

Proposition 4.1. — Soient 1 6 p1 < ∞ et 1 < p2 < ∞ telles que
sup( 1

p1
, 1

p2
) 6 1

N + inf( 1
p1

, 1
p2

) et 1
p1

+ 1
p2

> 1
N . Il existe une constante c

dépendant de N et p telle que pour u0 ∈ B
−1+ N

p2
p2,1 (RN ) avec div u0 = 0,

f ∈ L1(R+; B
−1+ N

p2
p2,1 (RN )), Qf ∈ L2(R+; B

−2+ N
p2

p2,1 (RN )) et a0 ∈ B
N
p1
p1,1(RN )

où :
‖a0‖

B
N
p1
p1,1

6 c.

Alors il existe T ∈ (0,+∞] tel que le système (ĨNS) admette une solution
(a, u,∇Π) vérifiant :

a ∈ Cb

(
[0, T ); B

N
p1
p1,1

)
∩ L̃∞

T

(
B

N
p1
p1,1

)
,

u ∈ Cb

(
[0, T ); B

−1+ N
p2

p2,1

)
∩ L1

T

(
B

1+ N
p2

p2,1

)
et ∇Π ∈ L1

T

(
B
−1+ N

p2
p2,1

)
.

De plus, il existe une constante c′ strictement positive dépendant de N et
p telle que si

‖u0‖
B

N
p2
−1

p2,1

+ ‖f‖
L1(R+; B

N
p2
−1

p2,1 )
6 c′µ,

alors T = +∞.

Démonstration de la proposition 4.1. — La démonstration de la pro-
position est organisée de la manière suivante. Premièrement on résout un
système approché, deuxièmement on montre que la solution du problème
approché est uniformément bornée et enfin, on étudie la convergence de
la solution approchée et on démontre que sa limite est une solution de
(ĨNS). �
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Première étape : Solution approchée régulière

Tout d’abord on régularise la donnée initiale (a0, u0, f) (pour plus de
détails, voir le lemme 4.2 [1]) après grâce au théorème 1.2 [1], on déduit
que le système (ĨNS) avec données (an

0 , un
0 , fn) admet une solution locale

unique (an, un,∇Πn) telle que :

an ∈ C([0, Tn); Hs0+1(RN )), un ∈ C([0, Tn);(4.1)

Hs0(RN )) ∩ L̃1
T n(Hs0+2(RN ))

et ∇Πn ∈ L̃1([0, Tn); Hs0(RN ))

pour s0 > N, pour avoir que l’espace de Sobolev Hs0(RN ) est inclus dans
l’espace de Besov homogène BN

2,1.

Deuxième étape : Estimation de la solution régularisée

On va montrer l’existence d’un T > 0 tel que (an, un,∇Πn) appar-
tiennent à l’espace

ET = L̃∞
T

(
B

N
p1
p1,1

)
× L1

T

(
B

N
p2

+1

p2,1

)
∩ L̃∞

T

(
B

N
p2
−1

p2,1

)
× L1

T

(
B

N
p2
−1

p2,1

)
.

et forment une suite uniformément bornée dans ET .

Nous allons montrer tout d’abord que (an, un,∇Πn) ∈ L̃∞
T n(B

N
p1
p1,1) ×

L̃∞
T n(B

N
p2
−1

p2,1 ) × L1
T n(B

N
p2
−1

p2,1 ) et un ∈ L1
T n(B

N
p2

+1

p2,1 ). Le problème se pose
seulement pour p1 < 2 ou p2 < 2 et N = 2. Puisque dans le cas 2 6 p1, 2 6
p2 et N > 3, on utilise le fait que (an, un,∇Πn) vérifie (4.1) et l’inégalité
de Bernstein, qui entraîne

(4.2) Hs1(RN ) ↪→ Bs2
2,1(R

N ) dès que

{
s2 >0 pour les basses fréquences
s2 <s1 pour les hautes fréquences.

Donc (an, un,∇Πn) ∈ ET n pour 2 6 p1, p2 et N > 3.

Maintenant, on traite le cas p1 < 2 ou p2 < 2 ou N = 2. Pour cela, on
écrit (un,∇Πn) = (un

L,∇Πn
L) + (un,∇Π

n
) avec (un

L,∇Πn
L) la solution du

système de Stokes non-stationnaire suivant :

(L)


∂tu

n
L − µ∆un

L +∇Πn
L = fn

div un
L = 0

un
L|t=0 = un

0 .

Comme, un
0 ∈ B

N
p2
−1

p2,1 (RN ) ∩ Hs0(RN ) et fn ∈ L̃1
loc(R+; B

N
p2
−1

p2,1 ∩ Hs0).

Alors la proposition 2.3 [10] implique que (un
L,∇Πn

L) ∈ L̃∞
T

(
B

N
p2
−1

p2,1 (RN ) ∩
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Hs0(RN )
)
× L̃1

T

(
B

N
p2
−1

p2,1 (RN ) ∩ Hs0(RN )
)

et de plus un
L ∈ L̃1

T (B
N
p2

+1

p2,1 ∩
Hs0+2) pour tout T > 0. Pour la partie non linéaire, on a :

(an, un,∇Π
n
) ∈ C([0, Tn);Hs0+1(RN ))

× C([0, Tn); Hs0(RN ))× L̃1
T n(Hs0(RN ))

satisfait :

(NL)


∂ta

n + un · ∇an = 0
∂tu

n + un · ∇un − µ∆un +∇Π
n

= H(an, un,∇Πn)
div un = 0
(an, un)|t=0 = (an

0 , 0)

avec H(an, un,∇Πn) = −un·∇un
L+an(µ∆un−∇Πn). Dans ce cas, on n’uti-

lise pas l’injection de l’espace de Sobolev dans l’espace de Besov construit
sur l’espace de Lebesgue Lp. Mais on utilise les inégalités (2.6) et (4.2) et
le résultat suivant qui est une application directe de l’inégalité (2.6) (pour
plus de détails, voir [1]).

Lemme 4.2. — Soient p ∈]1,∞[, u0 un champ de vecteurs à divergence
nulle avec coefficients dans Bs

p,r et g un champ de vecteurs à coefficients
dans L1

T (Bs
p,1). Soient u et v des champs de vecteurs à divergence nulle tels

que v ∈ L1
T (B

s+1+N−N
p

2,1 ∩L2) et u ∈ L∞
T (B

s+1+N−N
p

2,1 ∩L2) une solution de
système de Stokes non stationnaire :

(L)


∂tu + v · ∇u− ν∆u +∇Π = g

div u = 0
u|t=0 = u0.

Si s + 1 + N − N
p > 0, alors il existe C dépendant de N, p et s tel que u

vérifie l’estimation suivante :

‖u‖
L̃∞

T
(Bs

p,1)
+ ν‖u‖L1

T
(Bs+2

p,1 )+‖∇Π‖L1
T

(Bs
p,1)

6C
(
‖u0‖Bs

p,1
+ ‖g‖L1

T
(Bs

p,1)

+ ‖u‖
L∞

T

(
L2∩B

s+1+N−N
p

2,1

)‖v‖
L1

T

(
L2∩B

s+1+N−N
p

2,1

))
.

De même pour l’équation de transport :

(T )
{

∂tf + div(fv) = 0
f|t=0 = f0,

si s + 1 + N − N
p > 0, alors on a l’estimation suivante :

(4.3)
‖f‖

L̃∞
T

(Bs
p,1)

6 ‖f0‖Bs
p,1

+ C‖f‖
L∞

T

(
L2∩B

s+1+N−N
p

2,1

)‖v‖
L1

T

(
L2∩B

s+1+N−N
p

2,1

).
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Appliquons le lemme 4.2 (resp. l’inégalité (4.3)) avec u = un, v = un,

g = −un ·∇un
L+an(µ∆un−∇Πn), p = p2 (resp. p = p1) et s = N

p2
−1 (resp.

s = N
p1

), et on utilise le fait que s0 > N et l’inégalité (2.6) qui montrent
que :

‖an(∆un −∇Πn)‖
L1

T
(B

N
p2
−1

p2,1 )

. ‖an‖L∞
T

(L2∩BN−1
2,1 )

(
‖∆un‖L1

T
(L2∩BN−1

2,1 ) + ‖∇Πn‖L1
T

(L2∩BN−1
2,1 )

)
.

Ainsi, on en déduit que (an, un,∇Πn) ∈ ET n pour 1 < p.

Maintenant on va démontrer que (an, un,∇Πn) est bornée dans ET n .

D’après les propositions 3.1 et 3.2, on a :

‖an‖
L̃∞

T n (B
N
p1
p1,1)

6 Ce

C‖un‖
L1

T n (B

N
p2

+1

p2,1
)‖an

0‖
B

N
p1
p1,1

dès que
N

p1
6 1 + N inf

( 1
p1

,
1
p2

)

et

Un(Tn) 6 Ce

C‖un‖
L1

T n (B

N
p2

+1

p2,1
)
∥∥∥H(an, un,∇Πn)

∥∥∥
L1

T n (B
N
p2
−1

p2,1 )

dès que p2 < ∞

avec

Un(t) = ‖un‖
L̃∞t (B

N
p2
−1

p2,1 )
+ µ‖un‖

L1
t (B

N
p2

+1

p2,1 )
+ ‖∇Π

n‖
L1

t (B
N
p2
−1

p2,1 )
.

Comme 1
p1

+ 1
p2

> 1
N et 1

p2
6 1

N + 1
p1

, (condition permettant de majorer
T∆unan lorsque p2 < p1) alors par les inégalités (2.3), de Bernstein et de
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Hölder et le fait que B
N
p2
p2,1 soit une algèbre, impliquent :

‖H(an, un,Πn)‖
L1

T n (B
N
p2
−1

p2,1 )
. ‖un ⊗ un

L‖
L1

T n (B
N
p2
p2,1)

+ ‖an‖
L∞

T n (B
N
p1
p1,1)

(
µ‖un‖

L1
T n (B

N
p2

+1

p2,1 )
+ ‖∇Πn‖

L1
T n (B

N
p2
−1

p2,1 )

)
. ‖un‖

L2
T n (B

N
p2
p2,1)

‖un
L‖

L2
T n (B

N
p2
p2,1)

+ ‖an‖
L∞

T n (B
N
p1
p1,1)

×
(
‖un‖

L1
T n (B

N
p2

+1

p2,1 )
+ ‖∇Πn‖

L1
T n (B

N
p2
−1

p2,1 )

)
. ‖un‖

1
2

L∞
T n (B

N
p2
−1

p2,1 )

‖un‖
1
2

L1
T n (B

N
p2

+1

p2,1 )

‖un
L‖

1
2

L∞
T n (B

N
p2
−1

p2,1 )

‖un
L‖

1
2

L1
T n (B

N
p2

+1

p2,1 )

+ ‖an‖
L∞

T n (B
N
p2
p1,1)

(
‖un‖

L1
T n (B

N
p2

+1

p2,1 )
+ ‖∇Πn‖

L1
T n (B

N
p2
−1

p2,1 )

)
.

Et par suite :

Un(Tn) 6 Ce

C‖un‖
L1

T n (B

N
p2

+1

p2,1
){

‖un‖
1
2

L∞
T n (B

N
p2
−1

p2,1 )

‖un‖
1
2

L1
T n (B

N
p2

+1

p2,1 )

‖un
L‖

1
2

L∞
T n (B

N
p2
−1

p2,1 )

‖un
L‖

1
2

L1
T n (B

N
p2

+1

p2,1 )

+ ‖an‖
L∞

T n (B
N
p1
p1,1)

(
‖un‖

L1
T n (B

N
p2

+1

p2,1 )
+ ‖∇Πn‖

L1
T n (B

N
p2
−1

p2,1 )

)}
.

Soit ζ un réel strictement positif petit. Il existe alors T1 > 0 tel que :

(4.4) µ‖uL‖
L1

T1
(B

N
p2

+1

p2,1 )
+ ‖∇ΠL‖

L1
T1

(B
N
p2
−1

p2,1 )
6 ζ.

En effet, on applique l’opérateur Q sur (L), on obtient :

(4.5) ‖∇ΠL‖
L1

T1
(B

N
p2
−1

p2,1 )
6 ‖Qf‖

L1
T1

(B
N
p2
−1

p2,1 )
6 ‖f‖

L1
T1

(B
N
p2
−1

p2,1 )
6 ζ

pour T1 petit car f ∈ L1
loc(R+; B

N
p2
−1

p2,1 ). De même, on a :

µ‖uL‖
L1

t (B
N
p1

+1

p2,1 )
6 C

{∑
q∈Z

2q( N
p2
−1)

(
‖∆qu0‖Lp2 + ‖∆qPf‖L1

t (Lp2 )

)
(4.6)

(1− e−Kµt22q

K

)}
déf= F (t) 6 ζ,
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car t 7−→ F (t) continue et clairement F (0) = 0. D’après la proposition 2.3
de [10], on a :

‖uL‖
L̃∞

T1
(B

N
p2
−1

p2,1 )
6 ‖u0‖

B
N
p2
−1

p2,1

+ ‖Pf‖
L1

T1
(B

N
p2
−1

p1,1 )

déf= U0.

Ainsi, nous avons les inégalités suivantes :
(4.7)
µ‖un

L‖
L1

T1
(B

N
p1

+1

p2,1 )
+ ‖∇Πn

L‖
L1

T1
(B

N
p2
−1

p2,1 )
6 αζ et ‖un

L‖
L̃∞

T1
(B

N
p2
−1

p2,1 )
6 αU0.

Dans la suite on peut supposer que Tn 6 T1 sinon il suffit de diminuer Tn.

Fixons t 6 Tn, alors les inégalités précédentes impliquent :

Un(t) 6 Ce

C
(
ζ+‖un‖

L1
t
(B

N
p2

+1

p2,1
)

)
(4.8)

×
{

ζ
1
2 U

1
2
0

(
Un(t) + U0

)
+ ‖an‖

L∞t (B
N
p1
p1,1)

(
ζ + Un(t)

)}
et

(4.9) ‖an‖
L̃∞t (B

N
p1
p1,1)

6 αe

C

(
ζ+‖un‖

L1
t
(B

N
p2

+1

p2,1
)

)
‖a0‖

B
N
p1
p1,1

.

Soit 0 < T2 tel que :

(4.10) e

C

(
ζ+‖un‖

L1
T2

(B

N
p2

+1

p2,1
)

)
< 2.

Donc si :

8C‖a0‖
B

N
p1
p1,1

6 1 et Cζ
1
2 U

1
2
0 (1 + 2CU0) 6

1
8
,

alors :

Un(T2) 6 ζ
1
2

(
2ζ

1
2 + 8CU

3
2
0

)
et ‖an‖

L̃∞
T2

(B
N
p1
p1,1)

6 2α‖a0‖
B

N
p1
p1,1

.(4.11)

Ainsi pour ζ suffisamment petite, la condition (4.10) est satisfaite. Après
par connexité on montre que T2 = Tn. Le même type de raisonnement
permet aussi d’avoir T1 = Tn, avec des estimations uniformes.

Lemme 4.3. — Soit 0 < η < inf(1, 2N
p2

) telle que 1
N + η

N < 1
p1

+ 1
p2

.

Alors (∇Πn)n∈N est uniformément bornée dans L
2

2−η

T1
(B

N
p2
−1−η

p2,1 ).
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Preuve. — Pour étudier la pression, on utilise le fait que :

div
((

1 + an
)
∇Πn

)
= div

(
Qfn − un · ∇un

)
.

Par construction de fn et l’inégalité (2.7), Qfn est uniformément bor-

née dans L
2

2−η

T1
(B

N
p2
−1−η

p2,1 ). L’inégalité (2.7) implique que un est unifor-

mément bornée dans L
2

1−η

T1
(B

N
p2
−η

p2,1 ), et par suite le choix de η et l’iné-
galité (2.5), impliquent un · ∇un = div(un ⊗ un) uniformément bornée

dans L
2

2−η

T1
(B

N
p −1−η

p,1 ). Mais comme ‖an‖
L̃∞

T1
(B

N
p1
p1,1)

6 2α‖a0‖
B

N
p1
p1,1

<< 1 et

1
p2

6 1
N + η

N + 1
p1

(car 1
p2

6 1
N + 1

p1
), alors l’inégalité (2.3) implique que

(∇Πn)n∈N est uniformément bornée dans L
2

2−η

T1
(B

N
p2
−1−η

p2,1 ). �

Remarque 4.4. — La condition 1
N + η

N < 1
p1

+ 1
p2

est vérifiée pour un η

assez petite car 1
N < 1

p1
+ 1

p2
.

D’autre part, les inégalités (4.5) et (4.6) montrent que si

U0 + ‖Qf‖
L1(R+; B

N
p2
−1

p2,1 )
6 c′µ,

alors T1 = +∞.

Troisième étape : convergence

Par construction de (un
0 , fn), par définition de (un

L,∇Πn
L) et unicité des

solutions du système (L), le couple (un
L,∇Πn

L) converge vers la solution
(uL,∇ΠL), du système (L). Par contre pour montrer que la limite de
(an, un,∇Π

n
) est une solution du système (NL), il va falloir recourir à

des arguments de compacité. Mais comme (an, un,∇Π
n
) est uniformément

bornée dans :

L̃∞
T1

(B
N
p1
p1,1)× L̃∞

T1
(B

N
p2
−1

p2,1 ) ∩ L1
T1

(B
N
p2

+1

p2,1 )× L1
T1

(B
N
p2
−1

p2,1 ),

de plus ∇Πn est uniformément bornée dans L
2

2−η

T1
(B

N
p2
−1−η

p2,1 ). Alors pour
pouvoir utiliser le théorème d’Ascoli, il suffit d’estimer la dérivée par rap-
port au temps de an et un (voir par exemple [9]).

Lemme 4.5.

(i) La suite (∂ta
n)n∈N est uniformément bornée dans L2

T1
(B

N
p1
−1

p1,1 ) lors-
que 1

p1
6 1

N + 1
p2

.
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(ii) La suite (∂tu
n)n∈N est uniformément bornée dans L

2
2−η

T1

(
B

N
p2
−1−η

p2,1

)
pour 0 < η < inf(1, 2N

p2
) tel que 1

N + η
N < 1

p1
+ 1

p2
.

Preuve. — Rappelons que :

∂ta
n = −un · ∇an.

Comme 1
p1

6 1
N + 1

p2
, alors grâce à l’inégalité (2.3) et par interpolation, on

trouve :

‖∂ta
n‖

L2
T1

(
B

N
p1
−1

p1,1

) . ‖un‖
L2

T1

(
B

N
p2
p2,1

)‖∇an‖
L∞

T1

(
B

N
p1
−1

p1,1

)
. ‖un‖

1
2

L∞
T1

(
B

N
p2
−1

p2,1

)‖un‖
1
2

L1
T1

(
B

N
p2

+1

p2,1

)‖an‖
L∞

T1

(
B

N
p1
p1,1

).

Pour un, rappelons que :

∂tu
n = −P

(
un · ∇un

)
+ µ∆un + P

(
an(µ∆un −∇Πn)

)
.

Comme l’opérateur de Leray est continu sur les espaces de Besov inho-
mogènes Bs

p,r pour p > 1, alors les calculs du lemme 4.3 restent va-
lables. Ainsi, il reste à montrer que ∆un et an∆un sont uniformément

bornées dans L
2

2−η

T1
(B

N
p2
−1−η

p2,1 ). Mais ∆un est uniformément bornée dans

L1
T1

(B
N
p2
−1

p2,1 ) ∩ L∞
T1

(B
N
p2
−3

p2,1 ). Donc l’inégalité (2.7) implique qu’il est uni-

formément borné dans L
2

2−η

T1
(B

N
p2
−1−η

p2,1 ). Pour an∆un, on utilise de plus
l’inégalité (2.3) et le fait que N

p1
+ N

p2
− 1− η > 0 et 1

p2
6 1

N + η
N + 1

p1
. �

À partir des inégalités de Cauchy-Schwarz et de Hölder et du lemme
précédent, on obtient :

Corollaire 4.6.

(i) La suite (an)n∈N est uniformément bornée dans C
1
2
(
[0, T1]; B

N
p1
−1

p1,1

)
pour 1

p1
6 1

N + 1
p2

.

(ii) La suite (un)n∈N est uniformément bornée dans C
η
2
(
[0, T1];B

N
p2
−1−η

p2,1

)
avec η ∈]0, inf(1, 2N

p )[ et 1
N + η

N < 1
p1

+ 1
p2

.

Rappelons que l’injection de Bs+ε
p,q,loc dans l’espace de Besov inhomogène

locale avec même indice de régularité est continue et l’injection de Besov
inhomogène locale avec indice de régularité s + ε dans l’espace de Besov
inhomogène Bs

p,q est compacte pour tout ε > 0 (voir par exemple [24]).
Ainsi il existe une sous-suite notée encore (an, un,∇Π

n
) qui converge vers
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(a, u,∇Π). Et par suite le corollaire 2.5 et l’inégalité (4.11) impliquent
(a, u,∇Π) est une solution du système (ĨNS) appartenant à :

L̃∞
T1

(B
N
p1
p1,1)×

(
L̃∞

T1

(
B

N
p2
−1

p2,1

)
∩ L1

T1

(
B

N
p2

+1

p2,1

))
× L1

T1

(
B

N
p2
−1

p2,1

)
.

Concernant la continuité de u voir [9]. Pour montrer que a est continue et
que sa norme L∞ est conservée, on utilise le fait que a = a0 ◦Ψ−1 avec Ψ,

flot de u, ce qui démontre la proposition 1.3.

5. Unicité

Dans cette section, nous allons démontrer l’unicité des solutions des équa-
tions de Navier-Stokes inhomogène dans l’espace de Besov

L∞([0, T ], B
N
p1
p1,1)×

(
L∞([0, T ], B

N
p2
−1

p2,1 ) ∩ L1([0, T ], B
1+ N

p2
p2,1

)
.

Soit (ai, ui,∇Πi) pour 1 6 i 6 2 deux solutions. Désignons par

(δa, δu,∇δΠ) déf= (a2 − a1, u2 − u1,∇Π2 −∇Π1)

leur différence, qui vérifie le système suivant :
∂tδa + u2 · ∇δa = −δu · ∇a1

∂tδu + u2 · ∇δu− µ∆δu +∇δΠ = F (ai, ui,∇Πi)
div δu = 0,

où

F (ai, ui,∇Πi) = −δu · ∇u1 + a1(µ∆δu−∇δΠ) + δa(µ∆u2 −∇Π2).

Donc δa (resp. (δu,∇δΠ)) vérifie l’équation de transport avec un terme de
force h (resp. le système de Stokes non stationnaire avec force g). Rappelons
que parmi les conditions d’existence on a : sup( 1

p1
, 1

p2
) 6 1

N + inf( 1
p1

, 1
p2

).
D’autre part pour montrer l’unicité des solutions pour l’équation de trans-
port, nous avons besoin d’estimer la différence δa dans un espace moins
régulier d’un cran par rapport à l’espace de régularité de ai. Puisque

ai ∈ L∞([0, T ], B
N
p1
p1,1), on va estimer δa ∈ L∞([0, T ], B

N
p1
−1

p1,1 ). De plus,
parmi le terme de g, on a δa∆u2 et pour définir ce terme il faut avoir
N
p1

+ N
p2
−2 > 0, c’est-à-dire, 1

p1
+ 1

p2
> 2

N , or sup( 1
p1

, 1
p2

) 6 1
N +inf( 1

p1
, 1

p2
),

ainsi 1 6 p1, p2 6 2N.

Proposition 5.1. — Soient 1 6 p1, p2 6 2N tels que sup( 1
p1

, 1
p2

) 6
1
N + inf( 1

p1
, 1

p2
) et 2

N 6 1
p1

+ 1
p2

. Soient (ai, ui,∇Πi) pour 1 6 i 6 2

deux solutions de (ĨNS) avec les mêmes données initiales a0 appartenant

TOME 57 (2007), FASCICULE 3



910 Hammadi ABIDI & Marius PAICU

à B
N
p1
p1,1, u0 ∈ B

N
p2
−1

p2,1 avec div u0 = 0 et un terme de force extérieure f ∈

L1
loc([0, T ∗); B

N
p2
−1

p2,1 ) telle que Qf ∈ L2(R+; B
−2+ N

p2
p2,1 ). Supposons que pour

i = 1, 2 on ait :

ai ∈ C
(
[0, T ?); B

N
p1
p1,1

)
∩ L̃∞

(
[0, T ?); B

N
p1
p1,1

)
,

ui ∈ C
(
[0, T ?); B

N
p2
−1

p2,1

)
∩ L1

Loc

(
[0, T ?); B

N
p2

+1

p2,1

)
,

∇Πi ∈ L1
Loc

(
[0, T ?); B

N
p2
−1

p2,1

)
.

Alors il existe une constante c strictement positive dépendant de N et p

telle que si on a
‖a1‖

L∞
T ?

(
B

N
p1
p1,1

) 6 c,

alors (a2, u2,∇Π2) = (a1, u1,∇Π1).

Preuve. — Pour montrer l’unicité des solutions de l’équation de trans-

port, nous allons estimer la différence dans L∞([0, T ], B
N
p1
−1

p1,1 ). D’autre part
l’équation vérifiée par δu contient parmi les termes de forces extérieures
δa∆u2 qui se trouvent dans l’espace

L∞
(
[0, T ], B

N
p1
−1

p1,1

)
× L1

(
[0, T ], B

N
p2
−1

p2,1

)
ce qui donne un élément de l’espace L1([0, T ], B

N
p2
−2

p2,1 ) si p2 < 2N, 2
N <

1
p1

+ 1
p2

et N > 2, sinon, c’est-à-dire, p2 = 2N ou 2
N = 1

p1
+ 1

p2
ou N = 2,

il appartient à l’espace L1([0, T ], B
N
p2
−2

p2,∞ ). Ainsi nous sommes obligés de
traiter deux cas.

Premier cas : 1 6 p2 < 2N, 2
N < 1

p1
+ 1

p2
et N > 3.

Tout d’abord, on va montrer que (δa, δu,∇δΠ) ∈ FT , où :

FT = C
(
[0, T ]; B

N
p1
−1

p1,1

)
×

(
L1

T

(
B

N
p2
p2,1

)
∩ C

(
[0, T ]; B

N
p2
−2

p2,1

))
× L1

T

(
B

N
p2
−2

p2,1

)
,

muni de la norme suivante :

‖(a, u,∇Π)‖FT

déf= ‖a‖
L∞

T
(B

N
p1
−1

p1,1 )
+ ‖u‖

L∞
T

(B
N
p2
−2

p2,1 )
+ µ‖u‖

L1
T

(B
N
p2
p2,1)

+ ‖∇Π‖
L1

T
(B

N
p2
−2

p2,1 )
.

Tout d’abord, on va démontrer que (δa, δu,∇δΠ) ∈ FT . Pour δa il suffit

de montrer que ai − a0 appartenant à C([0, T ]; B
N
p1
−1

p1,1 ), car δa = (a2 −
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a0) − (a1 − a0). Or, ∂ta
i = −ui · ∇ai et 1

p1
6 1

N + 1
p2

ainsi la proposi-

tion 2.3, implique que ∂ta
i ∈ L2

T (B
N
p1
−1

p1,1 ). Pour δu il suffit de démontrer que

(ui,∇Π
i
) ∈ L1

T (B
N
p2
p2,1) ∩C([0, T ]; B

N
p2
−2

p2,1 )×L1
T (B

N
p2
−2

p2,1 ), avec ui = ui − ui
L

et ∇Π
i

= ∇Πi − ∇Πi
L car δu = u2 − u1 et ∇δΠ = ∇Π

2 − ∇Π
1
. Avec

(ui
L,∇Πi

L) vérifie : 
∂tu

i
L − µ∆ui

L +∇Πi
L = f

div ui
L = 0

ui
L|t=0 = u0,

et

(NSmod)


∂tu

i + ui ·∇ui − µ∆ui +∇Π
i
= −ui ·∇ui

L + ai
(
µ∆ui −∇Πi

)
div ui = 0
ui
|t=0 = 0.

La proposition 2.1 dans [6] assure que (ui
L,∇Πi

L) appartient à

C
(
[0, T ]; B

N
p2
−1

p2,1

)
∩ L1

T

(
B

N
p2

+1

p2,1

)
× L1

(
0, T ; B

N
p2
−1

p2,1

)
.

On applique à (NSmod) l’opérateur P, on obtient :

(5.1) ∂tu
i − µ∆ui = P

(
− ui · ∇ui + ai

(
µ∆ui −∇Πi

))
.

Comme p2 < 2N, alors l’inégalité (2.5) implique que ui⊗ui ∈ L2
T (B

N
p2
−1

p2,1 ),

et par suite ui · ∇ui ∈ L2
T (B

N
p2
−2

p2,1 ), car div ui = 0. Par interpolation, on

a ui ∈ L2
T (B

N
p2
p2,1), si p1 6 p2 alors l’inégalité (2.3) implique que ai∆ui ∈

L2
T (B

N
p2
−2

p2,1 ), sinon, c’est-à-dire p2 < p1, on a aussi ai∆ui ∈ L2
T (B

N
p2
−2

p2,1 ), car
1
p2

6 2
N + 1

p1
et on utilise le fait que 1

p2
= 1

p1
+ ( 1

p2
− 1

p1
). Donc si ∇Πi ∈

L2
T (B

N
p2
−2

p2,1 ), de nouveau l’inégalité (2.3) montre que ai∇Πi ∈ L2
T (B

N
p2
−2

p2,1 ).

Ainsi ui ∈ C([0, T ]; B
N
p2
−2

p2,1 ) ∩ L1
T (B

N
p2
p2,1) pour T < ∞. Il reste à montrer

que ∇Πi ∈ L2
T (B

N
p2
−2

p2,1 ). En effet, on applique l’opérateur de divergence à
(ĨNS), on trouve :

(5.2) div
(
(1 + ai)∇Πi

)
− divQf = div

(
− ui · ∇ui + µai∆ui

)
.

Comme 1
p2

6 2
N + 1

p1
et p2 < 2N, alors la quantité de droite de l’égalité

(5.2) appartient à L2
T (B

N
p2
−3

p2,1 ). Or Qf ∈ L1
loc([0, T ?); B

N
p2
−2

p2,1 ) et comme
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‖ai‖
L∞

T
(B

N
p1
p1,1)

est petit, on utilise l’inégalité (2.3) et l’égalité (5.2), on ob-

tient ∇Πi ∈ L2
T (B

N
p2
−2

p2,1 ). Donc (δa, δu,∇δΠ) ∈ FT .

Maintenant comme 1
p1

6 1
N + inf( 1

p1
, 1

p2
) et 1 < p2 < 2N, alors les

propositions 3.1 et 3.2, impliquent pour tout t 6 T :

‖δa‖
L∞t (B

N
p1
−1

p1,1 )
6 C exp

(
C‖∇u2‖

L1
t (B

N
p2
p2,1)

)
‖δu · ∇a1‖

L1
t (B

N
p1
−1

p1,1 )

et

‖δu‖
L∞t (B

N
p2
−2

p2,1 )
+ µ‖δu‖

L1
t (B

N
p2
p,1 )

+ ‖∇δΠ‖
L1

t (B
N
p2
−2

p2,1 )

. e

C‖u2‖
L1

t
(B

N
p2

+1

p2,1
)‖F (ai, ui,∇Πi)‖

L1
t (B

N
p2
−2

p2,1 )
.

Le fait que 1
p1

6 1
N + 1

p2
(on a besoin de cette condition lorsque p1 6 p2),

alors l’inégalité (2.3), implique que :

‖δu · ∇a1‖
L1

t (B
N
p1
−1

p1,1 )
. ‖δu‖

L1
t (B

N
p2
p2,1)

‖a1‖
L∞t (B

N
p1
p1,1)

.

Comme divδu = 0 et p2 < 2N, alors d’après les inégalités de Bernstein,
(2.5) et par interpolation, on trouve :

‖δu · ∇u1‖
L1

t (B
N
p2
−2

p2,1 )
. ‖δu⊗ u1‖

L1
t (B

N
p2
−1

p2,1 )
. ‖δu‖

L2
t (B

N
p2
−1

p2,1 )
‖u1‖

L2
t (B

N
p2
p2,1)

. ‖u1‖
1
2

L∞t (B
N
p2
−1

p2,1 )

‖u1‖
1
2

L1
t (B

N
p2

+1

p2,1 )

(
‖δu‖

L∞t (B
N
p2
−2

p2,1 )
+ ‖δu‖

L1
t (B

N
p2
p2,1)

)
.

Le fait que 2
N < 1

p1
+ 1

p2
, N > 3 et 1

p2
6 1

N + 1
p1

(on utilise cette condition
seulement lorsque p2 6 p1), alors l’inégalité (2.3) implique que :

‖a1(µ∆δu−∇δΠ) + δa(µ∆u2 −∇Π2)‖
L1

t (B
N
p2
−2

p2,1 )

. ‖a1‖
L∞t (B

N
p1
p1,1)

(
‖∆δu‖

L1
t (B

N
p2
−2

p2,1 )
+ ‖∇δΠ‖

L1
t (B

N
p2
−2

p2,1 )

)
+ ‖δa‖

L∞t (B
N
p1
−1

p1,1 )

(
‖∆u2‖

L1
t (B

N
p2
−1

p2,1 )
+ ‖∇Π2‖

L1
t (B

N
p2
−1

p2,1 )

)
.

Soit T1 tel que :
exp

(
C‖u2‖

L1
T1

(B
N
p

+1

p,1 )

)
6 2

et
µ‖ui‖

L1
T1

(B
N
p

+1

p,1 )
+ µ‖u1‖

1
2

L1
T1

(B
N
p

+1

p,1 )

+ ‖∇Π2‖
L1

T1
(B

N
p
−1

p,1 )
6 c.
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En utilisant le fait que ‖a1‖
L∞

T
(B

N
p

+1

p,1 )
6 c, on obtient :

‖(δa, δu,∇δΠ)‖FT1
6 cC‖(δa, δu,∇δΠ)‖FT1

.

Et par suite (δa, δu,∇δΠ) = 0 sur [0, T1] pour T1 petit. Un argument
standard de connexité permet d’obtenir (δa, δu,∇δΠ) = 0 sur [0, T ]. Ainsi
la démonstration est achevée pour 1 < p2 < 2N, N > 3 et 2

N < 1
p1

+ 1
p2

.

Les calculs qu’on a effectués sont valables pour 1 < p2 (car ils reposent sur
la proposition 3.2). Le cas p2 = 1 s’en déduit par injection.

Deuxième cas : 2
N = 1

p1
+ 1

p2
ou p2 = 2N ou N = 2.

Dans ce cas, il suffit d’étudier le cas 2
N = 1

p1
+ 1

p2
, car on peut déduire

les autres cas à partir de celui-ci. En effet :
si p2 = 2N, alors p1 = 2N

3 , car 1
p1

6 1
N + 1

p2
et 2

N 6 1
p1

+ 1
p2

. Donc
c’est un cas particulier de 2

N = 1
p1

+ 1
p2

. Pour N = 2, on commence par
p2 = 4 et p1 = 4

3 après par injection, on aura l’unicité pour 1 6 p1 6 4
3 et

1 6 p2 6 4, de même pour 1 6 p1 6 4 et 1 6 p2 6 4
3 . Donc dans la suite

on suppose que 2
N = 1

p1
+ 1

p2
. De plus, dans ce cas il y a deux cas, soit

1 < p2 < 2 soit p2 > 2 à cause de l’inégalité (3.3), le premier le cas se déduit
par injection, alors on suppose que p2 > 2. Tout d’abord, on démontre que
(δa, δu,∇δΠ) ∈ GT , où :

GT = C
(
[0, T ]; B

N
p1
−1

p1,1

)
×C

(
[0, T ]; B

N
p2
−2

p2,∞

)
∩ L̃1

T

(
B

N
p2
p2,∞

)
× L̃1

T

(
B

N
p2
−2

p2,∞

)
,

muni de la norme suivante :

‖(a, u,∇Π)‖GT

déf= ‖a‖
L∞

T

(
B

N
p1
−1

p1,1

) + ‖u‖
L∞

T

(
B

N
p2
−2

p2,∞

) + µ‖u‖
L̃1

T

(
B

N
p2
p2,∞

)
+ ‖∇Π‖

L̃1
T

(
B

N
p2
−2

p2,∞

).

Pour δa, les calculs du premier cas sont valables car 1
p1

6 1
N + 1

p2
. Pour δu,

on utilise à nouveau l’équation (5.1) et les inégalités (2.3), (2.4) et le fait
que p2 6 2N, on trouve que le terme de forces extérieures de cette équation

appartient à L2
T

(
B

N
p2
−2

p2,∞
)
. Donc (ui−ui

L) ∈ L∞
T

(
B

N
p2
−2

p2,∞
)
∩ L̃1

T

(
B

N
p2
p2,∞

)
pour

T < ∞. D’autre part, Πi vérifie le problème elliptique (5.2) et on obtient

par les mêmes calculs que précédemment que ∇Πi ∈ L̃1
T

(
B

N
p2
−2

p2,∞
)
. Donc

(δa, δu,∇δΠ) ∈ GT .

Comme 1
p1

+ 1
p2

6 1, alors les propositions 3.1 et 3.2, l’inégalité (2.3) et
le fait que 1

p1
6 1

N + 1
p2

, on obtient les majorations suivantes pour tout
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t 6 T

(5.3)
‖δa‖

L∞t

(
B

N
p1
−1

p1,1

)6C exp
(
C‖∇u2‖

L1
t

(
B

N
p2
p2,1

))
‖δu‖

L1
t

(
B

N
p2
p2,1

)‖∇a1‖
L∞t

(
B

N
p1
−1

p1,1

)
et pour p2 > 2

‖δu‖
L∞t

(
B

N
p2
−2

p2,∞

) + µ‖δu‖
L̃1

t

(
B

N
p2
p2,∞

) + ‖∇δΠ‖
L̃1

t

(
B

N
p2
p2,∞

)
. e

C‖u2‖
L1

t

(
B

N
p2

+1

p2,1

)
‖F (ai, ui,∇Πi)‖

L̃1
t

(
B

N
p2
−2

p2,∞

).

Comme div δu = 0, les inégalités de Bernstein, (2.5) (pour p2 < 2N) et
(2.4) (pour p2 = 2N), impliquent :

‖δu·∇u1‖
L̃1

t

(
B

N
p2
−2

p2,∞

) . ‖δu⊗u1‖
L1

t

(
B

N
p2
−1

p2,∞

).‖u1‖
1
2

L∞t

(
B

N
p2
−1

p2,1

)‖u1‖
1
2

L1
t

(
B

N
p2

+1

p2,1

)
×

(
‖δu‖

L∞t

(
B

N
p2
−2

p2,∞

) + ‖δu‖
L̃1

t

(
B

N
p2
p2,∞

))
.

Puisque sup
(

1
p1

, 1
p2

)
6 1

N + inf
(

1
p1

, 1
p2

)
et 1

p1
+ 1

p2
6 1, alors l’inégalité

(2.4) implique que :∥∥∥a1(µ∆δu−∇δΠ) + δa(µ∆u2 −∇Π2)
∥∥∥

L̃1
t

(
B

N
p2
−2

p2,∞

) . ‖a1‖
L∞t

(
B

N
p1
p1,1

)(
‖∆δu‖

L̃1
t

(
B

N
p2
−2

p2,∞

) + ‖∇δu‖
L̃1

t

(
B

N
p2
−2

p2,∞

))
+

∫ t

0

‖δa‖
B

N
p1
−1

p1,1

(
‖∆u2‖

B
N
p2
−1

p2,1

+ ‖∇Π2‖
B

N
p2
−1

p2,1

)
ds.

En utilisant l’inégalité logarithmique (voir [11] proposition 1.8), on peut
écrire :

‖δu‖
L1

t

(
B

N
p2
p2,1

) . ‖δu‖
L̃1

t

(
B

N
p2
p2,∞

) ln
(

e+

‖δu‖
L1

t

(
B

N
p2
−1

p2,1

) + ‖δu‖
L1

t

(
B

N
p2

+1

p2,1

)
‖δu‖

L̃1
t

(
B

N
p2
p2,∞

)
)

.

Vu le fait que :

‖δu‖
L1

t

(
B

N
p2
−1

p2,1

) + ‖δu‖
L1

t

(
B

N
p2

+1

p2,1

) 6 V (t)

où

V (t)= t
(
‖u1‖

L∞t

(
B

N
p2
−1

p2,1

)+‖u2‖
L∞t

(
B

N
p2
−1

p2,1

))
+‖u1‖

L1
t

(
B

N
p2

+1

p2,1

)+‖u2‖
L1

t

(
B

N
p2

+1

p2,1

).
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On fait les notations

W (t) = ‖δu‖
L∞t

(
B

N
p2
−2

p2,∞

) + ‖δu‖
L̃1

t

(
B

N
p2
p2,∞

) + ‖∇δΠ‖
L̃1

t

(
B

N
p2
p2,∞

)
et

Z(t) =
(
‖u1‖

L1
t

(
B

N
p2

+1

p2,1

) + ‖u2‖
L1

t

(
B

N
p2

+1

p2,1

) + ‖∇Π2‖
L1

t

(
B

N
p2
−1

p2,1

))
.

On obtient alors

W (t) 6 Ce

C‖u2‖
L1

t

(
B

N
p2

+1

p2,1

){
‖a1‖

L∞t

(
B

N
p1
p1,1

)W (t) + ‖u1‖
1
2

L1
t

(
B

N
p2

+1

p2,1

)W (t)

+
∫ t

0

Z(s)W (s) ln
(
e +

V (s)
W (s)

)
ds

}
,

car x 7−→ x ln(e + y
x ) est croissante.

Si

Ce

C‖u2‖
L1

t

(
B

N
p2

+1

p2,1

)(
‖a1‖

L∞
(
B

N
p1
p1,1

) + ‖u1‖
1
2

L1
t

(
B

N
p2

+1

p2,1

))
6

1
2
,

on trouve par le lemme d’Osgood (lemme 3.4) que W (t) = 0 sur un petit
intervalle de temps, de même pour δa d’après l’inégalité (5.3). Enfin, on
suit la même démarche que le premier cas, on trouve (δa, δu,∇δΠ) = 0
sur [0, T ] pour 1 < p2. Le cas p2 = 1 se déduit par injection. D’où la
proposition. �
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