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EXISTENCE GLOBALE
POUR UN FLUIDE INHOMOGENE

par Hammadi ABIDI & Marius PAICU

RESUME. — Dans cet article on s’intéresse a I’existence et 'unicité globale de

solutions pour le systeme de Navier-Stokes & densité variable, lorsque la donnée
initiale de la vitesse est dans l’espace de Besov homogeéne de régularité critique

B, ? (RM). Notons que ce résultat fait suite aux résultats de H. Abidi qui a gé-
néralisé le travail de R. Danchin. Toutefois, dans les travaux antérieurs, ’existence
de la solution est obtenue pour 1 < p < 2N et I'unicité est démontrée sous I’hypo-
these plus restrictive 1 < p < N. Notre résultat répond a la question de ’existence
pour tout 1 < p < 400 et de 'unicité dans la plage 1 < p < 2N. L’intérét de ce
théoréme est qu’on obtient alors des espaces de régularité d’indices négatifs, dans
lesquels toute donnée initiale devient petite en présence des fortes oscillations.

ABSTRACT. — In this article we are interested in the existence and global
uniqueness of the solution for the equation of inhomogeneous fluid, when the ini-

N

tial velocity is in the critical homogeneous Besov space Bp71+ P (RN). Let us note
that this result followed upon the results of H. Abidi which generalized the work
of R. Danchin. However, the existence of solutions is obtained when 1 < p < 2N
and uniqueness is shown under more restrictive assumption 1 < p < N. Our re-
sult resolves the question of the existence for all 1 < p < 400 and uniqueness
for 1 < p < 2N. As an interesting application of this theorem, we obtain global
existence for oscillating initial data.

1. Introduction

Dans cet article, nous allons étudier I’équation de Navier-Stokes inho-
mogene, qui modélise I’évolution d’un fluide visqueux, incompressible et a
densité variable. Ce systeme a déja été étudié par plusieurs auteurs, et on

Mots-clés : équations de Navier-Stokes inhomogeénes, existence globale, unicité.
Classification math. : 35Q30, 35B30, 76D03, 76D05.



884 Hammadi ABIDI & Marius PAICU

trouve une riche littérature (voir par exemple, [1], [2], [12], [8] [13], [15],
[19], [21], [25],...). Rappelons le systéme

Op + div(pu) =0

Oy (pu) + div(pu @ u) — 2div(u(p)M) + VII = pf
divu =0

(p, U)|t:0 = (po,uo),

(INS)

ou M = %(VU +t Vu), p est la densité, u est le champ de la vitesse, II
est la pression et p est la viscosité qui est fonction réguliere strictement
positive et peut dépendre de la densité.

On va rappeler brievement les résultats déja connus sur ce systeme. Tout
d’abord, on a des résultats "a la Leray" sur I'existence globale des solutions
faibles. La démonstration repose sur des méthodes de compacité et sur
I’estimation d’énergie suivante :

t
IVPu()1 7 @) +Zigfu(x)/ V()72 ds < llv/pouollZs gy
0

valable pour les solutions réguliéres. Les solutions faibles ont été construites
par P.-L. Lions [21] et par B. Desjardins [13]. Dans [14] est étudiée I’exis-
tence d’une solution faible globale lorsque la viscosité est variable. D’autre
part, méme en dimension deux, 'unicité de ces solutions reste une ques-
tion ouverte, méme lorsque la viscosité est constante. Citons a présent
le résultat de R. Danchin [12] dans le cas de la viscosité constante, qui
montre que le systéme est globalement bien posé en dimension deux, lorsque
(po ! — 1,up) € H'T*(R?) x H*(R?) pour o > 0.

Dans la suite, on va discuter les résultats sur les solutions fortes dans le
cas de la viscosité constante. Les premiers résultats on été obtenus, par La-
dyzhenskaya et Solonnikov [20] sur un domaine borné € avec condition de
Dirichlet aux bords, dans le cadre de I’espace de Sobolev W2 (g > N,
N = 2,3) et pour une densité réguliere pg € C1(Q). Récemment, R. Dan-
chin [11], a étudié ce systéme dans les espaces de Besov homogenes de
régularité critique. Notons que le systeme a une invariance par changement
d’échelle, c’est-a-dire, si (p,u) est une solution du systéme avec donnée
initiale (pg,ug), alors

(pv u))\ = (p(>‘2'a /\)7 )\’U,()\2-, A))

est aussi une solution du systéme (INS), avec donnée initiale (pg(A-),

Aug(A-)). Ainsi 'espace invariant par ce changement d’échelle est (p,u) €
N N

By’ % Bz,i *2 R. Danchin obtient pour le systeme de Navier-Stokes inho-

mogene un théoreme a la Fujita-Kato, en montrant I’existence et 'unicité
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locale pour des données initiales quelconques dans ces espaces critiques et
lexistence et 'unicité globale pour des données initiales petites. Récem-
ment, H. Abidi [1] a traité le cas d’une viscosité variable et obtient des
solutions dans les espaces de Besov construits sur les LP. Il obtient le théo-
réme suivant (concernant la définition de I’espace de Besov homogene B, .
voir la définition 2.1).

N
THEOREME 1.1. — [1] Soient 1 <p <2N,0<p < p,up € By 1(RN)
avec divug = 0, f € L] (Ry; B" (]RN)) et ap = p— -1le€ B”l(RN)

Alors il existe une constante posmve c dépendant de N, p et de la fonction
u telle que si

laoll x <e¢,
B 1

b

il existe un T € (0,400] tel que le systéme (INS) admet une solution
(a,u, VII) vérifiant

poa X _q 1 N1
a € Cy([0,T); Byy), ue Cy([0,T); BYy, )NL'(0,T; By ),
et VII € L'(0,T; Bgf ).

De plus, cette solution est unique lorsque 1 < p < N. D’autre part, il existe
une constante ¢’ strictement positive dépendant de N, u et p telle que si

l[uoll x v + £l yo, <dpt
B? L'(R.;BP, )

p,1 ( +iPp1

avec ut = p(1), alors T = +o0.

Toutefois, pour le systéme de Navier-Stokes homogene (p = cste), on
connait l’existence et 1'unicité globale de la solution pour des données

initiales petites dans l’espace de Besov homogene B; i+%(RN ) pour tout
1 < p < oo (voir [4]). Le résultat de Cannone-Meyer-Planchon, généralise
le théoréme classique de Fujita- Kato [17], qui assure I’existence et I'unicité
de la solution dans I’espace de Sobolev homogene H 3 (R3), respectivement
le théoreme de Kato [18] d’existence et unicité dans I’espace L?(R?), & des
espaces de Besov d’indice négatif. L’intérét d’un tel résultat vient du fait
qu'une donnée initiale de norme grande dans l'espace L3(R?) devient pe-

tite en présence des oscillations dans la norme de l'espace B, 1+ ? lorsque
N < p < 4o00. En particulier, on obtient que les oscﬂlatlons rapides de la
donnée initiale stabilise le systeme de Navier-Stokes classique dans le sens
que le flot engendré existe globalement en temps. Plus précisément, on a :

TOME 57 (2007), FASCICULE 3
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, . X1
THEOREME 1.2. — [4] Soient 1 < p < +o0 et ug € B}, (RN) champ
de divergence nulle. Alors il existe un temps T > 0 tel que le systéme de
Navier-Stokes classique admet une unique solution

N _ 1 +1
uEC’b<[O,T); B, )mL (OT By )
De plus, il existe une constante ¢ > 0 assez petite telle que si
HUOH N_, SV
P

p,1

alors il existe une unique solution globale en temps
N N1
ue Cb(R+; B ) ﬁL1<R+, B, )

Dans cet article, nous allons démontrer ’existence et 'unicité globale de
la solution pour un systéme a densité variable lorsque la donnée initiale
est fortement oscillante. Pour cela, il faudra travailler dans un espace d’in-
dice de régularité négatif. Notons que le résultat de [1] ne permet pas de
construire une solution globale unique pour des données dans des espaces
d’indice négatif, puisqu’on a I'unicité de la solution uniquement dans le cas
1 < p < N. Notons aussi qu’'on a l'existence d’une solution globale faible
lorsque N < p < 2N pour des données petites. Dans cet article, on va
démontrer qu’en fait, le systeme (IN.S) est globalement bien pose pour des

données initiales oscillantes, lorsque p—o -1 E B’ 11 et up € Bp221 avec

sup(— p%)) < mf(— —) + & et -+ .- = 7. Notons qu'on obtient les
resultats de H. Ab1d1 [1 ] comine cas partlcuher de notre théoreme en faisant
p1 = po. L’amélioration obtenue dans notre résultat vient exactement du
fait de travailler avec la densité et le champ de la vitesse dans des espaces de
Besov construits sur des espaces de Lebesgue différents. La méthode de la
démonstration s’appuie sur 'effet régularisant pour I’équation de la chaleur
(pour plus de précisions voir [6]). Plus précisément on dispose d’un résultat
d’analyse harmonique dii & R. Danchin [10], qui est une inégalité du type
inégalité de Poincaré pour les fonctions localisées en fréquences. Cela nous
permet de gagner deux dérivées sur la solution de I’équation de Ilva chaleur
a partir du laplacien, et donc, pour une donnée initiale de B; iJr? (RM) on

4+

trouve que la solution appartient a I'espace L' ([0, T7; B,;"). D’autre part,

notons que le fait de travailler avec des champs de vecteurs qui sont dans
les espaces de Besov Lj (B, +P) permet d’avoir un champ L} (Lip) et cela
est fortement utile lorsqu’on étudie 1’équation de transport vérifiée par p.

C’est la raison principale pour laquelle on ne peut pas travailler avec une
N

T -1+
donnée initiale ug € By, ¥ pour r > 1.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Dans la suite, on s’intéresse a I’étude du systeme (IN.S) avec viscosité
constante et a des solutions a densité strictement positive. Notons que
la condition inf p(¢,2) > 0 est vérifiée dés que inf p(0,2) > 0 car p(t, )
vérifie une équgtion de transport par un champ lipgchitzien et de divergence
nulle, ce qui implique que ir;f p(t,z) = ir;f p(0,z). On peut ainsi effectuer
le changement d’inconnue a = % — 1. Le systéme devient (en supposant
1 = cste)
owa+u-Va=0
du+u-Vu+ (1+a)(VI - pAu) = f
divu =0
(avu)\t:O = (ag,up)-

Avant d’énoncer les résultats, on rappelle que l'opérateur de Leray P

(INS)

est le projecteur orthogonal sur les champs a divergence nulle. On note
Q = I — P le projecteur sur les champs de type gradient. Notre résultat
principal est le suivant :

THEOREME 1 3.— Soient 1 < p; < o0 et 1 < py < oo tels que

sup( ;=) < &+ +inf(L Il existe une constante ¢ dépendant de

? p2 p1’ P)

+
N, p1 et po telle que pour ug € B he (RN) avec divug = 0 f e

—1+ X -2+
LY(Ry; B, , ™ (RY)) tel que Qf € L*(R; B (RN)) et ag GBZS’l1 L(RN)

p2,1
ou
”aOH N <

Pl

r1,1
les assertions suivantes sont vraies.

Si 2+ L > L alors il existe T € (0,+00] tel que le systéme (INS)

admette une solution (a,u, VII) vérifiant

N N
a € Cb([O,T); oy 1) OLT (Byl1)s

-1+ 14+ -1+
we Cy([0,T); B,,; )N LL(B,, ) NLF(B,, | ™)

1 pitag
et VILe Ly(B,, ;™).

De plus, il existe une constante ¢’ strictement positive dépendant de N et
p telle que si

/
[[uol| HrllfH xo, <A,
Bp2, +§Bp2,1 )
alors T = +o0o. En outre, cette solution est unique lorsque % < p% + p%‘
Remarque 1.4. — Remarquons que si p;1 = p2, alors on retrouve le

théoréeme 1.1 dans le cas u = cste.

TOME 57 (2007), FASCICULE 3
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Remarque 1.5. — Notons aussi que ce théoreme nous permet de cons-

truire une solution (locale en temps en général, respectivement globale
N

lorsque la donnée initiale est petite devant la viscosité), pour ug € Bp; 1’1 P2
(RN) et pour tout 1 < ps < +o00. En effet, il suffit par exemple de considérer
la densité telle que ag = pal — 1€ BY (RY) lorsque N < py < +00, dans
le cas 1 < p2 < N on peut prendre par exemple p; = py (d’autre choix sont
possibles, notamment il suffit que p; vérifie sup(1 Nps )<p1 < A],V _”;2 ).

? N+p2 5
. . . -1+
D’autre part, on obtient une unique solution pour tout ug € B, ; * (RN)

pour tout 1 < ps < 2N, pour cela il suffit par exemple de considérer
N

ap=pyt—1¢ BEJ(RN) avec py = 2 lorsque N < ps < 2N, et lorsque
1 < ps < N, il suffit de prendre par exemple p; = p2 (plus généralement,
Loefoup(L — 4.2 1) nf(1, &+ L))).

Remarque 1.6. — En particulier, le théoreme 1.3 implique 'existence
d’une unique solution globale pour le systeme (INS), lorsque la donnée
initiale (pg,up) est de la forme

inﬂg3 po>0, ap=p;' —1€SMR? et wg=sin (?) (=020, 019,0),
S

avec ¢ € S(R3), ap de norme petit et ¢ > 0 assez petit. En effet, il est
facile & vérifier I'affirmation suivante. Soient ¢ € S(RY), k € RV, |k| # 0
et (o,p,r) € R% x [1,00)2. Alors, la fonction ¢-(z) = ¢(z) e /¢ petite
dans l'espace B, . Plus précisément on a

ellp-o < C9)e”,
ot C(¢) = |6 5 -

Remarque 1.7. — En suivant la méme démarche que [1] et en utilisant le
fait que I’espace de Besov est stable par ’action d’une fonction C'*° (voir par
exemple [22]), le théoréme précédent reste valable lorsque p dépend de la
densité de maniere réguliere sous I’hypothese supplémentaire p; < ps. Pour
éviter les complications techniques on a choisi de donner la démonstration
uniquement dans le cas ot la viscosité est constante.

2. Notations et définitions
2.1. Notations

On dit que A < B ¢'il existe une constante ¢ strictement positive telle
que A < cB,et A~ Bsi A< Bet B < A Solent X un espace de

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Banach et p € [1, 00|, on désigne par LP(0,T; X) ’ensemble des fonctions f
mesurables sur (0,7) & valeurs dans X, telles que ¢t — || f(t)|| x appartient
a LP(0,T). On note C(]0,T); X) Pespace des fonctions continues de [0,T) &
valeurs dans X et Cy([0,7); X) = e (o, T) X)NL>®(0,T; X). On désigne
par p’ 'exposant conjugué de p défini par 5 + ﬁ =1

2.2. Théorie de Littlewood-Paley

Dans cette section, nous allons rappeler brievement la décomposition de
Littlewood-Paley homogene et définir les espaces fonctionnels dans lesquels
nous allons travailler. Pour cela, nous utilisons une décomposition dyadique
de T'unité (voir par exemple [5]). Soient ¢ et x € C° telles que supp ¢ C
{§ <lel < 5}, suppx C {[¢] < 5} et

Doe2) =1 VEAO0 et x(©)=1-) @(27%).
qEZ qE€Z
On définit les opérateurs de localisation en fréquences A, et S, de L(S')
par :
Ay u=¢(279D)u pour tout ¢ € Z,
Squ=x(2"9D)u ZAU pour tout ¢ € Z.
p<Lg—1

Notons que pour une distribution tempérée u € S'(RY), la fonction A,u
est une fonction analytique a croissance lente. Si de plus, il existe un réel s
tel que u € H*(RY), alors on a A,u appartient & espace NyerH (RY).
De plus, on a :

u= ZAqu Vue S'(RY)/PRYN]
q€Z

ot P[RY] est 'ensemble des polynomes (voir par exemple [23]). Par ailleurs,
la décomposition de Littlewood-Paley vérifie la propriété de presque ortho-
gonalité :
(2.1)

ArAqu=0 si |k—q| 22 et Ap(Sg—1ulgu)=0 si |[k—gq| =5

DEFINITION 2.1. — Soient s € R, (p,7) € [1,+00]? et u € S'(RY), on

note )
déf . . r
lullmg, < (30 2ol ully, )

q€Z

TOME 57 (2007), FASCICULE 3
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avec le changement habituel pour r = 4o00. On définit I’espace de Besov
homogene Bj . (RY) par :
- By, ={ueSRY) | [ullBs, < +oo}, lorsque s < % ous = % et
r=1.
- By, ={ueSRY) | V |a| =k, 0% ue B}, lorsque % +k <
s<%+k’+1,k€N, ous:%—i—k—&—letr:l.

Comme conséquence de 'inégalité de Bernstein (voir par exemple [5]) et
par définition de B, ,. on a la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2.

(i) II existe une constante ¢ strictement positive telle que

(2.2) Ml < 1Vullgi-s < cllulls;,.

1 1

(ii) Pourpy <pzetry <ry,onab, . — Bpywy 70 77
N N
(iii) Sip € [1,00], alors B,y < Byloc M L.
. . . . 51 s2 _ pOsa+(1-0)s;
(iv) Interpolation réelle : (B}, By2.)e,»» = B, pour0 <6 <1
(voir par exemple [24]).

PROPOSITION 2.3. — Soient pi, pa, 7 € [1,+00], (s1,82) € R et p €
[1,400], alors on a les inégalités suivantes :

211 1 : 1 1

815<E+E et81+52+N1nf(0,1—p—1—p—2) > 0, alors

R o) vewey -z S sy ollags
p,T

Si%<i+1%’51+52:06t1%+1%<1, alors
< s .
[ ol e < Doy Il

Sil<L+1<1avec A€ [l,00] et pr < A, alors
l[ull gz si s1 + % <X
17wl i v~ Svllge2 e P1
St e S g s+ =2

et

P L L e
T e Y ) o e ||U||B;},1 sisy+ & =

P 2,7

N

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Remarque 2.4. — Des lois de produits de ce type ont été déja données
par exemple dans [6] et [24].

Preuve. — D’apres la décomposition de J.-M. Bony [3], on a :
uv = Tyv + Tyu + R(u,v)

avec
T’U—qu 1wAw et R(u,v) ZAuAv

qEL q€EL
oll ﬁqv = (Ay—1 + Ay + Ayg1)v. On applique Popérateur Ay, sur R(u,v),
on trouve

AgR(u,v) Z Ak quﬁqv).
k—q<3

Pour étudier le terme de reste il y a deux cas : p% + ;T <letl < or —i— =
Si p% + p% < 1, grace aux inégalités de Bernstein et de Holder, on a la
majoration suivante :

a4, 1 1 ~
|ARR(u,v)|| e < 2VFGr 9573 Z 1A ull Lo || Agv]| Los -
k—q<3

Et par suite
2k(81+52+%_%_%) ||AkR(ua U) HLP

< 3 A0 Agul 1 27 | By e,

mjquSB

ainsi Vinégalité de Young implique que 2°C1 5275~ =) |AxR(u,v)| e €
" (Z), des que s1 + s2 >0 lorsque i + i <L

Maintenant si 1 < p% + p—, alors P2 < p avec p} l'exposant conjugué
, p% + i = 1, et par suite les inégalités de Bernstein de
Holder impliquent

IARR(w,v) 1 S 2V ST (1A gulle [ Aol
k—q<3

Ng(+—-34) ~
S VKO0 ST Al 2 T T A ol e
k—q<3

de py, c’est-a-dire

On remplace 7 par 1- p— on trouve

2k(s1+52+?_ﬂ_5) ||AkR(u; ’U) HLP

S S oDt N =00 | A ul| s 202 | A g0 s,
k—q<3

TOME 57 (2007), FASCICULE 3
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enfin I'inégalité de Young implique que 2175245 ~5r ~5;) |ALR(u, v)| e €
{7(Z) des que s1 + s2 + N — pﬂl - p% > 0. On suit la méme démarche que
dans le premier cas, on en déduit la deuxieéme inégalité sur le terme du
reste car on a besoin seulement de 2k(%_%_%)||AkR(u7v)||Lp € l>(7).

Pour le terme de paraproduit, on a :

ApTy,v = Z Ak(Sq_lquv).
lk—ql<4

Démontrons maintenant les inégalités sur le paraproduit. Si % < p% +5 <

1 avec p; < A. Alors les inégalités de Holder et de Bernstein impliquent :
1 1 1
ATl £ 2"V EEXT N IS vl l| Ao -
|k—q|<4
Mais par définition de I'opérateur S, et I'inégalité de Bernstein, on a l'es-

timation suivante :

: N
15, 1ul| o < 20 =50 ) Iullmy o stst X<
- ~Y

Sz 3|z

. N _
HU”B;1 SL s+ 5§ =
Remarquons que si u € L*, alors :
[Sq—1ullpr < flullzx

Et par suite, on a :

|| UH ||v|| HUHB;} si sy + % < TIX
1 sidsot N _ N N B2 . N
b BP,17‘+ 2ty T Thy Y p2r ||U||B;}1 S1 51 % = i

L’autre inégalité se démontre de la méme maniere mais on utilise le fait que
N_N . .
PAASRIPY m)Sq,lu € "(LY),sisi+5 < pﬂl et dans 1 (L*), sis;+ 4 = ¥

pT.
En effet, si s1 + % < pﬂl, alors :

ISprulln £ 30 2T E TV Al

~Y
J<q—2
a(Fr =X —s1) (=) (FF =R —s1)
SEPAEEE > 2V g | g,
j<a—2
q(FL - —s1)~
< C2%m A agllull gz,
(XN .
owa; = > AU US i g‘)aj € ("(Z), lorsque 51+¥ < pﬂl, sinon, c’est-
Jj<q—2
<9 N _ N N .-
a-dire, s1 + 5 = -, ona |[Sg1ullpr S ||u||B;11. D’ou la proposition. O

Comme conséquence de la proposition précédente, on a le corollaire sui-
vant.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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COROLLAIRE 2.5. — Soient (p, p1,p2,7, A1, \2) € [1,00]° tels que zl) <
oo S A2, 2 <Ay, < pm < let < % < 1. Alors on
a les inégalités suivantes :

1
p2

Alsi31+52+Ninf(0,1—p%—p%) > 0, 31—&—/\—]\; < pﬂl etSQ—l—/\ﬂl < pﬂz.
ors :
(23) ool yerasiho - < Mollagy Tollags
p,T
lorsque s + /\—]\; = pﬂl (resp. so + /\ﬂl = pﬂ?) on remplace HUHBZ},THU”Bii,w
(vesp. [vll gz ) par [ull gs1 [Ivll sz, (vesp- [[vllpzz nr), sisi+3; = 5
cetsz—l—)\ﬂl:pﬂ2 on prend r = 1.
Si sy +s2=0, 316(%—%,%—%] etp%—f—piggl, alors :
(2.4) vl wgop S lullsgy oz ..
p,o0
Si|s| < % pourp =2 et —g <s< % sinon, alors :
(2.5) JuvllBy . < llullsg vl
p,00
Sis—l—N—% > 0, alors on a :
s < .
(2.6 ool S ol oo I, vy
Remarque 2.6. — En général dans la suite p sera égal a p; ou a py et
% = p% — p% si p1 < pa2, respectivement % = p% - p% si po < p1.

Pour étudier le systeme (I{NTS') nous avons besoin d’utiliser 'effet ré-
gularisant de I’équation de la chaleur. Pour cela on introduit les espaces
Li(By ) découverts par J.-Y. Chemin et N. Lerner dans [7].

DEFINITION 2.7. — Soient s € R, (r,p,p) € [1, +00]® et T €]0, +o0],
on dit alors que f € L (B ), si

1
r

”fHZ;(B;,,r) def (ZQ”S</OT 1A, f(t)”ﬁpdt)%) < o0,

=4
avec le changement usuel si r = co.
Pour § € [0,1], on a :

~ < 0 1-6
(2.7) lullzy ;) < Wellon o Wz s

9 —9
avec%:5+1’7ets:931+(1—9)52.
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Remarquons que l'inégalité de Minkowski, implique que :

||UHEKJ (Bs ) < ||'U/HLVJ (str) si pg’]"
et [[ullLe (By.) S ||UHLp B;.) sior<p.
Remarque 2.8. — Le corollaire 2.5 reste vrai dans les espaces E%(B;yr).

Par exemple, on a :

[uo] S llull

~ ) s N

Ly(By,) ~ WL (B, >|| ”LP 2(B,f oo NL>)
1o 1 N
ol o = -4 - et ls] < = lorsque p > 2 respectivement — 7 <5 <
sinon.

3. Estimations pour I’équation de transport
et pour I’équation de Stokes

On remarque que le systeme de Navier-Stokes avec densité variable (INS)
est formé par une équation de transport sur la densité et par une équation
de Stokes sur le champ de la vitesse. On commence ainsi par donner les
estimations nécessaires pour I’équation de transport et pour le systeme de
Stokes non stationnaire :

PROPOSITION 3.1. — Soient (p1,p2) E [1,4]?, s € —1-— ;%’1 +
Nlnf(p—,p—)[sipi—f-i letse]l—1— 1+N1nf( pi)[sii—i-p%}l
ot p} I'exposant conjugué de p; (resp. s = 1—|—N1nf( L ;) etr € [1,400]
(resp. r = 1). Sozt w un champ de vecteurs a d1vergence nulle tel que
Vu € LY(0,T; sz » N L) (resp. u € LY(0,T; w1 1 )). Supposons que
po € BS ., € LY(0,T; B, ). Soit p € L0, T B;l Jnoo,1]; S
une solution du systéme suivant :

{ dp+u-Vp=f,
Plt=0 = Po-

Alors il existe une constante C' strictement positive dépendant de N et s

telle que :
/ 155, 7)),

B lolze s )<eCU‘“ lpoll g,
T P17
ounU(t) = [o[Vu(r)] x dr (vesp. U(t = fJ ulr B%Hdr).

a7 po,l
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Preuve. — On applique A, 4 1'équation, apres on multiplie par |A,p[P*—2
qu. On obtient :

AT+ [ A Tl Ao < 80l [Baplh:
D’apres la décomposition de Bony, on peut écrire :
Ay(u-Vp) = Ay(Tyi0ip) + Ay(To, pu’) + Ay (R(u", 9;p)).
D’autre part, le terme A, (T},:0;p) peut s’écrire a I’aide des commutateurs :
Sq_lu . Vqu + Z (Sql_l — Sq_l)u . VAqu/p
lg—q'I<1
+ ) [Ag Syl - VAgp.
lg—q’I<4

En tenant compte du fait que :
/Sq_lu VAP AP 2 A pdr = 0.

On injecte cela dans l'estimation sur I’équation de transport et on trouve :

1d

-1
s —= 1Al < (IEgllze + 1A fll o) [ Agpll 7

avec
def

Fy S 000 Y Agu-VSy_1p)+8( Y. Agu-VAyp)
lg—q'|<4 q'>q-3

+ D (Sym1=Sm)u-VAAgp+ D [AgSy_1u]- VAgp

lg—q’|<1 lg—q'|<4

ou Zq = Ayo1 + Ay + Agtq. Comme divu = 0, alors si p% + piz < 1 les

inégalités de Bernstein et de Holder, donnent :
1Ay (Agu- VA p)llm S 27 Ag(Agulyp)|Lm
20 |Aub ol mza
<27 Ayl o2 | g pll o
Vu que :
1Agpllm <27 agllpllz;

P17

ou ay € {". Comme la transformée de Fourier de Ay u est localisée dans
’

une couronne 279 C, alors :

IAgulle S 275V x

P27°C
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Finalement, on a obtenu :

P17’

1Ag(Agtu- VAyp)llm S g2 ++eg- ClIvul ax lells;

szoc

Comme 3 >qg—q ets+1+ p% > 0, on trouve finalement :

Y 1A(Agu- VA )L < Cag2™ |Vl x lplls;,
q'>2q9—3 p2,oo
—q N
sil+Ll<loig, = Y 2V FHR)g, e
q—q'<3

Si p% + p% > 1, alors po < p) avec p} Dexposant conjugué de p; et par
suite les inégalités de Bernstein et de Holder, impliquent :

o~ _ﬂ o~
1A (Agu- VAL p)||Lr <290V 720)| Ay ul g pl| 1
1+ +9) g’ XL
< 2" D9t B A Tl s | By p 1

Ainsi, si s+ 1 —|— > 0, on trouve :

> I\Aq(Aq’u'Vﬁq'p)HLm Cag2"®[|Vull x lplls;

P17
q'2q-3 P

si p% + p% > 1. De la méme maniere se traite le terme qui contient (S;_1 —
Sg'—1)u puisque |¢ — ¢'| < 1, et par suite c’est une fonction localisée sur

une couronne dyadique 29C, ainsi :

Y I(Sem1 = Sy-1)u- VAL plln < Cag2™ |Vl L=]lpll 5,

lg—q’'|<1

P17’

Pour le terme Ag( Y.  Agu-VSy_1p), il y a deux cas soit po < p; soit
lg—q'|<4
p1<p2 :
Cas p2 < p1-
Les inégalités de Holder et Bernstein impliquent :

4 a1
1Ay u- VSy_ipllim S 27V F5 )| Agulles 1Sy Vol

~

mais par la définition de 'opérateur Sy, on a :

: N
lollB;, . sis<z-+1

llol Bs sis=N 41,

P11 P

|Sy—1Vpllp= S 20 G+ {
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D’ol1 on trouve finalement 'inégalité suivante :

HAq( 3 Aq/wvsq,,lp)’

lg—q’|<4

LP1

||pHBp Lo Sls< - —|—1

<027 %ay|Vu ||
p27 ||pHBS 1 sis= E+1

Cas p; < po.
L’inégalité de Holder implique que :

18- TSy plln < IAgullirs Sy 1ol s,

N
s—1_ N
or, vu que Vp € By~ 1 By, ™, et par définition de l'opérateur S,
ona: R
/ sis < 1
11Vl sz <20 B4 o
LP2=P1 Hp||B;1‘1 sis= p—2+1.
Ainsi :

18g( > Agu-VSy_1p)|m
lg—q’|<4
: N
s sis< =< +1
<02 Vul ”””BP = T
B3, ”pH Sls:ﬁ"'l'

Il nous reste le terme qui contient le commutateur. On a par une inégalité
classique sur les commutateurs (voir par exemple [5]) :

I[Ag, Sqr—1u] - VAg pllLer $ 277 |V Sy —vul| L | Ay Vpl| Lrs
Donc, on trouve :
I[Aq, Sg—1u] - VAgpllLes S [VullLoe[AgpllLe -
Comme |q — ¢'| < 4 dans cette somme, alors :

3 g Sy—ru] - VAgpllzm < C2 Cag|Vul 1ol 2,

lg—q'|<4

Plr

En sommant toutes ces estimations, on trouve :

IVl x lollzg,
BpgrﬁL
_1_ XN i 1 1 1, 1
si b‘l m<s<1+N1nf(p1,p2)etp1+p2<1
ou bien
Fyllper £27%a i—1- N inf(L L 141
[1Fl q si—1 p,<s<1+N1nf(p1,p2)etp1+p221
u
ol el
P21
sis:lJrNinf(%,é).

TOME 57 (2007), FASCICULE 3



898 Hammadi ABIDI & Marius PAICU

En revenant a I’estimation sur 1’équation de transport, on trouve, en mul-
tipliant avec 29° et en sommant en q € Z

o0z, . < ool + [ 170, .t

e / IVuE s 1ol

17‘

dr,

P17‘

des que 717— <s< 1+N1nf( L) lorsque —Jri < lou flfﬂ <s<

P10 p2
1—|—N1nf(p—1 p—2) pour - + > 1. Sinon, c’est- a—dlre s= l—i-Nmf(p1 p2)
alors :
lo®lss, , < llpollzs. | / 1£()lls,  dr
20 [ g oalo)ls, b
0 Br2, ’
Pour conclure il suffit d’utiliser le lemme de Gronwall. |

Pour I'équation de Stokes, on a la proposition suivante.

PROPOSITION 3.2. — Soient p €]1,00[ et s = & —n avec n > 0 tel
que 1 —n + Ninf(1, g) > 0. Soient uy un champ de vecteurs a divergence
nulle avec coeﬁﬁaents dans B, . et g un champ de vecteurs a coeflicients
dans LIT(BISM). Soient u et v deux champs de vecteurs a divergence nulle
tels que Vv soit a coefficients dans L*(0, T} Bp%ﬂ- NL>) (resp. Ly (B, v 1)) et
ue C([0,T; By ) N EIT(B;JQQ) soit une solution du systéme de Stokes non
stationnaire :

Ou+v-Vu—-vAu+ VIl =g
(L) divu =0
Ult=0 = Uo-

Alors il existe C' dépendant de N et s tel que u vérifie 'estimation suivante :

(32) Hu||f%<>(B§ ) + VHuHLl Bb+2) + ||VH||L1 (Bs.,)
clivell — x
<e R gy +Cllzy e )

Si2<petl—n+ M = 0, alors on a de plus 'estimation suivante :

(3.3) ||u||L;,o(Bf,, )+ vlulz, preey + 19T, (g
ClIvoll N
Ll (B?)
<e O Juollmg . +Clalzy s, )
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Preuve. — Rappelons tout d’abord une inégalité semblable a I'inégalité
de Bernstein (voir [10]) qui nous permet de gagner deux dérivées a partir
du laplacien dans LP si 1 < p < o0.

LEMME 3.3. — Soient N > 1, 1 < p < +oc et u € LP(RY) tel que supp
Fu C C(0,Rq,Ry) (avec 0 < Ry < Ry). Alors il existe une contante K
strictement positive dépendant de N et % telle que

2
1
(3.4) KR lulPdx < / |VullulP~2de = —— | Aulu|P?udz.
RN RN P — 1 RN

En suivant la méme démarche que dans la démontration de la proposi-
tion 3.1, on trouve apres 'application de P et lemme précédent que :

(3.5) 27| Aqull Lz (o) + k272 Agul| s (10
<27 AquollLr + 271 APyl Ly (1)

+29°

[0, A] v‘

Li.( LP)
avec
[0, Ag] - Vu=v-VAgu— Ay(v-Vu).
Apres on multiplie 'inégalité (3.5) par 29°, on somme sur g € Z et on utilise

le lemme A.1 [11] et I'inégalité de Minkowski, on trouve

(3.6) ullz + kvffuf

L (Bs.,)

T
<ol + 1Pz, ,+C [ 19001 5 lu(®ls;,dr
p,T

Ly (Bp5?)

Pour estimer VII dans ElT(BIS),T), on applique 'opérateur de divergence, on
trouve 1’équation suivante :

AIl = div Qg — div(v - Vu).

Donc l'inégalité (2.2), 'inégalité de Minkowski et le fait que divv = divu =
0, impliquent :

AT, oy < ellQallzy 5 ) + H PRRCEEY

1<4,j<N

LL(B; Y
Mais d’apres la décomposition de J.-M. Bony et le fait que divu = 0, on a :

w- Vo =T,;:0;v+ Tp,,uw + 0;R(u’,v).
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Comme 1 — 5+ N inf(1, %) > 0, alors la proposition 2.3 et I'inégalité (2.2)
impliquent :

T
10RO o)y 5y, S IR 0y S [ Il dr
’ 0

p,T

T
S [ Ivel s fu(olz;
0 B

b,T

de nouveau la proposition 2.3 implique que :

T
oyt oy, S [ 190 e ulr) oy, dr
0

et T,;0;v, on utilise le fait que n > 0 (on peut prendre n =0sir =1) et
de nouveau la proposition 2.3, on trouve :

T
Tdsvlliyms, S [ I96OI s )
’ 0 B,

B;,T dr.

Ainsi, on a :

T
~ < ~ . dt
6D IV g, S 190l g,y + [ 1900 el

L
Pour conclure, il suffit d’utiliser les inégalités (3.6), (3.7) et un argument
du type lemme de Gronwall. Pour montrer I'inégalité (3.3) on reprend les
calculs qui conduisent & I'inégalité (3.2) puisque le lemme A.1 [11] est vrai
pourp>=>2etl—n+ % = 0 car la proposition 2.3 implique :

T
10,R. Wl ;) S IR0l ety S Tl Ol 5

p,1
et pour l'estimation de la pression de nouveau la proposition 2.3 montre
que :

T
||ajR(u],U)||L%-(B;_OQ) < / H“(T)”B;‘i,oo””(T)HB%HdT deés que p > 2.
' 0

p,1
D’ou la proposition. g
Rappelons finalement le lemme d’Osgood (voir [16]), qui va nous per-
mettre de conclure & 'unicité dans les cas critiques (voir la section 5.1).

LEMME 3.4. — (Osgood) Soient p > 0 une fonction mesurable, v une
fonction localement intégrable et p une fonction positive, continue et crois-
sante qui vérifie la condition suivante :

/Olljf’;):m

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FLUIDE INHOMOGENE 901

Soient aussi @ un nombre réel positif et p vérifiant 'inégalité :

plt) < a+ [ A(s)n(o(s))as.

Alors, si a est nul, la fonction p est identiquement nulle. Si a est non nul,
alors on a

—M(p(t)) + M(a) g/o ~v(s)ds, avec M(x)= /%

4. Existence

PROPOSITION 4.1. — Soient 1 < p; < o0 et 1 < py < oo telles que
11 1o el 1 1 1 1 .
sup(y,-, o) < § +inf(r, o5) et o= + o > . I existe une constante ¢

4N

dépendant de N et p telle que pour uy € Bp;;”z (RN) avec divug = 0,
14

feLl'(Ry; B S (RY)), Qf € L*(Ry; B

_ N N
2+4; p1
p2,1 p2,1

(RM)) et ag € pl’l(RN)
ou :
laoll x <o
P1,1
Alors il existe T' € (0, +00] tel que le systeme (ﬁ\f_g”) admette une solution
(a,u, VII) vérifiant :
N
ac Cb<[O,T); B

~ N
p1,1> ﬁL%O<B;11,1>a
14N 14+ N
= Cb([(xT); szjm) N L. (B Nz

p2,1

) et VHGLIT(B_H%).

p2,1

De plus, il existe une constante ¢’ strictement positive dépendant de N et
p telle que si

luoll sy +[|f]] xo, <dp,
B2, LY(Ry; B2,
alors T' = +o0.
Démonstration de la proposition 4.1. — La démonstration de la pro-

position est organisée de la maniere suivante. Premierement on résout un
systeme approché, deuxiemement on montre que la solution du probleme
approché est uniformément bornée et enfin, on étudie la convergence de
la solution approchée et on démontre que sa limite est une solution de
(INS). O
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Premiere étape : Solution approchée réguliere

Tout d’abord on régularise la donnée initiale (ag,uq, f) (pour plus de
détails, voir le lemme 4.2 [1]) aprés grace au théoreme 1.2 [1], on déduit
que le systéme (ﬁ\?é) avec données (aff,ufl, f) admet une solution locale
unique (a™, u™, VII™) telle que :

(4.1) a™ € C([0,T™); Ho T (RN)), ™ € C([0,T™);
H*(RY)) N L (H* T2 (RY))
et VII" € L'([0,T™); H*(RY))

pour so > N, pour avoir que l'espace de Sobolev H*0(R¥) est inclus dans
Pespace de Besov homogene By, .

Deuxieme étape : Estimation de la solution régularisée

On va montrer existence d'un T' > 0 tel que (a™,u™, VII™) appar-
tiennent a ’espace

~ N 1 N4 ~ N _q 1 N 1
Br=LF (B, ) x Lh(B2y )L (B2, ) x Lh (B2, ).

et forment une suite uniformément bornée dans Er.

- N
Nous allons montrer tout d’abord que (a”,u",VII") € L. (B} ) x

T oo %71 1 %71 n 1 %+1 p

LBy ) X Ly (B2, ) et u™ € Lpa (B2, ). Le probleme se pose

seulement pour p; < 2 ou po < 2 et N = 2. Puisque dans le cas 2 < p1, 2 <
p2 et N > 3, on utilise le fait que (a™,u”, VII™) vérifie (4.1) et I'inégalité
de Bernstein, qui entraine

(4.2) B™ (RN) < B (RN) dos que {32 >0 pour les basses fréquences
’ 59 < s1 pour les hautes fréquences.
Donc (a™,u™, VII") € Epn pour 2 < p1, p2 et N > 3.
Maintenant, on traite le cas p; < 2 ou ps < 2 ou N = 2. Pour cela, on
éerit (u™, VIT™) = (uf, VIIR) + (@, VII') avec (u}, VII}) la solution du
systeme de Stokes non-stationnaire suivant :

o} — pAut + VII} = f*
(L) divu} =0
Uf o = UG-

N _q ~ N _q
Comme, uf € B2, (RN)n H™(RN) et f* € LL (Ry; B2, NH®).

loc

~ N _1q
Alors la proposition 2.3 [10] implique que (7, VII?) € L3 (B;;,l (RN) N
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~ N _q ~ FUSEN, |
Ho(RY)) x (B2 (RY) 0 H*0(RY)) et de plus uf € Lh(BJ2,

H*0%2) pour tout T > 0. Pour la partie non linéaire, on a :

(a",@",VII") € C([0,T"); H**}(RY))

x C([0,T7); H*(RN)) x Lip (H* (RY))
satisfait :
ora™ +u™-Va® =0
O™ + u" - VU — pAu” + VI = H(a",u™, VII™)
diva™ =0
(@",u")t=0 = (ag,0)
avec H(a”,u™, VII") = —u™-Vul +a™ (pAu"™—VII™). Dans ce cas, on n’uti-
lise pas l'injection de ’espace de Sobolev dans l’espace de Besov construit
sur Pespace de Lebesgue LP. Mais on utilise les inégalités (2.6) et (4.2) et

le résultat suivant qui est une application directe de I'inégalité (2.6) (pour
plus de détails, voir [1]).

(NL)

LEMME 4.2. — Soient p €]1,00[, up un champ de vecteurs a divergence
nulle avec coefficients dans By, . et g un champ de vecteurs a coeflicients
dans Ly.(Bg ). Soient u et v des champs de vecteurs a divergence nulle tels

+1+N-& +1+N-Z .
que v € LlT(B;1 "' NL?) etué€ L%O(Bil ? N L?) une solution de

systeme de Stokes non stationnaire :
Oiu+v-Vu—vAu+ VIl =g
(L) divu=0
Ult=0 = U0-
Sis+1+ N — % > 0, alors il existe C' dépendant de N, p et s tel que u
vérifie I'estimation suivante :

e+ VIl ety + IV g ) <C (Nl + ey s,

+ ||lu R N ||V R N )
H ”L?(LZHB;;HN 11\7’)” ||L1T(L2ntj1+N 11\7’)

De méme pour I’'équation de transport :

(7) { O f + div(fv) =0

f|t:0 = an
sis+1+ N — % > 0, alors on a l’estimation suivante :
(4.3)
~ < s
”fHL;?(B;l) = ”fOHBpJ + C”fHLg? (LQOB;J;1+N7%) ||U||L1T(LQOBQJ;1+N7%)
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Appliquons le lemme 4.2 (resp. 'inégalité (4.3)) avec u = w", v = u",
g=—u"-Vul +a"(pAu" —VII"), p = py (resp. p =p1) et s = pﬂzfl (resp.
s = &) et on utilise le fait que sy > N et l'inégalité (2.6) qui montrent

p1
que :

lo™(Au® = VI | xos

(sz 1)

S 0"z ey (189 g ooy + IV oy oy )

Ainsi, on en déduit que (a™,u™, VII™) € Epn» pour 1 < p.
Maintenant on va démontrer que (a”,u™, VII™) est bornée dans Epn.
D’apres les propositions 3.1 et 3.2, on a :

ol o,
la™.  x <Ce Frn P lag
L;On BP1>1) B:D1,1

N 1 1
des que —<1+Ninf(—,—)
pP1 P2

et
CIW’H I])V+1
U™(I™) < Ce (B ) ‘H(a",u",VH") N
Lin (B2 )
des que p2 < 00
avec
Ut =la"ll. a bl oa, VI
L(;O( p2 1 t B;;,l Ll(Bp;l )

Comme ot > wet 1 < % + il, (condition permettant de majorer
Tayna™ lorsque D2 < pl) alors par les inégalités (2.3), de Bernstein et de
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Holder et le fait que B, 72 21 soit une algebre, impliquent :

@, ) xSl e s
L;H(B:;,l ) Ll"(szl)
el (wlet) s VI f)
7 (Bpla Lrn(Bp1 ) Lin(Bp21 )
< I 17 I
Tﬂ( ) LTn Bp;,l Tn(B 11)
(s VI )
La (B2, ) LL.(BP2, )
1 1 L L
S Ju? U 1 VY (71 L
Tn(Bml ) Lln(Bp21 ) L (B2, ) L17L(Bp21 )
el (el IV ),
';on py,1 T"( po.1 ) L n(B 1 )
Et par suite :
Cllum| Ny
Ll (P2 )
U’n(TTL) < Ce TN pa,1
n| 3 n|3 3 n|3
{nu (SN s ey 1 g [
Sa(B22, ) Lh.(BR2) S (B2,) Lh.(BP2,)
S (T T LI |
L%on plll) L;n(szl Tn(Bp221 )

Soit ¢ un réel strictement positif petit. Il existe alors 77 > 0 tel que :

(4.4) pllur | oy A+ [IVILL| ~_, <G
L2 1 P2

Ty V7 p2,l Ty VT p2,l

En effet, on applique opérateur Q sur (L), on obtient :

@s) VL] s <Ol xS x <G
L1T1(BP21 T1 '\ p2,l Tl( p221 )
pour T} petit car f € Li (Ry; B;z 1 ) De méme, on a :
40wl {22“—1 (128gu0llze2 + 18,7 s urm)
t\ " pg,1 qEZ

— K put2%?

(=) <
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car t — F(t) continue et clairement F'(0) = 0. D’apres la proposition 2.3
de [10], on a :

déf

lucll.  xy <luoll &, +[IPf]l x = Uo.
oo P2 P2 1 P2
T\ p2,1 p2,1 T VP11
Ainsi, nous avons les inégalités suivantes :
(4.7)
dlal  w +IVIEL w o, <aC et Jufl. x . <alb.
LlTl levl Lé’l P22,1 70?1( P2211 )

Dans la suite on peut supposer que T™ < T sinon il suffit de diminuer 7.
Fixons t < T™, alors les inégalités précédentes impliquent :

clerml  x.,)
(48) U(t) < Ce sl

x {cug (U@ + o) + Il & (c+vrm)}

P1
t p1,1)

et
c(<+nﬂ”n .
1 2
(4.9) la™l. x <ae Fe P M lag)| w
Li (Bpl’l) p1,1
Soit 0 < Ty tel que :
et~ )
(4.10) e h,e2 Yy
Donc si :
1 1
8Cllaol x <1 et CC2U(1+2CTUp) < <
B,
alors :

1 1 3
(4.11) U”(Tg)ggé(Z@—kSCUOQ) et Jlall_x <2allao]

o (P
Ty (Bp L)

1 p1,1

Ainsi pour ¢ suffisamment petite, la condition (4.10) est satisfaite. Apres
par connexité on montre que 7o = T™. Le méme type de raisonnement
permet aussi d’avoir 17 = T™, avec des estimations uniformes.

LEMME 4.3. — Soit 0 < 7 < inf(1, 2Y) telle que 3 + § < -+ -

2 N _q_
Alors (VII")pen est uniformément bornée dans Ly, " (B, n).
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Preuve. — Pour étudier la pression, on utilise le fait que :
div((1+a) VII") = div(Qf" — - Vu®).

Par construction de f™ et l'inégalité (2.7), Qf™ est uniformément bor-
N _q
p2

25! 77]). L’inégalité (2.7) implique que u™ est unifor-

2

née dans Lz " (

2 N

mément bornée dans L};"(B;’;l n), et par suite le choix de 7 et 1'iné-

galité (2.5), impliquent u™ - Vu™ = div(u™ ® u") uniformément bornée
2

2 N_q_
dans Lz " (B, 7). Mais comme [|a"|_ ~ < 2allag] x << 1 et
L (B ot
p% <++2+ p% (car p% <%+ p%), alors I'inégalité (2.3) implique que

P11

2 N_1-9
(VII")nen est uniformément bornée dans Lz, " (B;? ;). O
o ey . i ﬂ i L s ’
Remarque 4.4. La condition x + « < or T 5y ost vérifiée pour un 7

assez petite car % < p% =+ p%.
D’autre part, les inégalités (4.5) et (4.6) montrent que si

Uo + |Qfl ~_, <dp,
LRy B2

alors T = +o0.

Troisieme étape : convergence

Par construction de (ug, f™), par définition de (u}, VII}) et unicité des
solutions du systeme (L), le couple (u},VII}) converge vers la solution
(ur,,VII), du systéme (L). Par contre pour montrer que la limite de
(a™,w", VII") est une solution du systeme (NL), il va falloir recourir i
des arguments de compacité. Mais comme (a", ", VII) est uniformément
bornée dans :

Foo (pPr Foo pps L 1 pps Tl 1 st
LT1 (Bpl,l) X LTl( pa,l )m LTl( p2,l ) X LT1 (sz,l )7

2

2 N _ 1
de plus VII™ est uniformément bornée dans Lz, " (B,?, 77). Alors pour
pouvoir utiliser le théoreme d’Ascoli, il suffit d’estimer la dérivée par rap-

port au temps de a” et " (voir par exemple [9]).

LEMME 4.5.
N
(i) La suite (3;a™)nen est uniformément bornée dans L7, (B!, ) lors-

P
1 1, 1
quepl\N+p2'

TOME 57 (2007), FASCICULE 3



908 Hammadi ABIDI & Marius PAICU

2 N _q_
n

.. . n . . . 37 P2
(ii) La suite (0;u"™)nen est uniformément bornée dans Ly, (Bp%1 )

pour0<77<inf(1,2p—1;7) te]que%+%<pil+pi2.

Preuve. — Rappelons que :
o:a”™ = —u" - Va".
Comme p% < % + p%, alors grace & I'inégalité (2.3) et par interpolation, on
trouve :
[[Ora™ || v Sl o [[Va”|] N
L%ﬁ (Bzfll,l ) L%l (B;;-,l) L%ol (B::11,1 )
1 1
Sl o~ e~ lle”] N
~ N, N g
qu% (31;022,1 ) L’}‘l (3522,1 ) qufi (Bppll,l)

Pour w", rappelons que :
ou™ = —P(u" - Vu") + pAu" + P(a™ (pAu™ — VII™)).

Comme l'opérateur de Leray est continu sur les espaces de Besov inho-
mogenes B, pour p > 1, alors les calculs du lemme 4.3 restent va-
lables. Ainsi, il reste & montrer que Au™ et a"Au™ sont uniformément

2 N
bornées dans L7 " (B2
Ty D2,

N _q N _3
Ly (B2, )N LE (B2, ). Donc I'inégalité (2.7) implique qu'il est uni-
N

2 N9
formément borné dans Ly, " (B,?

—1-n . _ . . "
1 ). Mais AT" est uniformément bornée dans

a1 n). Pour a™Au"™, on utilise de plus
9 2 el s . N N 1 1 1 n 1
Vinégalité (2.3) et le fait que - + % —1—n>0et - < 5+ 5+, O

A partir des inégalités de Cauchy-Schwarz et de Holder et du lemme
précédent, on obtient :

COROLLAIRE 4.6.
N
(i) La suige (a"l)neN 1est uniformément bornée dans C'2 ([0,7); B, )
pour - Syt pa
N1
(ii) La suite (T")nen est uniformément bornée dans C% (o, ;B2 4 77)
i 2N 14, n 1 4 1
avec 1 €]0,inf(1, £5)[ et & + 7 < o=+ -
Rappelons que l'injection de B;:;ioc dans ’espace de Besov inhomogene
locale avec méme indice de régularité est continue et l'injection de Besov
inhomogene locale avec indice de régularité s 4+ ¢ dans ’espace de Besov

inhomogene B, , est compacte pour tout € > 0 (voir par exemple [24]).

. . . . . 2, — T .
Ainsi il existe une sous-suite notée encore (a™,u", VII ) qui converge vers
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(a,w, VII). Et par suite le corollaire 2.5 et l'inégalité (4.11) impliquent
(a,u, VII) est une solution du systeme (INS) appartenant & :
N - N +1 1
o0 D P
L (Byl1) % (LTl( ) 0Ly (B2 )) x LTl(Bpf, ).
Concernant la continuité de u voir [9]. Pour montrer que a est continue et

que sa norme L™ est conservée, on utilise le fait que a = ag o U1 avec ¥,
flot de u, ce qui démontre la proposition 1.3.

5. Unicité

Dans cette section, nous allons démontrer I'unicité des solutions des équa-
tions de Navier-Stokes inhomogeéne dans l’espace de Besov

o0 P oo P 1+ o
([0, 7, Bpfl) x (L (0.7, B}z, )N L'([0.7], B, [*).
Soit (a?,u?, VII?) pour 1 < i < 2 deux solutions. Désignons par

(da,du, VIII) = e (a* —a',u? — ', VII? — VII')
leur différence, qui vérifie le systéme suivant :

O0a + u? - Véa = —du - Val
0p0u + u? - Véu — pAdu + VI = F(a*, u?, VILY)
divdou = 0,

N

ol
F(a',u', VII') = —6u - Vu' + a* (uAdu — VOTI) + Sa(uAu® — VII?).

Donc da (resp. (du, VIII)) vérifie I’équation de transport avec un terme de
force h (resp. le systéme de Stokes non stationnaire avec force g).- Rappelons
que parmi les conditions d’existence on a : sup(p1 plz) <%+ 1nf(p1 pz)
D’autre part pour montrer ['unicité des solutions pour 1’équation de trans-
port, nous avons besoin d’estimer la différence da dans un espace moins

régulier d’'un cran par rapport a l'espace de régularité de al Puisque

a; € L=([0,T],B, "1 ), on va estimer da € L>([0,T], 1 ) De plus,
parmi le terme de g, on a daAu? et pour définir ce terme il faut avoir

L+ —2>0, est-a-dire, -+ - > &, or sup(;-, 1) < § +inf(5-, o),
a1ns11 p1,p2 < 2N.

PROPOSITION 5.1. — So1ent 1 p1, p2 < 2N tels que sup(p%, p%) <
+ +1nf(— p%) et 2 < p—l + p—2. Soient (a’,u’, VII') pour 1 < i < 2

deux solutions de (I/N/S ) avec les mémes données initiales ay appartenant
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N N _q
a By, uo € B2, avec divug = 0 et un terme de force extérieure f €
N _q —o4+ N
Ly, ([0,T%); B2, ) telle que Qf € L*(Ry; B, ™). Supposons que pour

1 =1,2 on ait :

~ N
) n L= (0,17 B,

. N
ai € O([O,T*); B

p2,1 p2,1

utec(0.77); B%_1> A Lo (0.7 %“),

) N
1
VIT € Lioo(10,77); B2, ).
Alors il existe une constante ¢ strictement positive dépendant de N et p
telle que si on a

alors (a?,u?, VII?) = (a*,u!, VII!).

Preuve. — Pour montrer 'unicité des solutions de I’Squation de trans-
port, nous allons estimer la différence dans L* ([0, T, BE’ 1_1) D’autre part
I’équation vérifiée par du contient parmi les termes de forces extérieures
SaAu? qui se trouvent dans ’espace

N7
) X Ll([o,T],BP2 )

p2,1

N1
> ([0, T), B}
N
b2 2 2
a1 ) sipa < 2N, & <
1 1 . St N _ 2 _ 1 1 _
o T ps b N > 2, sinon, c’est-a-dire, po = 2N ou + = o1 T3, ou N =2,

ce qui donne un élément de l'espace L'([0,T], B

N9
il appartient & l'espace L'([0,T], By2 ). Ainsi nous sommes obligés de
traiter deux cas.
Premiercas:1<p2<2N,%<pf11+p%etN23.
Tout d’abord, on va montrer que (da, du, VIII) € Fr, ou :

N _q 1 N N _o 1 N _o
Pr=C([0,T]; By, ) x (Lp(By21) N C((0,T]: By2, ) x Ly (B2, ),
muni de la norme suivante :

déf
[(a,u, VID||p, = lall S xop Fpfull
7By LE(B,21 ) Ly(B,2,)
FIVI
L;“(szzvl )

Tout d’abord, on va démontrer que (da,du, VOII) € Fr. Pour da il suffit
N

, N g
de montrer que a' — ag appartenant a C([0,77; B, ), car da = (a® —
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ag) — (a' — ap). Or, d;a’ = —u’ - Va' et p% <+ + p% ainsi la proposi-

) N
tion 2.3, implique que dya* € L2T(B;11,1 ). Pour 0w il suffit de démontrer que

R L L2 L2 ) ) )
(@, vnz) € LL(B2)NC([0,T); B2, ) x Ly (B2, ), avec @' = u’ — u},
et VII' = VII' — VIT} car du = @ — @' et VIl = VIT' — VIT'. Avec
(ul, VIIL) vérifie :

oy, — pAul + VI, = f
divul, =0
UL |i=o = U0,

et

B + ul- VT — pAT + VIT = —u'-Vul + a’ (pAu’ — VIIY)
(NSpmod) { diva® =0
@y = 0.

La proposition 2.1 dans [6] assure que (u?, VII%) appartient &

N _q N1 N _q
O([O,T];B;;1 )mL}(B” )xLl(O,T;B” )

p2,1 p2,1

On applique a (N Spy04) Vopérateur P, on obtient :

(5.1) o' — AT = P( —u' - Vu' 4+ d' (pAu' — VHi)).

. ) P |
Comme py < 2N, alors l’inégallivté (2.5) implique que u' @ u* € L%(B;;l ),
. . N o .
et par suite u' - Vu' € LQT(B;;1 ), car diva® = 0. Par interpolation, on
N

au' € L%(B;’;ﬁl), si p1 < po alors l'inégalité (2.3) implique que a’Au’ €

N _o . . N _2
L3(B,2, ), sinon, c’est-a-dire py < p1, on a aussi a’Au’ € L3.(B}2, "), car
1 <2, 1 ili i 1 _ 1 1 _ 1 i i

o SN + o et on utilise le fait que - o + (p2 - ). Donc si VII" €

N _o . . N9
L3(B,2, "), de nouveau I'inégalité (2.3) montre que a’'VII' € L3 (B2, ).

. N _o N
Ainsi @' € C([0,T); B;2, ) N Ly(B,2,) pour T < oo. Il reste & montrer

) N_9o
que VII" € L2T(B;2271 ). En effet, on applique l'opérateur de divergence a

(ﬁ\fg'), on trouve :

(5.2) div((1+ ai)VHi) — div Qf = div(—u'- Vu' + uaiAui).

Comme p% < % + p% et po < 2N, alors la quantité de droite de 1’égalité
N _ 3 N _o

(5.2) appartient & L3(B;2, ). Or Qf € Ly, ([0,T7*); Bj2, ) et comme

loc
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[la?|] ~  est petit, on utilise 'inégalité (2.3) et I'égalité (5.2), on ob-
L%O(B:llﬂl
. X9
tient VII' € L7.(B;2, ). Donc (da, du, V4II) € Fr.
Maintenant comme p% < &+ inf(pil,piz) et 1 < pa < 2N, alors les
propositions 3.1 et 3.2, impliquent pour tout ¢t < T :
|dall  x <Cexp(CIV| s |ou-Va'|  x,
LBy ) L(B7 ) LBy
et
Joul . +uldul x4 VO s,
Ly (B2, Li(B,3 Li(B,2, )
Cllu?|| .
<e P V| Fat, !, VI ~ ., .
L}(B;;Z,l )

Le fait que p% < % + p% (on a besoin de cette condition lorsque p; < p2),
alors l'inégalité (2.3), implique que :

16u-Va'l sl SISul o ]
Ly Bp1,1 Ly pa,l L?C(Bpl,l)

Comme divéu = 0 et po < 2N, alors d’apres les inégalités de Bernstein,
(2.5) et par interpolation, on trouve :

[6u-Val|  x_, Slou@u|  xo, S0ull  oxo, Wl
Ll 3522,1 L}(Bf;l ) Lf(B:’;l ) Lf(BIf’;l)
1 1
ST o et (Ioul s el ).
LSO(B::;J ) L%(B:;,l ) L Bl’z,l Lt(Bszl)

Le fait que % < p% + p%, N > 3 et p% < % + p% (on utilise cette condition

seulement lorsque pa < p1), alors I'inégalité (2.3) implique que :
lla' (uASu — VOTI) + Sa(pAu? — VII?)|| N,
L%(B:;l )
Sla'l s (180l o, +iven| )
L=(B,ly) Li (B, Li(Bpya )
el o (AWl + VI x ).
Ll ) ICIEN LB

t r1,1 p2,1

Soit T3 tel que :

exp (Cl?ll | xo ) <2
Ly (Bl )
et
. 1
| s ApletlE L, VI s, <e
L (B L (B Ly (BS )
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En utilisant le fait que ||a®|| ~,, <c, on obtient :
oo P
T p,1

[(da,du, V)| 7y, < cCll(6a, du, VOII)|| fy, -

Et par suite (da,du, VOII) = 0 sur [0,73] pour T petit. Un argument
standard de connexité permet d’obtenir (da, du, VIII) = 0 sur [0, T]. Ainsi
la démonstration est achevée pour 1 < py < 2N, N > 3 et % < p% + p%.
Les calculs qu’on a effectués sont valables pour 1 < po (car ils reposent sur
la proposition 3.2). Le cas p; = 1 s’en déduit par injection.

Deuxiéme cas : %:p%—kp% oup; =2N ou N = 2.

Dans ce cas, il suffit d’étudier le cas % = p% + p%, car on peut déduire
les autres cas a partir de celui-ci. En effet :

C _ 2N 1 1,1 42 -1 1

si po = 2N, alors py = -, car m Syt et w S g +p2.Donc
c’est un cas particulier de % = p% + p%. Pour N = 2, on commence par

po =4 et p = % apres par injection, on aura I'unicité pour 1 < p; < % et
1 <p2 <4, de méme pour 1 < p; <4etl<<py < %. Donc dans la suite
on suppose que % = p% + % De plus, dans ce cas il y a deux cas, soit
1 < pa < 2 so0it py > 2 & cause de I'inégalité (3.3), le premier le cas se déduit
par injection, alors on suppose que ps > 2. Tout d’abord, on démontre que

(ba,du, VOII) € Gr, ot :

N

Gr=0(10.7): B ) < 0(0.7): B2 ) nEb(Bizoe) < Th(Bi2S).

muni de la norme suivante :

déf
la,u, VDllor € lall w0 Fllul | m Al x
L%‘Q(Bpll,l ) L?(BP;:OC) L;“(Bp‘zzv‘x’)
+ ||V - N o .
In(B22.)

Pour da, les calculs du premier cas sont valables car il < % + p%. Pour du,

on utilise & nouveau I’équation (5.1) et les inégalités (2.3), (2.4) et le fait

que p2 < 2N, on trouve que le terme de forces extérieures de cette équation
N _o . i N _o ~ N

appartient & L2 (Bp2 s ). Donc (u' —u}) € LY (By2 o ) N LA (BpZ ) pour

T < co. D’autre part, II¢ vérifie le probleme elliptique (5.2) et on obtient
) ~ N9

par les mémes calculs que précédemment que VII* € L1 (Bp”;,oo ) Donc

(a,ou, VIII) € Gr.
Comme p% + p% < 1, alors les propositions 3.1 et 3.2, I'inégalité (2.3) et

le fait que p% < % + p%, on obtient les majorations suivantes pour tout
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t<T
(5.3)
Joall oy <Cexp(CIVAR o Nloull  x [Val] s
L=(821, ") ri(B22,) Li(B22,) = (B2
et pour py > 2
oul o~ pldull x| VT
Ltoc( P2, 002) t( ;22,00) t(Bzf;?oo
Cll x4,
<e AR P u VI
H(sizl)

Comme divdu = 0, les inégalités de Bernstein, (2.5) (pour py < 2N) et
(2.4) (pour p2 = 2N), impliquent :

1 1
0| Sloueul| xSl s [l
B (s2) ~ ()™ (el ni(el))

5 N 5 N )
<l iy T g

Puisque sup (E p%) < N + inf (p—1 p%) et p% + p% < 1, alors l'inégalité

(2.4) implique que :

Hal(,uA(Su ~ VOTI) + Sa(pdu® — VHQ)H R

n(erie) © 0 E(Bll)
(1asul_ o + Vo]

i(s22) t(Bp;;))

ol (12 1T )

2 2,1

En utilisant llnegahte logarithmique (voir [11] proposition 1.8), on peut
écrire :

loull A loul s
(B2 ) L (55 )
loull  x Sloul_ x Infet o .
Li(B,2,) (B2 ) 7 (BECX;)
Vu le fait que :
Joull Dl s S V()
Ltl(B:;,l ) L%(B:;:l )
ol
v =t(lu) WAL e Pl e e
Ltm(Ble ) L3 (BP21 ) t(B;Dp22,1 ) L%(Bzinzz»l )
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On fait les notations

W(t) = ||oull
L()O

t ( p2,00 t,( P2, 00

gy IOl e HIVOTIL, s

et

2(t) = (']

2
N + |lu
a1

N g
(572.")
t P21

IV ).
ri(Br2, )
On obtient alors
el ~o,
1
wiy<ce  AEE e w wo )}
Lfc(Bpf,l) L}(B,fjl )

' V(s)
+/0 Z(s)W(s)In (e + W(s))ds}’

car x — zIn(e + £) est croissante.
Si

W(t)

cllwll , ~ .,
L2<B§21) 1 1
Ce A (AP
L=(B]1.) ri(s2

[N
=
+
=
SN—
N———
/
DO |

on trouve par le lemme d’Osgood (lemme 3.4) que W (t) = 0 sur un petit
intervalle de temps, de méme pour da d’apres 'inégalité (5.3). Enfin, on
suit la méme démarche que le premier cas, on trouve (da,du, VOII) = 0
sur [0,T] pour 1 < po. Le cas po = 1 se déduit par injection. D’ou la
proposition. O
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