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SOMMATION EFFECTIVE D’UNE SOMME DE BOREL
PAR SERIES DE FACTORIELLES

par Eric DELABAERE & Jean-Marc RASOAMANANA

RESUME. — Nous abordons dans cet article la question de la sommation effec-
tive d’une somme de Borel d’une série par la série de factorielles associée. Notre
approche fournit un contréle de ’erreur entre la somme de Borel recherchée et les
sommes partielles de la série de factorielles. Nous généralisons ensuite cette mé-
thode au cadre des séries de puissances fractionnaires, aprés avoir démontré un
analogue d’un théoréme de Nevanlinna de sommation de Borel fine pour ce cadre.

ABSTRACT. — In this article, we consider the effective resummation of a Borel
sum by its associated factorial series expansion. Our approach provides concrete
estimates for the remainder term when truncating this factorial series. We then
generalize a theorem of Nevanlinna which gives us the natural framework to extend
the factorial series method for Borel-resummable fractional power series expansions.

1. Introduction

Le probleme du calcul effectif d’'une somme de Borel a déja une longue
histoire. Celui-ci peut étre fait par ce que Poincaré appelait la “méthode
des astronomes” [23], et qui n’est autre que la méthode de sommation au
plus petit terme que Stokes employait déja dans son article fondateur de
1857 [26] et qui trouve naturellement sa place dans le cadre Gevrey [24, 3].

Bien d’autres méthodes de sommation ont été développées depuis. Ainsi,
I'utilisation des approximants de Padé fait sont apparition des les années
1970 en physique mathématique (voir, e.g., [25]), & la suite notamment de
la redécouverte de la sommation de Borel par le “groupe de Saclay” de phy-
sique théorique, avant d’étre développée d'un point de vue algorithmique
dans le cadre Gevrey [27]. Un point de vue différent, basé sur 'utilisation

Mots-clés : sommation de Borel, séries de factorielles.
Classification math. : 30E15, 40Gxx.
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de transformations conformes, fournit la méthode exposée dans [1]. Dans
la mouvance des idées de Dingle [11], de Ecalle [12, 13, 14, 4, 10, 9], et
sous I'impulsion de Berry-Howls [2], I’école anglo-saxonne d’asymptotique
exponentielle a quant a elle developpé 'outil de I'hyperasymptotique (voir,
e.g., [20, 22, 21]) pour lequel la structure résurgente des objets & sommer
joue un rdéle central [7, 6]. D’autres méthodes effectives de sommation et
des applications en physique sont détaillées dans [16].

Nous allons nous pencher ici sur la méthode des séries de factorielles.
Cette méthode, en théorie exacte et non approchée, n’est pas nouvelle puis-
qu’elle remonte & Watson [29], Nevanlinna [18] et Norlund [19], voir aussi
[17, 28]. Notre apport par rapport & la littérature existante sur ce sujet
est double. D’une part, ayant en vue des méthodes effectives, notre objectif
sera de fournir des estimations de ’erreur commise par sommation partielle
des séries de factorielles. D’autre part, nous proposerons une généralisation
de la sommation par séries de factorielles au cadre des séries de puissances
fractionnaires Borel sommables.

La structure de I'article est la suivante. La section 2 est consacrée a un
certain nombre de rappels sur la sommation d’une série sommable de Borel
par séries de factorielles. La section 3 fournit une approche originale de la
sommation par séries de factorielles, débouchant sur un controéle effectif de
I’erreur commise par sommation partielle comme explicité au théoreme 3.2.
La sommation de Borel de séries de puissances fractionnaires est abordée
en section 4, I'objectif principal étant le théoreme 4.6 et son corollaire
4.7 de sommation de Borel fine. Celui-ci fournit le cadre naturel pour la
sommation par séries de factorielles généralisée développée en section 5,
et son résultat principal, le théoreme 5.6. Différents exemples illustrent les
procédures de sommation effective.

Notons pour conclure cette introduction que cet article n’a pas pour mo-
tivation de promouvoir telle méthode effective de sommation au dépend
de telle autre. Notre approche est ici de définir les conditions d’applica-
tions de la méthode par séries de factorielles, et donc ses limitations. Enfin,
s’il nous semble que dans un cadre résurgent, et en parallele avec ’hy-
perasymptotique, les méthodes exposées ici devraient pouvoir déboucher
sur le calcul effectif des coefficients de Stokes, cette question ne sera néan-
moins pas abordée dans cet article, faute pour les auteurs d’y avoir réfléchi
suffisamment.

2. Résultats classiques

Notation 2.1. — Dans tout 'article :

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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R
— Pourr>0etfe 7 B,.(0) désigne la bande ouverte
T

B.(0) = {¢ € C/d(¢,eRY) < r},

ol d est la distance euclidienne.
Pour 6 = 0 on notera plus simplement B, & la place de B,.(0).

— On note A I'image du disque ouvert D(1,1) de centre 1 et de rayon 1
par la transformation biholomorphe

se€ D(1,1) — ¢ =—1n(s) € A.
L’ouvert A vérifie :
Biaz) CAC Bz (cf Fig. 2.1).
— Pour tout A > 0, Ay désignera 'homothétique de A défini par :
Ay ={\(/Cen)
— Pour r >0, 4 >0, B>0,n¢€Net R(z) > B on notera

Rus(r,A,B,n, z) = Ae”" —

FiG. 2.1. Les ouverts Biy2) C A C Bx.

Nous résumons maintenant la théorie classique de la sommation de Borel
et de la sommation par séries de factorielles. Nous renvoyons le lecteur a
[17, 28] pour les démonstrations.

2.1. Sommation de Borel
Nous rappelons tout d’abord le théoreme suivant de Nevanlinna dit de

“sommation de Borel fine” : I’holomorphie et la croissance au plus expo-
nentielle d’ordre 1 dans une bande pour la transformée de Borel formelle

TOME 57 (2007), FASCICULE 2
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sont équivalentes a ’existence et 'unicité de la somme de Borel. Plus pré-

cisément :
+oo a
THEOREME 2.2. — Soit f(z) = E — € C[[z" ']} une série Gevrey-1.
2
n=0

X ¢t

Notons J?(C) = Z (n—1)!

n=1

etr>0,A>0,B>0.Alors (1) = (2) = (3) :

€ C{¢} sa transformée de Borel formelle. Soit

R
e —
< 2rZ’
(1) j‘v se prolonge analytiquement a 'ouvert B,.(0) et, pour tout { €
B.(0), |f(¢)] < AP,

(2) II existe une fonction Sgf(z) holomorphe dans {z € C/R(ze") >
B} telle que, pour R(ze®) > Betn >0 :

(2.1) ‘ng(z) - Z j—: < Ras(r, A, By, ze')
k=0

(3) Il existe v’ > 0 tel que f se prolonge analytiquement a l'ouvert
B, (0). De plus, il existe A’ > 0, B’ > 0 tels que pour tout { €
By (0), |F(¢)] < APl

De plus, sous I’hypothése (1), la fonction sp f(z) est unique, donnée par :

6

(2.2) pour R(ze'’) > B,  s¢f(2) = ao + /OOOE F(O)e > dc.

Remarque 2.3.
— L’hypothese (1) implique que pour tout n > 0,

|
(2.3) lans1] < AeBT L
TrTL

— Par l'inégalité de Stirling, & savoir [15]
L 1 FR
Vo tze "t mT < pl < V2rn" T 2e M TRn

il vient :

2Tt et Tn 1

Ras(r,A,B,n,z) < AeB" .
" |2["(R(z) — B)
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n,—n

Comme, a z fixé, W atteint son minimum en n = r|z|, la som-
r|z

mation au plus petit terme consiste & approcher Sp f(z) par la somme
n

Z % avec n = [7"|z|] ol H est la partie entiere.

k=0
DEFINITION 2.4. — Dans le théoréme (2.2), Ia fonction holomorphe S f
est la somme de Borel de f relative a la direction 6.
“+o0o

Remarque 2.5. — Le calcul de la somme de Borel sy f de f(z) = a—z

n—
relative & la direction # se ramene au calcul de la somme de Borel sg fy de

0 =3 a,e™?
fo(z) = flze™®) =)

n=0

(2.4) pour tout R(ze?) > 0, sof(z) = sofo(ze'?).

relative a la direction 0 par la relation :

2.2. Sommation par séries de factorielles

Nous considérons maintenant la méthode de calcul d’une somme de Borel
par séries de factorielles. Suivant la remarque 2.5, il suffit de se concentrer
sur le calcul d’'une somme de Borel relative a la direction 6 = 0.

Notre hypotheése de travail est la suivante : la série Gevrey-1 f(z) =

+oo - +oo n—1
Z 9 admet une transformée de Borel formelle f©) = Z Q" qui
A — (n—1)!

se prolonge holomorphiquement & I'ouvert A. On suppose par ailleurs :
(2.5) A >0, 3B >0, V¢ € A, |f(Q)] < AePle.

On notera que, puisque By, o) C A, 'hypothese (2.5) implique que la somme
de Borel sof(z) de f est définie holomorphe pour R(z) > B.

L’application ¢ — s = e~¢ définissant une transformation biholomorphe
entre I'ouvert A et le disque ouvert D(1,1), nous pouvons introduire :

(2.6) é(s) = f(Q).

L’application ¢ est holomorphe dans D(1,1) et s’identifie dans ce disque &
la somme de sa série de Taylor :

(_1>n dn¢

n! dsm

+oo
(27) ¢(S) = Z bn(l - S)n7 by = (1)
n=0

TOME 57 (2007), FASCICULE 2
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D’un point de vue formel, nous pouvons écrire :

+oo +oo
Sof(2) = a0+ / FO)e = de = ag + / dleS)e = d¢
0

0

400 400
= ap -+ Z bn/ (1 — e_C)"e_ZC dC

ao—i—z bfo —5)"s* lds

aOJrZ z—l—l z+n)

C’est ce développement qui correspond a la sommation par série de fac-

torielles. Nous référant & Malgrange [17], la justification du calcul formel
précédent repose essentiellement sur le point clef suivant :

LEMME 2.6. — Supposons qu’il existe A > 0 et B > 0 tels que V( €

o)
A, \f( )| < AePICl Alors pour tout C' > max(B,1) la série +Z 0]
converge. n=t

Ce lemme conduit alors au théoréme suivant :

THEOREME 2.7. — Avec les notations précédentes, supposons qu’il exis-

te A>0et B> 0 tels que V¢ € A, |f(¢)] < AePl¢l.

—+o0
I'(z)r 1)by,
Alors la série de factorielles ao—|—Z M converge absolument
— T(z+n+1)
pour R(z) > max(B,1) et représente la somme de Borel Sof(z) dans cet
ouvert.

L’utilisation de ce théoréme nécessite le calcul des coefficients b,, en fonc-
tion des coefficients a,, de la série formelle f. L’algorithme de Stirling [17]
répond a la question :

PROPOSITION 2.8 (Algorithme de Stirling).

n+1
k+1
Vn > 0, n—nlz n + nk‘—l)ak,

otl les s(n, k) sont les nombres de St1r11ng de premiére espéce.

Remarque 2.9. — Notre définition des nombres de Stirling de premiere
n—1 n
espece s(n, k) est celle de [5] : H(:v —k)= Zs(n, k)az*
k=0 k=0

Signalons pour mémoire que le théoreme 2.7 admet une réciproque,
cf. [17].
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3. Sommation de Borel effective

Nous proposons a présent une justification de la sommation par série de
factorielles. Différente des preuves classiques [17, 28], son avantage réside
dans sa simplicité et le fait qu’elle débouche sur un controle effectif.

Notre hypothese de travail est celle du §2.2 : la série Gevrey-1 f(z) =
400
Z a—: admet une transformée de Borel formelle f(¢) qui se prolonge holo-
z
n=0
morphiquement & Pouvert A et vérifie la condition (2.5). Nous considérons
de nouveau l'application ¢ définie par (2.6) et sa série de Taylor (2.7).
Tirons tout d’abord quelques conséquences de (2.5) pour les dérivées
d"¢

Tan (s), s €]0,1]. Par I’égalité de Cauchy et pour s €]0, 1],

0= 1 o) 4™ % o)
(t

dsm () = 2ir | (t—s)ntl T 2 psnt] —1)n+1

(3.1)

Dans (3.1), 'intégration se fait le long d’un lacet dont un paramétrage
possible est :

(3.2) ta) = s(1+re'®), a€|0,27], r€l0,1] fixé.
Nous faisons & présent le changement de variable v € D(1,1) —t=e"" €

A. A s €0,1] correspond ¢ = —In(s) € RT tandis qu’au lacet (3.2) est
associé le lacet

(3.3) v(a) =¢—In(1+re®), acl0,2n], 0<r<l.

L’égalité (3.1) devient : pour tout ¢ € RT et tout r €]0, 1],
dn¢ i, n! eg(n—i-l) ¢(e—v) Y
hallh - _ d
ds™ (6 ) 2w % (67’U+E{7 1)n+1e v

| 6(n+1)
_ _ntedt f f(w) —dv
2im (e—v+¢ — 1)n+l
1 en$ 2w 7 —1In(1 i
_nle T Gl +re)

o2y (refo)n

Puisque pour |7| < 1, |In(1+7)| < —In(1 — |7]) on en déduit par (2.5) que
pour tout ¢ € R et tout 7 €]0, 1],

n n 2m
L L
ds™ 2m rn fo

n!

Son(l—r)B

(3.4)

(B

TOME 57 (2007), FASCICULE 2
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Comme 7"(1 — r)? atteint son maximum en r = sur 10, 1[, nous

n
+ B
retiendrons que :

+B

J’_
(3.5) V¢ e R™, ds"( )‘ < BB

Ceci établi, considérons maintenant la somme de Borel s f(z) de f. Pour
tout N > 0 et R(z) > B, nous avons

(3.6) Sof(z) — (ao n Z 2 +nn++11;> )

_ / o (6(e=9) - Z ba(1 — )" ) e dc.
0 n=0

Maintenant par intégrations par parties successives sur le membre de droite
de (3.6), en utilisant (2.7) et la majoration (3.5) pour les questions d’inté-
grabilité, nous obtenons :

(3.7) sof(z) — (ag ™ Z (z —&-nn—:-ll;) )

_ (_1)N+1 /+oo dNH(b(e—C)e—(erNH){ d¢.
z2(z+1)---(z+ N) dsN+1

)

Par suite, en vertu de (3.5) : pour tout N >0 et R(z) > B
(3.8)

Sof(z) — (ao + Z G +nn++11;) )

A(N + B + 1)N+B+1 (N +1)! / o (B=RE)E g
S BB(N+ DNt z(z+1)---(z+ N)|

A (N + B+ 1)N+B+1
=~ BB (N+1)N

I'(z)N!
T(z+ N+ 1)R(z) — B) ’ '

Nous résumons le résultat obtenu :

+oo
PROPOSITION 3.1. — On suppose que la série f(z) = Z a—z e Cllz" Y
z
n=0
admet une transformée de Borel formelle f(() qui se prolonge holomorphi-
quement a l'ouvert A, et qu’il existe A > 0 et B > 0 tels que pour tout

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Ce A, |f(O)] < APl Alors, pour tout N > 0 et R(z) > B,
(3.9)

< Ri(A,B,N,2)

Sof(z) — (ao + Z (z +nn++1il)) )

A(N+B+1)N+B+1
BE (Nt 1)N

I'(z)I(N +1)
I'z+N+1)(R(z) - B)|’

Rl(Avasz) =

ou Sof désigne la somme de Borel de f, les b,, étant déduits des a,, par la
proposition 2.8.

La proposition 3.1 et le théoreme 2.7 entrainent le résultat suivant :

THEOREME 3.2. — On suppose que la transformée de Borel formelle

+oo
f(Q) de la série f(z) = Z In ¢ C[[z"Y]1 se prolonge holomorphiquement

n

a Pouvert Ay, A > 0, g{g;u’ﬂ existe A > 0 et B > 0 tels que pour tout
¢ e Ay, |F(O)] < APl AlorS'

A2)T(n + 1)b5
F(Az+n+1)
pour R(z) > max(B,1/)\), de somme Sqf(z), ot Sof désigne la somme de

e la série de factorielles ag+\ Z converge absolument

Borel de f, les bg{\) étant déduits des ag{\) = \""lq,, par la proposition 2.8.
e pour tout N > 0 et R(z) > B

Sof(z) — ((lo—i-)\z Lln + )b(A))

(3.10) )\z—|—n+ 1)

< Rfact()\y A7 B7 N7 Z)

Rfact()‘a Aa Ba Na Z)
A (N+AB1)NHABH
~ (AB)*B (N +1)N

T(A2)D(N +1)
TOvz:+ N+ D)(R(z) - B)|’

Démonstration. — Posons f)\(() = f(/\Q, de sorte que ]?A se prolonge
holomorphiquement sur A, et V¢ € A, [fi(()| < AerBIC . La fonction

f n’est autre que la transformée de Borel formelle de la série formelle
+oo  (A)
1 " _
Ia(z) = Xf (;) = Z azn avec aM = A\""q,,. Nous déduisons du théo-

(2)T(n + 1))
I'z+n+1)
(absolument) vers Sq fi(z) pour R(z) > max(AB, 1), et de la proposition 3.1

N
reme 2.7 que la série de factorielles a(())‘) + Z converge
n=

TOME 57 (2007), FASCICULE 2
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que pour tout N > 0 et R(z) > AB,
N ()
_ A) n—|—1 b
sofa(z (ao +Z z+n+1) )

sont déduits des a%)‘) par l'algorithme de Stirling (proposi-

Rl(A,)\B,N,Z).

ou les bgl)

tion 2.8).

Az)D(n + 1)b5Y
FAz+n+1)
(absolument) vers Sq f(z) pour R(z) > max(B 1/)A), et pour tout N > 0 et
R(z) > B,

)T(n+ 1))
S0/ (2 7<a0+)\z )\z—l—n—i—l) >

Par suite, la série de factorielles ag + A Z

converge

< AR (A, \B, N, \z).

O

Le lemme suivant est une conséquence facile de la formule de Stirling.
LEMME 3.3. — Avec les notations du théoréme 3.2, pour R(z) > B,
Ae)\B(lfln()\B)) |F(>\Z>|

Rac AaAvaNv ~
fact 2 NA(%R(Z)—B)—I R(z) —

quand N — +oo.

De la majoration (3.5) et de la relation (2.7) il découle que, si f se
prolonge holomorphiquement sur A, et si V( € A, |f(§)| < AeBlel alors
A(n+ B)"*B
_ BBnn
fa (voir la preuve du théoreme 3.2), il vient :

les b,, vérifient |b,| < . En vertu des propriétés de la fonction

LEMME 3.4. — Avec les notations du théoréme 3.2, pour tout n > 0,
A(n + AB)"TAB
A1 S [ Qi L e A
Remarque 3.5. — Le lemme 3.3 démontre la convergence de la série de
factorielles +)\Z FQ2)T(n + 1)b(/\) our R(z) > B+ ! B > 0, celle-ci
ri a ur R(z — -ci
0 F(Az+n+1) P A ’

n=0
représentant la somme de Borel Sof(z) dans cet ouvert.

Ce résultat est plus faible que celui donné par le théoreme 3.2. Le décalage

A B n+B
s’explique par la majoration obtenue au lemme 3.4, |b,| < (nBjrBi)
nn
A B n+B A B
(pour A =1). Or (n+B) ~ 2 n®, & comparer avec le lemme 2.6.

BBnn BB
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SOMMATION DE BOREL PAR SERIES DE FACTORIELLES 431

3.1. Un élément de comparaison

Au vu de la relation By,2) C A C Bz, nous allons comparer les es-
timations des restes R,s(In(2), A, B, N, z), Ras(g,A, B, N, z) données par
(2.1), et celle du reste Rgact(1, 4, B, N + 1, z) décrit par le théoreme 3.2.

Nous prendrons A = 1, B =1, z = 10 + 10i. Le résultat est décrit par la
figure 3.1.

2 o
:
:
n

s 10 15 2 2 3

0 f
:
:
n
@ o
21 , o
o o
o o
: :
o o .

* EIEI
—4+ ,P0000

.

*
+
:
*
*
.
*
+
—6- o .
*
*
o :
,
. :
*
. +
o .
_87 0o *+i
o LN o °
© 2
: :

F1G. 3.1. Nous avons représenté pour A= B =1,z=10+10i et n =
0,---,30, par O les points de coordonnées [n,log |R.s(In(2), 1,1, n, 2)|],
par o les points de coordonnées [n,log |Ras(%, 1,17n,z)H, par + les
points de coordonnées [n,log |Rgact (1,1, 1,7, 2|].

Cette comparaison répond en partie a I'une des critiques habituellement
faite & la méthode de sommation par séries de factorielles, & savoir sa len-
teur de convergence. De fait, et de facon similaire a d’autres méthodes de
sommation effective, I'efficacité de la méthode par séries de factorielles est
tres sensible au domaine maximal d’holomorphie Ay de la transformée de
Borel formelle f: plus A peut étre pris grand, meilleure sera 'efficacité de
la méthode.

TOME 57 (2007), FASCICULE 2



432 Eric DELABAERE & Jean-Marc RASOAMANANA

Des exemples d’applications illustrant ce phénomene seront donnés dans
les sections qui suivent.

4. Sommation de Borel
de séries de puissances fractionnaires

La section 2 s’occupait de sommes de Borel de séries non ramifiées. Nous
allons a présent nous pencher sur le probleme de la sommation effective
d’une somme de Borel d’une série de puissances fractionnaires. Cette section
a pour but de développer un analogue du théoreme 2.2 “de sommation de

Borel fine”.
Notation 4.1. — Par la suite m € N*. Nous noterons par
Cn, Cr,
| (resp. T )
C C*

la surface de Riemann ramifiée (resp. la surface de Riemann) & m feuillets
de X
— Nous identifierons 1’élément = € C}, au couple (|z|,arg(x)) ou |z| €

RT* est son module et arg(z) € son argument, et on notera

2mmi

T = |x|ei"“g(r) :

z=re®8® e Ch  — (r,0)=(|z|,arg(z)) € RT* x ;£

2mmZ
7wl 7
i=retee® e C* ——  (r,0) = (|2],arg(d)) € R** x 5
— PourzeCy,etk=0,---,m—1, 'élément z;, = e?imky ¢ Cr, s’identi-

fie au couple (|zx|, arg(xy)) avec |xg| = |z| et arg(zy) = arg(z) + 27k.
~ Pour z € C¥, et k € Z, on notera x*/™ 1’élément de C%, de module
|zk/m| = |z|F/™ et d’argument arg(z*/™) = £ arg(x).

. R
— Pourr>0etfe 57 on notera
D (0) = 7 (Br(é)) CCp, DiO) =" (B:(é)) cCx.

Pour § = 0 on écrira plus simplement D, = 7~ '(B,) et D} = 7~ (B}).
— On note Q = 7 *(A) et pour tout A > 0, Q) = 7 *(Ay). On définit
Q" et Q3 de facon analogue.
— Pour B >0 et 6 € .= on notera P(

2mm1Z>

B, 0) le demi-plan ouvert
P(B,0)={z€C;, /|arg(z) + 6| <

0)
3 R(ze”) > B}
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Pour 6 = 0 on notera plus simplement P(B) = P(B,0).

4.1. Somme de Borel

Rappelons quelques définitions et propriétés élémentaires [17].

DEFINITION 4.2. — Soit
= an 1 ~ = anC%’l
fR)=Y —weCllz7m]] et f(Q)=) ——
n=0 zm n=1 F(%)

sa transformée de Borel formelle. On suppose qu'il existe r > 0 tel que f({)
définisse une fonction holomorphe sur 7=*(D(0,7)*), D(0,7)*=D(0,r)\{0},
ot D(0,r) est le disque ouvert de centre O de rayon r.

Soit 0 € %. On suppose qu'il existe un secteur ouvert L(0,e) = {x €

Cr,, arg(z) €]0 —e,0+¢[}, € > 0, tel que f(() se prolonge analytiquement
dans ce secteur et :

~ m

(4.1) 3A4>0,3B>0,Y¢CeX(0,¢e), |F(OC | < AeBlel.

Alors la fonction
i0

(4.2) Sof(2) = ao + / T RO

définie holomorphe dans le demi-plan ouvert P(B, ), est la somme de Borel
de f dans la direction 6.

+oo

Remarque 4.3. — Le calcul de la somme de Borel sy f de f(2) = Z

n=0
se ramene au calcul de la somme de Borel

Qn

s
zm

relative & la direction 0 €

2mmZ
Sofo de fo(z) = f(ze™%) = Z % relative & la direction 0 par la

relation :
Sof(2) =sofa(2e?), ze€ P(B,0).

La remarque 4.3 permet de se limiter a I’étude de la sommation de Borel
pour la direction 8§ = 0, ce que nous ferons dans la suite.

PROPOSITION 4.4. — On se place dans le cadre de la définition 4.2 avec
0 =0. Soit 0 < § < 7/2 et p > 1. On note
T uB
P B:{ Cr <T 512 > }
5uB) = {z € T, /|ang(2) < § = 0.2l > fors
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Alors il existe C' > 0 tel que

Y an 1+N/mF(1+%)
(43) VZGP&H(B),VN>O, SOf(Z)—ZZ::L <C W
n=0

Démonstration. — La référence [17] ne traitant pas explicitement le cas

ramifié, nous donnons ici la preuve de cette proposition.
m—1

. <. an
Quitte & raisonner avec f(z) — E — on peut supposer que a; = 0,
zm
n=0

j=0,---,m—1 (dans (4.3) cela n’affecte que la constante C).
Soit 0 < b < ret N> m. Pour z € P, (B),

b~ oo
S0/ (2 / floe=ac= [ floe=cac+ /b FO)e = dc.

Par I'holomorphie de f(¢) sur 7~ (D(0, 7’)*) on peut écrire

/f ZCdc—io/ anCh 7 g,

puis

RIS
Z/ anCm e~ d¢ + +ZO° /anCm e dc.

n=N+1

En posant ( = bt on obtient :

[ Forac- 3 o

——i anb /mt%—le—zbth i b /1t$—1e—zbtdt

Dans chacune des intégrales on peut majorer t= ! par ¢w. On obtient
ainsi :

—z |an‘b T %-l—].
/ f(O)e ¢ d¢ — Z e (Z n) ) bl-‘rN/n(@(%ZD)l-?-N/m.

Comme z € Pj,(B) implique que R(2) > sin(d)|z| > pB, on en déduit
lexistence d’une constante ¢ = ¢(d, p, b, B) > 0 telle que pour tout z €
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Pé,u (B)

b N
(4.4 ’ | Foe=ac- 3

Par ailleurs 'hypothese (4.1) implique :

r(1+2)
1+N/m m
<t T[T

3A>0,3B >0,V e %(0,¢), |f(¢)] < AePlel,
Par suite, puisque R(2) — B > (1 — %)sin(5)|z| > (u — 1)B pour tout
A ngﬂ(B),

B

0o _ (
—z¢ €
/b f(Q)e dC‘<A§R

—R(2))b o~ (1=2)bsin(6)2|
: <A
G)-B (i-1)B

lfi)bsin(5)\z\|z|a

(67

t imal =
est maximal pour |z| = ﬁ)bsin(é)

Or, pour a > 0, e (

Donc,

T e~ ¢ e ® @ azfa
/b F(©) d<‘<A(M_1)B ((1—i)bsin(6)> A

En prenant o = 1 + N/m et en utilisant la formule de Stirling, I'(a) =
V2ra® 1271 + O(a™t)), @ > 0, nous en déduisons l'existence d’une
constante d = (6, u, b, B, A) > 0 telle que

—2zC¢ 1+N/m m
(4.5) /b f(Qe dC‘ <d |2[1+N/m
On conclut par (4.4), (4.5) et par I'inégalité triangulaire. O

Remarque 4.5. — L’hypotheése (4.1) faite dans la définition 4.2, valable
dans un secteur, entraine que les estimations Gevrey (4.3) de la proposition
4.4 s’étendent a un secteur d’ouverture plus grande que 7. Ceci implique
I'unicité de la somme de Borel.

4.2. Sommation de Borel fine

Nous allons & présent modifier quelque peu nos hypotheses afin de démon-
trer un analogue “en famille” du théoreme 2.2, donné par le théoreme 4.6
et son corollaire 4.7 : ’holomorphie et la croissance au plus exponentielle
d’ordre 1 dans un ouvert du type D} () de CZ, pour la transformée de Borel
formelle sont équivalentes a I’existence et 'unicité de m sommes de Borel.

Rappelons que par la remarque 4.3 il est loisible de se limiter a 1’étude

de la sommation de Borel pour la direction 6 = 0.
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+oo

THEOREME 4.6. — Soit f(z) = E In ¢ C[[z~ ] une série Gevrey-1
o
n=0

+o00o n

~ w1
et f(¢) = Z % e ¢ Mw (C{C%} sa transformée de Borel formelle.

n=1 m

Pourl=1,---,m on note

. ag,j
fi(#) = Z Z-]-j, 1,5 = Gi4m(j-1)

de sorte que f(z) = ag + Z z m fl ). Soit par ailleurs r > 0 et B > 0.

Nous avons (1) = (2) :> (3) ou :
(1) f se prolonge analytiquement a I'ouvert D} de C,,, et de plus,

(4.6) JA>0,¥ € Dr, [F(OC | < AeBlI
(2) Pour tout | = 1,--- ,m il existe A; > 0 et une fonction Sofi(z)
holomorphe dans %(2) > B tels que, pour ®(2) > Betn >1:
n ar
(4.7) [s0i(2) = > G| < Ruslr, 41, B, 2.

Jj=1

(3) Il existe 1’ > 0 tel que fse prolonge analytiquement a 'ouvert Dy,
de C,,, et de plus,

(4.8) 34'>0, AB >0, ¥C e Dy, |F(OC | < AleBI

De plus, sous I’hypothése (1), pour R(2) > B, Sofi(2 / fl e *¢ dC.
Démonstration.
(1) = (2).

La preuve repose sur un analogue de la “méthode du vecteur cyclique”.
Ecrivons f sous la forme

m . —+00 a
m— . N . l7'
2 =ao+y 2w fi(2), ou  fil2) =) L) = G (o1):
1=1 j=1

Puisque pour £k =0,1,--- ,m—1,

S

—2imk Ik, m= 2
fle==™ Zw zm fl avec w=¢em,
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nous pouvons écrire :

T h(2) F1O(z)
25 fo(2) fH(z)
A = , avec fM(z) = f(e7*™2) — ap,
Fmn(2) F1(2)
ou A = e Ay , A= w=1J est une matrice m x m de

Vandermonde inversible. Si A™! = B = -+« B -+ |, alors cela

implique :

(4.9) Z B (k+1)f (2), I=1,---,m.
k=0

zT
La transformée de Borel formelle de fI¥(z) s’écrivant sous la forme

JT[':](C) _ 62i7rkf(<62i7rk)’

on en déduit que chaque f[¥1({) se prolonge analytiquement sur Df et

m—

(4.10) Ve e Dr, [fF(O) ¢ < AeBl.

De (4.9) on tire que

MO=r0-1 (ZBHH 7 >> =1 m1

’ITL

,_.

m—

(k+1)f[k (©)

k=0

¢
ou * désigne le produit de convolution ( ¢1*pa(¢) = / w1(n)p2(¢C—n) dn,
~ . 0
voir [4]) Ceci implique ’holomorphie de chaque f;(¢) sur B,., et par ailleurs,

(4.11) 34, > 0,Y¢ € By, |fi(6)] < AeBll.
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Le théoreme 2.2 s’applique alors a chacune des séries formelles Gevrey-1
fi(2) : pour R(2) > Bet n > 1,

n

ai, -1l 1
‘SOﬁ Z zJj’ e 7 " (R(Z) - B)

ol la somme de Borel g fl(z) est unique, définie par :

Sofil / RO dc.

(2) = (3).

De T’hypotheése (2) et du théoreme 2.2 on déduit immédiatement que,
pour tout [ =1,--- ,m, il existe 7] > 0 tel que fl se prolonge analytiquement
a l'ouvert B,.. De plus, il existe Aj > 0, Bj > 0 tels que pour tout (e B,
|j?l(§)| < AEeBI/ICl. Remarquons ici que, via I’égalité de Cauchy et quitte
a prendre un r; > 0 plus petit, ce type de majoration exponentielle se

d
transpose a la dérivée d—fl

m—
Introduisons la somme finie p,(z E —, de transformée de Borel

formelle p,,,(¢). On établit facilement 1’1dent1te
-1 <_1+l/m . @
CTUm) 4

d’ot1 'on déduit qu’en posant ' = mi<n 7], alors d’une part fse prolonge

Itxm

(4.12) f=pm+ fm+

analytiquement a I'ouvert D}, de C,,, et par ailleurs
JA'>0, 3B >0, VC e DY, |F(O)C5| < AleBId,
O

COROLLAIRE 4.7. — Sous I’hypothése (1) du théoréme 4.6, il existe m
fonctions S(axpy f(2), k = 0,--- ,m — 1, holomorphes respectivement dans
P(B,2rk), telles que pour tout z € P(B, 2rk) et tout N > m, N = mn+p,
0<p<m,

N
a
(4.13) [Szmy F(2) = Y —
k=0 ~"™
CePrnl (n+1) “ 1-1
< 5|14/
PO — B) Z| e+ 2 )

l=p+1
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otu C = max Aj, les A; étant ceux définis dans l'item (2) du théoréme 4.6.

1<i<m

De plus, pour tout z € P(B,2nk),

0062’”(’“

(4.14)  Smm f(2) = ao +/

0

FOe*d¢ = ag+ > 2" soful2).
=1

Démonstration. — Pour k = 0,--- ,m — 1 et z € P(B,2nk) définissons
la fonction S(oxk) f(2) par

i m—1
Senk) f(2) = ao + ZZTSsz(é)-

=1

D’une part, en conséquence de (4.12) et des propriétés générales du produit
de convolution, on observe que
Ooe2i7rk:
Sern /@ =aot [ Qe

0

D’autre part, soit N >m et N =mn+p, 0 < p < m. Alors

Y a P s m I =@
k m— 1.7 m— 1.
D DS SE T BN D o o
Zm ° zJ _ 23
k=0 =1 Jj=1 l=p+1 Jj=1
Donc,
Y a
k
Sk f(2) = Y, —
k=0 *"™
. n+1 a m n a
= . J J
:ZZ ™ 180f1(2) — o + Z 27w |Sofi(2) — i
=1 j=1 l=p+1 j=1
et on déduit de (4.7) et de 'inégalité triangulaire que :
Y a
k
S(ank) f(2) — Z =
AT

g = A Br(
2 [ T R RG) BJ
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En posant C = max A; on peut alors écrire :

1<Ii<m
N g
k
S(arnk) f(2) — Z =
k=0~"
CeBrnl n+1) <& 1 e 1-1
< 3|14/
r”|z|”(§)?(z) _B) r Z ‘Z|l/m + Z |Z‘
=1 l=p+1
Supposons a présent 'existence de m fonctions S(ox4) f(2), k = 0,--- ,m—1

holomorphes respectivement dans P(B, 27k) et satisfaisant (4.13), avec C
une constante positive. En adaptant la preuve du théoréme 4.6, on peut
définir m fonctions Sqf;(2) holomorphes dans R(2) > B en posant : pour
z € P(B,2rk),

(4.15) S(2nk) f(2) —ag = sz Sofi(2

Ecrivons en effet,
pour z € P(B), F[k](z) = S(gwk)f(efzi”kz) —ag, k=0,---,m—1.

Alors (4.15) se réécrit sous la forme : pour £k =0,1,--- ,m—1et z € P(B),

F[k Zwkzmmlsofl (%), w:ezfnw,

de sorte que les fonctions Sof;(%) sont déterminées de fagon unique par
Panalogue de 1’équation (4.9) : pour z € P(B) et I =1,--- ,m,

m—1
(4.16) sofi(2 By iy FM(2).
" k=0
N
. a;
Soitn>1,0<p<met N=mn+ p. On note GN(Z):ZT et
j:0 zm

pour z € P(B), Ggiﬂ,](z):G’]\r(e_%”kz)7 k=0,--- ,m—1
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Alors, pour z € P(B),

n a 1 m—1
. 1,j k
sip=0, Z ij = Bl,(k:+1)GEV](Z)a l=1,---,m
j=1 Zm =0
n+1 m—1
ap 1
7‘;‘] = m—1 Z Bl(k+1)GN (2)7 l = ]‘7 P
Sp>1 jzl zm Tlfi?
ay, 1
Z 2 = B s:1)G N (2), l=p+1,---,m
Z‘j Z m

1
En utilisant ( 3), il vient pour R(%) > B :
(1) Pour p =0 choisissons [ =1 :

n

al,
Sof1(% Z !

m—1

En supposant \z| > 1 on en déduit I'existence d'une constante D > 0
indépendante de n telle que

- aij DeBrp)
(@) =2 3| < e By

Jj=1

(2) Pour p > 1 choisissons [ =p+ 1 :

Sofi(z Zam Z|Bl (1) (R (T)L' B)

n+1 (1—
Z|Z‘1+j l)/m+z|z| 7
j=1

En supposant |Z| > 1 et en prenant 0 < r’ < r, on en déduit de
nouveau l’existence d’une constante D > 0 indépendante de n telle
que

n ) Br' |

. ap; De”" nl
S - E =| < . : -
ofi(?) = 23 " |2|"(R(2) — B)

Le théoréme (2.2) impose alors l'unicité de la famille des Sq f;(%), donc de
la famille des S(arry f(2), k=0,--- ,m— 1. O

Remarque 4.8. — La propriété (4.11) implique, par Cauchy, que pour
tout 7 > 1

gt &

Br
(4.17) laitmi—1)| < Age 7 (car AUgm(j—1) = d—(g(O))
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En pratique, on remplacera alors la majoration (4.13) par une estimation
de Perreur de la forme : pour (%) assez grand et n > 1,

m—1
(4.18) [s0f(:) = :—’j =0

% | 7 nax (lartmn) T
k=0

1<I<m |z["R(2)

i
m

Pour les mémes raisons que celles développées a la remarque 2.3, la som-
mation au plus petit terme consistera & choisir n = [r|z|].

4.3. Un exemple

A titre d’exemple, qui nous servira également d’introduction a la section
5, nous allons considérer la sommation de Borel d’une solution formelle de
I’équation différentielle

PP 23 —-2:2-3x+14

4.19 — = P.
(4.19) dx? x?
Suivant [8] :
PROPOSITION 4.9. — Soit z(x) = %x% — 222, Il existe une unique série

formelle 1(z) € C[[z~Y/?]], de terme constant égal & 1, telle que

e—Z

(4.20) ®@) = —r9(2) li=2(a)

avec ® solution formelle de ’équation (4.19). De plus la transformée de Bo-
rel formelle de v définit une fonction analytique sur le revétement universel
de C\{0,—2} et est a croissance exponentielle d’ordre au plus 1 & Iinfini.

La série formelle 9(z) de la proposition précédente se calcule a tout

ordre :
(4.21)
+oo a
P(z) =) —
n=0 z3

128\% 1 (2048\% 1  [34328125\7% 1
=l-|\—-) =+——) = | =035 -+
3 23 9 23 373248 z
Comme conséquence de la proposition 4.9, la série formelle v (z) rentre

dans le cadre d’application du théoreme 4.6 et de son corollaire 4.7, avec
0 <7 < 2:la série ¥(z) est sommable de Borel pour z € P(B), B > 0
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assez grand, et nous nous proposons ici d’évaluer la somme Sp1p(z). Celle-ci
est de la forme

3
Sot(2) = Z = sou(2
ol
+oo ar ;
Yi(2) = Z TJJ’ alj = Q143(j—1)-
j=1

Pour lillustration numérique qui suit, nous choisirons z = 12 (cela cor-
respond & x = 9 dans la proposition 4.9).

4.3.1. Sommation au plus petit terme

Nous commencons 1’évaluation de

Sot(z), z=12,
3n
. ag . .
au moyen des sommes partielles Z — par la sommation au plus petit
zZ3
k=0
terme comme exposé dans la remarque 4.8.
La figure 4.1 suggere de choisir n = 24 comme troncation optimale, ce
qui correspond au choix de n = sup [7|z]] (cf. Remarque 4.8). Le calcul
o<r

donne :
Sot(2) =~ 0.26256292290 + 0.23 x 1077,

4.3.2. Sommation par séries de factorielles

Par la proposition 4.9 et le théoreme 4.6, les transformées de Borel for-
melles % (¢) des Yy (2) définissent des fonctions holomorphes dans le
domaine B, pour tout 0 < r < 2, mais également dans le domaine Ay pour
tout 0 < A < 2/1n(2), et sont a croissance exponentielle d’ordre au plus 1
dans ces domaines. En vertu du théoréme 3.2 :

Il existe B > 0 tel que pour tout 0 < A < 2/1In(2) et tout | = 1,2,3, Ie
développement

X TONG + 1)

Z T(A:+j+1)

converge absolument pour ER( ) >max(B,5) et sa somme représente Soi; (2),

) (A)

ou les coefficients bz( se déduisent des a; = )\j_lal’j par algorithme de

Stirling.
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b
—24
a
4 °
e ° é
N g
o © B ¢ .
—10 St X L ’
8 s + ' 0°
88 e+t oocﬂ;ﬂn
2 4 6 8 101214 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
Fia. 4.1. Nous avons représenté pour z = 12 et j = 1,---,35, par O
les points de coordonnées [}, log | 2L |], par o les points de coordonnées
[7,1og |22, par + les points de coordonnées [j,log | “% |
Valeur de n | Estimation de sgv(z) Estimation de lerreur
10 0.262562935 0.20 x 10~ 7
14 0.26256292301 0.22 x 1079
18 0.2625629228800 0.45 x 10~ 11
25 0.262562922877259 0.15 x 10713
33 0.262562922877250882 0.65 x 1016
40 0.2625629228772508441 0.2 x 10718

TAB. 4.1. Calcul de Soy(z) par séries de factorielles pour z = 12 avec
A=2/In(2).
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Evaluons a présent la somme de Borel

sot(z faoJrZ Tsopi(2),  2=12,

par 'utilisation des séries de factorlelles. On estime chacune des sommes
" TS + 1)
de Borel s 2) au moyen des sommes partielles A d

0t () y p Z T(Az+j+1)
Les majorations (3.10) et (3.11) ameénent en prathue (pour R(z) assez
grand) a estimer l'erreur commise par la relation

(4.22)

(AT (4 1b z n
Z 1“)(+) ‘ | IT(AZ)[C(n +1)

S (2 Az+j+1) bloss R TNz +n+1)]

En prenant pour )\ la borne sup 2/1In(2) des valeurs théoriquement per-
mises, le calcul fournit la table 4.1. D’une part, comparée a la sommation
au plus petit terme, on observera une meilleure performance de la méthode
par séries de factorielles, pour un n équivalent. D’autre part une vitesse de
convergence satisfaisante. De fait, la structure singuliere des transformées
de Borel rend ici judicieux le choix de la méthode par séries de factorielles
(pour la sommation de Borel de direction 0).

Valeur de n | Estimation de Sp1(z) | Estimation de 'erreur
14 0.262562922891 0.24 x 10710
18 0.26256292287739 0.25 x 10712
TAB. 4.2. Calcul de sygy(z) par séries de factorielles pour z = 12 avec
A=4.

Ajoutons, sans tenter de I'expliquer, qu’on observe en pratique une accé-
lération de la convergence en prenant des valeurs de A au-dela des valeurs
théoriquement permises, et pour des n modérés. Ceci est illustré par la
table 4.2.

5. Sommation de Borel par séries de factorielles des séries
de puissances fractionnaires
L’exemple traité au §4.3 a illustré comment la méthode de sommation

d’une somme de Borel par les séries de factorielles pouvait étre adaptée au
cas d’une série de puissances fractionnaires. Dans cette section, nous allons
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présenter une variante plus directe, qui peut étre vue comme une extension
de la méthode de sommation par séries de factorielles.

5.1. Sommation par séries de factorielles généralisées

+oo
Nos hypotheses seront les suivantes : f(z) = Z a—,i € Cllz~]]1 est

n=0 zm

une série dont la transformée de Borel formelle f(()

I

5]

3

e EA

3|3
N—
m

¢ _H'#(C{C i} se prolonge analytiquement a l'ouvert 2*, et de plus :
(5.1) 3A4>0,3B>0,Y¢ €, || < APl

Comme Dl*n(2) C Q*, on déduit du théoreme 4.6 et de son corollaire 4.7 que
la somme de Borel

+oo
S0/(2) = ap + /0 F(O)e = d

est bien définie pour z € P(B) et nous nous proposons de la calculer.

Pour ¢ € Q* nous pouvons écrire f sous la forme

m

7O =5 (- e 9m15()

[
(5.2) L
' C w1 4o ars kék .
() = <<> Y SHmEe e cg).
m) By
En outre, pour tout k € {1,...,m} nous avons :

L : 2im

2”’“( Zwkl —e O)mlG((() avec w=em.

Nous en tirons la relation :
1— e )m15:(¢ 7 2im
m—=1_ 1. — :

A (1- 67<) m 1gm—1(é) }’V(eQ”:(m*l)C)
f(©)

Gm ()
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ou A = (Agy), Axy = WM. est une matrice m x m de Vandermonde
inversible. En notant A" = B = (B; ;) on obtient que pour tout [ =
1,---,m et tout ¢ € QF,

m
G(0) = (1= =) 3 B f ().
k=1
Cette propriété, la définition méme (5.2) des g;, et les hypotheses faites sur

f montrent le lemme suivant :

LEMME 5.1. — Pour tout I = 1,--- ,m, §4 est holomorphe sur A et il
existe A; > 0 tel que, V¢ € A, [31(¢)] < AePlel

Soit D(1,1)* le disque ouvert épointé de centre 1 et de rayon 1. Notons
D(1,1)7,
v le revétement & m feuillets de D(1, 1)*. L’application conforme
D(1,1)*
(eAN —s=c¢ ¢ e D(1,1 ) se releve naturellement en une application
conforme de Q* sur D(1,1)F,

CEW «— s=e*eD(,1),
Tl lv
(eA* «—— s=eCeD(,1)".

Posons alors, pour s € D(1,1)%,

o(s) = f(Q),  u(8) =aq(l).

Suivant (5.2) lapplication ® se décompose sous la forme

(5.3) = (-5 lou(s)

=1

ol1, comme dans la section 2.2, nous pouvons écrire, pour $ € D(1,1) :
+oo
. 1 N
(5.4) ai(s) =3 b (1 - 5.
j=0
Par conséquent, ® s’écrit sous la forme :

Vse D(1,1)%, Zd (1—s)m 1,
(5.5)

avec Vle{l,....m},VjeN, diym;j= b§l)'
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Formellement, nous pouvons écrire la somme de Borel de f sous la forme :

+o0 +°°

+oo
Sof(2) = ao +/ f(C) “*Cd(=ap +/ l—e S)ym e3¢ dc,

_a0—|—Zd/ l—sfflzldS—ao—FZ )

Cette derniere expression de Sof(z) est justifiée par la généralisation
suivante du théoreme 2.7 :

—+oo
PROPOSITION 5.2. — Soit f(z) = Z a—,:f € C[[z~*]]1. On suppose que
m
n=0
_ 400 a Cﬂ_
la transformée de Borel formelle f(() = Z et et (C{C } se

prolonge analytiquement a 'ouvert * et que

m—1

3JA>0,3B >0,V e, [f(O)¢C5

Alors la série de factorielles généralisée

- +§ F(%)F(z)dn

= or(s+2)

converge absolument pour z € P(max(B,1)) et représente la somme de
Borel Sof(z) dans cet ouvert.

Démonstration. — La preuve s’appuiera sur deux lemmes préparatoires.

LEMME 5.3. — Vz € C\R™,

Démonstration. — Nous savons par la formule de Stirling que pour z €
C\R™,
L(2) 1224 V227377 d'ot :
z€C\R™

v

n ~ n,zr_1 5,
P

1 N e*tm B em e?
PEtm) " Var( e 2) 5 Var(+2) T ()7
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Or, nous avons les équivalences suivantes :
N\ z—41 ~ n\z—=2
z+ — o oo \ T 2
(e + ) e ()
ny—n~ ny—n _
z + _ m _ m,e z
(4 )7 e (B R,
ce qui nous donne I’équivalence souhaitée. O

LEMME 5.4. — On considére la suite (dy)n>1 associée a la fonction

= Zdn(l — s)m L. Sous les hypothéses de la proposition 5.2, la

+
o N~ ldl
série g —C
n=t (i

Démonstration. — Par le lemme 5.1 et le lemme 2.6 nous pouvons dé-

converge pour tout C > max(B,1).

duire que les coefficients b;l) définis par (5.4) vérifient :

VC > max(B,1), > | ,C|
j=1
A fortiori, pour tout [ =1,--- ,m,
=)
VC > max(B, 1), Z jl & < +oo
= (+w)

Par suite, par la définition (5.5) des coefficients d,, et par sommation finie
sur [,

m —4oo
dim
VC > max(B, 1), ZZ | Gk ]‘ < +o00.
=1 j=0
+o00 |d ‘
Ceci fournit in fine la relation : VC > max(B, 1), Z )
n=1 \;,

Nous revenons maintenant a la preuve de la proposition 5.2 proprement
dite.
+o0 F( )F(z)dn

Pour ce qui est de la convergence absolue de la série ag + Z

pour z € P(max(B,1)), comme par le lemme 5.3 :

I ~ ny =%
nmn—wwdnmz)(a) )
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I —R(2)
il suffit donc de voir que pour z € P(max(B,1)) la série Z |dn] ( " )

m
n=1
converge, ce qui est une conséquence du lemme 5.4.
+o0 I‘(%)F(z)dn
Pour voir que la série ag + ——+—— représente bien la somme
n

de Borel sgf(2), il s’agit de montrer que dans I’expression

+oo 1

Soldal [ 509 ds

n=1 0
nous pouvons permuter y . et f . Il suffit pour cela de montrer que la fonction
“+oo
Z |dn| |57~ (1 —s)™ ! est intégrable sur [0, 1]. Or, nous avons les égalités
n=1

suivantes (en posant C = R(%) > max(B, 1)) :
+0o0 1 “+o00 1
Z|dn\/ (]_75)%71|8z71|d5 — Z'dn|/ (178)%718071&9
n=1 0 n=1 0

+o0 r(%)r(())
= S
= r(c+z)
Or, cette derniére série converge comme nous ’avons démontré au point

précédent. Ceci acheve la démonstration. O

Il nous reste pour terminer a déduire les coefficients d,, des a,,. Tout
ce que nous avons a faire est de calculer la décomposition donnée par la

1
proposition 5.2 pour —, 7 > 0. Pour z € P(0), nous avons
z

1 I
— = —/ e "y du
0

zr I(r)
1 I r—1
de sorte que, avec u = —In(s), o = m/o s*7  (=In(s))" " ds. Pour
1 X (1-s)
s €]0,1[, nous pouvons écrire _In(s) = Z J Q La série de
1—s = +1 4!

Taylor
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se déduit alors de la formule de Faa di Bruno ([5]), et nous obtenons :

1 T(r) 1 2l I .
CT70:17 CTJZT Z Bj,p(ivia"'v a"')7]>17
N T(r —p) 273 [+1

ou les B;, désignent les polynomes de Bell exponentiels partiels ([5]). En
permutant Y et [ (licite par un calcul identique & celui effectué dans la
démonstration de la proposition 5.2), nous en déduisons que

—+oo

+oo 1
1 _ CT’J‘ z—1 r+j5—1 _ C”‘aj .
i E 0 / ST =) s = E ) Beta(r + j, 2)
J=0 0 Jj=0

7_ZCT,J L(r+j)I'(2)

Tir+j+2)°

Nous avons en particulier :

avec

Par suite, pour m € N* et [ € N*|

1 T ++fd, I'(2)
mJF

z#_F(er%) = o (z—i—lJr%)

Nous en déduisons alors facilement le résultat qui suit :

PROPOSITION 5.5. — Dans la proposition 5.2, nous avons, pour n € N*,
d L + d
=——1|a Lo
SRV j>1zl>1 ol
l+jm=n

ot les d,. ; sont définis par

(5.6) dyj =

o2 u .
Z Bj,P(77§7"'7m7"') F("""j)
— 1l ’
5L L(r—p) j!
les B, désignant les polynomes de Bell exponentiels partiels.

La proposition 5.2 admet comme conséquence le résultat suivant :
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“+oo
THEOREME 5.6. — Soit f(z) = Z

n=0

Qn

€ C[[z~*]]1. On suppose qu’il

N
Zm

(_H#(C{Ci} se prolonge analytiquement a I'ouvert Q3, et que
JA>0,3B>0,VC e}, [F(OC | < APl
Alors la série de factorielles généralisée

too0 r(ﬂ)r(xz)d;”

a0+)\z m

=t 2)

)

ot les dg{\) se déduisent des ag‘) = \w ~La, par la proposition 5.5, converge

absolument pour z € P(max(B,1/))) et représente la somme de Borel
Sof(z) dans cet ouvert.

Démonstration. — Elle est similaire & celle du théoréme 3.2. O

5.2. Exemple 1

Nous reprenons ’exemple de la sous-section 4.3. Nous estimons la somme
de Borel sgt)(z) pour z = 12 au moyen de la série de factorielles généralisée
tronquée

A
N T(5)T(z)d
WAy
= T(e+k)
avec A = 2/1In(2) et N = n/3. La comparaison, détaillée par la table 5.1,
est faite avec la “valeur exacte” (voir table 4.1),

“valeur exacte” = 0.2625629228772508441 + 0.2 x 10718,

)

Valeur de n = N/3 | Estimation de Sp(2) Erreur
10 0.262562936 0.13 x 1077
18 0.2625629228786 0.13 x 10~
25 0.2625629228772537 | 0.29 x 10~

TAB. 5.1. Calcul de spy(z) par séries de factorielles généralisées pour
z =12 avec A = 2/1n(2).
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5.3. Exemple 2

Considérons a présent la somme de Borel

sof(2) = /m (1+ <1/2)1/2 e d(

0
de la série Gevrey

S TE+DIE—3) 1
f6) = Y S

k=0

qui rentre dans le cadre de la proposition 4.4, mais pas dans celui des
théorémes 4.6 et 5.6, du fait de la singularité en ¢ = €™ pour la transformée
de Borel formelle. Un calcul direct montre que

so.f(5) = 0.2357006

4 1077 pres. Le calcul & 1076 prés par séries de factorielles généralisées
N F(g)r(z)dk

tronquéees avec A = 1, Z ——~——— donne la table 5.2 : comme on
k=1 F<Z + g)

pouvait le prévoir, la série de factorielles généralisée ne converge pas vers

la somme de Borel 5o f(5).

Valeur de N | Estimation par séries de factorielles
10 0.235584
100 0.159338
TAB. 5.2.

Pour se tirer d’affaire on peut utiliser la remarque 4.3 : en prenant 6§ =

wlx

(par exemple), la somme de Borel Sy f(z) définit un prolongement anal

<

tique de 8o f(z) pour arg(z) €] — %7%[7 |z| > 0. Donc sgf(5) = Sof(5).
Or,
sof(z) = Sofe(zeie)
ou k 1
ity = S(_qyert DG DT = 5) e150+5)
fo(z) = flze™) = kZ:OH) e LS M S

Les théorémes 4.6 et 5.6 s’appliquent a fp, sous réserve de prendre A tel que
I'image de Ay par la rotation de centre 0 et d’angle 6 ne contienne pas 1.
On peut prendre A = 0.6 par exemple. Ceci permet I'évaluation de sg fy(2)
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0 r(g)r(Az)d,?)(m

P F()\z + g)

N r(g)r(Az)dﬁj) o)
estime alors Sq f(5) en évaluant les sommes partielles Z
k=1 F()\Z + %)

pour z = 5e. Le résultat est illustré par la table 5.3, la convergence étant

par la série de factorielles généralisée associée . On

tres lente.

Valeur de N | Estimation par séries de factorielles lerreur|
50 0.2356902 + 0.50 x 10753 0.12 x 1074
150 0.2357024 — 0.25 x 10~% 0.1 x 10~°
TAB. 5.3.
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