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LE THEOREME DE
RIESZ-RAIKOV-BOURGAIN POUR UN
ENDOMORPHISME ALGEBRIQUE DE R?

par Jean-Claude LOOTGIETER

RESUME. Le théoreme classique de Riesz-Raikov assure que, pour tout entier
6 > 1 et toute f de L(T), on T = R/Z, les moyennes

N
% Z f(0™z) convergent vers fT ft)dt
1

pour presque tout point z de R. J. Bourgain (cf. Israél Math. Conf. Proc. 1990)
a prouvé que la convergence précédente a lieu pour tout réel algébrique 6 > 1 et
toute f de L2(T). Dans cet article nous prouvons que, si ¢ est un endomorphisme
de RP algébrique sur Q, dont les valeurs propres sont toutes de module > 1,
alors pour toute f de L2(TP), les moyennes (1/N) Zfr f(p™x) convergent vers

pr f(t)dt pour presque tout point x de RP. Nous suivons et adaptons les argu-
ments développés par J. Bourgain dans I’article précité.

ABSTRACT. — The classical Riesz-Raikov theorem states that, for any integer
6 > 1 and any f of L1(T), where T = R/Z, the averages

N
% Zf(&":p) converge to fT ft)dt
1

for almost every point z of R. J. Bourgain (cf. Israél Math. Conf. Proc. 1990) has
proved that the preceding convergence takes place for any algebraic number 6 > 1
and any f of L2(T). In this paper we prove that, for any endomorphism ¢ of RP
algebraic on Q, whose proper values all have modulus > 1, for any f of L?(T?), the
averages 1/N Zf’ f(p™x) converge to pr f(t)dt for almost every point = of RP.
We follow and adapt J. Bourgain’s arguments as developed in the above mentioned
paper.

Mots-clés : Théoreme de Riesz-Raikov, théoréme ergodique maximal de Hopf, zéro-multi-
plicité des suites récurrentes linéaires, presque-orthogonalité, séries de Fourier et inéga-
lités maximales.

Classification math. : 47A35, 11D61, 42B05.



46 Jean-Claude LOOTGIETER
1. Introduction et résultats
1.1. Préliminaires et résultats

Soit ¢ entier, ¢ > 1. Nous identifions les fonctions définies sur R? a
valeurs C, de période g, i.e. pour lesquelles f(x) = f(y) six—y € ¢Z?, aux
fonctions définies sur T (o1t Ty = R/gZ) & valeurs C. Nous identifions alors
I’espace vectoriel des fonctions definies sur R? & valeurs C, de période q et
localement de puissance s, 1 < s < 0o, Lebesgue-intégrables, resp. bornées,
a l'espace vectoriel L*(T?), resp. L>°(T?), des fonctions définies sur T
a valeurs C de puissance s Lebesgue-intégrables, resp. bornées.

Pour f définie sur R? de période ¢ et localement de puissance s intégrable,
resp. bornée, nous écrirons :

* |If] La.lq)w

* [fllzocrzy au lieu de [[f|[ Lo~ 14, 14)p-

Soit @ > 1 un réel algébrique sur Q. Dans [1], J. Bourgain prouve que,
pour toute fonction f de L?(T) et pour presque tout z,

L+ (2) au lieu de Hf||Ls(7

N
(1.1) %Zf(&"x)%/jrf(t)dt.
n=1

Dans le cas particulier ot 6 est un entier > 2, (1.1) a lieu pour toute f
de LY(T) : c’est le théoréme classique de Riesz-Raikov (voir [6], [5]).

Pour prouver (1.1), J. Bourgain montre d’abord l'inégalité maximale :
pour toute f de L(T),

1 N
(1:2) HsgpN);ﬂe%)H <Ol

L2(-3,3)
ou C est une constante ne dépendant que de 6.

L’hypotheése 6 > 1 assure facilement que (1.1) est vérifiée pour f poly-
néme trigonométrique a coefficients complexes. Toute f € L2(TP) étant
approximée dans L?(T?) par des polynomes trigonométriques, de (1.2) dé-
coule que (1.1) a lieu pour presque tout z € (—i,1) et, par suite, pour

202
presque tout x € R.

Nous nous proposons dans cet article, en suivant la démarche de J. Bour-
gain, d’étendre (1.2) et (1.1) au cas ot f € L?(T?), I'application z — 6z
étant remplacée par un endomorphisme ¢ de RP algébrique sur Q et dont
toutes les valeurs propres, quelles soient réelles ou complexes, sont de mo-
dule strictement supérieur a 1.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



LE THEOREME DE RIESZ-RAIKOV-BOURGAIN 47

Nous partons donc d’un endomorphisme ¢ de R? pour lequel, d’une part,
il existe un polynoéme

(1.3) P=asX+ - 4+aX+ay, PeZ[X], P#0,
tel que
(1.4) P(p)=0

et, d’autre part,
(1.5) X € Spe(p) implique |A] > 1

ol Spe () désigne 'ensemble des valeurs propres réelles ou complexes de ¢.

De I’hypothese (1.5) résulte que ¢ est un automorphisme de R.

1l est clair que les conditions (1.3)—(1.4) impliquent que toutes les valeurs
propres de ¢ sont algébriques sur Q. Réciproquement, si toutes les valeurs
propres de ¢ sont algébriques sur Q, il n’est pas difficile de prouver, a l’aide
du théoreme de Caley-Hamilton, que ¢ est algébrique sur Q.

Nous supposerons dorénavant que le polynome P satisfaisant les condi-
tions (1.3)—(1.4) est, au signe pres, 'unique polynéme minimal de ¢ sur Q
pour lequel les coefficients aq, ag_1,...,ap premiers entre eux.

Dans le cas ol |aq| = 1, nous dirons que ¢ est un endomorphisme entier
algébrique sur Q.

Par définition le degré de ¢ sur Q, que nous noterons degg(), est égal
au degré du polynéme minimal de ¢ sur Q, i.e.

(1.6) degg(p) = d.

Il est clair que les itérées ¢™, n > 1, de ¢ sont a leur tour algébriques sur Q
et que

(1.7) pour tout n > 1, degg(¢™) < d.

Dans toute la suite C, ¢, resp. ¢, ¢, cg, c1, ¢2, c3, Co, C1, Ca, C3, désigne-
ront des constantes strictement positives variées, resp. fixées, ne dépendant
que de .

L’espace RP est muni de sa structure euclidienne usuelle : le produit
scalaire de deux éléments x et y de RP est noté (z,y) et la norme associée
d’un élément = de R? notée |z|s.

Nous désignerons par ¢* l'adjoint de ¢.

Pour z = (z1,...,2,) € RP nous notons |z|e = max(|z1],...,|,z,|) la
norme “infinie” de z. La notation ||¢|/c, resp. ||¢*]|co, désigne la norme
associée de I’endomorphisme ¢, resp. ¢*.

TOME 57 (2007), FASCICULE 1



48 Jean-Claude LOOTGIETER

Remarque. — Pour éviter une redondance de parenthéses nous écrirons

o p"x, resp. ¢*"x, au lieu de " (x), resp. p*"*(x),
. <p"%, resp. <p*"§, au lieu de @”(%), resp. (p*”(%).
Compte tenu des notations précédentes et de la linéarité des ¢, resp.
des ™", on a " (z/q) = ¢"x/q, resp. ™" (x/q) = ¢""x/q,

Dans le cas ou a la place de x ou x/q figure une expression plus complexe

nous garderons les parentheses, par exemple " (™), etc.

A partir de la réduction de Dunford-Schwarz on déduit facilement de
Ihypothese (1.5) que endomorphisme ¢, resp. ¢*, est dilatant : il existe
une constante p > 1 et une constante 0 < k < 1 telle que, pour tout x € RP
et tout n > 1,

(1.8) 0" @00 > Ku"|]o0,
(1.9) |0 2|00 > K" |2 |0o-

Pour f € L*(T?) nous notons f(k/ q), k € ZP, les coefficients de Fourier
de f et supp fle support de f:

2EY_ L [ 2int/am
(5)-2 /T fa)dz,

suppf: {S, keZP et f(g) ;EO}.

Posons, pour f € L?(TP) et N entier > 1,

| X
(1.10) Anfla) = & > fe"a).
n=1

Nous avons alors 'inégalité maximale suivante

THEOREME 1.1. — Sous les conditions (1.3)—(1.5), il existe une constante C,
ne dépendant que de ¢, telle que, pour toute f de L?(TP),

(1.11) I Sl;fp |ANf|||L2(_%7%)p < Ol fllz2 (-
La démonstration du théoreme 1.1 sera 'objet des sections 2 a 7.
Remarque 1.2. — Considérons le cas particulier :

o(z1,...,xp) = (@121 + -+ + Q1pTp, ..., Ap1T1 + -+ + AppXp), aij € L.

Comme det((a;;)) # 0 application (z1,...,zp) N o(x1,...,2p) (mod 1)
de T? dans T? préserve la mesure de Lebesgue (il n’est pas nécessaire que

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



LE THEOREME DE RIESZ-RAIKOV-BOURGAIN 49

les valeurs propres de ¢ soient de module > 1). Suivant des arguments
classiques de la théorie ergodique, il en résulte que

Isu

On a également 'inégalité maximale faible. Dans le cas présent aucune des
valeurs propres de l’endomorphisme ¢ n’est racine de 'unité. L’applica-
tion S est donc ergodique. Il en résulte que, pour toute f € L!(TP),

s
71|‘f||LS(’H‘P) pour 1 < s < 0.

Anflx) — [ f()dt

TP

pour presque tout x de RP.
Aux hypotheses (1.3)—(1.5) nous ajouterons 'hypotheése supplémentaire :
(1.12) pour tout n > 1, degg(¢") = degg(y).

Montrons que 'hypothese supplémentaire (1.12) ne nuit pas & la démons-
tration générale du théoreme 1.1.

Si (1.12) n’a pas lieu considérons 1'une des itérées ¢° de ¢ pour laquelle
(1.13) degg(¢®) = min (degQ(@"),n >1).

Il est alors clair que degg(¢™*) = degg(¢®), pour tout n > 1. L’endomor-
phisme ¢* vérifie donc hypothese (1.12), ¢ étant remplacé par ®.

Supposons que pour ’endomorphisme ¢* 1'inégalité maximale (1.11) ait
lieu, i.e.

M

(1.14) H sup M’ < Ol fllzzcre

Ll

12(-4,4

[N

)

[N

pour toute f € L?(TP).
Associons a Uentier N Uentier M pour lequel (M — 1)s < N < Ms et
considérons un entier a tel que, pour 1 < £ < s,

#'((=3,2)") € (= 30,30)".

De l'inégalité

TOME 57 (2007), FASCICULE 1



50 Jean-Claude LOOTGIETER

résulte que

9 s 1 M-1
. ms-+£
Hbup|ANf ” . 1)P<S£Z:Hb}\l/[pM 2:0|f(90 x)|‘L2(_%_%)p
=1 m= ’
s 1 M—-1
Sl S
52::1 y Mﬂ;' M o -3

1 M-—1
< CHS&pM Z If(wmsw)\‘
<py S rtasrea

Comme f(a.) € L*(T?), de (1.14) résulte alors que
s vy S Ol

i.e. (1.11). L’hypotheése supplémentaire (1.12) ne nuit donc pas & la dé-
monstration générale du théoreme 1.1.

L2(—a/2,a/2)P

L2(-4,3p

Le théoreme 1.1 implique le

THEOREME 1.3. — Pour toute f de L*(TP),

(1.15) Anf(z) — [ ft)dt

TP
pour presque tout x de RP.

Démonstration. — D’apres (1.8),
(1.16) U " (—1,1)P =R

Compte tenu de I'inégalité maximale (1.11) et de l'approximation de f
dans L?(TP) par des polynomes trigonométriques, il suffit de prouver (1.15)
pour f(z) = e k) y e (=1 Ly keZr, k#0.

Posons, pour k € ZP, k # 0,
(1.17) ar = inf (|¢*"k — ¢*"k|oe; n,m € N, n % m).

De (1.9) découle que les a sont strictement positifs.

Introduisons alors la densité de probabilité sur RP

p 2
SI” TPTe
(1.18) Qp@r,...zp) = [[ e (0> 0)
P p ) pﬂ'ZfE%

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



LE THEOREME DE RIESZ-RAIKOV-BOURGAIN 51

dont la transformée de Fourier

1, oviy) = [ emtemm s
Ry X Qp(y1, .-, yp)dyr - - dyp

est donnée par

_ T |ze[\*
(1.19) Qo1 7p) —1:[<1_:>

Nous avons alors, en choisissant p < min(1, ay),

N 2 2
H E e227r(k,4p ) < C H E 62177 (k,p"x)
n=1

L2(~ L3(2,)
N
c| Z o)
—~ £2(2,)

=C Q( "k — *"k) = CN

ll
272

1<m,
De l'inégalité
- 2im (k 2
im(k,o"x
(1.20) an_:le (k") sy SON
résulte que
(1.21) > [Aneett oy <

N>1

11
et, par suite, pour presque tout x € ( O 5)1’,
(1.22) Apne2imikn)
Associons maintenant & I'entier N entier M pour lequel M? < N < (M + 1)
De l'inégalité

2M +1
(123) IAN 2im (k,z) ‘< |A 2z7rkm)|+ +
N
résulte que

(1.24) Aye?m k)

pour presque tout x € (—5, %)p.

La démonstration du théoréme 1.3 est donc achevée. O

TOME 57 (2007), FASCICULE 1



52 Jean-Claude LOOTGIETER

En dehors du cas particulier précité (cf. remarque 1.2), la démonstration
de l'inégalité maximale (1.11) est complexe. Nous adaptons en dimension p
la démarche suivie dans [1]. Dans la sous-section qui suit nous donnerons
la démonstration de I'inégalité maximale (1.11) dans le cas particulier ot
I’endomorphisme ¢ est diagonal : cette démonstration annonce les grandes
lignes de la démonstration de I'inégalité maximale (1.11) dans le cas général,
lignes que nous esquissons a présent.

Partons donc d’une f € L?(TP). Soit

f Zf 217rk$

kezp

son développement en série de Fourier dans L?(TP). Comme ¢ est un

automorphisme de RP on vérifie sans peine que, dans L2(—%, %)p, pour
tout n > 1,
_ Z }-\(k)e%w(k,go"a:)
kezp
et donc
(1.25) Z f e2imle ki)
kezp

Deux outils seront essentiellement utilisés : d’une part, 'introduction d’une
classe de contractions positives auxquelles sera appliquée le théoreme er-
godique maximal de Hopf (cf. [2]), d’autre part, un critére de presque-
orthogonalité. Ces deux outils mettent en jeu, pour k& € supp f, la distance
entre les ¢*"k et les réseaux ¢~ 'ZP, distance que nous noterons provisoire-
ment d(o*"k, g 1ZP).

(S1) Une classe de contractions linéaires positives. — Soit g € L*(TP).
Supposons que, pour tout k € supp g, les distances
d(¢"k,q ' ZP), d(*?,q7'2P), ..., d(¢™Vk, g ZP)

soient petites pour un ¢ pas trop grand, plus précisément (pour fixer les
idées)

(1.26)  max d(e*"k,q'ZP) < 27N avec ¢ < 9—eVN

(o ¢ est une constante > 1 qui ne dépendra que de ¢). Alors, on pourra
définir une contraction linéaire positive de L'(T%) et L>(T#) (cf. section 3)
pour laquelle, dans L*((1/¢”)(—%q, 39)7),

LN
~ n
Ang ~ N El T)9g,

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



LE THEOREME DE RIESZ-RAIKOV-BOURGAIN 53

cette approximation étant d’autant meilleure que NV est grand.
Soit f € L?(TP). Posons

_ D. *n —1mp —cN
on={keZ ,1gla<de(go kg 'zZP) < 27N}

puis

gN_Zf 227Tkz

k€on
Alors, on pourra ramener l'estimation, dans L2((1/q1’)(—%q, %q)p), de
supy|Angn| & celle de supy (1/N)| Ziv T{?gN|. En admettant que l'on ait
prouvé (ce sera le theme de la section 5) I'inégalité maximale

Hsup|gN|HL2(’]1‘p) C||f||L2(TF)7

le théoreme ergodique maximal de Hopf conduit alors a

1 N
LS
Jop 2S00

N
1
< Hsup— T (suplgn ’
L2(T%) N NZI: 3 N lgn) L2(T%)
< O\ fllz2(ey-

(S2) Un critére de presque-orthogonalité. — Soit h € L?(TP). Pour une > 0
donné, nous convenons de dire que

h(pz), h(9?z), ..., h(p" )

sont presque-orthogonaux dans L?(—%, 1)P si

N
(1.27) HZ /z(<pngc)HL2(_l 1 <Nl
n=1 22

(cette notion ne présente d’intérét que pour € = ¢(N) = o(1)).

On disposera alors d’un critere de presque-orthogonalité que 1'on peut
formuler comme suit (pour fixer les idées) (& désigne une puissance positive
suffisamment grande de €) : & € > 0 on peut associer un entier ¢(e) pas
trop grand (q(g) < 2°) tel que si, pour toute fréquence k € supp/i\z,

*n —1mp —ceN =~
(1.28) 1<r71113XNd( k,q—ZP) > 2 (céN >1)

alors (1.27) a lieu :

N
HZ Ay )|

Partant d'une fonction f de L?(T?), en découpant ZP suivant la distance
des ©*k, ©*%k,...,o*Nk, k € ZP, aux réseaux ¢ 1ZP (¢ = q(¢) pour des

L2(-3,4)r < ENHhHL?(']l'p)-

TOME 57 (2007), FASCICULE 1



54 Jean-Claude LOOTGIETER

valeurs variées de ¢ tendant vers 0), nous décomposerons f en une somme
finie de termes dans L?(TP) :

(1.29) f= ZQN,Z + Z e,
¢ 17

décomposition qui sera dépendante de N : N sera choisi dyadique, voire
quadriadique.

Pour ¢ fixé, les suppﬁNW seront disjoints et le traitement des contri-
butions maximales supy|Anhy,| des hy e s'inscrira dans le cadre (S2).

Le traitement des contributions maximales supy|Angn | des gy, s'ins-
crira dans le cadre (S;) tout en ayant partiellement recours au critére de
presque-orthogonalité précité.

La démonstration du critere de presque-orthogonalité évoqué ci-dessus
n’est pas aisée : elle s’appuie essentiellement sur le fait que I’endomor-

phisme ¢ est algébrique sur Q, dilatant et sur ’hypothese (1.12) :
pour tout n > 1, degg(¢™) = degg(y).

Le fait que ¢ soit un automorphisme algébrique sur Q et I’hypothese
additionnelle (1.12) conduira & une étape intermédiaire importante : il
existe un indice entier R tel que, pour toute suite d’exposants entiers
ny <ng <---<nRg,

dimg(¢™, ..., ") = degg(p).

1.2. Cas d’un endomorphisme diagonal rationnel dilatant

Nous considérons donc le cas particulier :

(1.30) o(x1,...,xp) = (M1, .., ApTp)
ol Aq,..., A, sont des rationnels tels que
A1l >1, ..., ] > 1L

Dans cette sous-section nous nous proposons de prouver que ¢ satisfait
I'inégalité maximale (1.11). Nous nous contenterons d’adapter la démons-
tration de J.Bourgain [1] (cf.3, The Riesz-Raikov theorem for rational
dilatation) (cas ot p = 1) au cas p = 2. Il est alors facile de Padapter au
cas p quelconque.

Nous partons donc d'un endomorphisme diagonal ¢ de R? :

o(z1,22) = (AM21, Aaz2)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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pour lequel

A= P71, Aoy = 127 |>\1‘ > 1, ‘)\2| > 1,
q1 q2

ol py et q1, resp. p2 et qo, sont des entiers relatifs premiers entre eux.
Pour f € L?(T?) il est clair que
f@" (@1, 22)) = f(AT @1, A3 a2)

_ Z f(kl,k2)62iﬂ(k1)\?z1+kg)\gr2)_
(k1,ko)€Z2

Nous nous proposons donc de démontrer que ¢ satisfait 'inégalité maxi-
male

(1.31) H SIJ\1IP|ANf|HL2(_%7%)2 < CHfHL?(T?)'

Il suffit de prouver que

(1.32) I 51]\1]P|A2Nf|||L2(7%,%)2 <l fllpz(rey-

En effet on passe de (1.32) & (1.31) en supposant d’abord f > 0.

La démonstration de I'inégalité maximale (1.32) s’appuie sur les trois
parties A, B et C qui suivent. Bien entendu, nous supposons implicitement
que A1 ou Ay n’est pas un entier relatif, sinon on se retrouve dans un cas
particulier du cas exposé dans la remarque 1.2.

A. — Un lemme de presque-orthogonalité

Nous avons le lemme suivant, lequel est une extension en dimension 2 du
lemme 4.10 de [1] (cf. 3, The Riesz-Raikov theorem for rational dilatation).

Notations. — Pour a, b, k, £ entiers relatifs, (a,b) | (k, £), resp. (a,b) 1 (k,£),
signifie que a |k et b| £ (i.e. a divise k et b divise £), resp. a { k ou b t ¢
(i.e. a ne divise pas k ou b ne divise pas ).

LEMME 1.4. — Soient f € L%*(T?) et J?(kl,k‘g),(k‘l,kg) € 72, les coef-
ficients de Fourier de f. Pour 0 < ¢ < 1 et eN > 1, posons ng = |[eN].
Supposons que, pour tout (k1,ks) € supp ]?, (g7°,95°) 1 (k1, k2). Alors, pour
une constante ¢ ne dépendant que de (A1, A2),

N
(1.33) H Zf()\?xl,)\gzg)’ < eNed || ]| o).
1

L3(-4,4)2

TOME 57 (2007), FASCICULE 1



56 Jean-Claude LOOTGIETER

Démonstration. — On peut toujours supposer A\; et Ao positifs sans que
cela affecte la démonstration du lemme 1.4.

Introduisons d’abord, pour p > 0, la densité de probabilité sur R?

sin?(pra1)  sin®(pras)

22 2,2
pra? pm2a3

(134) Qp(fﬁl,l‘g) =
dont la transformée de Fourier est donnée par

(1.35) 0, (x1,10) = (1 - |xp1)+(1 - |xp2)+.

Fixons M entier tel que

1

1
1.36 ATM = oM<
(1.36) 1 o 2 .

On vérifie sans peine que, pour n > 1,
Hf()\?l’l,)\3332)“[‘2(7%1%)2 < 2||f||L2('J1‘2)-

SierM > 1, il est clair que

N
1.37 H Ay, AL ‘ < 2M3 Net .
(1.37) zl:f( 121, Ay 22) by et fll2(r2)
Si ez M < 1, considérons une partition de {1,2,..., N} en intervalles
d’entiers Iy, I, ..., I, 1,1} tels que
(1.38) | =---=|I,_1| = |e2N], |I | <|e*N].

Comme X (_1 1)2(71,22) < 74Q1 (21, 72), nous avons

1
1

N

1.39 H Aoy, AL H

( ) ;f( 121, A3 22) L2
Me3 N

< H > f(/\?o’ﬂl’)\?@)‘
1

_%)%)2

LQ(— 1 1)2

2°2

N
|| X e A

M|e? N|+1

L
CMEN | fleey + 72 Y |30 SO0, 0g22)]
j=M+1 1;

L2(-},4)2

L2(Q1/4)
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D’autre part,

(140) |3 e M)
§

L2(21/4)
j

= Z |f(k1,k2)||f(k’1,k/2)]
(k1,k2),(k} k) Esupp f % §1/4(k’1)\?' — By AT KSR — koA

n,n' €l
<2 ) [ flkake)| - | F(R R
(k1,k2),(k:'1,ké)€suppf « 61/4(1€11)\711/ _ kl)\?, ké)\g/ B k2)\g)

n,n’EIj,n’>n

Il est clair que, pour n et n' € I;, avec j > M + 1 et n' > n, la condition
(1.41) Quja(KAT = kAT, KGNS — kaAB) # 0
implique, compte tenu de (1.36),

1

1 : 1.,
o AT k| < AT <
7] 1 7]
4 a3

puis KA 7" — ky| = 0, |[K,AY " — ko] = 0, d’oit

/ 1. —wmr;
A = k] < A <

i

(1.42) D P 4
et donc, d’apres les hypotheses du lemme 1.4,
(1.43) n' —n < [eN].

Pour chaque (kj,k5) € suppf, il existe au plus un (k1, k2) tel que (1.41)
ait lieu, et, pour chaque (k1, k2) € supp f, il existe au plus un (k}, k%) pour
lequel (1.41) ait également lieu. De (1.40) résulte alors que, pour j > M,

2
a4 [ r0de gw)| <ALl N ).
I; 4

1/

Revenant & (1.39), compte tenu que L < N/|e2N|+1 < 32, on en
déduit que

N
CEONN DIELCE I
<M 2N [|f]|L2(re) + 3V2 2 Ne® || £ pare)
< (2M +3V27?)Ned | fl| 2 (re)-

La démonstration du lemme 1.4 est donc achevée. O
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B. — Sur une contraction linéaire positive de L!(T?) et L°°(T?)

Posons, pour f € L(T?),
(1.46) Tf(z1,22)
= Z f(M(@1 4 n1), Aoz + n2)) Qa1 + 1y, 2 + ng).
(n1,n2)€Z?

La définition de T est similaire & celle introduite dans [1] (cf. 1, Construc-
tion contractions of certain positive contractions). Comme dans [1], on
peut prouver aisément que T est une contraction positive de L!(T?) et
de L>(T?) (cf. lemme 3.1 de la section 3 de cet article). Le théoreme ergo-
dique maximal de Hopf (cf. [2]) conduit & I'inégalité maximale forte

<2/ fllz2(r2)-

N
1 n
(1.47) Hsgpr‘zle f($1,$2)HL2(_%7%)2

L’intérét de l'introduction de la contraction T réside dans la remarque
suivante.

Remarque 1.5. — Soit f € L*(T?). La condition :
pour tout (k1, k2) € supp f, | k1 et g2 | ko,

implique que f(A121, A2x2) appartient & L?(T?). Par suite, en tenant compte
que

Z 91/4(.1'1 + Ny, Ty + Tlg) = Z 61/4(—k1, —kg)eziﬂ(klzl-i_hz?)
(n1,m2)€Z2 (k1,k2)€Z2

(d’apres la formule sommatoire de Poisson)
= fA21/4(0»0) =1,

la définition (1.46) de T' conduit &

Tf(x1,22) = f(A121, Aaa).
Par suite, la condition :

pour tout (ky, ka) € supp f, gf' [ k1 et g5 | ks,

implique

Tf(z1,22) = f(Mz1, Aaxa),

T?f (1, 22) = f(\ a1, Agwa),

Tnf($17332) = f(/\?wh 3332)
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C. — Sommes de Riemann et inégalités de Jessen

Soient f dans L*(T?), N et M entiers > 1. Considérons les sommes de
Riemann
—1M-1

(1.48) Ry i f(z1,22) = NM Z Z f(x1+ l‘g—‘r%).

n=0 m=0

Un théoreme de Jessen (cf. [3]), adapté en dimension 2, assure que, pour ¢,
et qp entiers > 1,

(1.49) Hsup\Rqa,qbe

Loy < ()]

L=(T2) (]. <s < OO)

avec ¢(s) < s/(s — 1). Donnons une démonstration de (1.49) dans le cas s = 2
analogue & celle de [1] (cf. 2, Riemann’s sums and Jessen’s inequality) en
dimension 1.

Observons d’abord, d’une part, que les Rqui’ j = 0, sont des contrac-

tions linéaires positives auto-adjointes de L?(T?) et que, d’autre part,

R] JOR/j/:Rj/j/ Sl]g]l

9a,qy, 'y qa 4y,

Par dualité, montrer 'inégalité maximale (1.49) dans le cas s = 2 revient

a montrer que
HZquqb ’ L2(T2) = 0(2)"2_“%‘
J

pour toute suite finie g1,...,g; de fonctions positives de L?(T?).

L2(T2)

Fixons J. Soit C(J) la meilleure constante telle que

13205060 ey < €O 2

L2(T2)
pour toute suite finie g1,...,g; de fonctions positives de L?(T?). Alors
H ZR% qb gj ‘ L2(TP) < J; R ] J »Qi/(gj,)>
=2 (0 Ry )
J<J’
2
2< Zgj7 Z ngqu (gj)> g QC(J)H Zgj‘ L2(']1‘2).
J J J

D’ott (C(J))? < 2C(J) et donc C(J) < v/2. On conclut que ¢(2) < V2.
Passons maintenant & la démonstration de I'inégalité maximale (1.32).
Nous allons procéder a une décomposition de f en une somme finie de
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termes dans L?(T2) suivant que (A\2"k1,A3"kz), 1 < n < N, figure dans Z?
ou non, i.e. suivant que (q%n,qgn) divise (k1,k2) ou non.

Introduisons les sous-ensembles de Z2

o0 = {(k1,k2) € Z% (q1,42) 1 (k1,k2)}

et, pour n > 1,

(n-1) oln—
(150)  on={(ki.k2) € 2% (¢ 2" )
(k1. ko), (a7 .05 ) 1 (ka, ko) -

Posons, pour f € L*(T?),

(1.51) fa(z1,22) = Z F(ky, ko) e2imUnws+hazs),
(k1,k2)Eon

Pour tout IV > 0, il est clair que

(1.52) f=fo+fit+In+ D fn

n>N+1

Notons que

§ : fn _ § f klv 2171' (k1z1+kows) Rq2N q2N'
1092
n2N+1 (k1,ko)€Z?
N
Tk, a3 ke

Considérons les moyennes

(1.53) Agn f(1,22) = N Zf ATT1, Ay @2).
De (1.52) découle que

(1.54) sup ‘AQNf’
n>

+ sup )A2N( Z fn)

o N2 n>N+1

Comme

5 flonem— T F ket

n>N+1 (kl,kz)EZZ
N N
@ k1,05 | ke
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en tenant compte de la remarque (1.5), on obtient successivement

N
[ o (2 )l y e =lgm g (X 5)]
n>N+1

N>0 nSN+1 N0 L2(T2)
am 3 (o] 5 4)
H N>I()J 2N ‘ Z N>I()) ;N { L*(T?)
(1.55) < A4 fllz2(2).-
D’autre part, de I'inégalité
1
sup [ Aox Syl < (3 1o fn-nl?)
Nzn N>n
découle que
1
2
(1.56) || ]?[1;}:1|A2NfN—n|HL2(_% 1 ( Z ||A2NfN "HLQ(—%,? ) .

N>2n
D’apres la définition des fy_p, pour (k1,ks) € supp FNns
N-—n N-—n
(& a5 )t (ke ko).

Le lemme 1.4 de presque-orthogonalité implique alors, avec ¢ = 27",

(1.57) [ Aoy f—nllTz (1 1)2 < C27 ) vl Fagr)-

Pour n fixé, les fN_n ont, suivant NV > n, des supports disjoints. Par suite
1
3 11

(1.58) (NZ> Ao fvnliZay g2) " < CFZ f oo,

De ce qui précede résulte que, pour f € L?(T?),
(1.59) || sup [Aon fI[| o1 1)p < ellfllzaere).
N>0 2°2
La démonstration de I'inégalité maximale (1.32) est donc achevée.

Remarque 1.6. — 1) Nous n’avons pas pu adapter simplement la démons-
tration précédente de l'inégalité maximale (1.11) (cas ou ¢ est un endo-
morphisme diagonal rationnel dilatant) au cas ol ¢ est semblable & un
endomorphisme diagonal rationnel dilatant.

2) De méme, dans le cas o ¢ est semblable & un endomorphisme dilatant
de la forme

(X1, .. mp) = (1121 + -+ + Q1pTp, - - -, Ap1T1 + - - F AppTp)
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avec a;; € Z, nous n’avons pas pu donner, en partant de la remarque 1.2,
une démonstration simple de 'inégalité maximale (1.11).
3) Dans le cas particulier ou le polynéme (1.3) est de degré 1 nous avons
o(x1,...,2p) = —Z—(l)(xl, cey Tp),
i.e. un un cas particulier de (1.30).

Dorénavant nous supposerons d > 2. Il n’est pas exclu que les valeurs
propres de ¢ soient, en tout ou partie, rationnelles.

2. Rang d’une famille finie d’itérées d’un
automorphisme algébrique de R?

Dans [1] (cf. 4, An almost orthogonality estimate) Panalyse de la “presque-

orthogonalité” dans L?(—1,1) des

f(@), f(0x), ..., f(ON )

(ot f € L?(T?) et 6 > 1 est algébrique sur Q) nécessite le résultat suivant :
si 6 est algébrique sur Q de degré d et si toutes ses puissances 6™, n > 1,
sont également de degré d, il existe un indice entier R tel que, pour toute
suite d’exposants entiers ny < ne < --- < ng,

(2.1) dimg(6™,0m2, ... ,6"") = d.

11 est clair que R > d et que, pour d = 2, R = 2. Dans [1] est donné
Iexemple 0% = 6 + 1 pour lequel nécessairement R > %d(d -1).

Nous aurons besoin d’un énoncé similaire & (2.1) pour un automor-
phisme ¢ de R? algébrique sur Q.

Soit donc ¢ un automorphisme de RP satisfaisant les hypothéses (1.3)
et (1.4), i.e. pour lequel il existe un polynéme

P=ayX%+ - +a1X+ay, PeZ[X], P#O0,

tel que P(¢) = 0. Nous supposons que, au signe pres, P est le polynome
minimal de ¢ sur Q. Comme ¢ est un automorphisme de RP il est clair que

nécessairement ag # 0.
Dans toute la suite nous supposerons que (1.12) est vérifiée :

pour tout n > 1, degg(¢") = d.

Nous aurons besoin de donner la forme du polynéme P a partir de celle
du polynéme minimal II, de ¢ sur C. La remarque qui suit concerne un
bref rappel élémentaire sur les conjugués d’un nombre complexe algébrique

sur Q.
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Remarque 2.1. — Soient 8 un nombre complexe algébrique sur Q, @ le
polynéme minimal (défini & un facteur preés rationnel) de 8 sur Q et 57 = 3,
B2, ..., 0 les conjugués de 3, i.e. les racines complexes de @ :

Q=[x -8

Pour s entier fixé, s > 2, considérons les 37, 1 < j < r. Posons

r
(2:2) Q. =[x -5

1
Le polynéme Q) appartient a Q[X], que les 37, 1 < £ < r, soient distincts
ou non. Si les 37, 1 < £ < r, sont distincts, le polynéme minimal de 3*
sur Q est Q. Siles 37, 1 < £ < 7, ne sont pas distincts, le polynéme
minimal de 8° sur Q est donné par

@s = H (X_ﬁ;)

B; distincts
Considérons les classes d’équivalence Ly, ..., L, associées a la relation
d’équivalence “\ et X' sont conjugués” sur Sp(¢). Désignons par Cp I'en-
semble des a complexes conjugués a un représentant A quelconque de la
classe Ly. Posons, pour 1 < ¢ < v,
P=J]X-a.
a€elCy
Introduisons la factorisation dans C[X] du polynéme minimal II, sur C
de ¢ :
m, = [ (x=n".
)\GSPC(@)

A partir de la réduction de Jordan (sur C) de ¢ on remarque facilement
que le polynéme minimal de ¢ sur Q est donné par

v
2.3 P=a P ol my = max/¥y.
(2.3) d 1:[ ] ¢ = max )
Notons {1, as,...,a,} Pensemble des racines distinctes du polynéme P.

Comme ag # 0, les aj, 1 < j < u, sont toutes non nulles.

LEMME 2.2. — Fixons s entier, s > 2. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(a) degg(y®) = degg(yp),
(b) quels que soient i et j, 1 <i<j<u, o #aj.
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Démonstration. — Introduisons, pour 1 < ¢ < v, les polynoémes

P, = H (X —a®).
as/a€eCy
(a) implique (b). — Supposons que o = «j, i # j, et que ; et a; soient
racines d’un méme polynéme P, soit, pour fixer les idées : af = af avec
a1 et ag racines du polyndome P;. Introduisons les polynémes

ﬁl,s = H (X — Oés) et ﬁ = ﬁl,sP;’ZQ coo P

v,8
«* distincts /a€Cy

D’apres la remarque 2.1 le polynome P appartient a Q[X]. A partir de la
réduction de Jordan de ¢ on remarque facilement que ﬁ(gps) = 0. Par suite,
compte tenu que deg(P) < deg(P), nous avons degg(¢®) < degg(p)-

Supposons que aj = aj, i # j, que q; soit racine d’un polynome Py, et o
racine d’un polynéme Py, k # ¢, soit, pour fixer les idées, af = a3 avec a;
racine de P; et as racine de P,. Les nombres complexes o, a € C; U Cs,
qu’ils soient distincts ou non, sont alors conjugués.

Introduisons le polynéme

S _ pmax(mi,m2) pms My
P_Pl,s P3,s”'Pv,s'

D’apres la remarque 2.1, le polynome P appartient a Q[X]. A partir de la
réduction de Jordan de ¢ on remarque également que P (¢*®) = 0. Par suite,
compte tenu que deg(P) < deg(P), on a degg(¢®) < degg(p). On conclut
que (a) implique (b).

(b) implique (a). — Supposons que les af, . .., a3, soient distincts. Les A%,
A € Spe(yp), sont en particuliers distincts. Comme pour A € Spe(p), A # 0,
on remarque facilement a partir de la réduction de Jordan de ¢ que le
polynome minimal II,s de ¢* sur C est donné par

O = J[ (X =a9)n
AESP.(¥)

ou les exposants £y sont les mémes que ceux qui figurent dans la factorisa-
tion du polynéme minimal IL, sur C de ¢.

En s’appuyant sur la remarque 2.1, on en déduit que le polynéme minimal
de ¢* sur QQ est donné par

v
PS:I_[PZ";A ol my = max/{y.
7 ’ AEL,

Par suite degq(y°) = degg (). On conclut que (b) implique (a).
La démonstration du lemme 2.2 est donc achevée. ]
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LEMME 2.3. — Supposons que (1.12) ait lieu. Il existe alors un indice
entier R tel que, pour toute suite d’exposants entiers n; < ng < --- < ng,

(2.4) dimg(¢™,...,¢"") = d.
Démonstration. — D’apres le lemme 2.2 la condition (1.12)
pour tout n > 1, dimg(¢") = dimg(y)
est équivalente a :
(2.5) quels que soient ¢ et j, 1 < i< j < u,
a; /o n’est pas racine de l'unité.

Soit Q(p) le Q-espace vectoriel engendré par les itérées ¢™, n > 0, de .
Il est clair que

(2.6) dimg Q(¢) = d.
Soit S exposants entiers ny < ny < --- < ng tels que
(2.7) dimg(¢™,...,¢"%) < d.

Il existe alors, d’apres (2.6) et (2.7), une forme linéaire v : Q(¢) — Q non
nulle telle que

Posons, pour n € N,

(2.8) un = (™).

Comme

(2.9) W by 1o b b+ b Id =0 ol bk:%,
d

en composant (2.9) par "~ % n > d, puis par v, on en déduit que la suite
U, suit la relation de récurrence linéaire

(2.10) Up + bg—1Up—1 + -+ b1up_g+1 + bottn—g =0, n=>d.

Les wg,uq,...,uq—1 ne peuvent étre tous nuls sinon la forme linéaire ~
serait nulle.

Les racines du polynéme compagnon X% + bg_1 X @D 4 ... 4 b, X + b
de la récurrence linéaire (2.10) sont celles du polynéme P, i.e. aq, ..., qy.
Comme by # 0 et que les ug,uy,...,uq—1 ne sont pas tous nuls, il est
bien connu que la récurrence linéaire (2.10) implique 'existence de poly-
nomes fi, 1 < k < u, non tous nuls, de degrés respectifs < np — 1, tels que

(2.11) un, = fi(n)al + -+ fuln)aly, n>=0.
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Sous la condition (2.5) (la suite (u,) est dite non dégénérée) le théoreme
de Skolem-Mahler-Lech (cf. [4]) implique que l’ensemble

(2.12) U(0) = {n; u, =0}

est fini (usuellement le cardinal de U(0) est appelé la zéro-multiplicité de
la suite (uy)).

Dans le cas présent la suite (u,,) est rationnelle (dans le sens ot les valeurs
initiales wo,...,uq—1 de la suite (u,) et les coefficients by, ...,bq—1 de la
relation de récurrence linéaire (2.9) sont des nombres rationnels). Sous la
condition (2.5) il existe alors une borne (effective) C(d) indépendante des

valeurs initiales ug,...,uq—1 de la suite (u,) (les ug,...,uq—1 étant non
toutes nulles) pour laquelle

(2.13) #U(0) < C(d) (C(d) =27"")

(cf. H.P. Schlickewei [7, p. 174]). Par suite nécessairement S < C(d). Posons
(2.14) R=C(d)+1.

Alors, pour toute suite d’exposants entiers n; < ng < -+ < ng,
dimg(e™,..., ") =d.
La démonstration du lemme 2.3 est donc achevée. |

Remarque 2.4. — La valeur de la constante C(d) (cf. (2.13)) n’aura pas
d’importance dans la suite. Néanmoins indiquons qu’un article antérieur
a [7], A.J. Van Der Poorten et H.P. Schlickewei : Zeros of recurrence se-
quences, Bull. Austral. Math. Soc., vol. 1 (1991), p. 215-223 aurait donné
une borne plus complexe de la zéro-multiplicité de la suite (u,) : cette
borne dépendrait de d, du degré du corps K = Q[ay, ..., a,] et du nombre
d’idéaux premiers intervenant dans la décomposition des idéaux fraction-
naires (a;) dans K. Un article de W.M. Schmidt (cf. [8]) postérieur a [7]
donne exp(exp(exp(3dInd))) comme borne générale de la zéro-multiplicité
d’une suite récurrente linéaire (v,) complexe, non nulle et non dégénérée

d’ordre d.

3. Sur certaines contractions positives

Pour ¢ entier > 1 et x € R? nous posons

k
T — =

(3.1) [], = inf q‘oo.

kezr

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



LE THEOREME DE RIESZ-RAIKOV-BOURGAIN 67

Dans le cas ou [z], < 1/2¢ nous posons

(3.2) (z), = Délément de ¢~ 'ZP le plus proche de z,

lequel est défini sans ambiguité. Dans le cas ot [z], = 1/2¢ nous choisissons
1'un des quelconques éléments £/q, £/q € ¢~ ZP, pour lequel |z — £/q|o = 1/2¢,
et le notons également (z),.

Nous posons

(3-3) {z}q =2 — ()¢

A Pendomorphisme i de RP vérifiant 1.3, 1.4 et 1.5 nous allons associer,
de maniere similaire & [1] (cf. 1, Construction of certain positive contrac-
tions), une contraction linéaire positive de L>°(TP) et L(TP).

Dans la section 1, nous avions introduit la densité de probabilité (1.18)
sur R?

p .
Q,( ) sin® 7px,
p ) = [ R Tere
P ) I p7r2:E2

dont la transformée de Fourier (1.19) est donnée par

Qp(xl,...,l‘e):ﬁo_@)Jr

p
1
A la fonction f € Ll(’]I‘p ) nous associons la fonction
(3.4) —q”Zf (x4 qn))Qp(z + gn).
nezpr
Posons
(3.5) o =inf (J¢*k|so; k € ZP, k #0).

Nous avons alors le

LEMME 3.1. — Pour p < min(1/q,a/q) I'opérateur T, défini par (3.4)
est une contraction linéaire positive de L>(T%) et L' (T%).

Démonstration. — Il est clair que, pour f > 0, T, f est > 0. De (3.4)
résulte que, pour f € L>(T%),

Tof ()] < 1flloct® Y Qpla+qn)

nezp

Il 3 B (= 5ot

kezp
(d’apres la formule sommatoire de Poisson)

= ||fHOOSA2p(O) = ||flle (d’apres la condition p < 1/q).
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Donc Ty, est bien une contraction positive de L>°(T%).

Pour f € L*(T%) introduisons le développement en série de Fourier de | f| :

@) = 3 75t

nezr

De (3.4) résulte que

[ rs@iar<e [ 1ien) @ = 3 0(;)0(e )

kezp q

= qp|/f\|(0) = / |f|(z)dz (d’apres la condition p < a/q),
Tg

Ainsi T, est une L'-contraction de L*(T%). A partir de 'expression (3.4)
de Tj; et du théoreme de convergence monotone on conclut sans difficulté
que Ty est également une L'-contraction de L'(T%).

La démonstration du lemme 3.1 est donc achevée. g

Le lemme 3.1 et le théoréme ergodique maximal de Hopf (cf. [2]) conduisent,
pour s > 1, aux inégalités maximales fortes :

S
<

Loz s—1

N
1 mn
| sup | > 1@)|| £ gecry)-

En particulier

N
1 3
(3.6) | sp 5| TS @) g, < 22y
1

L2(T9)

Remarque. — T, étant une contraction linéaire positive de L'(T5) et
L>(T%) est également, pour tout s, 1 < s < oo, une contraction de L*(T%)

(ct. [2)).
Posons, pour k € ZP,

ek/q (x) — eQiﬂ(k/q,w) )

Remarque. — 1l est clair que (p*k/q)q = (1/¢){¢*k)1. Dans toute la
suite nous garderons Décriture (©*k/q)q.

LEMME 3.2. — Fixons p < min(1/2q, a/2q). Si ﬁp({go*k/q}) # 0, alors
(p*k/q)q est défini sans ambiguité. Les coefficients de Fourier Ifek\/qw/q),
¢ € ZP, de la fonction Tyey,/, sont donnés par :
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1) Si Q,({¢*k/q}) # 0, alors
o({rt}) = (eh)
0 si g # <<p*§>q.

2) Si ﬁp({gp*k/q}) =0, alors

(3.7) Toerra(;) =

— L
(3.8) quk/q(g) = 0 pour tout £ € ZP.

3) Si, pour k # k', ﬁp({ap*k‘/q}q) #0 et ﬁp({go*k’/q}q) # 0, alors
k K
(3.9) <s0 E>q # <90 E>q'

Pour f € L*(T%) le développement en série de Fourier de T, f est donné

par
AV (Lo FL ) e2intter k/aa)
(310) T f@) =Y F(2)Q, ({2} )ermte ki,
wezr 4 q’q
Démonstration. — Si @,({gp*k/q}) n’est pas nul, on a nécessairement

(¢*k/q)q < 1/(2q) et donc {¢*k/q), est défini sans ambiguité. Les coeffi-
cients de Fourier de la fonction Tyey sont donnés par

T/qe\k(§> - /Rp o2t/ 0w) 2imlprk/aa) Q) (1) = ), (w*g _ g)

Supposons que ﬁp({g@*k/q}q) # 0. Si ﬁp(@*k/q —¢/q) # 0, alors on a
nécessairement [(p*k/q)q—£/qloo < 2p < 1/q et, par suite, (p*k/q), = £/q.
D'out (3.7).

Supposons que ﬁp({gp*k/q}q) =0, ie. [¢*k/qly = p. Alors nécessaire-
ment, pour tout l/q € q'7ZP, |p*k/q — l/qlec > p et, par suite,
Q,(p*k/q—1€/q) =0. Do (3.8).

Pour Q,({¢*k/q}) # 0 et Q,({¢*k'/q}) # 0, avec k # K, la condition
p < a/2q implique (p*k/q), # (©*k'/q),, car sinon on aurait

o k/q—©"K [q| _ < 2p < a/q,
d’ott [p*(k — k')|so < o, ce qui, d’apres la définition 3.5 de a, ne peut avoir
lieu. D’ou (3.9).
On conclut que, pour f € LQ(T{]’), le développement en série de Fourier
de T, f est donné par (3.10).
La démonstration du lemme 3.2 est donc achevée. O
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4. Presque-orthogonalité

Le but de cette section est d’établir un critére de presque-orthogonalité,
critére qui a été évoqué dans 'introduction de cet article. Nous suivrons
de maniére similaire la démarche de [1] (cf. 4, An almost orthogonality
estimate).

Rappelons que, pour I’endomorphisme ¢ de RP que nous considérons,
il existe un polynoéme

P=ay X'+ -+ a1 X +ay, PcZ[X], P#0,
tel que P(y) = 0 et A € Spe(y) implique |A| > 1. Nous supposons que, au
signe pres, P est le polyndme minimal de ¢ sur Q pour lequel les agq, .. ., ag
sont premiers entre eux et que les degrés sur QQ des itérées ™ de ¢ vérifient
Ihypothese (1.12) :
pour tout n > 1, degg(¢™) = d.

D’apres le lemme 2.3, en remplagant ¢ par ¢, il existe un indice entier R
tel que, pour toute suite d’exposants entiers n1 < no < --- < ng,

dimg(p™™,...,¢@""") =d.

Rappelons que nous avions posé, pour g entier > 1 et © € RP,

k
T — =

[], = inf q‘oo'

kezp

Il est clair que, si ¢'|g, alors, d’une part, [z], < [2]y et, d’autre part,
si on a l'inégalité stricte [z], < [z]y, alors [2]y + [2]; = 1/¢. On vé-
rifie sans peine que, pour xg,...,xy € RP et bg,...,bp—1 € Z, la relation
@ =bg_12¢—1 + -+ + boxg implique [x]q < |bo—1|-[ze—1]q+- - +]bo|[z0]q-

Nous commencerons par deux lemmes préparatoires. Le premier lemme
donne une estimation du maxocs<r [¢**z]1 & partir d’une estimation des

maxogs<d [p*ox]y et maxogs<T—d [¢*x]s.

LEMME 4.1. — Soient x € RP et T entier > d tels que
(4.1) [z <7, [T 2]y <7, 0<s<d,
avec
(4.2) T<ATT2 ou A=lag|+ |ag_1| +---+|ao|
Alors
(4.3) [e*x]; < T7AT, 0<s<T.
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Démonstration. — On peut supposer T’ > 2d. Des hypotheses (1.3) et (1.4)
découle que

s— ks *a— *
aiz D 2 =ba1(s)p" " Va4 4+ bi(s)p"x + bo(s)x

ol s =20, by(s) € Z et
[ba—1(8)| + -+ + [b1(s)] + [bo(s)| < AG—H+DT,
De I'hypothese [p*$z]; < 7, 0 < s < d, résulte alors que, pour s > 0,
_ +
[agls d+1) QO*SZ']l < TA(sfd+1)+.
Il existe donc, pour d < s < T — d, des éléments A\ € a(;(s_dH)Zp
lesquels

pour

(4.4) 0% — Ny|oo < Tlag| ™74 g37d+1
d—1
< T|ad|-SAT(%) < rlag|~* AT
Comme, pour 0 < s < T, les |ag|~*AT sont > 1, 'hypothese (4.1) assure

qu’il existe des A1,...,Ag—1, A\7—d41,.-., A7 € ZP pour lesquels (4.4) a
également lieu.
Résumons : pour des A\, € a;(sde)Zp, d<s<T-—d,

(4.5) A0y e s Ad_1s AT —dt1y - s AT € ZP,
nous avons

(4.6) |0*52 — Asloo < Tlag| AT, 0<s<T.
Compte tenu de I'hypothese 7 < A~7=2, on en déduit que
(4.7) |0*52 — Asloo < |ag| A2, 0<s<T.

Pour d < s < T, nous obtenons successivement, compte tenu de (1.3), (1.4)
et (4.7),

(4.8)  laaAs + -+ aoAs—dloo
= ’ad(go*sx — X))+ Fag(e* Dy — )\S,d)|oo
< (laal - laa| = + -+ + |ao] - |ad\_(“”_d))A_2
< Jag| "D AT < |gq|~ D),
D’apres (4.5), pour 0 < s < T, a((f_dﬂﬁ)\s € ZP et donc, a fortiori,
aEZS*dH))\S,t eZP pour 0<t<s, d<s<T.
De (4.8) résulte alors que
(4.9) agh\+ - Fag)l_, =0, 1<L<p,
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olt AL,..., A2 désignent les composantes dans Z de .

Pour o € Q et r entier premier, notons v, (a) 'exposant de r dans la
décomposition en facteurs premiers de a (on convient que v,.(a) = +oo
si a = 0). Prouvons que, pour 1 </ <petd<s<T—d, N\ €Z,ie. que,
pour tout r entier premier,

(4.10) VT(/\ﬁ) >0, pour 1<l<p, d<s<T—d.

Supposons que (4.10) n’ait pas lieu pour un ¢, 1 < £ < p, et un r entier
premier. Il existe alors un sg, d < so < T — d, tel que

. /4 . £y _ 14
(4.11) inf  v.(Ag) > <1n£Tl/,»(/\S) =v,(X,,) <O.

0<s<s0 0ss<
D’apres (4.9), on a
(4.12) agMs, +ag_1 NS+ 4 aghl,_g = 0.

Par suite, de (4.11) et (4.12) découle que r divise aq.

D’apres (4.9) on a également
(413) ad)\£0+1 +ad_1)\§o +~-+a0)\£0+1_d =0.

Compte tenu que r divise a4, de (4.11) et (4.13) découle que r divise aq_1.

De proche en proche on conclut que r est un diviseur commun de agq,
Ad—1,---,00. Les aqg,aq—1,. .., ap étant premiers entre eux, (4.11) ne peut
avoir lieu.

On conclut que, pour tout s, 0 < s < T, on a A\; € ZP. Comme, pour
0<s<T, |ag|5AT < AT, de (4.6) découle alors (4.3).

La démonstration du lemme 4.1 est donc achevée. O

Le lemme qui suit s’appuie sur le lemme 2.3. A partir d’une estimation de
maxi<s<r [¢ " x]1, pour des exposants entiers distincts dans {0,1,...,n}
on obtient une estimation de maxogs<q[¢*“7],, Ol (¢n)n>r est une suite
d’entiers telle que ¢, divise ¢,+1 et dont les termes croissent modéré-
ment : Ing, = O(n°).

LEMME 4.2. — Il existe une suite d’entiers (qn)n>r telle que

(414) dn |qn+1 (*)7 ln dn < nCS (**)

(pour une constante cs > 1) et pour laquelle on a la propriété suivante :
si pour un x € R? et une sous-suite ny < --- < ng de (0,1,...,n) a lieu
P'inégalité

(4.15) [p*x]y < T,
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alors, pour 0 < /£ < d,
(4.16) [p*al,, < Tch
(pour une constante ¢y > 1).

Démonstration. — Rappelons que, d’apres les hypotheses (1.3) et (1.4),
(4.17) agm_d+1)+<p*m

= ba—1(m)p™ ™D 4 £ b ()" + bo(m)Id  (m > 0)

ou bs(m) € Z et
(4.18) |ba—1(m)| + - + [b1(m)] + |bo(m)| < AUm—d+DT,

Pour mg < m1 < --- < mg_1 entiers introduisons les déterminants

ba—1(mo) ... bo(mop)
(4.19) Digmy,mg1 = : : :
ba—1(mg—1) ... bo(mg_1)

puis, pour n > R,

(4.20) qn = H ‘Dm0,<~~7md—1|’ Ding,...oma s # 0.

0<mo<---<mg_1<n

De (4.18), (4.20) et de I'inégalité d’Hadamard découle que, pour une constante
c3>1,ona

(4.21) Ing, < endtl < o,
Il est clair que ’hypothese (4.15) implique

Ns— + *7, n
(4.22) [afi s mdtl) " x]y < Tlag|

D’aprés (2.4) on peut extraire de la suite n; < --+ < ngr une sous-suite
mo < my < --- < mg_1 pour laquelle

q= Dm07'--7md71 # 0.

Considérons, pour £ =0,1,...,d — 1, le systeme linéaire
_ +
aglmz d+1) (p*m[m — bd—l(mé)@*(d_l)x bt by (mg)go*x + bo(mg)x.

Il résulte des formules de Cramer que, pour 0 < £ < d,
EJVSD*% = afzmdfl_dﬂﬁcdfl(@‘P*mdflff
+-- 4 a&ml*dﬂﬁcl(é)ap*mlx + a&mo*dﬂﬁco(é)gp*m‘)m
ou

(4.23) c;(0) €Z et max ‘cj(ﬁ)‘ <C
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pour une constante C' convenable.
De (4.15) et (4.23) découle alors que, pour 0 < ¢ < d,

(4.24) [d*a)y < 7ef

pour une constante ¢g > 1 convenable. Comme ¢ divise g, de (4.24) dé-

coule (4.16). La démonstration du lemme 4.2 est donc achevée. O
Remarque. — Vérifions que la suite (g,) n’est pas bornée. Partons,

pour n > d, des relations de récurrence

bo(n + 1) = —bd,l(n)ao,
bi(n+1) = —bg_1(n)a; + bp(n)ag,

bd,l(n + 1) = —bd,l(n)ad,l + bd,g(n)ad.

Si la suite (bo(n)) était bornée, les suites (by1(n)), ..., (bg—1(n)) seraient a
leur tour bornées. Comme les bg(n),...,bg—1(n) sont a valeurs Z et

ay~ " = b1 (n)? 4+ 4 bi(n)e + bo(n) 1d,

il existerait alors n > m > d tels que p("~™) = ag("_m) Id, ce qui n’est
pas compatible avec les hypotheses faites sur . La suite (by(n)) n’est donc
pas bornée. Comme, pour m > d, |D1,. 4—1,m| = |bo(m)|, on conclut que
la suite (g,,) n’est pas bornée.

Le lemme suivant, similaire au lemme 4.29 de [1] (cf. 4, An almost ortho-
gonality estimate), est le résultat pricipal de cette section : il donne une
condition nécessaire portant sur les fréquences k € supp fd’une f e L?(TP)
dans le cas ou les f(px),..., f(¢™z) ne sont pas presque-orthogonaux.

LEMME 4.3. — II existe des constantes ¢i, co et c3 (c3 désignant la
constante figurant dans (**)—(4.14) telles que, pour 0 < ¢ < 1, les condi-
tions

(425)  flaeeny <1, | if«o"x)\
1

LA-3py
impliquent existence d’une fréquence k € suppf telle que
(4.26) [<,0*"I€]qu4J <e 2N pour 1 <n < ce®N.

Avant d’aborder la démonstration du lemme 4.3 nous aurons besoin du
lemme suivant qui s’appuie sur le fait que ¢* est dilatant (cf. (1.9)).
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LEMME 4.4. — Soient f € L*(T?) telle que || f||L2(1») < 1 et I = [n1, 1]
un intervalle d’entiers. Alors

(4.27) H Z e ‘

ot o(k)=#{0<m < |I|; [p*™k]y < p~™ }, p désignant la constante > 1
figurant dans (1.9).

<OMF( sup o(k))

kesupp f

L2(-4,1p

Démonstration. — Fixons p, 0 < p < %/ﬁ2, ou k, 0 < Kk <1, est la
constante figurant dans (1.9). Nous avons

HZf ),

L3(-4 .4y

" 2
e2m(¢™" ko) Qp(z)da
nel keZr
<2C Z [P | PO Q0™ k — ™ K
k.k' €ZP

n1<n'<n<ng

< 20) |F(R)] - | (K]
kK €ZP
. !
" k™™ | o <k2 /2
n1<n' <nny

< 20> |- IF ()]
k,k'ez”

" (D kb | oo <mp ™1 /2
n1<n’<n<ns

(4.28) <20 Y DROIRGIE

o<m<|I|  kk'€zP
l™ ™ k—k'| oo <rp™"1/2

Les inégalités
0"k — Kiloo < geu™™ et 9"k — kbl < gRpT™

impliquent |k} — kj|oo < k™™ et donc kf = k. Pour k fixé il existe donc
au plus un &' tel que [¢*™k — k'|oc < $rpu~ ™. D’autre part, les inégalités

| k1 — K |oo < 2kp™™ et [0 ko — Koo < SrUT™
impliquent xku™|k; — kaloo < |@*™ (k1 — k2)|oo < k™™ et donc ky = k.

Pour k' fixé il existe donc au plus un k tel que [¢*"k — k'|o < $rp~ "
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De (4.28), de I'inégalité de Schwarz et de I'inégalité || f|| 2 (r») < 1 découle
que

[Z sy <2em = (2 1w’

osm<|I| kesupp f
[p" k]l <p™ "1

:2C|I|2<ﬁ I EDY \f(k)|z)%)

oSm<|I| kesupp f
™™ kla<p™™

11
22

1 ~ 2\ 3
<20P (i Y ewIFm)"
kesupp f
D’ou
H Zf(go x)’ L1y < C|I|* (k sup Ao(k))4.
I €supp f
La démonstration du lemme 4.4 est donc achevée. O
Démonstration. — Passons maintenant a la démonstration du lemme 4.3 :
celle-ci s’appuie sur les lemmes 4.1, 4.2 et 4.4. Posons
(4.20) 8 =sup {[ £ @)l 2y 3yt [ Fll2en) < 1 m > 0.

Onaf > 1. En se reportant a la démonstration du lemme 4.4 (prendre I = {n}),
on vérifie que [ est fini.

Considérons les entiers Ne/(26) < n; < -+ < ng = N que contient
I'intervalle |Ne/(253), N] et donnons-nous une subdivision Iy,...,I;_1, 1
de {n1,...,ny} en intervalles d’entiers tels que
(4.30) (L] =L = =lia|l =, & <I<2b,

ol
(4.31) =) = [de"],

¢ étant une constante > 1 qui sera précisée plus loin.
Imposons a N la condition

(4.32) N > 2[ce™] = 24;.

Il est alors clair que 'on a #{n1,...,n¢} > N(1 —¢/(283)) > ¢.
L’inégalité

>eN

Lz(_%7%)p

(4:33) H ZN:f(so”x)‘
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implique

>eN—fB(ng —1) > %N.

e
H S of (w"x)‘
n=niy
Par suite il existe un intervalle I; tel que

(4:31) | > st
I

L2(_%7%)p

9
> S |11,
ey 2

Du lemme 4.4 et de l'inégalité (4.34) découle qu’il existe au moins une
fréquence k € supp f, fréquence que nous notons kg, telle que

(4.35) #{0 <m < 2015 [p* ko)1 < NP} > CT 2Ty

ou C est une constante qui ne dépend que de ¢ (constante que I'on peut
supposer > 1).

Choisissons
(4.36) d =2'CR
ot R est défini par (2.14). On a donc
(4.37) 0, = [2*Ce™*R].
De (4.35) et (4.37) découle que
(4.38) #{0 <m < 2015 [p"ko1 } < p N/} > R
1l existe donc des entiers n; < --- < ngr < 2f; tels que
(4.39) max [ koly < p= N2

et donc, d’apres le lemme 4.2,

* 20y, —Ne/23
(4.40) max [" kolgy,, <ot
Remarque. — A ce stade de la démonstration du lemme 4.3, supposons

provisoirement que ¢ soit entier algébrique, i.e. |ag| = 1. De (4.17), (4.18)
et (4.40) découle que

*n 201 pceN , —Ne/23
max k <citA
1<n<eeN o™ kolaar, 0 #

et, par suite, pour coe® N > 1, avec ¢y suffisamment petit et ¢; = 3c/e ™4,

*n —coeN
max ko L <e .
1<n<caeN e ]qus 4

On obtient donc un énoncé similaire a celui du lemme 4.3. Dans la suite de
la démonstration du lemme 4.3 le réle implicite du lemme 4.1 est de tenir
compte du cas ol ¢ n’est pas entier algébrique.
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Remplacons ¢ par %5 dans 'expression (4.37) de ¢;. Posons
(4.41) 0y =t (3e) = [28Ce"R].

Remplagons également € par %e’:‘ dans la condition (4.32) faite sur N :
(4.42) N > 2[28Ce™*R] = 2/}
(compte tenu de la valeur (4.36) de ¢’).

Considérons l'inégalité

207 _Ne/4
(4.43) ax [ Koy, <ot p=

Soit g, resp. h, la fonction obtenue a partir de f en éliminant, resp. en
gardant, les fréquences k € supp f pour lesquelles I'inégalité (4.43) n’a pas
lieu, resp. a lieu, i.e.

k) = f(k) si k € supp f et (4.43) n’a pas lieu,
0 sinon,
(k) = {f(k) si k € supp f et (4.43) a lieu,

0 sinon.

Observons que

Ne

L2(=4,4p 2

N
(1.44) 1> gtea)]

car, sinon, d’apres les arguments qui ont conduit de (4.33) & (4.40), en rem-
plagant f par g et € par %5, il existerait an moins une fréquence k € supp g
pour laquelle (4.43) aurait lieu : ce qui n’est pas possible compte tenu de la
définition de g. De (4.33) et (4.44) découle que, pour la fonction h = f — g,
on a nécessairement

(4.5) IS ) Ne

>
-y 2

Considérons alors les entiers Ne/(46) <ny < -+ < ny, = N figurant dans
I'intervalle |[Ne/(43), N] et une subdivision Jy,...,J, de {n1,...,n,} en
intervalles d’entiers tels que

(446) ‘Jll =...= |JT_1| = fg, ly < |JT| < 262,
ou
(4.47) 0y = ["eNT,

¢’ étant une constante < i qui sera précisée plus loin.
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Il est clair que #{ny < -+ < ny} > N(1—¢/(48)) > 3N > {s, pour
N > 2. De l'inégalité (4.45) découle qu’il existe un intervalle J; tel que

(4.48) H 3 h(gp”aj)‘
Jj

3
> —|J;l.
L2(—%,%)p 4‘ ]|

Le lemme 4.4 implique alors qu’il existe au moins une fréquence k € supp ﬁ
fréquence que nous notons k), telle que
(4.49) #{0 <m < 2005 [Pkl < pN/PY > 0 et278y,
ot C est la méme constante > 1 figurant dans (4.35). Par suite
(4.50)  #{CTe27% <m < 2o [p" kY] < pm NP
> Clet27%, — 1.
Imposons a N la condition
(4.51) 'eN > C2%7 'R, ie. N >C(d) 2% 5R.
D’apres la définition de #5 il est clair que
ly > C2% 4R et C'¢*279, > R.
Il existe alors un entier
(4.52) C~ 14279y < Ny < 24,
tel que dans 'intervalle [Nl, Ny +4[C’298_4RH figurent R entiers N1+n; <
Ny +ng < --- < N1+ ng pour lesquels

(4.53) max [*Vtna gl <y~ Ne/4B

car, sinon, I’ensemble des entiers C 14279, < m < 2/, réalisant
[p"™ kgl < p= NP
serait de cardinal inférieur & 2fo(R — 1)/2[C2%~4R], soit strictement in-
férieur & C 112794 — 1, et, par suite, (4.50) ne pourrait étre réalisé.
Appliquons le lemme 4.2 avec © = @*Nkl et 7 = pu~Ne/*%, De (4.53)
résulte donc que

4[0295*41%]#,1\[5/45.

(4.54) max [p* N+l < ¢

0<s<d ]q4r029a*4R]
D’autre part, par définition de h, toutes les fréquences k € suppﬁ vé-
rifient (4.43) : en particulier k{, vérifie (4.43). D’apres la définition (4.41)
de ¢}, on a 20} < 4[C2%~*R]. Donc qor; divise qpoo9.-+g). On en déduit
que
4[0295—41%:]#_1\/5/45.

(4.55) 2 [0 kola, 0.1 < 0
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D’apres (4.54) et (4.55), on conclut dans un premier temps que

max [p**kply, < i NP et
(456) {Ori;;d[ *(N1+s)k/] < —Ne/4p3
oy t¥ olgm = €0 Mt
ol
(4.57) m = 4[C2% *R].

Cherchons & appliquer le lemme 4.1 avec @ = k{qm, T = qmcg‘/fNE/‘w

et T'= N; +d— 1 : nous sommes amenés a déterminer la condition sous
laquelle

(4.58) gmemt N8 < gmNmd-d

tout en tenant compte de la condition (4.51) faite sur N (la condition (4.42)
sur N est alors satisfaite). Supposons dorénavant que

(4.59) N > C(")712% =R

ou c3 est la constante > 1 figurant dans (**)-(4.14) (cf. lemme 4.2) (la
condition (4.51) sur N est alors satisfaite).

Comme In g, < m et Ny < 20y = 2[c"eN] < 3¢"eN, pour que (4.58)
ait lieu il suffit que l'on ait

In
m® +mlncy < NE(T; 73c”lnA) —(d+1)InA

ou encore que l’on ait

(4.60) (5C2°R)3e~4 4 5C2% 4 RlIncy
In
=169 p_—(5cs—1) Ko _
< C(d")"2°Re (4ﬁ 3¢ lnA) (d+1)InA.

En choisissant ¢’ suffisamment petit, I'inégalité (4.60) est satisfaite.

Du lemme 4.1 découle alors que

*5 7./ m , —Ne/48 g N1+d—1
(4.61)  Dnax [6%kolg,, < ' A

et, par suite, comme N; < 205 = 2[c"eN],

(4.62) (hax [6*°kblq,, < cirp~Ne/48 A3 eN+d+1,

Sous la condition (4.59), pour ¢” suffisamment petit, nous avons

(4.63) cgnu*N€/4ﬁA3c”aN+d+1 < o—ceN.
Posons
(4.64) 1 =5C2'R, ey =C'¢"2 R,
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Il est clair que c; < ¢”. D’autre part, comme m = 4[Ce™*2°R] < c1e74,
alors gy, divise g, .-4). D’apres (4.47) et (4.52),

Ny > C'%27°N > 96 N.

La condition (4.59) faite sur N prend la forme N > ¢; 175 i.e. coe®3 N > 1.
Rappelons que k{, € supp h et donc k{, € supp f. De (4.62) et (4.63) résulte
que

—coeN

[ga*”k:é]qu4J <e pour 1 < n < cpe’N.

La démonstration du lemme 4.3 est donc achevée. O

Le lemme 4.3 conduit au

LEMME 4.5 (Critére de presque-orthogonalité). — Soit f € L?(TP) telle
que, pour tout k € supp f,

—coeN

max [ k] > e

> —4
1<n<cae®3 N e1e™ 4]

(avec les conditions 0 < € < 1 et e N > 1). Alors nécessairement

N
H Zf(eo"l‘)‘
1

g N PY.
Lt S€ 112 (re)

5. Séries de Fourier et inégalités maximales

Dans cette section nous étendons en dimension p les résultats de [1] (cf. 5,
Estimating certain multipliers).

Si ¢ est un endomorphisme de RP, nous notons ¥* son adjoint. Nous
écrirons Yx, resp. Y*x, au lieu de ¥ (x), resp. ¥*(x).

Pour f € L*(T?) nous écrirons || f|l2 au lieu de || f|| £2(rs).-

Dans les énoncés des trois lemmes suivants les majorations successives
des constantes C(a) qui y figurent n’auront pas d’importance dans la suite.

Dans la preuve de ces trois lemmes nous utiliserons frégemment, de ma-
niére implicite, 'inégalité élémentaire : pour 0 < ag,by < 1,1 < < L,

(lf[az) (1 —lf[be) < Xj:agu “by).

LEMME 5.1. — Soient ¢ un endomorphisme de RP, 0 < a < 1 fixé,
et €1,...,€4,... une suite décroissante de réels strictement positifs tels
que €541 < agj. Posons
(5.1) aj:{nEZ”; [’(/Jﬂ]l <€j}.
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Alors, pour toute f € L*(TP),

(5.2) H sup ‘ Z f e2im ()

neo;

|, <c@isl.

ot C(a) <2+ (1+4pa(l—a)™")7 + (Epr? + H(1 - a) .

Démonstration. — Comme les [¢)n]; sont < %7 Il est clair que, si jp est
le premier indice pour lequel €;, < l, alors

SUP‘Zf 217Tn93 < sup Zf 217rn:v +|f|

neo, J<Jo

Pour prouver I'inégalité maximale (5.2) I'hypothése supplémentaire &1 <
n’est donc pas restrictive.

1
2

Introduisons, pour N entier > 1, les noyaux de Fejer usuels sur R et R? :

(5.3) Fn(z) = Z ﬂe%wkx _ w)
|k|<N N sin® 7x
-2
F sin“ mNxy
5.4 Fn(xy,...,2p) = Falz,) = s Vo
(5.4) wlaneeesn) = [T Pvte =TT

et les opérateurs
(55) KNZN_lFN et f?N:N_pﬁN.

De la définition des K résulte que 0 < Ky < 1, K est 1-périodique et
paire. Pour M et N entlers 1 M > N, on vérifie facilement d’'une part,
que pour 1/(4MN)z < z < 1, Ky(z) < 1/(4M?%2%) < N/M et d’autre
part, que pour 0 < z < 1/(4MN)%7

1-Kn(0) < 5 Leenzae < g < 2

On en déduit que

N
(5.6) pour M >N > 1, |[|[Kn(l - Ky <37
Associons a €1, ...,€;,... les entiers Ni,..., N, ... tels que
1
5.7 — )
(5.7) N, S9SN, 1
puis les opérateurs Wy,..., ¥, ... sur L?(T?) définis par
(58) Z f KN wn) 2im(n a:)
nezp
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Il est clair que
Z J/c\(n)e%ﬂ(k,wn) eQi‘n’(n,a:) _ Z }'\(n)e%ﬂ(n,x-&-w*k) _ f({L' + w*k)
nezp nezp

Par suite

(5.9) Ui(f)@) = 3 K, (0) (@ +0'R).

kezp

En tenant compte que ||I~{Nj loo < 1 et I?Nj > 0, d’aprés (5.8) et
(5.9), les ¥; sont des contractions linéaires positives auto-adjointes de L?(T?).
Montrons que, pour toute f € L?(TP) & valeurs réelles,

(5.10) | sup|; (Hll, < c(@)]l fll2
J

1

avec c(a) < 1+ (2 +4pa(l —a)~ )2 Comme les ¥; sont des contractions
linéaires positives auto-adjointes (5.10) est equlvalent a

611 [0, < <@ 3ai,

pour toute suite finie g1, ..., gs de fonctions positives de L?(T?).

(Notons que, d’apres (5.9), |¥,;(f)] < ¥,;(|f]) pour f & valeurs com-
plexes : si (5.10) a lieu pour f & valeurs réelles, alors (5.10) a également
lieu pour f & valeurs complexes).

Supposons que, pour J fixé, C(J) soit la meilleure constante telle que

|20, < e[| Sa,

pour toute suite finie g1, g, ..., g; de fonctions positives de L?(TP).
En posant g; = 0 pour j > J + 1, nous avons successivement

HZ‘II 9i H *Z(‘I’( ) 05(9:)) +2 3 (W59, T (95)
(5.12) ZHQJH2
(5.13) +2% (9;, 9 (g5))

J<j’

(5.14) +2) (¥, ) Wi (gjr))-

J<j’
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Pour (5.13) on a la majoration :
(515) 23 (0, Up(0)) <2( 30 3 Ws(01)) < 200 S
Jj<j’ J J J
D’apres (5.6) on a
Nj
=~ Njtk

N

||KNj+k(1 - KNj)H

et, par suite, compte tenu que N;/Njix < 2(gj1x)/g; < 2a*,
N;

(5.16) [, (1= K|l < oy < 2pa”.
j+k

Posons

(5.17) Aj(n) = K, (¢n).

Compte tenu de (5.16), pour (5.14) on a la majoration :

237 (%) — 10)(g,), W50 (95))|

J<i’

<233 S G s A k() (1= Ay ()

k=1 j n€ezr

o0
<4pd "> llgjlla - gkl
k=1

[e’e) 1 1
<ap Y (N laslB) " (Y llgsenli3)
k=1 J J
a
(5.18) <dpr— > llgll3-
J

Comme Z]||g]||§ <1225 g;ll3, de (5.15) et (5.18) résulte que

C(J)? <142C(J) + 4pr—= -
ie.
(5.19) C(J) <1+ (1+ 4pa(l — a)™")?,
D'olt
(5.20) c(a) <14 (1+4pa(l — a)_l)%.
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Pour prouver (5.2) partons de 'inégalité

Sup‘ Z f 2zﬂ'<nx < Sllp|\:[/ )|
neo;
(521) + bup ‘ Z XO'] _ )) A(n)e%'fr<n,x) )

nezr

Notons que \;(n) = f(Nj (Ym) = f(Nj (¢n — (¥n)1). Par suite, comme

il en résulte que

bup ‘ Z Xg] - )) A(n)eQi‘rr<n,z)

‘ 2

nezr
<ZH 5 (e ) = A= )
neLr
(TS e, —Aj<n>!2|f<n>|2)%
nezr j
< (:2%2 X, (n) — )|)||f\|2

(5.22) < sup (Zm e (@) = Koy, (@)] ) 1z

‘xloo<51
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Soit © = (z1,...,2p) € RP. Pour epr41 < |Z|oo < € on a (compte tenu
que les g7 sont < %)

Z}X] 5]7"5] KN( )’

j
_Z l—KN 331 KN] xp ZKNJ xl KNj(.’lﬁp)
Jj<M J>M+1
<Y Y (=K @)+ > Ky, (|7]e)
JSM 1<L<p j>M4+1
1
2 n72),.|2
pZﬂ'N|I| +1 Z N[22
J<M M1t
4 e, 1 e}
g — 7 —
3P Z e2 4 Z 2
j<M jeM41 "M+
4
< ngl’Q Z a*M=9) 4 Z a?U~M=1) (31277 +4>(1_a)71
JSM jzM+1
Par suite
4, 1 .
(5.23) sup Z|X] cesl? KN( )‘ < <§p7r —|—Z)(1—a) .
|z|oo <e1 j

Sous I'hypothese 1 < 1, de (5.20) et (5.23) résulte (5.2) avec

Cla) <14 (1+4pa(l —a)™") Py (3pm*+ 1)1 —a)™".

Dans le cas ot €1 > % on remplace C(a) par C(a) + 1
La démonstration du lemme 5.1 est donc achevée. 0
Le lemme 5.1 admet la généralisation suivante.
LEMME 5.2. — Soient 11, ..., des endomorphismes de RP, 0 < a < 1

fixé, et eq,...,€j,... une suite décroissante de réels strictement positifs telle
que €41 < ag;. Posons

(524) O’j:{TlEZP; [1/1171]1<€j,...,[1/)sn]1<€j}.
Alors, pour toute f € L*(TP),

(5.25) [ sup| > Flmpet=te |, <c@isi:
ot

Cla) <1+ (14 (2 +4pa(l —a)™)2)" +s(dpr® + 1)1 —a) .
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Démonstration. — Comme dans la démonstration du lemme 5.1, on sup-
pose d’abord &1 < % Introduisons, pour 1 < ¢ < s et j > 1, les opérateurs
sur L?(TP) définis par

(5.26) Uy i(f)(x) = Z f KN (gn)e2im(nse)
nezpr

(5:27) = 3" K, (h)f(x +uih)
kezp

ou N, désigne lentier pour lequel 1/N; <e; < 1/(N; —1).
En itérant I'inégalité (5.10) appliquée aux Wy ; on obtient

||sqp|\1117j oWy ; O"'O\I/s7j(f)|||2
J

< H 4SUpv |\I/17j1 @) \112va o - ,]g |||2
MASERIVE
(5.28) < c(@)’]| fll2-

On suit ensuite la méme démarche (cf. (5.21) et (5.22)) que celle effectuée
dans la démonstration du lemme 5.1. On remplace \j(n) = Ky, (¢n) par

(5.29) Aj(n) = K, (¥1n) -+ Kn, (1h5n)

et I'on est conduit a majorer

S S
(5.30) sup Z ‘ H X)—e; e[ (Te) — H Ky, (J?g)‘.
j =1 (=1

z1,...,0s ERP
‘zlloo<517~”v‘zs|oo<51

Nous avons

sSup Z‘HX—E,,E,[P (¢) HKN (w¢) ’
J

1,...,05 ERP
leloc<517 )|$5|oc<51

S

< Z sup Z |X] €j,&5[P IZ I?Nj (l‘g)}
=1 ‘:Eg‘oo<51 .

(5.31) <s(pr?+3)(1—a)h

En tenant compte du cas g1 > 1, de (5.28) et (5.31) résulte (5.25).

La démonstration du lemme 5.2 est donc achevée. O

Le lemme suivant, variante du lemme précédent, fait intervenir une suite
infinie ¥1, ..., %, ... d’endomorphismes de RP.
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LEMME 5.3. — Soient 91, . .., s, ... une suite d’endomorphismes de R?,
0<a<1fixé etey,... ;... une suite décroissante de réels strictement
positifs tels que £j11 < a’e;. Posons

(5.32) oj ={n € ZP; [sn]y < &; pour tout s < a7 }.

Alors, pour toute f € L*(TP),

(5.33) H sup ‘ Z Fn)e2im(me)

| <c@iri.

ol

1 4 a?
<4+ (14+4p(1—a))? — =pr?

Cla) <4+ (1+4p(1 - a)* - Zpr? i

Démonstration. — On suit une démarche similaire a celle de la démons-
tration du lemme 5.1. Supposons d’abord g1 < % Introduisons, pour
s5,j > 1, les opérateurs sur L?(TP) :

(5.34) U, (f)(x) = Z f KNJ ()2 (n®)
nezr

(5.35) = 3 K () f (0 + k)
kezr

ou N; désigne 'entier pour lequel 1/N; < ¢; < 1/N; — 1, puis les opéra-
teurs

(5.36) W) =Wy 0 000,y

D’apres (5.34), (5.35) et (5.36) les U, ; sont des contractions linéaires po-
sitives auto-adjointes de L?(TP).
Montrons que, pour toute f € L?(TP) & valeurs réelles,

(5.37) sup [¥5(N)[l, < e(@)1f1l2
J

1

avec c(a) <1+ (1 +4pa(l —a)~1)"2.
Comme les \Tfj sont des contractions linéaires positives auto-adjointes
de L?(TP), (5.37) est équivalent &

(5.39) |20, < <@ 3ai,

pour toute suite finie g1, ..., gs de fonctions positives de L?(T?).
Notons, d’apres (5.35), que |¥, ;(f)| < ¥, ;(]f])), pour f & valeurs com-
plexes.
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Supposons que, pour J fixé, C(J) soit la meilleure constante telle que
|2 %6, <cor[ Lo,
J J

pour toute suite finie g1, gs,...,gs de fonctions positives de L?(TP?). Po-
sons g; = 0 pour j > J + 1.

Nous réécrivons l'inégalité (5.12) & (5.14) en remplagant les ¥, par ¥;.
Similairement & (5.15) nous avons

(5.39) 23" {5 ¥ly)) <200 > a

Posons

(5.40) 5,5(n) = K, (1hsn).

A
Compte tenu que, pour k > 1,
(- TTesssm) (1=TT Aestm)
s<|la—i—k| s<la=7 |

Z)‘S,jJrk(n) (1 - )‘S’j(n)) < La_jJ : HI?N]‘H-,(l - I}Nj)Hoo

EN A
_; N —;Eitk J(k=1)4 2 k(k—1) Li(k—1)
< pa N7k < 2pa = < 2pa 2 < 2pa2 ,
J+ J

nous obtenons similairement & (5.18), en remplagant A;(n) par [[ | ,i | As,j(n),
2‘ > (W, - Id)(gj)‘l’j’(gj'»’
i<it
<2) ) > (G- Gk

k=1 j ne€zp

><( I1 As,j+k<n)) (1= I rsm)

s<la—i*] s<la~i]

p(l—a)” leggHg

On conclut que

Nl

C(J)P?<142C(J)+4p(1—a)™!, ie. C(J) <1+ (1+4p(1—a)™")2.

Par suite

D=

(5.41) cla) <1+ (1+4p(1—a)™)2.
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Dans (5.21) on remplace W;(f) par ¥(f) et A;(n) par [Toc (o) Asii(n).
Le dernier terme dans (5.22) est alors remplacé par

(5.42) sup Z‘ H X)—¢; e, (Ts) — H I?Nj (xs)

T1,..sTs,.. . ERP i <la—J <la—d
0100 <e1penls o<1 ST oSlaml

Considérons le terme général d’une des sommes de (5.42)

Ty = ‘ H X]—Ej,Ej[P(xS) _H IN{N]- (xs)

s<la~7] s<la~d]

Supposons que, pour un rang jg = 2,

1 .
(5.43) Tjy > Zaﬂo.

S’il existait un indice sy < [a77°] tel que |z4, |00 = £j,—1 ON aurait

1 . ~ ~
Za 70 < Tjo = H KNjO (1’3) g KNjO (xso) g KNjO (|x30|00)
s<la=i0]
1 1 €5
< = Jo
2 .2 = 2
Njo€jo—1  4€5,-

< o260,

<
4 1

d’on 1 < a=Uo=2) ce qui ne peut avoir lieu si jo > 2.

Sous la condition (5.43) on a donc, pour tout s < a7,
|Zsloo < €jo—1

et, par suite, pour j < jo — 2,

. 1
rj=1-— HKNJ‘ (ws) < gpLa I\ N7es )

s<la™d]
2
. IS5 . . .
(5.44) < %pLa*JJWQL;l < épaf(ao%)ﬁa?(mfl) < épﬁayo.
3 £; 3 3

On conclut, sans difficultés, que

4 o1
(5.42) < sup (2 +=(j — 2)pr?ad + ~a? (1 — a)71>
j>2 3 4

4
(5.45) <2— —prt—-

De (5.41) et (5.45) découle (5.33).
La démonstration du lemme 5.3 est donc achevée. O
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6. Cas d’un endomorphisme entier algébrique

Dans [1] (cf. sections 6, 7, 8, 9), J. Bourgain donne d’abord la démonstra-
tion de l'inégalité maximale (1.11) pour 0 entier quadratique, puis 1’étend
au cas plus général 6 entier algébrique. Dans cette section nous donnons
directement la démonstration de I'inégalité maximale (1.11) dans le cas ol
I’endomorphisme ¢ est entier algébrique. Nous adaptons en dimension p les
arguments développés dans [1].

Dans cette section nous supposons donc que le polynéme minimal
P=asX%+ 4+ a1 X +ao,

pour lequel P(p) = 0, est unitaire, i.e. |ag| = 1. Les hypotheses (1.5) et
(1.12) sont maintenues.

L’endomorphisme ¢ vérifie donc (en fixant ag = 1)

(6.1) '+ ag 19"+ +arp+agld = 0.
Remarque 6.1. — Pour prouver l'inégalité maximale
(6.2) [ suplANFIl| 121 1y0 < Cllfllz2cery
N 33)

il suffit de prouver celle-ci quand N parcourt les dyadiques, i.e N = 27,
n € N, ou bien quand N parcourt les quadriadiques, i.e N = 4™, n € N :
on passe, par exemple, de I'inégalité maximale

|| Sup |ANf|HL2(7%’%)p < C||fHL2(’JI‘P)
N
quadriadique

a l'inégalité maximale (1.11) en supposant d’abord f > 0. Nous serons
amenés a supposer, pour des raisons pratiques, que N parcourt les qua-
driadiques.

On désigne par M une constante > 2 (que nous serons amenés a choisir
suffisamment grande) et sp un entier (que nous serons amenés également
a choisir suffisamment grand) pour lequel s’ > R (ot R est défini par
(2.14)).

Partons donc d'une f € L?(T?). Réduisons d’abord le support de f
Pour N > 2°° avec sq suffisamment grand, nous avons

(InN/1n2)'0 > ¢;e74, M VN > 72N of P3N > d— 1,

(6.3) avec &= (InN)"2,

ou c¢1, ¢2, c3 sont les constantes figurant dans le critére de presque-orthogo-
nalité (lemme 4.5).
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Posons, pour N > 2% N quadriadique,

(64) fN: Z f' 2z7r k,x)
kez?
maxig<e<d—1 [QP*Zk]r}N<M7\/ﬁ
ou
(6.5) qN = (i N/1n2)10

Comme g c—4)|qn N/m2)r0 (cf. (*)-(4.14) du lemme 4.2), pour tout k
dans supp f/—EV,

*£ —VN —coeN
(6.6) 1<l 1[<‘0 Hajeyes) 2 Z e 1[<‘O Klax > M - ¢ ’

Du critere de presque-orthogonalité (lemme 4.5) découle que
(6.7) pour N > 2%, ||AN(f—fN)HLQ(_l 1) < (InN)™ 2||f||L2 (TP)-

De (6.7) résulte alors que

(6.8) | s 1A8(F = sy g0 < Ol
quadrladlque

II nous reste a démontrer que

(6.9) l Sup |ANfN|HL2(,%,%)p < Cllfllz2(rr).-
quadriadique
Posons, pour s entier, s > sg, et € > 0,
— p. *£

(6.10) 0s.=4{k€Z ,lgr?géil[ap Klg.o <e},
puis
(6.11) frs= > Fle)emko,

k€os, y—VN

Introduisons, pour N > 2% N quadriadique, la décomposition

(6.12) fn= > gns

s0<s<InN/In2

ou

(6.13) IN,so = [N,so €6 gN,s = fns — [ns—1 pour s > sg.
De (6.12) découle que

(6.14) Anfn= Y. Angns

s0<s<InN/In2
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et, par suite,

(6.15) sup |Anfn| < Z Sup [Angn sl
25

N >2%0 s>s0 V2

Nous sommes donc amenés a estimer, pour s > g, les

(616) || sup |ANgN,s|HL2(
N>2°
quadriadique

b

En nous appuyant sur le fait que g0 < exp(st0¢s)

93

et le fait que g(s—1)to

divise ggo (cf. (*)—(4.14) et (**)—(4.14) nous allons donner une expression

des gn,s qui sera commode dans la suite.

Choisissant sg suffisamment grand, on a pour s > sg et N > 2%,

1 1 .
(6.17) 5 (@) 7" > Sen N/ M-V,

D’autre part, comme g(,_1y10|gs0, 'inégalité stricte

*f *f
max | k < max | k
1<£<d71[ ]qsm 1<e<d71[ ]q<3*1>1”

implique nécessairement

¢ ¢ -1
1513(71[& Fla,io + 15?381[@* Hlai,_1jo 2 (gs10) 7

La condition

(6.18) . N
*0 —V N *0 VN
>
(Jnax [ K]0 < M et dnax ™Kl 0 > M
est donc équivalente a
(6.19)
«l VN », 1 -1
15?35(71 [50 k]qslo <M et 15?2;(71 [30 k]lI(s,l)lo > 2(‘13“’) :

Nous poserons

(620) o (k) { Flk) i maxicocat [p* Ky, < M2, (%)
. S0 = 0

0 sinon

et, pour s > sp,

(6.21)
-~ 1
N f(k) si maxigegd—1 [‘p*ek]qsm <M—?? (*)
hs(k) = et maxicrca—1 [0 klg, 10 > 3(gs0)7",  (FF)
=0 sinon.
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Il est alors clair que, pour sg < s <InN/In2,
(6.22) gNs= Y hy(k)erko),
k€os m—VN
Introduisons la décomposition suivante des gy s (/N quadriadique) :

(6.23) INs =ONs = Y hg(k)eimh)

k€os,m—N

+hnsi = Z Es(k)eziﬂk’x)

k€os am—N/27 \os p—N

+hN,s,j = Z ﬁs(k)e%'fr(k,m)

k€os p—N/27 \Uso,J\/I_N/Z(jil)

(624) +hN,s,1n VN /In 2 = Z hs(k)einUc,z).
}CEUS,M*W\U‘SJW*Q\/W

La contribution du terme “principal” (6.23) sera évaluée a 1’aide des contrac-
tions positives T, (cf. section 3) et du critere de presque-orthogonalité
(lemme 4.5), La contribution des termes “annexes” (6.24) sera évaluée a
I’aide du seul critere de presque-orthogonalité.

6.1. Contributions des termes hy ; ;

Montrons qu’il existe des constantes ¢ et C' (ne dépendant que de )
telles que

(625) ||ANhN,s < 0276j||hN,s7j||L2(']rp) pour N > 47,

\J ||L2(—%7%)p
Comme
||ANhN,s,j||L2(,%)%)p < Bllhn,s il L2 re)

il suffit de prouver que, pour j suffisamment grand,
(6.26) [ AN s3]l 21 1y <277 s gl L2

Nous utiliserons le critére de presque-orthogonalité (lemme 4.5). En choi-
sissant ¢ > 0 suffisamment petit, pour j suffisamment grand, nous avons

(6.27) 26N >d—1 avec e=2"% et N >4/,
Posons
(628) /(jj = qLC124ch.
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L’inégalité (**)—(4.14) du lemme 4.2 implique
(6.29) 1/G; > e~ @2 S op—VN (N > 49)

pour c¢ suffisamment petit et j suffisamment grand.
Si ;| g0, alors [p*k], o < [p*k]g,. D apres la définition (6.24) des hy s j

il en résulte que, pour tout k£ € supp hns,j,

(630) 1<r?<a§< 1[50%]9]5_7’ > M*N/2(J'—1) > efcz2—CjN(N > 4j)

pour ¢ suffisamment petit et j suffisamment grand. D’ou (6.26) d’apres le
critére de presque-orthogonalité (lemme 4.5).

Si g0 | g5 et maxicoca—1 [¢*k]g, = maxicica—1 [@*Zk;]qio, on retombe
sur (6.30).

Si qg10 |(Z et maxieg<d—1 [(p*ék‘]qj < maXie<d—1 [(p*ek‘]qio, alors

1
*f *£
. a.: 2 o]
(6:31) 1<t 1 [ klg, + 1<t [ ke qj

d’ott, d’aprés (6.29) et la condition N > 47,

(6.32)  max [p* k] > 2M YN — MNP S N/ S N0
1<6<d—1 7

et on retombe sur (6.30).

On conclut que (6.25) a bien lieu.

Montrons de plus qu’il existe une constante C' telle que, pour N > 2°
et s > sg,

(6.33) IANAN s3]l 2~ 1,190 < C57 2| hn,sjll 2 (ow)-
Comme
||ANhN,S7jHL2(_%,%)p < ﬂ”hN,SJHLQ(Tp)

il suffit de prouver que, pour s suffisamment grand, s > s,
(6.34) IANBN sl p2(— 1,190 < 872 Ns 5]l L2 (1o

272

Nous utiliserons & nouveau le critére de presque-orthogonalité (lemme 4.5).
Pour s suffisamment grand, nous avons

3N >d—1, M VN >e 2N (5-1)10 5 ¢t

(6.35) avec €=s5 2et N > 25
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D’apres la définition (6 24) des hy s ; et la condition (**)- (6 20) portant
sur la définition des h on en déduit que, pour tout k € supp h N,s,j»

0 *0
max k > max k
1<0<d— 1[(‘0 ]q[cls*SJ 1<0<d— 1[(10 ]q(s_1>1o

1 ¢
> 5 (gg0) ™t > Ze " s MVYN(N > 29)

[\

pour s choisi suffisamment grand. Par suite, pour tout k € supp h Nys,js

*£ —cas 2N
(6.36)  Jpax 1[c,o Ic]quSJ > e .

D’ou (6.34) d’apres le critere de presque-orthogonalité (lemme 4.5).
On conclut que (6.33) a bien lieu.
De (6.25) et (6.33) découle que

637 HANth < Cmin(3_272_Cj)||hN7s7jHL2(Tp)

(N > max(2°,4%)).

7'7"1‘2(7%5%)1)

Comme Oy pr—an/ai S O nyaG-1) s d’apres la définition (6.25) des hy s ;

les supports des h N,s,j» bour s et j fixés, sont disjoints quand IV varie dans
les quadriadiques. Comme

1
2 2
sup |ANhN75’j’ < ( E |ANhN,s,j|L2(,%,%)p>
N>2° N>49 S .
R N>2° N>47
quadriadique qu;driyadizlue

il s’ensuit que

| sup lAnhw

N>2° N>47
quadrladlque

L2~} .4

1
2
<X IAnhneslia sy

N>2% N>47
quadriadique

< C'min(s™2, 27Cj)( Z ||hN,s,j||%2(1rP))

N>2% N>47
quadriadique

(6.38) < Cmin(s™2,279)| f|l 22ty

(NI
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e (6.38) résulte que
Z H sup |ANhN5,]‘

s>s0.5>21 N>2° N>4
quadriadique

12(~4, 4y

<c( Y min(s227)) | fllzacen

s§250,j21

(6.39) < el fllza ey

6.2. Contributions des termes gy s

Posons
(6.40) a = inf (|g0*mk|oo; mEN*JceZp,k;éO).

Pour ¢ = ¢40, posons p(q) = min(1/4q, &/4q). 1l est clair que, d’une
part, d’aprés (1.9) on a & > 0 et que, d’autre part, p(q) < min(1/2q, a/2q)
ol « est défini par (3.5).

Nous noterons 2, au lieu de €2, la densité de probabilité définie par (1.18),

Q au lieu de Qp(q sa transformée de Fourier, i.e.

P2
sin® wp(q)xy
6.41 Qq(x1,...,x :”7’
( ) q( 1 p) : p(q)ﬂ_gx%

P

(6.42) Qq(ml,...,xp)ﬂ<1|:”£|>.

3 p(q)
T, désigne la contraction positive de L?(T%) associée a p = p(q), définie
par (3.4) :
Tf—quf x4 qn))Qy(z + gqn)

nezr
Lk Sinlo* kY o
I o (A
kezp 4-q

(cf. lemme 3.2).

Etape 6.2.1. Estimation de I’écart quadratique entre les moyen-
nes Ay et (1/N) Zf[ 1.

Soit g € L?(TP) telle que, pour tout k € supp g,

(6.44) 1%13;( 1[90 Ky, < MY (g=qga0,N >2° 5> s, sfixd).
Dans [1] (cf. sections6 et 7), J. Bourgain donne (en dimension p = 1)

une estimation de ’écart, dans LQ(—%q7 %q), entre les moyennes Ayg et
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(1/N) Zf[ T;'g. Cette estimation permet de substituer la moyenne Ayg &
la moyenne (1/N) Zf[ T,'g ou vice-versa.

Il est d’autre part nécessaire de pouvoir passer d’une estimation de
Sup ’ANg ‘ dans LQ(—§q, 2q) a une estimation de sup, |ANg | dans

L2(—%, 5) le simple changement de la variable x par la variable gz suffit.

Dans le cas présent (dimension p quelconque) nous suivrons une dé-
marche similaire. Néanmoins, en dimension p > 2, le changement de va-
riable précité est inadapté : il sera remplacé par le changement de la va-
riable 2 par la variable ¢’z sur un domaine adéquat. C’est pourquoi nous
sommes amenés & donner une estimation, dans L?(ga + ¢ ?(—3q, 39)?))
avec a € ZP, de 'écart entre les moyennes Ayg et (1/N) Zf[ Tyg (le fait
que N parcourt les quadriadiques ne jouera pas de role). Ce sera 'objet de
cette premiére étape.

De (6.1) découle que
(6.45) @ =ba_1(n)e* "V 4o+ bi(n)p" +bo(n)Id (n=0) (%)
ou by(n) € Z et
|ba—1(n)] + |br(n)] + -+ |bo(n)| < A=+ (xx)

Comme les by(n) sont & valeurs Z, il en résulte, d’apres (6.44), que, pour
tout k € suppy,

[0 kg < [ba—1(n)] - [" VR + -+ [br(n)] - [ kg
(6.46) < Aln=d+ )T p =N

De (6.46) on en déduit, en choisissant M assez grand, les conséquences qui
suivent ((6.47) a (6.50)).
Pour 1 <n <N,

(6.47) [0k, < M~V

Comme (cf. (**)—(4.14) du lemme 4.2) pour s < InN/In2, ¢ = gg0 <
e(InN/W2)™ ot que p(q) = 1/4gmin(1, &), alors, pour 1 <n < Net N >

(6.48) [ K], < M~2N p(q).
Comme
0" (" VE) ) — (0"k)q
_ <,0* (<¢*(n71)k)q) - 90* ((p*(nfl)k) + (P*nk . <¢*nk>q’
alors, pour 1 <n < N et N > 25,
0" (" ™V k)) — (™ kY gl . < (19" lloe + DM ™I < M2V p(q).
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Par conséquent, pour 1 <n < N et N > 2%,

(6.49) (" (2" "R ) g = (9" k),
* *(n— 1
(6.50) [* (" V) g)lg < M2V p(q).
D’autre part, pour k, k' € ZP, k # k', on vérifie, sans difficultés, a partir

de la définition (6.40) de &, que, pour ¢ suffisamment grand (i.e. s > sg
avec 5o suffisamment grand),

* * « *M * a
(6.51) ’(@ "k)g — (o nk/)q‘Oo > 3’ ‘(‘P 'kYg — nk/’m > 9 (n21).
On aurait pu obtenir (6.51) pour k, k' € suppg et 1 < n < N, & partir
de la condition (6.47) : [{¢*"k), — (@*”k’)q|w >a—2M-iN > 1a et

’(g@*"k)q — go*"k’|oo >a—M-iN > 0.
D’apres (6.43) et (6.49) le développement en série de Fourier de T'g est
de la forme :

Trg= 3 Gk)ag e Men) (1)
kezpr

(6.52) g = ({05 }) 2 ({0 (0K ) }o)
QL™ (™ VYY) ().

Comme [{*({¢"""VE)g) }qloo = [¢" (9" Vk)g)]g, de (6.50) et de Tex-
pression (6.42) de €, résulte alors que

(1-M2Y)" Cagpn <1
et, par suite,
(6.53) 0<1—agpn<pnM~3V.

Fixons a € ZP. La comparaison des moyennes (1/N) 25:1 Tyg(z) et Avg(z + qa)
conduit a :

N
1 mn
HNT;T‘? 9(z) _ANg(x+qa)‘ L2(Q,)

N
- g 2im ({p* " k) g,)
NS prr N

L2(Qy)

N
1 N fown o an
+HN§ § g(k)(em”((“" k)q,xtqa) _ o2im(p k,x+qa>)‘
n=1kezp

L2(82)
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< max H Z /g\(k)(aq,k,n _ 1)821'7r<<<p*nk)q,z>

nSN I T L2(9,)
6.54 ‘ (k) (e2im e k) g ztqa) _ (2im (@ "k, +qa) ‘ .
020 JrInngaJ)\'( Z gtk e ¢ ) L2(Qy)

kezp

Comme p(q) < a/4q < &@/2, de 'expression (6.42) de ﬁq et des inégalités
(6.51) découle que, pour k # k',

O (™" k) g — (2K )g) =0 et Qu(9™k — (¢™K),) = 0.

Il en résulte alors que, pour les premiers termes de (6.54), compte tenu
de (6.53),

_1
L2(9,) <PNM™2%gll 2 ey

(6.55) || 3 50 (agn — e e
kezp

et que, pour les seconds termes de (6.54),

H Z§(k)(e2i”<(¢*'”k)q7w+qa> _ e2iw(xo*"k»:c+qa>)‘
kezr

L2(Qq)

= (X gl - 276 e ) 2 ()
kezr P

1
2

= ( Z ‘g\(k:)’QQ(l —cos((¢™k — (¢™"k)q, qa))
= % 0y (¢™k — (¢"R)g) ) )
< (D2 g 2(1 = cos (9™ = ("R}, aa) .
hewr 1=y (¢ — (¢R)) ) )
< (X 13021~ eos (™ — (™" k) 00)) ,
kez 1= (1= [ Ry (p(a) 7))

< (X 1) 2(Gplalele™ 42 + e Halo(@) ™))

keZr
(6.56) < CM "1V (lala +1)||g]l L2 e,

Nl

compte tenu de (6.48).
A partir de Pexpression (6.41) de Q, on note, sans difficultés, que

1
(6.57) —X(~1qtep S S (c indépendant de q).
q :
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De (6.55), (6.56) et (6.57) résulte que

1N

|l So g~ Ang|
q

Nl

L2(qa+(1/97)(—549,59)P)

N
1
= || = T'g(x) — A T+ a‘
HNZ: @907 = AN 4D oy papom

N
1 mn
<d|% D To(w) — Avgle + Ol

(6.58) < CM N (Jal2 + 1) [|g]l 21y

Etape 6.2.2 — Estimation des || sup |ANGN sl 22 (=1/2,1/2)» (1)-
N2,
quadriatique
D’apres leur définiton (6.23), les gy, s satisfont les conditions (6.44) im-
posées & g. Notons que [|gn s||z2(rr) < ||hs| p2(Try. Par suite, pour N > 27,
s> spetaeZP, M et sy étant choisis suffisamment grands,

N
1
_ TnNNS —ANNN.s
OB .

(6.59) < OM N (lala + 1) ||hs]| L2 (o)

Pour ¢ > 1, considérons le spectre ordonné A\;(€) < --- < A,(¢) de la
forme quadratique |p*“x|3 sur RP. (A1(€))71,..., (A, (£))~! sont alors les
valeurs propres de la forme quadratique [p~“z|3.

Compte tenu de (1.9) il existe des constantes p; et po > 1 telles que

(6.60) L < M(8) < < A(0) <

pour ¢ suffisamment grand. Posons

(6.61) ly=4[s"/In py |

ou c3 est la constante figurant dans ’énoncé du lemme 4.2, puis
2 < 3vP},

(6.62) D: = {z e R?; |p b aly < 3P+ 2u M)}

D, ={z € R, lo~bx

Pour ¢ = ¢,10 considérons les hypercubes de la forme
qa‘+ (_ %Q7 %q)pa a GZP7

rencontrant le domaine Dy.
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Nous poserons

P, = a € ZP;qa + (—1q, 2¢)P rencontre Dy}, NS:#]SS,
24953

Dy= |J qa+(-34.39)"

aGI’;S

puis

Désignons par dz (6D, dD?¥) la distance euclidienne entre les bords des do-

maines Dy et D*. A partir de la réduction de la forme quadratique |~ z|3

on vérifie que
" 1 1y
d2(0Ds, D7) = /P(Ai(ls)) * g *

Par suite

ds(6D4, D7) > Vot = vBe™™ > Vba (4= gow).
Il s’ensuit que 55 C D7 et donc
(6.63) pour a € Py, |af} < cul.

Désignons par Vol(Dy), Vol(Dy) et Vol(D?) les mesures de Lebesgue res-
pectives des domaines Dy, Dy et D¥. De la double inclusion Dy C Dy C D3
et du fait que

Vol(DF) = Vol(D,) (1 + 2u; *)?
résulte que
(6.64) Vol(D,) ~ Vol(Dy) (s — o0).
Notons que (—%, )7 C B(0, 1,/p) et % (B(0, 31/p)) = Ds. Par suite

I sup 1ANGN 2y 30
H sup |ANgNsSO x'HLQ( 1 1)p+c ||h ||L2Tp)

(6.65) <c| sup |[Angnsl]| 25 )(Vol(Ds))_5 + Cs7 2| hs | 12 (10
N>2s s

D’autre part,

~ ~ -1
H ]\?I;EJANQN,S‘Hiz(ﬁS) (VOI(DS))

g?” sup ‘ZT gN,s

Nzas IV L2((1/q7)T})
2 ~ -1
(6.66) +2N;s HN ZT s = AN, o (VolDa) ™
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De I'estimation (6.59) de ’écart quadratique entre les moyennes Axgn,s €t
(1/N)T;gn,s sur chacun des hypercubes ga + (,%% %q)p découle que

Z HNZT gn.s — ANGN s

N2>2s

2(53)(V01(D5>)’

Z Z HNZT gN,s — ANgNs

N22 aep,

Y Z MEN (|aly + 1) 1512 e

N2>2¢ acP,

<eM™ /2Ngs [ hs HLZ('ﬂ‘P)

L2(qa+(—%9,39)7)

(6.67) < Cs | hall3a e

Reportons I'estimation (6.67) dans (6.66), puis (6.66) dans (6.65). Il en
résulte que

(6.68) | sup |Angis|

su
N>2s LQ(—%%)P H 5 N’Z s

N>28 L2((1/¢P)TY)

+ cs™2 HhSHLZ('Jl‘p).
De l'inégalité maximale concernant les contractions Ty (cf. section 3) et
de l'inégalité maximale (5.25) (cf. section 5, lemme 5.2) appliquée aux
endomorphismes 1y = ©*¢, 1 < £ < d—1 et & la suite g; =M aveca = %,
résulte que

B

N>2s

< cH T” sup s ‘
L2((1/qP)T?) N>2S Z 95.): L2((1/qP)T?)
< C||thL2(’J1‘P)~

Cette derniére estimation, reportée dans (6.68), parait insuffisante pour
estimer, en sommant sur s, la somme des H SUP N >2s

ANgN,s| ||L2(_%7%)p'
Dans I’étape suivante nous chercherons a améliorer cette estimation tout
en imposant a N de parcourir les quadriadiques.
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Etape 6.2.3 — Estimation des || sup |ANGN sl 22 (=1/2,1/2)» (2)-
N<2°,
quadriatique

En se limitant & N quadriadique dans I'étape précédente 6.2.2, on peut
remplacer I'inégalité (6.68) par

N
~ 1 ~
sup |ANGN,s| < sup —‘ TGN s
N2 L2(-1.3) Nsa N 21: a L2((1/q7)T%)
quadriadique quadriadique
—2
(6.69) + 57| hs || L2 (re)-

Introduisons les moyennes

N s
(6.70) % Z T (é Z T;”ﬁzv,s) (g = gs10)
1 1

ou 5§ = s™ est une puissance entiére de s. Il est clair que

| s *\Z o
N>25
quadriadique

(6.71)

L2((1/q7)Tg)

5
S 53 sl L2 (re).-

+c
L2((1/q)Th)  2°

T 1<

n m o~

;ZI;LN\ > (5 0T |
=z 1 1

quadriadique

Nous nous proposons de prouver que, pour § = s™°, ng étant un exposant
spécifié plus loin,

6.72) | ’ T”( > 1) || < o572l L2 (o).
( oo N Z 990 )l pacrpgrngy S 7 Whellazcmn
quadriadique

SOUS-LEMME 1. — Posons
1< o
(6.73) H, = 3 ;Tths o 5=s" avec ng=[10cs+4].

Alors
(6.74) ’|Hs||L2(%TP) < C872Hhs||L2(TP)(S > 80)-

Démonstration. — Rappelons que, pour chaque k € supp}AzS, d’apres la
condition (*)—(6.20)—(6.21) portant sur la définition des hs on a
1
_93°%
. = > .
(6.75) (x| [p*kly < M™% (¢ = g0, 5 > s0)

Soit g € L%(TP) telle que, pour tout k € supp g, la condition 6.75 ait lieu.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



LE THEOREME DE RIESZ-RAIKOV-BOURGAIN 105

En suivant une démarche similaire a celle exposée dans I’étape 6.2.1, on
obtiendra (M étant choisi suffisamment grand) :

1
pour 1< m < 22°,

*0 732%3
(6.76) | Jnax [Tkl < M7
puis

16is

[k, < M~22% p(q),
(6.77) <90*(<P*(m71)k>q)q = (Sﬁ*mk>qa
1

[ (™ VR)], < M7327p(q).

La comparaison des moyennes (1/L) ZlL T;"g et Apg conduira, pour L < 2557
a€ZP, s> sg,a

1 L
FRBERET]
1

(6.78) <OM—i2(

L2(qa+(1/q?)(—3q,539)P)

alz + 1)[lgll L2 (re)

Soit § = s™ une puissance de s. Pour s > sg avec s choisi suffisam-
ment grand, alors 5 < 225, De (6.78) résulte que, en remplagant g par hs,
pour a € ZP et s > sq,

HHS HLQ((l/q")Tf}) < HAghs HLQ(anl/tI”)(*%qy%fI)”)
(6.79) + MY (laly + 1) el 2o

Introduisons les domaines

D, = {JL‘ € RP; |<p*esa: 9} < %},

(6.80) D, = {z R |pbaly} < %(172/11—%&)}
ou, rappelons-le, ¢, est défini par

(6.81) 0y = 451 /In .

Posons

Pl={aeziqa+ (~ 403"} S D}, Ni=#P,
puis

(6.82) D, = U ga+ (- 1q,49)".
aeﬁ'
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A partir de la réduction de la forme quadratique lo~%x|3, on vérifie que

la distance dq (6D, 6D,,,) entre les bords des domaines D/, et D/ satisfait
dy (6D}, 0D5,) > /pq. Il en résulte que D, C Dy.

Comme D!, C D!, on note que, pour a € P},
(6.83) al? < .

Enfin, & partir de la double inclusion D', C D, C D/, et du fait que

Vol(DL,) = Vol(D})(1 — 241, *)?
résulte que
(6.84) Vol(D) ~ Vol(D.) (s — 00).

Notons que B(0, %) C (—%, %)p et s (B(O, %)) = D,.
D’apres (6.79), il en résulte que

~ 18 2
HHSHi?((l/qp)’ﬂ‘g) < 2(N‘;)71q7p Z Hszl:hs(@m)’

L2(qa+(—%q,39))

a€P]
+ s slIT, (e
=2 lih( ") . (Vol(D)) ™" + es™||hs3
I A Y A A 0 elramm)

<C

o T cs™ sl oy

1 e NI 2 _
<O 23 nem|| ., 1, eI + s ol .
2
Choisissons
(6.85) 5=s" avec ng = [10c3 + 4].

Cherchons a appliquer le critére de presque-orthogonalité (lemme 4.5)

aux moyennes (1/5) 325 hs(¢™) (s > s9) avec N = 5. Pour s > sg, avec s
suffisamment grand, il est clair que

2635 > d — 1, (s — 1)10 > et s19% 4 1In2 < coes

avec ¢ = s~ 2. D’autre part, pour toute fréquence k € suppﬁs7 la condition
(**)—(6.21) portant sur la définition des hy implique
*£ *4
(dnax "M, > amax [0 Ky 0
1 _0es

1
> 5(%10)71 > 5678

> 675255
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Du critere de presque-orthogonalité résulte que

L2(—1,1)p < S_2||hSHL2(T”)'
272

Comme

. < Bllhsllzzerey (s = s0)

(-4

1< .
B

1

on en déduit que
1< "
|23 natem)]

57

En reportant cette derniére estimation dans (6.84) on en déduit (6.74).
Le sous-lemme 1 est donc prouvé. O

< Csf2||hs||L2(Tp) (S 2 So).

~X
L2(~ 4.3

Remarque 6.2. — La démonstration du lemme 1 s’appuie uniquement
sur le fait que toute fréquence k € supp h, satisfait les conditions (*) et (**)
de (6.20)—(6.21). Par suite, si 'on remplace les h; par des gs, gs € L*(TP),
telles que suppgs C supp A (en particulier si [gs| < |ﬁé|), (6.74) a égale-
ment lieu, i.e.

1 5
(6.86) H§ Z;T;"gs‘

<ol > s0).
L2((1/qP)Tg) s |lg ||L2(1rp)(s S0)

SOUS-LEMME 2. — Il existe une constante C1 ne dépendant que de @
telle que, pour tout s > sq (avec sg suffisamment grand) et tout k € supphs,
C§
6.87 ma oM ~ ma L.,
(6.87) oJnax (™™ k)o)lg ~ | max 0"l

avecm < 5 et s> sg.
Démonstration. — Rappelons que (cf. (6.45))
@™ = ba_1 (M) o 4 by (m)p* + bo(m)Id
ou bs(m) € Z et
|bs(m)| + -+ + [bs(0)] < AlP=dEDT,
D’apres la définition (6.20)—(6.21) des h,, pour chaque k € supp hs,

1
1&2?-1 [w*ek]q <M™ (g = gq0,> 50).

Par suite, compte tenu de (6.45), pour m < 235,

39%s

(6.88) [¢*™k], < M~ 12

s10e3

(%) et Alp™H, < e <g (*%)
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(M étant choisi suffisamment grand). Partons de la relation
L)0>wnk,_’_ defltp*(m_l)k’ 4. +a1<p*(m—d+1)k + aOSD*(m_d)k = 0.

Compte tenu que les agq, ..., a1, ap sont a valeurs Z, de (**)—(6.88) résulte
alors que

(Sﬁ*mk>q + ad—l(QO*(mil)k)q +oeet al(SD*(midJrl)k)q + a0(¢*(m7d)k)q =0

N|=

(6.89) d<m<2

S).

8

[N

(

On en déduit que, pour m < 2

(6.90)  (p""kYg = ba1(m){@" Tk + -+ bi(m){@ k) + bo(m)k.
D’autre part, comme

L ™EYg) — ("),
= 0™ ("™ k)q) — ™ (™) + " E — ("),

alors, compte tenu de (*¥)-(6.88), pour £ +m < 22,
P (9" E)q) — (" o < lellsclo™ kg + [ ™Rl

1 10¢ 1
< (lellb + 1M1

-

19%s
<M72%% < e~ < —
2 2q

(M étant choisi suffisamment grand). Par suite, pour £ + m < 255,

(6.91) (0" EY = (™ (" K)o

_ 1
Pour s > sg, avec s suffisamment grand, nous avons d — 1 + 5 < 22°.
Considérons, pour m fixé, m < 3, le systeme linéaire

(P* m+£)k _ (w* m+£)k)q — bd—l(m _"_E) (‘P* d_l)]{i _ (‘p*(d_l)k)q)
+ebi(m A+ 0 (7k — {97k)g)

ot £=0,1,...,d—1.
Comme les @*(mH+d=1) " px(
d’apres (*)—(6.45), la matrice

mH+1) | p*™ sont linéairement indépendants,

bdfl(m) N bo(m)
A bd_l(T.TL—l—l) bo(m+ 1)
bd_l(m+d71) bo(m‘i’d*l)

est inversible.
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Les bj(m + ) sont & valeurs Z. Par suite |det(A)| > 1. Du fait que
maxy j<d—1|b;(m + £)| < ¢™ résulte que

*(0+m) q:n *£
(6.92) ohex [ Mo~ | Jnax | (K],

(C suffisamment grand) pour m < 22° — (d — 1) et donc pour m < 5.

En effet il est clair, d’une part, que

max M < O™ max e
Oggd_llw Jq < 1<Kd_llsﬁ la

et, d’autre part (d’apres les formules de Cramer), que

max < O™ max #(brm)p
1<Kd_l[w lg < Ogegd_l[w la

Comme

e (" k) g) = ™ (9" k) g — "™ k) + " T,

alors

*£ *m d—1 *(0+m)
m < m
Ogg_l[so (™™ k)l < (lollo +1)0<€g§_1[¢ Kl g

*(0+m) < d—1 £y *m
odnax [l < (lellse™ +1) amax [™ ({™"k)g)lo-

Par suite

*(04+m) C{:g *0 *m
(6.93) onax [y Ko~ dax [ (™" )q)la-

De (6.92) et (6.93) résulte alors que

C§

x4 *m 1 *f 3
. ~ < 3).
(6.94) odnax [ (™ k)gllg ~ | max [p7H, (m<5)
Le sous-lemme 2 est donc prouvé. O
SOUS-LEMME 3. — Pour m < 5, N > 2%,
TG, = > Tmhg(y)e? o)

yeq 'zP
maxogega—1 [9™]q<Cy * MY

(6.95) + T;”gN’S,m
ol
9dN,s,m S Lz(Tp)a |§N,s,m| g |hs|a SUPPEJ\N,s,m - 0—57M*N \Js,szgM*J\“

les o pr-—n \GS,C;%M_N étant disjoints, pour s fixé, quand N parcourt les
quadriadiques.
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Démonstration. — Remarquons d’abord que, d’apres (6.43) et (6.77), le
développement en série de Fourier de T;"h est de la forme :

Trhy = 3 hy(b)alk, qm)e2 0 ")
kezp
ou les a(k, ¢, m) sont donnés par (**)—(6.52). Il est alors clair que
supp Ty hs {p k) q; k € ZP}, Trmh (" "kYq) = /ﬁs(k‘)a(kj, q,m).
Partons de la définition (6.23) des gy s :
Gns= Y. hy(k)er ko),
k€o, p—N
D’apres (6.87) (cf. sous-lemme 2), pour m < 8,
SuppﬁS N Os,Cr25 M-N

. N %l *m —sar—N
C {k € supp hs,ogl?gaé(_l [ (™™ k)g)]g < O "M}

- suppﬁS NogM-N-

Par suite
(6.96) INs = 3 Ba()e2imtb) 4 gu
kezP i
maxo<e<a—1 [p™ (™" k) o)lg <Oy TM N
ou
(6.97) |/9\N,s,m| < |h§| et SUPPEN,s,m C Tani-N \US,C;2§M7N.

Par conséquent

Ty, = S T e
kezZP -
maxoge<a—1 [ (0" k) g)g<CT M

+ anlgN,s,m
= Y Ttha(n)e® ™ £ T g s m

veq tzZP
maxogo<a—1 [¢*]q<Cy MY
Enfin observons que la condition N > 2° implique M~ < C %5 pour M
assez grand, et donc o, pr-—2v C 0,02 p—N- Les o5 p-~ \0-5701_2§M_N7
s étant fixé, sont donc disjoints quand N parcourt les dyadiques et donc,
a fortiori, quand N parcourt les quadriadiques.
Le sous-lemme 3 est donc prouvé. O
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Passons & la démonstration de l'inégalité (6.72) :

|

De 6.95 (cf. sous-lemme 3) on en déduit que

n m
sup N\ZT ( > T gws)
quddrlddlque

CS_2||]“LS ||L2(’]I‘p).

N

L2((1/q")T7)

(698) i;TqmgN,S Z H 21#79: + - ZT gN,s,m-
veq~'zZ?

maxogecd—1 [ Vg <Cy MY

Nous avons donc

XS

N>2°
quadriadique
(6.99) < sup ZT”(sup ‘ Z H 2i7f<%w))
N>2° =1 ez
quadriadique maxogecd— 1[@ A/]q<C Spp—d

s 2 %

(6.100) O3S T”( > T gvem)| )
N>2° 1

quadriadique

Le terme figurant dans (6.99), resp. (6.100) sera également noté (6.99),
resp. (6.100). II s’agit maintenant d’estimer dans L*((1/¢?)T?) (6.99) et
(6.100).

Pour v € ¢~ 'ZP, v = k/q, la condition [p**y], < C;7°M~J est iden-
tique & la condition [¢*k]; < qCT°M~7. Notons que H, € L*(T%) et
donc H(q.) € L*(T?). L’application de I'inégalité maximale (5.25), avec
Y= 1<l<d—1,¢;=qC; M~ et a= 3 conduit a

‘LQ

| sw| 3 e

i>1
Jz ~e

G lzp ((1/q?)T?) < HHSHLZ((l/qP)TE)'

maxogegd—1 ¢ A <Cy M7

De l'inégalité maximale 3.6 et du sous-lemme 1 résulte que

(6.101) H(6'99)HL2((1/qP)']I‘g) < CHHSHL?((l/qP)’JI‘p) < es™? sl 2cor).-
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Reste & estimer la norme L*((1/¢?)T?) de (6.100). Il est clair que

(6.102)  [[(6.100)]] .2 (1 goyer)

( HNZTn( ZT gNsm)‘

N>2°
quadriadique

Nl

L2<1/qmrp>)

Comme supp gn,s,m C suppﬁs7 d’apres la remarque (6.2),

(6.103) H Z ngN’S,m’

—2
L2(1/qr?) Ses |\9N,s,mHL2((1/qp)Tg)~

Notons (cf. sous-lemme 3) que, pour s fixé, les supp gn,s,m sont disjoints
quand N parcourt les quadriadiques.
De (6.102) et (6.103) résulte que

(6.104) \](6.100)”L2((1/qp)w) < es7?||hsllp2(re)-

e (6.101) et (6.104) résulte que
ZT"( ZT’“gNS) |

< 0572”}13”‘[/2(’]1‘1)).

(6.105)

sup
N>2°
quadriadique

L2((1/qP)Tg)

Les étapes 6.2.1 et 6.2.2 conduisent en définitive a

(6.106) 2| s 2 vy

o |2

quadrladlque

L2((1/qP)T8)

Terminons la démonstration du théoreme 1.1, i.e. de I'inégalité maxi-
male (1.11). Revenons sur les décompositions (6.23)—(6.24) des gn s et
(6.12) des fn avec N quadriadique :

gN,s = gN,s + Z hN,s,j (N 2 257 2 50)7
1<j<InvN/1n2

fN = Z gN,s-

s0<s<InN/In2

Les estimations des contributions maximales (6.39) et (6.106) des hns,;
et gn,s conduisent a

sup |ANfN < cf| fllze (-
N>2°

quadriadique

(6.107) ‘

1 1
—33)7
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On conclut (cf. début de la section 6) que
(6'108) H Sl]i-/p‘ANf‘HLz(_%é)p < CHfHLZ('JTP)'

La démonstration du théoreme 1.1 dans le cas d’un endomorphisme entier
algébrique est donc achevée. O

7. Cas général

Dans cette derniere section nous supposons que le polynéme minimal
P=ayX%+ - +a X +ay, PeZ[X], P#O0,

(les ag,ag—1,-..,ao étants premiers entre eux) pour lequel P(p) = 0 n’est
pas unitaire, i.e. |ag| > 1. Les hypotheses (1.5) et (1.12) sont maintenues.
Dans cette derniére section nous suivons la méme démarche que celle
de [1] (cf. 10, The general case).
Dans le cas présent I'estimation des [¢**k],, 1 < £ < d—1, ne suffit pas &
controler les [<,0*£k]q7 1 < ¢ < L. Le lemme suivant permettra de contourner
cette difficulté. Par la suite, nous adapterons les arguments de la section 6.

LEMME 7.1. — Soient q > 1 entier et (jur)o<e<r une suite d’éléments de
g 1ZP telle que po, ..., [g—1 € ZP et

(7.1) agperd + -+ arper1r +aope =0  pour £ < T —d.
Alors pp € ZP pour £ <T — dlngq.

Démonstration. — 1l est clair qu’il suffit de prouver le lemme 7.1 dans
lecasoup=1et q=>2.

Pour r facteur premier de ¢, désignons par v, () Uexposant de r dans la
décomposition en facteurs premiers de u, (on convient que v, (ug) = 400
si pe = 0). Nous devons prouver que, pour tout facteur premier r de g et
tout £ < T —dlngq, v, (ue) > 0.

Notons que l'on a nécessairement v, (p) > |Inagl, 0 <€ < T.

Supposons que, pour un entier k, 1 < k < Ing q,

(7.2) Zgrgl’l—ndk vy (,ug) = ZgTIElc%Bc—l) l/r(,ug) < 0.

Il existe donc un ¢y, d < by < T — dk, tel que
(7.3) min v, (pe) > vr(pe,) =  min - v (pe) < 0.

<y e<T—d(k—1)
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Comme agpee, + ag—1fte—1 + -+ + aofteo—a = 0, r divise alors nécessaire-
ment ay. Par suite, comme
Adfboo+1 + Qd—1fbey + -+ aopig+1-d = 0,

r divise nécessairement ag_1.

De proche en proche on conclut que r divise les aq, . . ., a1, ag. Les aq, ..., a1, ag
étant premiers entre eux (7.2) ne peut avoir lieu.

Reste a envisager le cas ou, pour tout k, 1 < k < Inygq,

(7.4) in ve(pue) > min  vp(pe) + 1.

m
¢<T—dk e<T—d(k—1)
En itérant (7.4) on obtient

i > mi Ins q| > 0.
e vr(ie) 2 grg;wr(ue) + [Inaq) >

La démonstration du lemme 7.1 est donc achevée. O

Le lemme 7.1 implique le

LEMME 7.2. — Soient ¢’ et ¢ entiers tels que ¢'|q"” . Soit (Ar)oge<r
une suite d’éléments de RP telle que
(7.5) agAe+d + -+ a1der1 Faghe =0 pour £ < T —d,
(7.6) Nelgr < (¢")'A™Y pour ¢<T
et
(7.7) ¢ M\ygr €ZP  pour £=0,1,...,d—1.
Alors
(7.8) Ay =[Ny pour ¢ <T —dlny q”.

Démonstration. — De (7.5) et (7.6) découle que
(7.9)  aa{Nera)g + -+ ar{hg1) g + ao{Me)gr =0 pour £ < T —d.

Appliquant le lemme 7.1 & la suite pp = ¢/(A\e)q7, avec ¢ = ¢" /¢, on obtient

(7.10) (Adgr € (¢)71ZF pour £ < T —dlna(q"/q)
et donc
(7.11) M)y =(Ne)gr  pour £ <T —dlnyg”,
d’ou (7.8).
La démonstration du lemme 7.1 est donc achevée. |
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Partons d’une f € L?(TP). La définition (6.4) de fN est remplacée par

(712) =Y Fkyermtea
ke[Z”
Kr;lg)\cﬁ[so Klay <VN

ot §N = qan N/ m2)r0 (N quadriadique).
Pour sg entier suffisamment grand la condition N > 2% implique

(InN/In2)1% > cie™, 3N > VN et M~VN > g=e2eN

(7.13) avec e=(InN)™2
Du critere de presque-orthogonalité (lemme 4.5) résulte que, pour N > 20,

(7.14) AN = )l o nye < IN) T2l L2 rny

et, par suite,

(7.15) < O fllzzce)-

sup |An
Wl 2~}

quadriadique

Il nous reste a démontrer que

(7.16)

< C|fllz2(rey-

(4,47

quadriadique

La définition (6.10) des o, est remplacée par

(7.17) Oser = {k € 7P, [go*zk]qsm <epour 1 <L T}
et la définition (6.11) des fn,s par
(718) fN,s _ Z f 217\' k,x)

kea M—VN VN

Introduisons, pour N > 2% N quadriadique, la décomposition

(7.19) fn= > gns

s50<s<In N/ 1n 2
ou
(720) 9N,so = fN,So et gN,s = fN,s - fN,s—l pour s > Sg.
La définition (6.20)—(6.21) des hs est remplacée par
—~ . ) o
Bay (k) _{ f(k) st max,pcoe0rz [ Zk’]qs(l)o < M,
S0 =

0 sinon,

(7.21)
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et, pour s > sp,

—~ 1,

N f(k) 51 maX1<E<2%s [(p*ek]qsm <M (*)7

hs(k) = et maxicoca—1 [0 klg, 0 > 3(@s0)7" (F5),
0 sinon.

(7.22)

Partons d’une fréquence k € O M-VE /R k € supp f, avec les conditions
N > 2% et s > sg. De deux choses 1'une :

(1) maxigjca—1 [¢*Klq, 0 = 5(gs0) 7

(i) maxigica—1 [ Klq, 0 < 5(gs0) 7"
Dans le cas (i), nous avons

1 10¢ 1,
max_[p"K]g . >ce ™ U > M7 > M—VN
1<e<VN (=) 2

(so suffisamment grand) et, par suite, k ¢ o, \/ v& /5
Dans le cas (ii), nous avons nécessairement, pour 0 < £ < d — 1,

(7:23) (" K)o = (0" Fa_1yior Bee drs1y1o{e™k)q 10 € ZP-
Posons alors

(7.24) Ne=¢"k ¢"=50 ¢=(-1"Y T=+VN.
Pour / < VN et N > 2% nous avons

731003

[0 g0 < MTYN < en N/ B0 471 € o0 AT < (gu0) T AT

(so suffisamment grand). Les hypotheses (7.5), (7.6) et (7.7) du lemme 7.2
sont alors satisfaites. Il s’ensuit que, pour ¢ < VN — dIns g0,

(7.25) (" F)g00 = (0" B)a,_1y10-
Comme

1
VN — dlng ggo > VN — dIng(Iny N)10 > 5\/N

(N > 2%, s > s, avec sg suffisamment grand), de (7.25) résulte que

1 . . -
(7.26) pour £ < 5\/N, [ ek]11<s_1>10 =[p ék]qsm <MYV,
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De la définition (7.20) des gn s et des considérations précédentes découle
que, pour s > Sg,

gN,s = Z J?(k)eziﬂkw>
k€q R\ 1 m-VE R
(7.27) =gh.= > hy(k)emthe)
k€o \i—vRw
(7.28) + 9n.s
ou

=
et supp 9"y s C 0,1 p—vF LYW \ Os1 M —VE VN

(7.29) |97 n.s| <

Cherchons a appliquer le criteére de presque-orthogonalité (lemme 4.5)
aux moyennes A Ng?(,)s, s > sg. Il est clair que, pour s > sg avec s suffisam-
ment grand,

(s =110 >cie7, 6”3 N > VN et M~VN 5 gmcaeN

avec € = s~2 et N > 2°. Pour toute fréquence k € supp g "N .s» 1l en résulte
que

-2
*n —ca2s” °N
max [ kj]qLC s > © .
n<caed N 1

Le critere de presque-orthogonalité implique donc

(TP) (N = 25,8 > So).

[ANGN sllL2(—1,1)p <8

Comme
IANGN sllL2(— 1,100 < Bllgn,sllzzrny (s = s0)
alors
||ANg§</',s||L2(—§,§)P < cSs (T?) (N 2 QS,S 2 50).

Notons que, d’apres (7.29), pour s fixé, s > sg, les g ~,s ont des supports
disjoints quand N parcourt les quadriadiques. Par suite, comme

1

sup ’ANgK/' ( Z ‘ANg |L2 l)p)§7

N>2° N>2°
quadriadique quadriadique
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alors

"
sup | Angi |
N>2°
quadriadique

1
(7.30) < Z ( Z HANg%,s‘Ez(,%,%)p)z < CHf||L2(Tp)'

5280 N2>2°
quadriadique

L2(—L1 1yp
SZS ( 2»2)

Il nous reste donc a estimer la contribution des termes gy ,. Introduisons
la décomposition suivante, analogue a (6.20)—(6.21), des gl , :

(731) g?\/',s = ZiN,s = Z /Es(k)€2iw<k7x>
keqg \—N,N
“l‘hN,s,l = Z Es(k)e%”““’“”)

ke‘?,M*N/%N/z\‘Ts,M—N,N

+hN,s,j = Z Es(k)e%w(k,m)

ke \

o ; N\o o
s,M~N/2J N/2j sO,M*N/Q(J IN/2(i-1)

(732)  + Py (nyN)/m2 = Z h(k)e2im ko)

k€ - VR N \% m—2VN 2yN

(N quadriadique).

7.1. Contribution des termes hy s ;

On suit et adapte la méme démarche que dans la sous-section 6.1.
11 existe des constantes ¢ et C' (ne dépendant que de ¢) telles que

(7.33) |Anhn,s. |‘L2(_%7%)p < C27Y| A 5 L2 (o)

pour N > 47 et s > sg.

Pour démontrer (7.33), on utilise & nouveau le critére de presque-ortho-
gonalité (lemme 4.5). Notons d’abord qu’en choisissant ¢ suffisamment pe-
tit, pour j suffisamment grand, nous avons
(7.34) c2e®3 N > N/2U™Y  avec e=2"% et N> 4/

(condition qui remplace 6.27).

Ensuite on rééerit (6.28) jusqu’a (6.32) ot 'on remplace
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¢ Y
* maxige<d—1 [¢* k]q,- par mMax; /< N/26-1) [¢* k]«ij et
¢ ¢
* Mmaxiegd—1 [90* k]qslo par maXngéN/z(J'*l) [90* k]qslo'
De méme il existe une constante C' telle que

(7.35) [AnhN sl 1,10 < O™ |hn s

| L2(Tr)

pour N > 2% et s > sq.
La démonstration de (7.35) est identique & celle de 6.33.
De (7.33) et (7.35) découle que

|Anhy < Cmin(s™2,279)||hy s 5| 2(re)

7s,j||L2(—%7%)p
(N > max(2%,47)). On note, sans difficultés, que les supports des /HN7s,j
sont disjoints, pour s et j fixés, quand N parcourt les quadriadiques.

On conclut, comme dans la sous-section 6.1, que

(7.36) 3 H sup | Anh q ]

s2s0,j>1  N>2°47
quadriadique

<C »)-
HL2(_%,%),, Hf||L2(T )

7.2. Contribution des termes gy

Etape 7.2.1. — T, désigne toujours la contraction positive de L?(T?)
présentée dans le début de la sous-section 6,2.
De la définition méme (7.31) des gn,s découle que

(7.37)  pour tout k € supp?N,s,  max [¢*"K], < M~ (g = gq0).

Pour g = gn s la condition

7.38 tout k € 7, k., < MV,

(7.38) pour tou suppg,  max, (0™ k],

sur laquelle s’appuie la preuve de (6.58) est donc réalisée. L’écart entre les
moyennes Axgn s et (1/N) Ziv T;"gn s satisfait alors a I'estimation (6.59)
du début de I’étape 6.2.2. Comme dans I’étape 6.2.2, on aboutit a I'inégalité

N
1
sup |Ang, gCH su —’ T'IN.s
H N}IQ)S | NgN,s| L2(—1 Ly N>IQ)> N 21: a 9N, L2((1/qP)T%)
(7.39) s bl oy 4y
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Etape 7.2.2. — Comme dans D'étape 6.2.3 de la sous-section 6.2, on
recherche une bonne estimation de

sup N‘Z 7 9N s

N>2° L2((1/qP)TY)
quadriadique
a I'aide de I'inégalité
s | S 1|
’ N>2° Z L2((1/q7)Tq)
quadriadique
< ‘ sup ) Tn( Tm )
nzoe NV Z Z L2((1/q7)T5)
quadriadique
S
(7.40) + O o hsll 2 re)

ol 5§ = s™ est une puissance entiere de s qui sera spécifiée plus loin.
Comme dans 'étape 6.2.3 de la sous-section 6.2, introduisons

5

1 ~ )
Hs = § ZT(T}% = Z Hs(7)821w<7’x>.

1 yEQTZ

De la définition méme (7.21)—(7.22) des hs découle que, pour toute fré-
quence k € supp hg,

1

max [0 k]q .0 < M~2*" pours>sy (%),

1€<22°
1 _
(7.41) 1<I£1<a§( 1[50 ](1(571)10 > 5((]310) b pour s >s9  (*%).

Sous les conditions (7.41), la méme démonstration que celle du sous-
lemme 1 (cf. étape 6.2.3 de la sous-section 6.2) conduit au

SOUS-LEMME 4. — Posons
1< .
(7.42) Hy =~ leT;"hs oll §=s" avec ng = [10cs + 4].
Alors
(7.43) HH5HL2((1/qP)1r§) < es 3| hsllp2rey (s = 50).

La remarque qui suit est identique a la remarque 6.2.
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Remarque 7.3. — Pour des g5 € L%(TP) telles que suppgs C suppﬁs
(en particulier si |gs| <|hs|) (7.43) a également lieu, i.e.

1
(7.44) H Z :Tgngs‘
1

Le sous-lemme suivant remplace le sous-lemme 2 (cf. étape 6.2.3 de la
sous-section 6.2).

< es7?|gs > s0).
L2((1/q”)TF) es lgsllzzan (s > 50)

SOUS-LEMME 5. — Pour sq suffisamment grand, s > Sg, k € supp hs,
m<35N>=25+d-1,

*f < N *L *m
I}?Kf[w Kl <M 1?3\3[([80 () PP

) 4 *m < N *£ .

(7.45) max [p* (9" k)g)]g < M max [o" K],
Démonstration. — D’apres la définition (7.21)—(7.22) des hs,

(7.46) pour k € supp hget £ < 22°, [¢*k], < M—27".

Comme

({2 RYg) = (" TTRY,
— *E(( *mk> - *mk) + *(l+m)k7< *(Zer)k)
P P g ¥ 2 14 q
il en résulte que

o™ (0 R g) — (0™ TR |, < lelliclo™™ Ry + L™ TR,

L 1 1
< (||s0||€o + 1)M722 < §exp(fsloc3) < %

pour £ 4+ m < 22° (M étant choisi suffisamment grand). Par suite

(7.47) (@MY = (" (0" K)g))q  DOUT £+ m < 237,
Compte tenu que ¢ = oo < e** (cf. (**)~(4.14) la condition (7.46)
assure que
1
(7.48) Alp*K], < p pour £ < 23°

(M étant choisi suffisamment grand). La relation
aa ™™k 4+ ag_19" M VE 4 4 ag T 4gppr =D =0
avec d <m < Q%S, implique alors la méme relation sur les ((p*mk)q :

ad(‘P*mk)q+ad*£<§"*(m_1)k>q+' ) '+a1(90*(m_d+1)k)q+a0(§0*(m_d)k>q =0,
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Il s’ensuit que
aa(9™ (™" k)q) — (" T k),)
+aa1 (¢ (9" VR)) — (9T IR))
+ooan (@ (9 R — (9 DR),) = 0
(7.49) (d<0+m<27%).
De (7.49) résulte (au moyen d’une récurrence sur m) que
0" (G (R ) — ("R )
= ba—1(m) (¢ ({¢" " VE)) — (0" H VR,
ok b1< (¢ *f<<ea*k>q> — (" Vh),)
- bo(m) (¢ k — (9*k)q)
(é +m < 2%5)
ol les by(m) sont a valeurs Z.
Considérons, pour £ et m fixés, f + m+d—1< 2%5, le systeme linéaire
ag™ I (G (" R — (" I R,) =
ba—1(m + ) (¢ (¢ k)g) — (0" F7VE),)
o bim e+ ) (9 (0 RYg) = (0" FVR) )
+o o bo(m o+ ) (0" = (9*°k)q)

(7.50) oun j=0,1,...,d—1.
Comme les p*(m+d=1) " px(m+1) *m sont linéairement indépendants la
matrice
bd_l(m) e bo (m)
bd_l(m+ 1) bo(’/ﬂ‘i’l)
A= : :
bdfl(m‘i_d_l) bo(m+d—1)

est inversible. Comme les b;(m + j) sont & valeurs Z, |det(A)| > 1.
Compte tenu que maxy j<q—1|bj(m + j)| < ¢™, de (7.50) résulte alors
qu’il existe une constante Cy telle que, pour £ +m +d—1 < 2%5,

*£ *(m+j) %ﬂ *£ *J
(7.51) N G (e Ry ~ | max [p" (" k)q)ls-

Dans la suite nous n’utiliserons (7.51) que dans le sens

*Z *j *Z *(m+j)
odnax [e" (0P R)gly < O max [ ({e™ " R)g g
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Choisissons sg suffisamment grand de telle sorte que, pour s > sg, l'on ait
(7.52) 25+d—1<25%(s > s9).
De (7.51) et de la relation
P (™ IR) ) = o™ (" RYg — 9T (0 RYg)) + " ({0 k) )
résulte que, pour m < 5,

*l m L *l *m
(753)  max[™h]y < CF (lells +1),_max [0 (™" ko)l

De la relation
np*gk‘ — (p*(é—m) (@*mk‘ _ (<P*mk)q) + (p*(é—m)(<¢*mk>q) (f > m)
résulte que
EY) N—-m *(0—m) *m
(754)  max ey < (leld™ + 1) max [ (0™ kg o
Par suite, pour M choisi suffisamment grand,

*£ N *0 *m
(7.55) rer%[so kg <M rgg[w (e ™ E)g)lq

avec m < 5et N > 54 d— 1. D’autre part, comme
w*é(<¢*mk>q) — ‘P*[«‘P*mk)q _ (p*mk,) + (p*(e+m)k,
il s’ensuit que

</ *m N *£
max o (o™ k)q)la < (Iells + 1) max_[¢™H,

pour (m < 3) et, par conséquent, pour M choisi suffisamment grand,

(7.56) max [p™ ("™ k)g)lg < MY sup [p*H],
1IN (<2N

pour m < set N >
La démontration du sous-lemme 5 est donc achevée. O

Le sous-lemme qui suit est 'analogue du sous-lemme 3 (cf. étape 6.2.3
de la sous-section 6.2).

SOUS-LEMME 6. — Pour m < §, N > 2%,
(757) T,;ngN,s = Z Tmh 2271- (v,x) + ngN om
veq~'zZP

maxgg n [ A]q<M 2N

N 2 ~ N ~
OUgN,s,m € L (’H‘p)7 |gN,s,m‘ < ‘hsl et Supp gn,s,m C US,M*N,N\US,]\/[*“NANv
les 05 p-~N N \ 05 -4 4N €tant disjoints, pour s fixé, quand N parcourt
les quadriadiques.
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Démonstration. — Rappelons que

(7.58) Ins = Y. hy(k)ermho),

k€os,m—N N

On fixe sg de telle sorte que, pour s > s, 255 >5+d—1.D apres (6.43)
t (7.47), pour m < §, on a

suppﬁ C{{¢"Mk)g; k € ZP} et T/(;"E(( k) q) sa(q, k,m)

ou les a(q, k,m) sont donnés par (**)—(6.52).
D’autre part, du sous-lemme 5 découle que, pour m < s et N > 29,

suppﬁS Nogm-anan © suppﬁS N Os M-3N2N
C T . sl *m M—2N
C {k € supp hs; omax [ ({e™ K)ol < }
- suppﬁS NOs M-V N-
Il est clair que, pour s fixé, les o, pr—~ n \0s pr-an 4 sont disjoints quand N
parcourt les quadriadiques.
La méme démarche que celle utilisée dans la preuve du sous-lemme 3

conduit & (7.57).
Le sous-lemme 6 est donc prouvé. O

Passons a la démonstration de I'inégalité
sup

N
| s [0 (3 ZT’”QNS)H
Nz2® '

quadriadique

|\ hsll L2 cre).-

<es
L2((1/q7)Tg)
De (7.57) (cf. sous-lemme 6) résulte que

(759) ZngN s = Z E’s(r}/) Zim(7,2) ZngN s,m-

veq'zP
maxegn [ A]q<M 2N
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Il s’ensuit que

5

N
sup ’%ZT:(%ZngN,S)’
1 1

N>2°
quadriadique
1 N
(7.60) < sup N ZT;(sup ‘ Z H()e2im(ra) )
N>2° 1 Jj=1

yeq'zP
max,yj [e*“Alg<M

ron (S A

N>2°
quadrladlque

quadriadique _2ah)

Le terme figurant dans (7.60), resp. (7.61), sera également noté (7.60), resp.
(7.61).

Il s’agit maintenant d’estimer (7.60) et (7.61) dans L*((1/¢”)T#). Suivons
maintenant la méme démarche qu’a la fin de la section 6. En s’appuyant
sur la remarque 7.3 et en tenant compte que, pour s fixé, les supp gs n,m
sont disjoints quand N parcourt les quadriadiques, on obtiendra

(7.62) 176D L2 1 goyrny < cs 72| bl p2(rn).-

Reste & estimer la norme L*((1/¢?)T%) de (7.60). L’application de I'in-
égalité maximale (5.25) (avec a = %, ¢; = ™7 et e; = ¢M~2(4")) conduit a

De l'inégalité maximale (3.6) et du sous-lemme 4 résultera que

[|(7.60)

s S Apereee
j>l

L2((1/qP)T%) CHHSHL2((1/qP)TfI’)'

maX,<4j [‘P “Aq <N172(4J)

—2
HL2((1/qP)’]I‘f1’) S ||HSHL2((1/qp)T§) <es Rl L2 (re)-
On conclut comme a la fin de la section 6. Le théoreme 1.1 est donc prouvé
dans le cas général. O
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