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ESPACES MESURES SINGULIERS FORTEMENT
ERGODIQUES
(ETUDE METRIQUE-MESUREE)

par Mikaél PICHOT (*)

RESUME. — D’apres le théoréme de Jones-Schmidt, une relation d’équivalence
ergodique est fortement ergodique si et seulement si elle ne posseéde pas de
quotient moyennable non trivial. Nous donnons dans cet article deux nouvelles
caractérisations de ’ergodicité forte, en termes d’espaces métriques-mesurés. La
premiére identifie ergodicité forte et concentration de la mesure (définie dans ce
cadre dans [22]). La seconde caractérise 1’existence de quotients moyennables non
triviaux par la présence de « suites de Fglner évanescentes » dans les structures de
graphes associées aux relations d’équivalence.

Nous présentons également une formalisation du concept de quasi-périodicité,
reposant sur la théorie de la mesure. Les « espaces mesurés singuliers » apparaissant
dans le titre font référence aux espaces de classes d’une relation d’équivalence
mesurée.

ABSTRACT. — We recall Jones-Schmidt’s theorem which shows that an ergodic
measured equivalence relation is strongly ergodic if and only if it has no nontriv-
ial amenable quotient. In this paper, we give two new characterizations of strong
ergodicity, in terms of metric-measured spaces. The first one identifies strong er-
godicity with the concentration property as defined, in this (foliated) setting, by
Gromov [22]. The second one characterizes the existence of nontrivial amenable
quotients in terms of “vanishing Fglner sequences” in graphs naturally associated
to (the leaf space of) the equivalence relation.

We also present a formalization of the concept of quasi-periodicity, based on
measure theory. The “singular measured spaces” appearing in the title refer to the
leaf spaces of measured equivalence relations.

Mots-clés: relations d’équivalence mesurées, espaces singuliers, ergodicité forte,
concentration.

Classification math. : 37TA20, 50C25.
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2 Mikaél PICHOT

1. Introduction

L’importance fondamentale des structures transverses de feuilletages a
été mise en avant au milieu des années 1950 par les travaux d’André Haefli-
ger ([24] par exemple, voir Pexposé historique [23]). Ces structures, définies
sur les variétés transverses et invariantes par holonomie, refletent des pro-
priétés de [’espace des feuilles du feuilletage considéré.

Il est bien connu que 'espace des feuilles en lui-méme est, le plus sou-
vent, « singulier ». Ainsi en est-il des exemples les plus simples, dont les
feuilletages linéaires du tore R?/Z? de dimension 2, par droites de pente
irrationnelle (feuilletages de Kronecker). Néanmoins, une analyse non tri-
viale de ces espaces reste possible. Elle a été initiée a la fin des années 1970
par A. Connes dans [8]. De fagon générale, le concept d’espace singulier tra-
duit I'existence sur de nombreux espaces quotients a priori non standard,
en particulier sur I'espace des feuilles d’un feuilletage ou d’une lamination,
de structures canoniques non triviales et intrinseques. Ces structures, de
méme que pour les espaces classiques, peuvent étre de natures diverses
(mesurée, topologique, différentielle, métrique,...). Cette étude concerne la
théorie de la mesure des espaces singuliers.

Les relations d’équivalence interviennent par nature méme dans ’étude
des espaces quotients. Elles en constituent, par définition, des désingula-
risations. Désingulariser un espace singulier en un espace usuel a pour
avantage immédiat d’en permettre I’étude a ’aide d’outils mathématiques
standard. Dans une certaine mesure, ce point de vue rapproche les espaces
singuliers des variétés : une désingularisation est ’analogue d’une carte
en géométrie différentielle, son role est de (sur)paramétrer convenablement
I’espace quotient. Une structure singuliere sur un ensemble consiste, ainsi,
en la donnée d'un « systeme de désingularisations compatibles » de cet
ensemble. La théorie de la mesure des espaces singuliers repose alors sur la
notion de relation d’équivalence mesurée [15].

Soit X un espace borélien standard. Une relation d’équivalence ¢ classes
dénombrables sur X est borélienne si son graphe R C X x X est réunion
d’une famille dénombrable d’isomorphismes partiels boréliens de
X. Lorsque X est muni d’une mesure de probabilité sans atome p et que ces
isomorphismes partiels préservent la classe de p, on dit que R est une rela-
tion d’égquivalence mesurée (cf. §2). Par exemple, une action o d’un groupe
dénombrable par automorphismes boréliens de (X, ;1) définit une relation
d’équivalence borélienne sur X (la partition en orbites), et cette relation
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ESPACES MESURES SINGULIERS FORTEMENT ERGODIQUES 3

est mesurée si u est quasi-invariante par «. Des travaux récents impor-
tants (citons Adams, Furman, Gaboriau, Hjorth, Kechris, Monod, Popa,
Shalom,...) ont contribué a un développement significatif de la théorie.

Deux relations d’équivalence mesurées Ry sur (X1, p1) et Ro sur (Xo, ps)
désingularisent un méme espace mesuré singulier si et seulement si elles sont
stablement isomorphes, au sens ou il existe un isomorphisme borélien non
singulier p : X{ — X/ entre deux parties boréliennes non négligeables X C
X et X} C Xy tel que ¢ ~g, y <= p(z) ~g, p(y) pour z,y € X|. Nous
dirons d’une propriété de relation d’équivalence mesurée, invariante par
isomorphisme stable, qu’elle est une propriété de l’espace mesuré singulier
des orbites de cette relation.

L’ergodicité et 1'ergodicité forte sont des propriétés d’espaces mesurés
singuliers. L’ergodicité est une notion dynamique classique. Une relation
d’équivalence mesurée sur X est ergodique si tout borélien saturé est négli-
geable ou de complémentaire négligeable, i.e. si X ne contient pas de bo-
réliens invariants non triviaux. L’ergodicité forte, également de nature dy-
namique, a été introduite par Connes-Weiss [13] et Schmidt [40]. Une ac-
tion borélienne o d’un groupe dénombrable I' quasi-préservant une mesure
de probabilité u sur X est fortement ergodique si elle ne possede pas de
parties boréliennes asymptotiquement invariantes non triviales. Rappelons
que, suivant [12, 40, 13, 41], une suite A,, C X de parties boréliennes est
dite asymptotiquement invariante sous 'action « si

N(O‘('Y)AnAAn) —n 0

pour tout v € ', et qu’elle est dite non triviale s’il existe § > 0 tel que, a
extraction pres,

d < p(Ay) <1-24.

On vérifie que l'existence de suites asymptotiquement invariantes non tri-
viales ne dépend effectivement que de I'espace singulier des orbites de I’ac-
tion a.

La notion d’ergodicité forte a permis a Connes et Weiss [13] de carac-
tériser les groupes de Kazhdan dénombrables par leurs actions ergodiques
préservant une mesure de probabilité (que 'on appellera ergodique de type
I1;), et & Schmidt [41] et Losert-Rindler [32] ont de caractériser les groupes
moyennables, dans le méme esprit. Plus précisément, on a les résultats
suivants : ¢) toute action ergodique de type II; d’un groupe de Kazhdan
est fortement ergodique, comme ’a observé K. Schmidt [40] #) un groupe
qui possede pas la propriété T possede au moins une action ergodique de
type II; non fortement ergodique [13] 44) un groupe est moyennable si
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4 Mikaél PICHOT

et seulement s’il ne possede pas d’action ergodique de type II; qui soit
fortement ergodique [32, 41].

Citons également un théoréme particulierement remarquable, le théo-
reme de Jones-Schmidt, montrant qu’une relation d’équivalence mesurée (a
classes dénombrables) ergodique est fortement ergodique si et seulement si
elle ne posseéde pas de quotient moyennable non trivial (cf. [28]).

L’article récent de G. Hjorth et A. Kechris [25, App. 1] contient une pré-
sentation détaillée de la notion d’ergodicité forte pour les relations d’équi-
valence mesurées.

Avant d’énoncer nos résultats, décrivons la nature des structures métri-
ques mesurées associées aux espaces singuliers.

Au niveau intuitif, la situation est la suivante. Considérons un complexe
simplicial Y, au sens usuel du terme, non compact, mais satisfaisant & cer-
taines propriétés de quasi-périodicité. On peut alors légitimement penser
associer, a chaque partie borélienne quasi-périodique de Y, un nombre réel
positif représentant le covolume de cette partie, de valeur proportionelle
a sa « densité » dans Y. Dans le cas périodique, i.e. lorsque Y est muni
d’une action libre d’un groupe discret, la donnée d’une mesure sur ’espace
quotient détermine une telle densité. L’existence conjointe d’un covolume
et d’'une métrique (de la métrique simpliciale par exemple) définit alors
sur Y une structure d’espace métrique-mesuré. De facon similaire, les es-
paces MELTIquEs-MesSuTés associés aux espaces singuliers sont des espaces
métriques quasi-périodiques, munis d’un covolume.

Soit M une variété et F un feuilletage minimal sur M (i.e. toutes les
feuilles sont denses). Il est relativement clair que la fonction indicatrice
d’un voisinage ouvert d’un point de M est, en restriction a chaque feuille
de F, une fonction « quasi-périodique » définie sur cette feuille. Si F est er-
godique, la méme observation est valable, non seulement pour les voisinages
ouverts, mais aussi pour la fonction indicatrice de toute partie borélienne
non négligeable ; celle-ci définit une fonction quasi-périodique en restriction
a une feuille générique de F'. Ces deux observations peuvent étre illustrées
plus précisément, par exemple par les théoremes de Ghys [20] et Cantwell-
Conlon [5] sur la topologie des feuilles d’une feuilletage de dimension 2. I
est également intéressant de noter, réciproquement, qu’un espace métrique
possédant certaines propriétés de quasi-périodicité peut parfois étre plongé
dans une lamination minimale, ou ergodique, de facon interessante; pour
un exemple concret d’une telle construction, nous renvoyons le lecteur a
Pétude des quasi-cristaux telle qu’exposée dans [4] par exemple.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



ESPACES MESURES SINGULIERS FORTEMENT ERGODIQUES 5

Le point de vue que nous adoptons dans cet article est de considérer
que chaque espace singulier, par exemple l'espace Q@ = M /F des feuilles de
F, est un concept (une notion) de quasi-périodicité. Nous nous intéressons
uniquement ici aux caractéristiques mesurées de la quasi-périodicité et de
sa formalisation (i.e. au cas ergodique).
Considérons l'exemple le plus simple, celui des graphes quasi-périodiques
associés 4 un espace mesuré singulier @ (que lon appellera graphes
Q-périodiques) :
o Soit R une relation d’équivalence mesurée sur (X, ). Soit K C R une
partie borélienne symétrique de R. On dit que K est un graphage de
R si pour tous points équivalents x,y € X, il existe un nombre fini
To = T,x1,...,%, = y de points de X tels que (x;,z;y1) € K. En
suspendant K au-dessus de X, i.e. en attachant pour tout (z,y) € K
une aréte ~ [0,1] entre x et y, on obtient alors une « lamination »
Yk dont les feuilles sont des graphes, et dont X est une transversale
totale. Soulignons que les orbites de R sont connexes dans X . Connes,
Feldman, et Weiss [11] ont pour la premiere fois considéré les parties
boréliennes K C R comme des familles mesurables de graphes sur les
orbites de R; la notion de graphage au sens présenté ici (i.e. lorsque
les orbites sont connexes) a été introduite par Levitt (cf. [17]). (voir
2

e A une relation d’équivalence mesurée R sur X et un graphage K de
R, on associe le graphe quasi-périodique Y dont, par définition, les
sommets sont les points de R C X x X, et les arétes sont les couples
((z,y), (z,2)) de points de R tels que (y,z) € K. Soit  un espace
singulier. On dit que Yk est un graphe Q-périodique lorsque @ est
Pespace de ses feuilles, i.e. @ = X/R.

La relation entre iK et Y est simple : Y est le quotient du
graphe quasi-périodique Yk par la relation de quasi-périodicité Xk =
Yk /R). Ces définitions s’étendent bien sir en dimension supérieure.
Les complexes simpliciaux @-périodiques ont été introduits par D. Ga-
boriau dans [18] en relation avec les nombres de Betti L? (voir aussi
le paragraphe §4). Plus généralement, de nombreuses catégories d’es-
paces métriques séparables « contiennent » de fagon naturelle des es-
paces quasi-périodiques en un sens analogue (en particulier les variétés
riemanniennes). Pour davantage de détails sur la quasi-périodicité nous
renvoyons a [37].
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6 Mikaél PICHOT

La structure métrique-mesurée sur Y est par définition donnée par la
métrique simpliciale d sur chaque feuille et par la mesure transverse p défi-
nie sur les boréliens de X. Cette structure se revéle & X g qui est un exemple
fondamental d’espace métrique-mesuré quasi-périodique associé a ). Le
support du covolume ainsi défini sur L est constitué de boréliens quasi-
périodiques (de sommets, i.e. inclus dans R). Les graphes quasi-périodiques
que nous considérons sont toujours supposés connezxes et de covolume fini.
Notons que la métrique simpliciale sur X peut prendre la valeur +oco
(deux points sont & distance infinie si et seulement s’ils ne sont pas sur une
méme feuille). Les complexes simpliciaux quasi-périodiques associés aux es-
paces mesurés singuliers sont des espaces métriques-mesurés au sens ou l'a
défini M. Gromov dans [22] (dans le cadre des feuilletages, ou la métrique
est longitudinale et la mesure, la mesure de Lebesgue sur la variété).

Ce paragraphe peut étre résumé par les diagrammes suivants.

M

i\\
~ .
5= ST 5 =5/R

Q={x Q

Sur le digramme de gauche, 3 est un complexe simplicial usuel muni d’une
action libre et disons, cocompacte, d’un groupe discret I'. Il s’agit du cas
périodique. Sur le diagramme de droite S est un complexe simplicial quasi-
périodique au sens ci-dessus muni d’une action libre d’une relation d’équi-
valence R. Il s’agit du cas quasi-périodique. L’hypothese de cocompacité
est remplacée dans le cas quasi-périodique par la définition suivante.

DEFINITION 1.1. — On dit qu’un complexe simplicial Q-périodique est
uniformément localement fini (u.l.f.) si le nombre de simplexes attachés en
chacun de ses sommets est uniformément fini.

La premiere question qui se pose lors de I’'étude d’un espace métrique-
mesuré est celle de la concentration de la mesure. Nous allons établir un
lien direct entre ergodicité forte et concentration.

La plus simple des notions de quasi-périodicité (non périodique) obtenue
a I’aide des espaces mesurés singuliers est [’hyperfinitude. Considérons par
exemple une droite quasi-périodique X, i.e. ¥ = Y est associé au graphe

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



ESPACES MESURES SINGULIERS FORTEMENT ERGODIQUES 7

K C X x X d’un automorphisme partiel ¢ de (X, ) agissant essentielle-
ment librement (automorphisme apériodique) en préservant la mesure pu.
L’espace singulier @ = X/{¢) est hyperfini (ce qui signifie que la relation
d’équivalence R, des orbites de ¢ est réunion croissante de sous-relations
a orbites finies). On peut alors vérifier la propriété suivante. Etant donnés
un nombre fini de parties boréliennes quasi-périodiques de 3 de covolume
suffisament petit, on peut écarter (pour la métrique simpliciale) chacune
de ces parties les unes des autres sans toutefois en modifier les covolumes
respectifs. En effet, le lemme de Rokhlin montre qu’il existe pour tout n une
famille finie Q, ..., de boréliens disjoints de X tels que p(2;) = Q;11 et
w(X\IIQ;) < e, out €, —, 0. Il est alors élémentaire de construire deux
(ou plusieurs) suites (A,,) et (B,) de mesure (convergeant vers) 1/4 (ou
¢ > 0 assez petit), formées de réunions de certaines des parties §2;, et telles
que la distance entre A,, et B,, converge vers +0o.

DEFINITION 1.2 ([22]). — On dit qu’un espace métrique-mesuré (3, d, 1)
est concentré s’il existe une fonction c :]0,00]?> — Ry, telle que pour tous
boréliens non négligeables A, B C 3, on a

d(A, B) < c(u(A), u(B)).

Nous dirons d’une propriété d’espace singulier ergodique qu’elle est un
parameétre de quasi-périodicité. Nous obtenons le théoréme suivant au para-
graphe 6 (’hypothese « de type fini » figurant dans I’énoncé est comparable
a celle utilisée en théorie des groupes et reflete 'existence de suffisamment
de complexes simpliciaux @Q-périodiques u.Lf., voir la proposition 3.17).
Ainsi, la concentration des graphes Q-périodiques est, comme 'ergodicité
forte, un parametre de quasi-périodicité.

THEOREME 1.3. — Soit (Q un espace singulier ergodique de type fini.
Les conditions suivantes sont équivalentes,
i. Il existe un graphe Q-périodique u.l.f. concentré,

ii. Tout graphe Q-périodique u.lf. est concentré.
On dira dans ce cas que ’espace singulier ) est concentré.

Remarque 1.4. — Ce théoreme s’étend a d’autres espaces métriques
séparables que les graphes. Rappelons que la structure métrique-mesurée
considérée pour les graphes est donnée par le couple (distance simpliciale,
covolume) ; le support du covolume est de dimension 0 au sens ou il néglige
les boréliens (non quasi-périodiques ou) non portés par les sommets. Il est
néanmoins clair que, si ces graphes sont concentrés, alors les complexes
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8 Mikaél PICHOT

simpliciaux @Q-périodiques u.l.f., munis par exemple d'un covolume porté
sur les simplexes de dimension %, sont également concentrés; il en résulte
aussi que les variétés @Q-périodiques sont également concentrées, ot 1'on
remplace I’hypotheése u.Lf. par 'hypotheése « & géométrie bornée ». (cf. [37]
pour Iénoncé général)

Le théoréme suivant identifie concentration et ergodicité forte (§6).

THEOREME 1.5. — Un espace singulier ergodique de type fini est con-
centré si et seulement s’il est fortement ergodique.

Le point de vue de la concentration de la mesure pour les relations d’équi-
valence, et notamment une version quantitative de la propriété de concen-
tration des espaces quasi-périodiques associés a un espace singulier, est sus-
ceptible de donner de nouveaux invariants pour les relations d’équiva-lence
fortement ergodiques. Observons que, dans le cas périodique cocompact, la
propriété de concentration est un phénomene trivial au niveau qualitatif
(tous les espaces compacts sont concentrés au sens ci—dessus), mais que des
phénomenes remarquables apparaissent au niveau quantitatif (e.g. concen-
tration normal ou exponentielle). Il semble étre intéressant de mener une
étude « systématique » de la concentration pour les relations d’équivalence
mesurées.

La classification des relations d’équivalence moyennables (mesurées a
classes dénombrables) a été achevée en 1981 suite & la démonstration par
Connes, Feldman et Weiss du théoreme suivant. Toute relation d’équiva-
lence mesurée moyennable peut étre engendrée par une seule transforma-
tion de l’espace. Les auteurs montrent 1’équivalence de plusieurs définitions
du concept de moyennabilité pour les relations d’équivalence mesurées, et
obtiennent notamment une caractérisation des relations moyennables en
termes de suites de Fglner présentes dans les structures de graphes mesu-
rables sur les orbites de la relation (cf. [11]). Nous définissons au paragraphe
7, étant donné un graphe quasi-périodique 3, la notion de suites de Folner
évanescentes dans Y. Il s’agit d’une reformulation géométrique de la notion
dynamique de I-suites considérée par Schmidt dans [41] pour des actions
de groupes dénombrables préservant une mesure de probabilité.

DEFINITION 1.6. — Soit 3 un graphe Q-périodique u.Lf. muni de sa
structure métrique-mesurée (d, ji) =(métrique simpliciale, 0-covolume) dé-
crite ci-dessus. Etant donnée une partie borélienne A c 2O de sommets,
on note dx A Iensemble des sommets de i(o)\fl reliés & A par une aréte.
On dit qu’une suite (fln) de parties boréliennes non négligeables de Y est
une suite de Folner évanescente s’il existe une suite (g,,) de nombres réels
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ESPACES MESURES SINGULIERS FORTEMENT ERGODIQUES 9

convergeant vers 0 telles que

Nous démontrons au paragraphe 7 le théoreme suivant. Notons que la
preuve que nous en donnons, inspirée par [11], ne fait usage de I'existence
de quotients moyennables non triviaux qu’en termes de suites asymptoti-
quement invariantes.

THEOREME 1.7. — Un espace singulier ergodique de type fini Q pos-
séde un quotient moyennable si et seulement si tout graphe @Q-périodique
uniformément localement fini posséde des suites de Fplner évanescentes.

Ce théoreme également s’étend a d’autres espaces métriques-mesurés que
les graphes.

Je remercie Damien Gaboriau pour son aide constante au cours de 1’élabo-
ration de ce travail.

Je dois également beaucoup & Etienne Ghys, ainsi qu’aux excellentes
conditions de travail dont on bénéficie au sein de 'UMPA.

Je remercie Yann Ollivier pour sa lecture critique du manuscrit. Je re-
mercie Damien Gaboriau pour ses lectures, du manuscrit et des nombreuses
versions antérieures, qui auront permis d’améliorer considérablement ce
texte.

2. Relations d’équivalence mesurées

Soit X un espace borélien standard. Rappelons qu’il s’agit d’un espace
polonais (topologique séparable admettant une métrique compléte) muni
de sa structure borélienne. On dit qu’une relation d’équivalence R sur X
est borélienne si son graphe R C X x X est une partie borélienne.

Les relations d’équivalence a classes dénombrables jouent un role privi-
légié dans la théorie. Un résultat bien connu de Feldman-Moore montre
qu’une telle relation est borélienne si et seulement si on peut munir de fa-
¢on borélienne chacune de ses orbites d’une structure de graphe complet.

Plus précisément, il existe une partition dénombrable
R = I;engraph(p;) € X x X

de toute relation borélienne R, a classe dénombrables, en graphes d’iso-
morphismes partiels ¢; : A; = B; entre deux boréliens A; et B; de X
(cf. [15]) ; on construit ainsi entre deux points équivalents quelconques x et
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10 Mikaél PICHOT

y de X une unique aréte orientée x RN y [17, 18] (ce qui, d’un point de vue
algébrique, revient a postuler I’existence d’un espace classifiant pour R).

Exemple 2.1. —

(i) Une action a : I' — Aut(X) d’un groupe dénombrable T'; par iso-
morphismes boréliens, définit sur X une relation d’équivalence bo-
rélienne R, a classes dénombrables, donnée par la partition de X
en les orbites de a. Le résultat de Feldman-Moore ci-dessus peut
s’interpréter en disant que toute relation d’équivalence a classes dé-
nombrables est la partition en orbites d’'une action mesurable de
groupe discret (en choisissant une partition de cette relation par
des isomorphismes partiels d’ordre 2 étendus & X).

(ii) Un feuilletage sur une variété la partitionne en feuilles et définit
ainsi une relation d’équivalence borélienne. En restreignant cette
relation a une transversale T', on obtient une relation d’équivalence
a classes dénombrables (dont le graphe R C T x T est partitionné
par des applications d’holonomie).

(iii) Une source importante de relations d’équivalence provient, par leur
nature méme, des problémes de classifications. On se contentera
ici d’évoquer un exemple, ’espace des groupes de type fini, étudié
dans [6]. L’espace X considéré est lespace topologique compact
des groupes marqués (’espace des quotients d’un groupe libre), sur
lequel on étudie (par exemple) la relation d’isomorphisme. Il s’agit
d’une relation d’équivalence borélienne & classes dénombrables.

Soit R une relation d’équivalence borélienne sur X. On appelle isomor-
phisme partiel (intérieur) de R un isomorphisme partiel ¢ : A — B entre
deux boréliens de X tel que ¢(z) ~ x pour tout € A. L’ensemble des
isomorphismes partiels de R se note [[R]]. Le groupe des automorphismes
intérieurs d’une relation d’équivalence se note [R], ou Int(R), et s’appelle le
groupe plein. 11 est ainsi constitué des isomorphismes X — X dont le graphe
est inclus dans R C X x X. Il s’agit bien stir d’'un invariant d’isomorphisme
au sens suivant.

DEFINITION 2.2. — Deux relations d’équivalence boréliennes R et R’ sur
X et X’ sont isomorphes s’il existe un isomorphisme borélien p : X — X'
tel que x ~ y si et seulement si p(x) ~' p(y) pour tout x,y € X. On dit
que R et R’ sont stablement isomorphes s’il existe deux parties boréliennes
Q C X et ¥ C X' rencontrant respectivement toutes les classes de R et
R/, telles que les relations restreintes Rjq et RTQ, soient isomorphes.
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Exemple 2.3. — Un feuilletage et sa restriction a une transversale totale
définissent deux relations d’équivalence stablement isomorphes.

La théorie des relations d’équivalence dans le cadre borélien est princi-
palement développée en logique (cf. [27] par exemple). Dans la suite de ce
texte (et dans [36]), nous supposerons toujours la présence additionnelle
d’une mesure quasi-invariante, dans la tradition de [15] (et de Murray-von
Neumann) — on identifie alors deux relations d’équivalence ayant presque
les mémes orbites.

Plus précisément, soit (X, u) un espace de probabilité, i.e. un espace bo-
rélien standard muni d’une mesure borélienne de probabilité sans atome.
On dit qu'une relation d’équivalence borélienne a classes dénombrables sur
X est une relation d’équivalence mesurée si la mesure u est quasi-invariante
au sens ou tout borélien négligeable a un saturé négligeable (notons que le
saturé d’un borélien, i.e. la réunion des classes intersectant ce borélien, est
borélien). Le théoréme célebre suivant, par exemple, constitue une ques-
tion encore ouverte dans le cadre borélien (avec une hypotheése convenable
d’irréductibilité remplacant P'ergodicité).

THEOREME 2.4 (Connes-Feldman-Weiss [11]). — Soit R une relation
d’équivalence ergodique moyennable sur (X, ). Il existe un isomorphisme
borélien T de I’espace X préservant la classe de u tel que x ~g y<= y =
T™(x) pour presque tous z,y € X.

Rappelons qu’une relation d’équivalence mesurée est dite ergodique si
les parties boréliennes invariantes (i.e. saturées) sont négligeables ou co-
négligeables. La notion de moyennabilité intervenant dans le théoreme a été
définie par Zimmer. Toute action d’'un groupe discret moyennable préser-
vant la classe de p définie une relation d’équivalence mesurée moyen-nable
au sens de Zimmer. Rappelons également qu’une relation d’équivalen-ce
est engendrée par un seul automorphisme de X si et seulement si elle
est hyperfinie, i.e. si elle s’écrit comme réunion dénombrable croissante
de relations d’équivalence mesurées a classes finies (Dye). Le théoréme de
Connes-Feldman-Weiss est la conclusion d’une série de travaux, dont ceux
d’Ornstein-Weiss sur la généralisation du lemme de Rokhlin aux groupes
moyennables et le théoreme selon lequel une action ergodique d’un groupe
moyennable, préservant une mesure de probabilité, est hyperfinie [34].

DEFINITION 2.5. — Deux relations d’équivalence mesurées R et R' sur
(X, ) et (X', ') sont isomorphes (resp. stablement isomorphes) s’il existe
deux boréliens @ C X et Q' C X' de mesure totale (resp. dont les saturés
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sont de mesure totale) et un isomorphisme de relations d’équivalence boré-
liennes entre R|q et Riq/, qui est non singulier au sens ou il envoie la classe
de p sur la classe de p'.

Nous renvoyons & [33, 8, 38] pour I’extension de ces notions aux relations
d’équivalence a classes non nécessairement dénombrables.

Une relation d’équivalence mesurée ergodique peut étre de type Il ou de
type I11, selon qu’il existe ou non une mesure o-finie invariante dans la classe
de p. Une mesure quasi-invariante o-finie p est dite invariante pour R si
pour une partition R = IT; graph (;) en graphes d’isomorphismes partiels,
on a pu(p;(2)) = p(2) pour tout Q inclus dans le domaine de ;. Véri-
fier que cette définition est indépendante de la partition choisie constitue
un exercice typique de la théorie géométrique des relations d’équivalence
mesurées, nous renvoyons a [17] pour de nombreuses illustrations de cette
technique (découpage des domaines). Lorsqu’il existe une mesure de pro-
babilité invariante dans la classe de pu, on dit que R est de type II;. Ces
définitions s’étendent aux relations non ergodiques.

Remarque 2.6. — La notion d’isomorphisme décrite ci-dessus (« 1’équi-
valence orbitale »), ainsi que la répartition en types, ont été introduites
par Murray et von Neumann au cours de leurs travaux sur les algebres
d’opérateurs (1936-1943). L’algebre de von Neumann associée a une action
libre d’un groupe dénombrable sur (X, u) ne dépend que (de la relation
d’équivalence mesurée formée) des orbites de cette action.

Concluons cette section par des faits standard.

Soit R une relation d’équivalence mesurée sur un espace de probabilité
(X, ). La mesure p s'étend canoniquement & R en une mesure h définie
par

h(K) = /X 4" du(z)

o K C R est une partie borélienne et K* = {(z,y) € K} (mesure de
décompte horizontal). L’'image h~! de b par I'inversion ~! : R — R définie
par (z,y)"! = (y, ) est équivalente & b et on obtient un homomorphisme
borélien § de R (vu comme groupoide mesurable) dans ]0, 00|, i.e. une
application mesurable vérifiant

d(z,2) =0(z,y)d(y, 2)

pour tous z,y, z équivalents, en posant

d(z,y) = 6(z,y)db " (z,y)
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(dérivée au sens de Radon-Nikodym). Notons que h~! est la mesure de dé-
compte vertical définie par h~(K) = [, #K,du(y) ot K, ={(z,y)e K}.
(cf. [15])

Nous dirons qu’une partie borélienne K C R est symétrique si K =
K. Une partie borélienne symétrique K C R définit une distance dg :
R — [0, 00] sur les orbites de R associant & (z,y) € R le plus petit entier
n pour lequel il existe une suite zg = x, T1,...Tn_1, T, = y telle que
(zi,x41) € K. On dit que K est un graphage de R si d(z,y) < oo pour
presque tout (z,y) € R (on supposera toujours dans la suite qu’un graphage
est une partie symétrigue de R, i.e. qu’il est non orienté). Cela revient a
dire que R = U, K™ a un négligeable pres, ot K" est ’ensemble des couples
(z,y) € R tels que d(z,y) < n, ou encore que presque toutes les orbites
sont connexes pour la structure simpliciale obtenue en « collant » une aréte
entre deux points x et y de X si et seulement si (z,y) € K. Un graphage
peut étre étiqueté par une famille dénombrable de lettres ®, i.e. on peut
choisir une famille dénombrable ® d’isomorphismes partiels de R, de sorte
que K = Ug,ea graph (), ol I'étiquettage est bijectif si cette réunion est
disjointe (on peut bien siir supposer alors que ® est symétrique au sens ot
p € de==p~! € ®). On appellera également ® un graphage de R (cette
définition a été introduite par Levitt en relation avec la notion de cott pour
les relations d’équivalence mesurées de type II, cf. [17]). Si les éléments
de ® partitionnent K, la structure simpliciale associée & K coincide avec
la structure obtenue par le procédé standard de suspension de ® au-dessus
de X. (cf. [15, 17, 18])

Nous dirons qu’une partie borélienne symétrique K C R est u.Lf. (unifor-
mément localement finie) si #K% et #K,, sont uniformément finis sur X, et
qu’elle est u.l.b. (uniformément localement bornée), relativement a u, si elle
est w.Lf. et si [0k = sup(, y)ex [Ind(z,y)| est fini. Toute partie u.lf. K C R
peut étre partitionnée en un nombre fini d’isomorphismes partiels de R;
toute partie u.l.b. K C R peut étre partitionné en un nombre fini d’isomor-
phismes partiels ® = (p1,...,9,) de R tels que les fonctions d(p;,u)/du
soient uniformément bornées. Nous dirons qu’une relation d’équivalence
mesurée est de type fini si elle possede un graphage u.l.f., i.e. si elle peut
étre engendrée par un nombre fini d’isomorphismes partiels. (cf. [15, 11] et
notamment [11, Lemma 3])
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3. Espaces singuliers

Soit @ un ensemble.

DEFINITION 3.1. — On appelle désingularisation (borélienne) de Q la
donnée d’un espace borélien standard X et d’une application surjective
définissable p : X — Q.

Nous dirons qu’une application p : X — @ est définissable si

Ry ={(z,y) € X x X | p(z) = p(y)}

est une partie borélienne de X x X (i.e. R, est une relation d’équivalence
borélienne).

Exemple 3.2. — Soit M une variété et F' un feuilletage de M. L’appli-
cation

p:M— M/F

définie par x — £ ou £ est I'unique feuille contenant z, est une désingula-
risation de l'espace M/F des feuilles de F.

DEFINITION 3.3. — On dit que deux désingularisations p : X — Q et
p': X' — @ sont équivalentes (au sens borélien) s’il existe deux applications
boréliennes ¢ : X — X' et ¢’ : X' — X telles que p'p = p et pp’ = p'.

On vérifie immédiatement qu’on obtient ainsi une relation d’équivalence
sur les désingularisations.

Exemple 3.4. — Considérons une lamination L sur un espace topo-
logique X et notons p : X — X/L la désingularisation naturelle. Soit
T C X une transversale totale de L, admettant une rétraction borélienne
r: X — T.Notons p’ = pjp : T — X/L la désingularisation associée. Alors
p et p’ sont équivalente ; en effet, p = p'r.

DEFINITION 3.5. — On appelle structure singuliere (borélienne) sur Q
la donnée d’une classe d’équivalence de désingularisations. Un espace sin-
gulier (borélien) est un ensemble muni d’une structure singuliére.

En pratique, I'espace singulier ainsi qu'une ou plusieurs de ses désin-
gularisations apparaissent souvent de fagon naturelle. Citons simplement
ici,

— D’espace des groupes de type fini (cf. [6]),

— D’espace des immeubles de type As (cf. [36, 3, 2]).
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De nombreux exemples supplémentaires figurent dans [9, 10].

Soit () un espace singulier.

On supposera toujours que Q admet une désingularisation discrete au
sens suivant.

DEFINITION 3.6. — On dit qu’une désingularisation p : X — Q de Q
est discrete si les fibres de p sont dénombrables.

(On renvoie a [26, 38] pour des résultats généraux concernant l’existence
de désingularisations discrétes « presque srement surjectives ».)

LEMME 3.7. — Les relations d’équivalence boréliennes R, et R, as-
sociées a deux désingularisations discrétes (équivalentes) p : X — @Q et
p' : X' — @Q de Q sont stablement isomorphes.

Démonstration. — Soit ¢ : X — X’ une application borélienne telle que
p'¢ = p. En particulier x ~, y si et seulement si p(z) ~, ¢(y). L’'image
X1 C X' de p est une partie borélienne de X’ et on peut choisir une section
borélienne s : X{ — X de ¢ (p étant a fibres dénombrables). Il est clair que
¢ : X1 — X réalise un isomorphisme entre les restrictions de R, et R,
respectivement & I'image X; de s et & X{. Notons que X; rencontre toutes
les classes de R, et comme p est surjective et vérifie p'p = p, il en est de
méme de X| relativement & R,,. En particulier R, et R, sont stablement
orbitalement équivalentes (relativement & un isomorphisme fixant Q). O

Remarque 3.8. — Ce lemme reprend le fait bien connu que les restric-
tions d’une relation d’équivalence a deux boréliens rencontrant toutes les
orbites sont stablement isomorphes. Ici I, et I, sont les restrictions de
R, a X et X', out R, est associée & la désingularisation discréte ¢ = pIlp’ :
X II X’ — @Q. Observons que I'isomorphisme partiel construit ici est inté-
rieur.

DEFINITION 3.9. — Soit QQ et Q' deux espaces singuliers. On appelle
application définissable de @ vers @' une application p : Q — Q' telle
qu’il existe une application borélienne p : X — X' oup: X — Q et
p' : X' — @' sont deux désingularisations de Q et Q’', vérifiant pp = p'p.
On dira que p désingularise p.

Exemple 3.10. — Un automorphisme extérieur d’une relation d’équiva-
lence borélienne induit une application bijective (bi-)définissable de I’espace
singulier associé.

LEMME 3.11. — Soit p : Q — Q' une application définissable. Il existe
une application désingularisante p : X — X' de p entre X et X', ou
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p: X —Qetp : X' — Q sont deux désingularisations discrétes données

de Q de Q'.

Démonstration. — Ceci résulte immédiatement du diagramme commu-
tatif
= U
X Y - P y! |4 X!
U
bx b b Dx
P Q

ou X — Q et X' — @' sont des désingularisations discretes respectivement
de Q et Q', et p:Y — Y’ une application désingularisante de p. Il suffit
en effet de poser p = ¢'pp : X — X', O

On note Def(Q) I'ensemble des bijections définissables de Q.

COROLLAIRE 3.12. — Def(Q) est un groupe (groupe des automorphis-
mes de Q).
Démonstration. — Observons tout d’abord que si p est bijective, on

peut choisir une application désingularisante p: X — X’ entre deux désin-
gularisations discretes, qui soit un isomorphisme de relations d’équivalence
boréliennes (cf. la preuve du lemme 3.7). Par suite Def(Q) est stable par
inversion. Par ailleurs si p : X7 — Xg et o' : X{ — X/ sont deux désin-
gularisations bijectives de p et p’, alors il existe un borélien A C X5 et un
borélien B C X, et un isomorphisme ¢ : A — B entre les relations le A
et RPS\B qui fixe I'espace quotient. Alors 5'pp : o *(A) — 7/(B) est une
désingularisation de p’p, et Def(Q) est stable par produit. O

Mesure transverse sur . On dira que deux désingularisations p : X — @
et p': X' — @ de Q sont conjuguées s’il existe une bijection borélienne ¢
de X sur X’ telle que p’p = p. On note T la famille des ensembles boréliens
X lorsque X — @ parcourt les désingularisations discretes de @. Il est clair
que T est stable par réunion disjointe (dénombrable). On appelle mesure
transverse (invariante) sur @ la donnée d’une application

A B(T) — [0,00]

définie sur les boréliens d’éléments de T et satisfaisant aux propriétés sui-
vantes :
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— o-additivité, i.e. A(TI;) = > A(Q;) pour toute partie borélienne
Q; C X, ou (p; : X; — Q); est une famille (au plus dénombrable)
de désingularisations,

— non singularité des projections, i.e. A(A) = 0 si et seulement si
A(A) = 0 pour toute désingularisation p : X — @Q et toute partie
borélienne A C X, ot A =p~Ip(A) est le saturé de A,

— invariance, i.e. A(X) = A(X’) si X et X’ sont deux désingularisations
conjuguées.

Parties négligeables de Q. On appelle borélien de @ la projection d’un
borélien par une désingularisation discrete X — . La tribu B(Q) obtenue
sur @ coincide donc avec la tribu des boréliens saturés de X et ne dé-
pend pas de la désingularisation discrete choisie. La donnée d’une mesure
invariante A sur Q permet de définir sans ambiguité la notion de partie né-
gligeable N C Q. On notera A la famille des négligeables de Q relatifs a A.
On appelera espace mesuré singulier la donnée d’un espace singulier @) et

d’une famille de négligeables A/ associée a une mesure transverse invariante
A.

DEFINITION 3.13. — On dit que deux espaces mesurés singuliers
(Q1,MN1) et (Q2,N3) sont isomorphes s’il existe deux parties boréliennes
négligeables N1 C Q1 et Ny C Q2 telles que les espaces mesurés singuliers
Q1\N1 et Q2\ N2 sont strictement isomorphes au sens ou il existe une bi-
Jection définissable non singuliére p entre les deux (i.e. N est négligeable si
et seulement si p(N) est négligeable).

Ainsi deux désingularisations discrétes d’espaces mesurés singuliers iso-
morphes sont stablement isomorphes en tant que relations d’équivalence
mesurées. Nous dirons d’une propriété de relation d’équivalence mesurée,
invariante par isomorphisme stable, qu’elle est une propriété de l’espace
singulier des orbites de cette relation.

L’ensemble des applications définissables non singulieres de (), bijectives
en restriction au complémetaire d’une partie négligeable, forme un groupe
(en effet la composition g o 1 d’applications 1 et @9, bijectives en de-
hors de N7 et Ny respectivement, est bijective en restriction au borélien
07 (1(X\N1) N X\ Ny), dont le complémentaire est négligeable). On note
Def(Q, N) le quotient de ce groupe obtenu en identifiant deux applications
coincidant presque siirement.

On dit que (Q,N) est ergodique si toute partie borélienne de Q est négli-
geable ou de complémentaire négligeable. Notons que dans le cas ergodique
B(T) coincide avec T' aux parties négligeables prés. Suivant le point de vue
évoqué en introduction, une propriété d’un espace singulier ergodique @
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est une propriété de la notion de quasi-périodicité choisie. On dira ainsi
qu’une telle propriété est un paramétre de quasi-périodicité (et qu'un inva-
riant d’isomorphisme est une constante de quasi-périodicité).

Soit (@, N') un espace mesuré singulier ergodique. Il existe sur Q au plus
une (& constante multiplicative prés) mesure transverse invariante o-finie
A définissant A. De plus, suivant les valeurs que peut prendre A, (Q,N)
peut étre de 'un des trois types suivants :

- type I : Im A={0,\2),...,00} = ANU {occ}, ot A > 0,

-type Il : Im A =0, 00],

-type III : Im A = {0, 00},
olu, pour les espaces de type III, toute mesure transverse invariante A est
triviale (ne contient aucune information autre que les parties négligeables).
Il existe a isomorphisme pres une unique désingularisation discrete propre-
ment infinie de @ ; plus précisément, les désingularisations discretes d’un
espace de type III sont toutes conjuguées, et les désingularisations discretes
d’un espace de type II sont classifiées (& conjugaison preés) par leur mesure
transverse. Les définitions précédentes s’étendent de facon naturelle au cas
non ergodique, et tout espace mesuré singulier admet une décomposition
Q = Q1 I Qp I Qi1 en composantes de chaque type, unique aux parties
négligeables pres. Ces résultats sont de Murray et von Neumann.

Convention. Au cours de ce texte, il n’est question que d’espaces singu-
liers munis d’une famille N de boréliens négligeables (i.e. d’espaces mesurés
singuliers), et on omettra désormais de préciser cet ensemble dans les nota-
tions. On omettra également ’adjectif « mesuré » pour qualifier les espaces
singuliers.

Considérons un espace singulier ergodique @ = (Q,AN) et notons
Def(Q) = Def(Q, N) son groupe d’automorphismes. Supposons que @ soit
de type II et fixons une mesure transverse invariante o-finie A.

LEMME 3.14. — Considérons p € Def(Q). Il existe un unique nombre
A €]0,00[ tel que, pour tout isomorphisme désingularisant p : X — X'
entre deux désingularisations discrétes, on a A(p(2)) = AA(Q) pour tout
borélien 2 C X.

Démonstration. — Quitte a remplacer @ par Q\N, ou N C @ est né-
gligeable, on peut supposer que p est bijective. Considérons deux désingu-
larisations bijectives p; : X1 — X| et po : Xo — X, de p, ot p; : X; — Q
et p; : X! — @ sont des désingularisations discréetes de Q (i = 1,2). La
mesure transverse invariante A étant unique & un facteur multiplicatif pres,
il existe deux nombres A; et Ay tels que A(p;(©2)) = A A(Q) pour tout bo-
rélien Q) C X;. Par définition il existe deux applications ¢ : X; — X5 et,
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respectivement, ¢’ : X| — X/ telles que pap = py et phe’ = p}. D’apres le
lemme 3.7, ¢ et, respectivement, ¢’, sont en restriction & des boréliens non
négligeables A C X7 et A’ C X7, des isomorphismes entre les relations res-
treintes Ry, 4 et Rp, g, et, respectivement, Ry, A et Rp'2|B” ou B = p(A)
et B' = p(A4’). Notons que ¢ préserve la mesure A (invariance de A par
conjugaison). De plus, en conjuguant chacune des équivalences stables par
des isomorphismes partiels intérieurs, on peut supposer que A = X; ou
B = X5 (resp. A’ = X ou B’ = X}). Supposons par exemple A = X et
B’ = X5. On a alors pjop~ ! = cp’_l o p2 sur le borélien non négligeable
(p(Xl) C XQ. Donc )\1 = )\2. O

L’application mod, : Def(Q) — R qui & p associe A est un morphisme
de groupes. On note Defy (Q) son noyau et Fi(Q) C RY son image (groupe
fondamental de @). On a donc une suite exacte

1 — Defy (Q) — Def(Q) ™% F\(Q) — 1.

Notons que F(Q) = FA(Q) ne dépend a multiplication par un scalaire
strictement positif pres que de la classe d’isomorphisme de Q.

Le groupe fondamental d’un espace singulier hyperfini est R* . Damien
Gaboriau a donné de nombreux exemples d’espaces singuliers a groupe fon-
damental trivial en faisant usage des nombres de Betti L? pour les relations
d’équivalence [18] (ou alternativement du coiit). Le r-iéme nombre de Betti
L? de (Q, A) est le nombre réel positif

ﬂr(Qa A) = A(X) . 5T(Rp7A1)7

ou p: X — @ est une désingularisation discréte de type II; (i.e. telle que
A(X) < 00), Ay = A/A(X) est la mesure de probabilité sur X associée
a A, et 5,.(Rp, A1) est le r-itme nombre de Betti de la relation d’équi-
valence R,, défini dans [18] (observons que (,(Q,A) ne dépend pas de
la désingularisation discrete choisie, cf. [18, Corollaire 5.5]). Les nombres
Br(Rp) = Br(Rp, 1), o o = Ay est 'unique mesure de probabilité inva-
riante par IR, sont invariants par isomorphisme de relation d’équivalence
mesurée. Par suite, si les relations d’équivalence mesurées 7, et R; asso-
ciées & deux désingularisations discrétes p: X — Q et p' : X' — Q de Q
sont isomorphes, et que 3,(Q, A) # 0 pour un indice r, alors A(X) = A(X"),
et F(Q) est trivial. (La suite des nombres de Betti L? & multiplication par
un scalaire strictement positif prés est une constante de quasi-périodicité
au sens ci-dessus.)
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PRrOPOSITION 3.15. — Sip: X — @ est une désingularisation de @), on
a alors
Defy (Q) ~ Out(R,) = Aut(R,)/Int(R,).

Démonstration. — 1l est facile de voir que ’application p induit un mor-
phisme Aut(R,) — Defa(Q) de noyau Int(R,). Ce morphisme est surjectif.
En effet soit p : Q@ — @ une bijection préservant A. Il existe une bijection
désingularisante p : Q — €, ou ) est une partie borélienne de X. On peut
alors étendre p a X en considérant des expressions de la forme ;p¢; ou
i+ — Qet ;1 Q — Q; sont des isomorphismes partiels (intérieurs) de
R, et X = QI Q; est une partition bien choisie. O

Terminons par une définition.

DEFINITION 3.16. — On dira qu’un espace singulier Q) est de type fini
si toute désingularisation discréte est de type fini, i.e. posséde un graphage
u.l.f. (uniformément localement fini).

Notons qu’un espace singulier est de type fini si et seulement si toute
désingularisation discrete peut étre engendrée par un nombre fini d’iso-
morphismes partiels. Cette notion peut étre clarifiée tres simplement par
la proposition suivante.

PROPOSITION 3.17. — Soit Q) un espace singulier ergodique. Si @) est de
type II, il est de type fini si et seulement si il admet une désingularisation
discréte de type II; engendrée par un nombre fini d’isomorphismes partiels.
Si @ est de type III, il est nécessairement de type fini.

Démonstration. — Soit @ un espace singulier ergodique de type II. Si @
est de type fini, il admet une désingularisation discrete de type I1; et de type
fini par définition. Réciproquement soit p : X — @ une désingularisation
discrete de type II; de @ engendrée par un nombre fini d’isomorphismes
partiels. D’aprés un résultat de Gaboriau [17, Prop. I1.6], toute désingulari-
sation discrete de @) de type II; est alors de type fini. Soit p : X — @ une
désingularisation discréte de @ de type 11, munie d’'une mesure invariante
o-finie p. Soit Ay C X une partie de mesure finie. Par hypothese il existe
une famille finie ®¢ d’isomorphismes partiels de Ay engendrant la restric-
tion R4, de R & Ag. Choisissons une partition de X en parties boréliennes
A,y i > 1, pour lesquels il existe un isomorphisme partiel p; : A; — A;_1
de R. Alors le recollement ¢ = IlI;>;p; de ces isomorphismes partiels est
un isomorphisme partiel de X qui, avec ®(, engendre R. Les espaces sin-
guliers ergodiques de type II se répartissent en trois sous-type, II*, II'~>°,
et I1°°, selon le cotit, 1, fini distinct de 1, ou infini respectivement, de leurs
désingularisations discrétes de type Iy (voir [17]).
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Soit @ un espace singulier ergodique de type Il et p : X — @ une
désingularisation discrete de @). Partitionnons X en un infinité dénombrable
X = l;>0A; de parties boréliennes non négligeables. Soit pour tout ¢ > 1
un isomorphisme partiel ¢; : A; — A;_1 de R, et considérons un graphage
¢ = (p1,02,...) de R4, (par exemple une partition de cette relation en
isomorphismes partiels). Soit ¢ = II;¢); et ¢ = Hiwi_lw;ll e 1/)1_1(pi1/J1 e
Vi _11;. Alors @; = 1/)’:<p¢_i‘A0 et (p, 1) engendre R (ceci montre aussi que
toute relation de type Il est de type fini). |

Références. La notion d’équivalence orbitale stable a été introduite par
Mackey [33] (voir également les travaux de Kakutani, par exemple [31]).
Elle a depuis été étudiée des deux points de vue borélien et mesuré; cf. [27]
et [16, 18] pour des références récentes. La considération d’espaces quotients
singuliers et de désingularisations a été initiée par Connes dans [8]. Nous
renvoyons également & [7], par exemple, pour d’autres développements.

4. Structures quasi-périodiques et représentations

Notre but dans ce paragraphe est de présenter les notions de repré-
sentation hilbertienne et de structure simpliciale associées a une relation
déquivalence mesurée, suivant [33], [8] et [18]. Comme annoncé en introduc-
tion, nous en profitons pour analyser le concept de quasi-périodicité, et no-
tamment sa formalisation a ’aide de la théorie de la mesure. Une structure
quasi-périodique sur un espace est dans ce formalisme une représentation
de relation d’équivalence agissant sur cet espace « avec domaine fonda-
mental ». La possibilité nous est offerte de commencer par une description
générale de la situation, en termes de catégories et foncteurs, isolant celles
des représentations qui sont susceptibles de conduire aux structures quasi-
périodiques. Cette description est uniquement destinée a fixer les idées et
reste informelle. Une fois ce contexte général précisé, nous pourrons nous
pencher plus attentivement sur les cas particuliers des complexes simpli-
ciaux et des espaces de Hilbert.

4.1. Cadre général

Nous suivrons le principe de base de ne considérer que des structures que
l’on peut « contruire effectivement » (i.e. sans recourir & Paxiome du choix).
Nous les appelerons « définissables » dans ce paragraphe. La signification
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exacte de ce terme ne sera précisée qu’au paragraphe sui-vant, concernant
les cas particuliers. On le remplacera alors par le terme « mesurables ».

Fixons une catégorie C dont les objets sont des ensembles.

Soit R une relation d’équivalence (ou un groupoide) borélienne sur un
espace X, considérée comme une petite catégorie dont les objets sont les
points de X et les morphismes les éléments de R. On appelle représentation
de R dans C la donnée d’un foncteur définissable F' : R — C (que l'on
supposera covariant).

Lorsque R est une relation d’équivalence mesurée, on appelera encore
représentation de R la donnée d’un foncteur F' dont les lois de composition
ont lieu presque sirement (i.e. F est une représentation d’une relation R|x
o X’ C X est un borélien de complémentaire négligeable).

Soit @ un espace singulier et p : X — ) une désingularisation discrete.
On note R = R, la relation d’équivalence mesurée associée. Une représenta-
tion F' de R induit une action (encore notée F') de R sur I’ensemble

F(X) =UexF(x).
On considere pour chaque g € Q 'ensemble quotient

E(Q) = Hxépfl(q)F(x)/ ~,
obtenu en identifiant F'(y) et F(x) par F'(z,y), comme un objet de C. On
obtient ainsi un diagramme commutatif ou £ est une application définis-
sable de @ dans les objets O(C) de C.

Un exemple. Prenons pour C la droite réelle R (sans morphisme), pour
laquelle la notion de foncteur définissable (i.e. mesurable) FF : R — R
est claire. Tout foncteur mesurable est, par ergodicité, presque siirement
constant, et I'espace F(Q) est, & un négligeable prés, un nombre réel usuel.
Cet exemple concerne plus généralement toute catégorie dont les objets sont
des points, i.e. lorsqu’on choisit pour C un espace topologique séparable
sans morphisme : un point ne possede pas de notion intéressante de quasi-
périodicité (au sens suivant).

On appelle élément Q-périodique de C le R-espace constitué par 'image

F(X)
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d’un foncteur F' de R dans C, lorsque que ’action de R sur F(X) admet un
domaine fondamental définissable au sens ol il existe une partie définissable

D =1,cxD, C F(X)
qui rencontre chaque orbite exactement une fois. En d’autres termes on a
F(x) = Uy F(z,y)Dy.

pour presque tout x € X.

A un élément Q-périodique de C est associée la lamination FQ) =
F(X)/R, obtenue en considérant l’espace quotient de F(X) par l'action
de R, via F.

Commentaires.

1. Ainsi, bien qu'un espace singulier soit un ensemble au sens usuel du
terme, ses points contiennent a priori trop d’informations pour étre
véritablement considérés comme des points. La structure singuliere
sur cet ensemble détermine des relations entre chacun de ses points,
et ces relations prennent ensuite effet lorsque I’on substitue a chacun
d’eux un élément d’une catégorie fixée par la procédure ci-dessus.

2. On comprend facilement le terme « quasi-périodique » lorsque le
domaine fondamental D est localement trivial, au sens ou il admet
une partition dénombrable D = II;(X; x D;), ou X; C X est une
partie définissable non négligeable : par ergodicité presque toute
feuille de cette lamination contient pour tout ¢ une infinité de copie
de D; « uniformément réparties » (chaque partie D; apparaissant
avec une certaine « proportion » dans le cadre mesuré). Dans le cas
général, il y a une « dépendance définissable » entre deux parties
D, et Dy pour = et y dans une méme feuille. Le cas non ergodique
concerne le mélange de différents concepts de quasi-périodicité.

3. La lamination associée a un élément @)-périodique de C s’identifie
de facon définisssable au domaine fondamental D. Le choix d’une
section définissable du fibré D — X détermine alors un plongement
transverse de X de cette lamination.

4. On reprend essentiellement ici des techniques introduites par A.
Connes dans [8]. Rappelons qu’il est construit dans [8], & Iaide
de ces techniques, une théorie de 'intégration (transverse) « en
présence d’'un groupoide mesuré ». Celle-ci permet d’intégrer des
« fonctions positives » définies sur I'espace @) des orbites de ce grou-
poide, ou une fonction positive est une application qui & une orbite
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q € Q associe un espace mesuré standard (Y, o), olt oy est une me-
sure positive sur Y. Décrire la mesurabilité d'une telle application
conduit naturellement & la notion de foncteur mesurable du grou-
poide vers les espaces mesurés. L’intégration d’une telle fonction
s’effectue a ’aide d’une mesure transverse quasi-invariante, asso-
ciée & un cocycle 0 défini sur le groupoide (son module).

4.2. Exemples

Définissons plus précisément la notion de mesurabilité pour les catégories
suivantes :

— ensembles dénombrables/bijections,

— espaces boréliens standard/isomorphismes mesurables,

— complexes simpliciaux/isomorphismes simpliciaux,

— espace de Hilbert/opérateurs unitaires.
Soit () un espace mesuré singulier.

4.2.1. La catégorie des ensembles dénombrables ou des boréliens standard.

Commencgons par un exemple simple. Soit p : X — @ une désingu-
larisation discrete de (). Le foncteur naturel F' : X — R,, qui & =z €
X associe Ry = {(z,y)} C R, et a (z,y) l'application évidente R) —
R7, est mesurable et définit I’ensemble dénombrable Q-périodique R),. La
lamination associée est I'espace X = R,/R, et on a F =p~ 1.

Plus généralement soit R une relation d’équivalence mesurée et ' : R —
C une représentation de R dans la catégorie des espaces boréliens standard
et des isomorphismes mesurables (ou des ensembles dénombrables et des
bijections). On définit la mesurabilité de F' de la fagon suivante (cf. [8]).
Soit 2 la réunion disjointe

Q =1Il,exF(z).

On dit que F est mesurable si  posséde une structure d’espace borélien

standard compatible avec les restrictions aux fibres définie par la projection

naturelle p : Q — X, telle que p et 'application R % Q — 2 définie par
(z,y) x a — F(z,y)a

soient mesurables (ou R * Q est le produit fibré de R et €, i.e. 'ensemble

des couples ((z,y),a) tels que p(a) =y, cf. [18] par exemple). La notion de
domaine fondamental borélien D C Q est claire (D est une partie borélienne
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rencontrant exactement une fois chaque orbite) et il en résulte une notion
d’espace borélien standard @Q-périodique (cf. ci-dessus). A chaque espace
borélien standard Q-périodique est associée une lamination sur ’espace
Q = F(Q) (standard) muni de la désingularisation p :  — @ obtenue par
passage au quotient de Dapplication p : Q@ — X par les actions naturelles
de R.

4.2.2. La catégorie des complexes simpliciaux.

Soit p : ¥ — @ une désingularisation de (. On dit que X est une
désingularisation simpliciale de @ si pour tout x € ¥ la classe ¥, C X
de x est munie d’une structure simpliciale connexe, i.e. d’une partition
Yo = Hi>0§]§ci) en simplexes non orientés de dimension i (satisfaisant aux
conditions usuelles de compatibilité), telle que les parties ¥ C ¥ consti-
tuées des simplexes de dimension 4 soient boréliennes.

Soit R une relation d’équivalence mesurée. On dit qu’un foncteur F de R
dans la catégorie des (réalisations géométriques de) complexes simpliciaux
(non orientés) est mesurable s’il est mesurable en tant que foncteur a va-
leurs dans les espaces boréliens standard, et si les parties Q) c Q = F (X)
constituées des simplexes de dimension 7 sont boréliennes. On dit que F
admet un domaine fondamental borélien si, de méme que ci-dessus, il existe
une partie borélien D C ) rencontrant exactement une fois chaque orbite ;
la notion de complexe simplicial Q-périodique en résulte. Elle coincide (&
réalisation géométrique pres) avec la notion de R-complexe simplicial défi-
nie par D. Gaboriau dans [18].

On associe a une désingularisation simpliciale de ) un complexe simpli-
cial @Q-périodique de la fagon suivante. Fixons une désingularisation simpli-
ciale p: ¥ — Q de Q. Notons X = (9 1a lamination des sommets et p(©) :
X — @Q la désingularisation discrete associée. Soit R = R0 = YNX xX,
on Y = Y, C X x X est la relation d’équivalence associée a p. Il est facile de
voir que le foncteur F de R dans x = (X x £)NYE C ¥ qui & 2 € X asso-
cie le complexe S, CIx et a (z,y) € R l'isomorphisme naturel f)y — 3,
est mesurable. De plus la donnée d’une section mesurable de la projection
sur la seconde coordonnée Ly € X x ¥ — % (a fibres dénombrables) dé-
termine un domaine fondamental borélien et, choisissant convenablement
cette section, on définit ainsi un domaine fondamental (borélien) simpli-
cial. Réciproquement a un complexe simplicial Q-périodique, donné par un
foncteur F, on associe la désingularisation simpliciale ¥ = F(X)/R — Q
obtenue en considérant F' comme un foncteur a valeurs dans la catégorie
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des espaces boréliens standard, ou la partition borélienne ¥ = HZ;OE(” est
donnée par la projection naturelle (& fibres dénombrables) de F(X)® dans
3. Les deux opérations décrites dans ce paragraphe sont inverse I'une de
l’autre, identifiant ainsi la catégorie des désingularisations simpliciales de
Q a celle des complexes simpliciaux @-périodiques.

Remarque 4.1. —

i. Un complexe simplicial quasi-périodique est nécessairement locale-
ment trivial (au sens défini au paragraphe I) du fait qu’il ne possede
qu’un nombre dénombrable de géométries locales possibles.

ii. Le groupe des automorphismes Aut(i) d’un complexe simplicial
quasi-périodique X est formé des bijections boréliennes de ¥ = % /R,
non singulieres et définies a un négligeable pres, qui respectent la
structure simpliciale longitudinale. Le sous-groupe distingué Int(f])
est formé des éléments de Aut(f)) qui fixent I’espace singulier quo-
tient. Notons que Out(X) = Aut(X)/Int(X) differe en général de
Out(R).

iii. Etant donné un complexe simplicial Q-périodique %, la famille des
boréliens standard Q-périodiques inclus dans ¥ forme une sous-
tribu de la tribu borélienne de 3. La donnée d’une mesure quasi-
invariante g sur X = X et dun systéme de Haar s sur %
(i.e. un champ invariant (s*),cx de mesures sur 3 telle que la me-
sure s* soit portée par le complexe simplicial ¥, C f]) détermine
une mesure h,(f) sur cette tribu (cf. [8, 1, 18, 37]).

Complexe quasi-périodique universel. Il existe un unique (& isomorphisme
pres) complexe simplicial @-périodique, contenant une copie isométrique de
tout autre complexe simplicial @Q-périodique [18].

On dit qu’un complexe simplicial Q-périodique est un arbre Q-périodique
si presque toute ses classes sont des arbres, et qu'un espace singulier ) est
arborable $’il existe un arbre Q-périodique. De méme on définit ainsi les
notions de dimension, p-connexité, etc., d’'un complexe simplicial quasi-
périodique (cf. [17, 18]).

4.2.3. La catégorie des espaces de Hilbert

Rappelons enfin la notion de foncteur mesurable a valeurs dans la caté-
gorie hilbertienne ([8]).

Soit X un espace borélien standard et R une relation d’équivalence boré-
lienne & classes dénombrables sur X . Soit H un champ mesurable d’espaces
hilbertiens de base X (cf. [14]).
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Une représentation unitaire de R sur H est la donnée d’une famille d’opé-
rateurs unitaires

m(x,y) : Hy — Hyg,

(z,y) € R, satisfaisant aux conditions de composition et de mesurabilité
suivantes :

- w(z,z) =1d et 7(x, 2) = w(x,y)n(y, z) pour tout x ~ y ~ z.

— les coefficients

(z,y) = (7(z,9)Ey[N2)

sont mesurables pour tous champs de vecteurs mesurables ¢, : X — H.

Exemple 4.2. — Représentation triviale de R. La représentation triviale
de R est la famille (z,y) — 1 € S C C opérant sur le champ constant
H = X x C de fibre C (cf. [36]).

Représentation réguliére de R. On considere le champ d’espaces de Hil-
bert H : x — (2(R*,H%) qui & tout point x € X associe I'espace des
fonctions de carré intégrable sur la classe d’équivalence de x pour la me-
sure de décompte horizontal h*. Comme h* = h¥ pour tout (z,y) € R,
les espaces (?(RY,hY) et £2(R®,h%) sont naturellement identifiés par un
opérateur unitaire 7(z,y) ; explicitement,

m(x,y) : (RY) — *(R")

est défini par 7 (z,y) f(z,2) = f(y, 2).

Intégration d’une représentation. Soit m une représentation unitaire de R
sur un champ d’espaces de Hilbert H de base X. Soit x4 une mesure de pro-
babilité quasi-invariante sur X. Considérons l'espace de Hilbert L?(X, H)
des sections de H de carré intégrable pour . On définit pour tout sous-
groupe dénombrable I' C [R] du groupe plein de R une représentation
unitaire 7 sur L?(X, H) par la formule

T(Y)€:x w(m,w_lx)gvflx O(z, vy ta)

ou § est le module de p.

Considérons deux représentations m et n’ d’une relation d’équivalence
mesurée R. On appelle opérateur d’entrelacement entre 7 et 7’ la donnée
d’un champ mesurable essentiellement borné d’opérateurs (T, ).cx tels que

Tx’”(xa y) = ’/T/(I', y)Ty

pour tout (x,y) € R.
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Espaces de Hilbert quasi-périodiques. Nous n’utiliserons pas cette notion
ici. Il est naturel de dire qu'une représentation hilbertienne possede do-
maine fondamental si I’action obtenue par restriction au fibré en sphere
unité en possede un, en un sens a préciser. L’exemple fondamental est ce-
lui de la représentation réguliere associée a une désingularisation discrete
X — @ d’un espace singulier (). La lamination associée est donnée par
[z] — £2([x]) qui & une classe [x] € Q associe I'espace des fonctions de carré
intégrable définies sur cette classe. Pour des considérations récentes sur la
dynamique des groupes dénombrables de transformations unitaires sur la
sphere unité d’un espace de Hilbert, nous renvoyons a [35] par exemple.

4.2.4. Quelques commentaires

Périodicité. L’espace singulier définissant les structures périodiques est
le point (I'espace singulier ergodique de type I). Les désingularisations as-
sociées proviennent d’actions libres (ou propres) de groupes localement
compacts : il est nécessaire ici d’étudier les groupes désingularisants sans
se restreindre aux seules relations d’equivalence. Notons qu’il est également
possible de mener une telle étude pour les espaces singuliers non triviaux,
ol l'on étudie des groupoides désingularisants [8] (dans le cadre de cet
article, les relations d’équivalence suffisent).

Périodicité et quasi-périodicité. Soit I' un groupe dénombrable et Y un
I-complexe simplicial cocompact (ainsi Y est un complexe simplicial pé-
riodique). On peut munir Y d’une structure quasi-périodique de la fagon
suivante. Soit a une action ergodique de I' sur un espace de probabilité
(X, u) et R = R, la relation d’équivalence associée. L’action diagonale de
I' sur X x Y détermine une lamination

Y= (X xY)T,

qui est une désingularisation simpliciale de @ = X/R. On dira que le com-
plexe simplicial Q-périodique ¥ associé & ¥ définit une structure
Q-périodique sur'Y . (cf. [18, §3.4])

Faisons une constatation simple, extraite de [21, §5.33], illustrant cette
idée. Désignons par R la droite réelle. Tout recouvrement périodique, disons
Z-invariant (ou Z agit par translation), de cette droite par des intervalles
de longueur n a multiplicité au moins n. Par ailleurs, on peut construire
un recouvrement quasi-périodique (défini par exemple via un feuilletage
irrationnel du tore) de R par des intervalles de longueur n, avec multiplicité
au plus 2.
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D’autres catégories. Nous étudierons prochainement, en collaboration
avec S. Vassout, la notion de variété riemannienne quasi-périodique en re-
lation avec la signature L2. Plus généralement, toute catégorie d’espaces
métriques séparables (espaces CAT(0), certains immeubles de Tits,...) est
a priori naturellement sujette a quasi-périodicité.

Notons aussi que certains espaces fonctionnels peuvent également jouir
de propriétés de quasi-périodicité. Par exemple, si p : X — @ est une dé-
singularisation discrete de @, le fibré mesurable x — £°°([z]), ou [x] désigne
la classe de z € X, définit « I'espace £*° quasi-périodique »

[z] = £ ([2])-

Cet espace est muni d’une structure d’algebre (effectuer les opérations
classe par classe), de la structure mesurée canonique, et la norme don-
née par le supremum essentiel des normes ¢°° en fait une algebre de von
Neumann (il s’agit bien stir de L°°(X)). De méme, si [x] — £2([x]) est les-
pace de Hilbert quasi-périodique associé a la représen-tation réguliere de
R, 'espace quasi-périodique

[2] — B(¢*([)))

des opérateurs bornés sur £2([z]) (ot [x] — gf) est mesurable si les fonctions
T+ (q[21& | Mz) sont mesurables pour toutes sections mesurables £, de
e x¢?([z])) est une algebre et le supremum essentiel en fait une algebre de
von Neumann, qui contient L>°(X), agissant par multiplication (il s’agit de
l’algebre de von Neumann de la relation d’équivalence R,). Nous renvoyons
ici a [9, 1.4.9].

5. Ergodicité forte

Soit (X, u) un espace de probabilité. Fixons une famille dénombrable ®
d’isomorphismes partiels de X préservant la classe de p et considérons le
pseudo-groupe I' = (®) engendré par ®. On dit qu'une suite (A,)n>0 de
parties boréliennes de X est asymptotiquement invariante sous ’action de
I" si pour tout ®-mot m de domaine D C X, on a

w(m(A, N D)\A,) —, 0.

La notion de suite asymptotiquement invariante est classique et s’énonce
traditionnellement en terme d’actions de groupe. Si o : I' — Aut(X, ) est
un groupe agissant en préservant la classe de p, on dit qu’une suite (A,)
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de parties boréliennes de X est asymptotiquement invariante sous I’action
de I si
pla(v)AnAA,) —5 0

pour tout v €I,

Il est facile de voir que les deux définitions données ci-dessus lorsque ¢
est constitué d’isomorphismes de X coincident (voir également le lemme
5.1). Une suite asymptotiquement invariante (A,,) est dite non triviale s’il
existe § > 0 tel que, quitte & extraire,

6 < p(An) <1-0.

Rappelons également qu’une suite (A,,) est asymptotiquement invariante
sous 'action o d’un groupe T si et seulement si

AR AA,) =4 0

pour tout ¢ € [R,], et lexistence de suites asymptotiquement invariantes
non triviales ne dépend donc que de la relation d’équivalence R = R,
associée a I'action de I'. On dit alors qu’une relation d’équivalence ergodique
R est fortement ergodique si toute suite asymptotiquement invariante sous
Paction de [R] est triviale (cf. [12, 40, 13, 41, 28]). On vérifie facilement
que cette propriété ne dépend que de la classe de pu.

LEMME 5.1. — Soit T" = (®) un pseudo-groupe d’isomorphismes partiels
agissant ergodiquement sur (X, ). L’existence de suites asymptotiquement
invariantes non triviales sous ’action de I' est invariante par équivalence
orbitale stable, i.e. est une propriété de I'espace singulier @ = X/T' des
orbites de I' sur X.

Démonstration. — Montrons d’abord que 'invariance asymptotique sous
I’action de I' équivaut a I'invariance asymptotique sous ’action du groupe
plein [®] de la relation d’équivalence R engendrée par & (cf. [28, 25]).
Fixons une suite (4,) asymptotiquement invariante sous laction de T'.
Soient ¢ € [®] et € > 0 fixés. Soient my, ..., my une famille finie de ®-mots
et 1,...Q une famille finie de boréliens disjoints tel que m;(z) = p(z)
pour tout x € Q; et pu(pA:) <eg/2, ot A = X\ 11 Q;. Alors

WA N\A, =118 (mi (A, N Q)\A,) T pAN\A,
c U (mi(A, N D)\A,) U pA\A,

ou D; est le domaine de m;. Pour tout n suffisament grand on a par hypo-
these p(m;(A, N D;)\A,) < e/2k. Donc pu(pA,\An) — 0. Ainsi

A AA,) — 0,
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car A,\pA, = o(p 1A, \A,), et (A,) est asymptotiquement invariante
pour [D].

Réciproquement soit m : D — D’ un ®-mot. Soit 1, ..., pr une famille
d’isomorphismes partiels de domaines respectifs Dy, ..., Dy disjoints tels
que m(x) = p;(x) pour tout x € D;, et tels que p(p;(D;)ND;) = 0. On peut
supposer pu(m(D.)) < €, ol € > 0 est un nombre réel fixé et D, = D\ I D,
[15]. Alors

m(A, N DN\A,, =T} (p;(A, N D)\A,) Tm(D)\A,
C Ulf Pi(An)\A, U m(DE)\An

ou p; est I'extension de ¢; a X en un isomorphisme d’ordre 2 coincidant
avec identité sur X\ (D; U ¢;(D;)). Ainsi u(m(4, N D)\A,) — 0, donc
(A,,) est asymptotiquement invariante pour I' = (®).

Montrons I'invariance par équivalence orbitale stable. Soit ¥ C X un
borélien non trivial rencontrant toutes les orbites de R. Soit A,, C Y une
suite asymptotiquement invariante non triviale pour Rjy. Considérons un
graphage ® de R|y et une famille ¥ d’isomorphismes partiels X\Y — Y
de R dont les domaines forment une partition de X\Y. Alors & = & U ¥
est un graphage de R et la suite (A,) des saturés de A, par ¥ est ®-
asymptotiquement invariante et non triviale (il suffit de vérifier 'invariance
asymptotique sur les générateurs d’un graphage).

Réciproquement, soit (A,) une suite asymptotiquement invariante non
triviale pour R. Notons qu’il suffit de montrer qu’il existe un borélien Yy C
Y rencontrant toutes les orbites de R contenant des suites asymptotique-
ment invariantes pour R)y,. Considérons un borélien Yy C Y rencontrant
toutes les orbites de R pour lequel il existe une partition X\Yy = II;51Y;
en domaines Y; d’isomorphismes partiels ¥; ~ Y. Notons que comme (A,,)
est asymptotiquement invariante, on a

w(A, NY;) =, 0<=u(4,NY;) =, 0

pour tous 4,5 > 0 fixés. Ainsi (A4,, NY}), définit une suite non triviale de
R)y,, au sens ot 'on peut trouver une sous-suite (A;,) de (A,NYp), dont la
mesure converge vers un nombre réel non nul distinct de u(Yp). Cette suite
est asymptotiquement invariante car si ¢ est un isomorphisme de R)y,, il
s’étend par I'identité en un isomorphisme de R, et

SD(A, )AA/m = p(Am)AA,,.

m
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DEFINITION 5.2. — Soit Q un espace singulier ergodique. On dit que Q
est fortement ergodique si toute suite asymptotiquement invariante d’une
désingularisation discréte est triviale.

THEOREME 5.3 (Jones-Schmidt [28]). — Soit @ un espace singulier er-
godique. On a l’alternative suivante :

— soit Q posséde un quotient moyennable ergodique non trivial,

— soit ) est fortement ergodique.

Rappelons la définition suivante, qui s’adapte immédiatement aux es-
paces singuliers.

DEFINITION 5.4. — Soit R, resp. R, une relation d’équivalence mesurée
ergodique sur un espace de probabilité (X, u), resp. (X, p). On dit que R
est un quotient de R s’il existe une application borélienne surjective non
singuliére p : X — X tel que p"(R) = R, ott p(V (z,y) = (p(x), p(v)).

Nous renvoyons pour un exposé récent des résultats concernant 1’ergo-
dicité forte, et notamment pour une démonstration du théoreme de Jones-
Schmidt, a larticle de G. Hjorth et A. Kechris [25, App. 1].

6. Concentration

Ce paragraphe est essentiellement inspiré de 'observation suivante de
Gromov, extraite de [22],

« If X is foliated (i.e. partitioned) into the orbits of an amenable group G
acting on X, then the resulting d on X 1is, essentially, never concentrated.
But if G has property T, then it is concentrated. »

Soit un espace métrique-mesuré (X,d, ) au sens de Gromov [22], ou
lon permet que d(z,y) = oo. Plus précisément X est un espace boré-
lien standard, p est une mesure de probabilité sans atome sur X, et d
est une application borélienne satisfaisant aux axiomes traditionnels d’une
distance, excepté que ses valeurs parcourent [0,00]. De plus, on suppose
que, si R = Ry C X x X désigne la relation d’équivalence borélienne des
couples (z,y) de points & distance finie, la mesure p est quasi-invariante
relativement a R.

Exemple 6.1. — Considérons un feuilletage lisse sur une variété com-
pacte. La donnée d’'un champ mesurable de métriques sur chaque feuille
détermine un espace métrique-mesuré, out on pose

d(x>y) = de(-’)?,y)
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si z,y sont sur une méme feuille ¢ et d(x,y) = oo sinon. Notons que la
probabilité pour la classe de Lebesgue que deux points soient a distance
finie est nulle. Ici R est la relation d’équivalence sous-jacente au groupoide
d’holonomie (partition en feuilles).

Exemple 6.2. — Soit R une relation d’équivalence mesurée. Un graphage
K de R définit naturellement une métrique dyi sur les orbites (distance
simpliciale).

Etant donnés deux parties boréliennes A, B C X on note

A,B) = inf" inf
(4, B) = inf ylgBd(x,y)

ol le symbole « inf" » désigne l'infimum essentiel relativement & u (et le
symbole « inf » I'infimum usuel).

DEFINITION 6.3 ([22]). — On dit que (X, d, u) est concentré s’il existe
une fonction c :)0,0]> — R, telle que pour tous boréliens non négligeables
A/ BC X,ona

d(A, B) < c(u(A), u(B)).

On vérifie facilement que cette définition est équivalente la suivante :
pour tout § > 0 il existe une constante rs telle que pour tous boréliens
A, BC X,ona

w(A), p(B) > 6§ = d(A, B) < rs.
Notons que la fonction ¢(6,0") = sup{d(A,B) | w(A) = 6§, w(B)
= ¢’} est décroissante a 0 fixé.

Observons que les espaces métriques-mesurés concentrés sont en parti-
culier ergodiques, au sens ou R est ergodique relativement a p ou, de fagon
équivalente, au sens suivant.

DEFINITION 6.4. — Soit (X,d, ;) un espace métrique-mesuré au sens
ci-dessus. On dit que d est ergodique (relativement & u) si pour toutes
parties boréliennes A, B C X non négligeables, on a d(A, B) < co.

THEOREME 6.5. — Soit (X, p) un espace borélien standard et ® une
famille finie d’isomorphismes partiels (préservant la classe de p et) induisant
une métrique ergodique d = dg sur X. Alors X est concentré si et seulement
s’il ne contient pas de boréliens asymptotiquement invariants non triviaux
sous laction du pseudo-groupe I' = (®).

Démonstration. — Soit (A,) une suite asymptotiquement invariante
telle que
d< pu(d,) <1-4.
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Supposons en raisonnant par ’absurde que I'espace X soit concentré et
considérons un entier 7 = r;,5 telle que si u(A), u(B) = §/2 alors d(A, B) <
r. Soit F'={m!,m?, ..., m/} la famille finie des ®-mots de longueur < 7.
Notons B,, = X\4, et fixons un mot m’ € F, de domaine D®. Soit (D?)
la suite de boréliens définis par D! = {x € D' N A,|mi(x) € B,}. Par
définition de A,, on a

w(imt(A, N DY\ A,) — 0,
i.e., u(m*(D%)) — 0, et il existe un entier N; suffisament grand pour que
pour n = N;
By = B,\m'(Dy,)
soit de mesure > §— %. Choisissons N = max; N; et considérons le borélien
Cy = ﬂiBﬁi, de mesure > §/2. On a
u(m(ANnND)NCn) =0

pour tout mot m € F de domaine D. En d’autres termes d(Ay,Cn)
> r, contrairement a I’hypothese

Réciproquement supposons que X ne soit pas concentré et construisons
une suite asymptotiquement invariante. Soit (A,,), (By) deux suites de bo-
réliens de taille > ¢ tels que

d(An, Bp) = n+1.

Ainsi la « boule » de centre A,, et de rayon n est disjointe de B,, ; on suppo-
sera que B,, coincide avec le complémentaire de cette boule. Construisons
une suite de fonctions
T € L (X, 1)

de la fagon suivante. Sur A,, (resp. B,), on pose m, = 1 (resp. 0). Sur la
sphére de centre A, et de rayon ¢ = 1...n, on pose m, = 1 — 1/i. Soit m
un ®-mot de domaine D et de longueur [. Il est clair que pour presque tout
r€ Dona ;

[ (m(2)) = mn ()] <

Plus généralement pour tout automorphisme partiel ¢ € [[R]] tel que

ol = [ dle™ . )du(o) < o0

ou D' est 'image de ¢, on a

[ rop™ =mah s = [ |male2) = ma(a)| du(o)
< // d(q%las’x)d,u(ac) = ‘—? —p 0.
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Notons AS = {7, > a}. On a pour tout z € D',

n
_ 1
|mn(o™ )| — mp(2) = EXW(A:l—i/an)A(Ai—i/an,)(x),
i=0

ol D est le domaine de ¢. Donc

1
I (o9 = m)ipr h= [ n(e(43 N D)AMS N D))da.
0
Il en résulte, quitte a extraire une sous-suite, que
(A7 N DNAT) — 0

pour presque tout «.

Par définition |p| = p(D’) pour tout isomorphisme partiel ¢ € ® d’image
D’. Comme ® est de cardinal fini, on obtient ainsi par extractions succes-
sives une sous-suite (A,,) de (A,) telle que u(p(A% N D)\A%) — 0 pour
tout ¢ € ® et presque tout a. Comme il suffit de vérifier l'invariance
asymptotique sur un systéme générateur de R, presque toute suite (A%,)
est asymptotiquement invariante sous 'action de I' = (®). De plus, elles
sont non triviales pour « > 0, et le théoreme en résulte. g

Remarque 6.6. — Le théoreme précédent est clairement faux lorsque la
métrique dg n’est pas de type fini (on peut alors choisir pour ® une partition
de R en isomorphismes partiels). Dans ce cas, il est facile d’adapter la
démonstration ci-dessus pour établir le résultat suivant. Etant donnée une
famille dénombrable ® d’isomorphismes partiels de X préservant la classe
de la mesure u, l'action sur X du pseudo-groupe engendré par ® contient
une suite asymptotiquement invariante non triviale si et seulement si pour
toute métrique de type fini d > dg, U'espace métrique-mesuré (X, u, d) n'est
pas concentré.

Soit R une relation d’équivalence mesurée de type fini. On dit que R
est concentrée si pour tout graphage fini ® de R l’espace métrique-mesuré
(X, ds, p) est concentré. Notons que si R n’est pas concentré, alors aucun
des espaces (X, dg, 1) associé & un graphage fini ® ne l'est ; la propriété de
concentration est ainsi indépendante de la métrique (de type fini) choisie
sur 'espace ambiant. On dit qu'un espace singulier ergodique de type fini
est concentré si toute désingularisation discrete ’est.

THEOREME 6.7. — Soit QQ un espace singulier ergodique de type fini.
Alors @ est fortement ergodique si et seulement s’il est concentré.
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Rappelons que d’apres le résultat de Schmidt-Connes-Weiss (cf. [40, 13]),
un groupe dénombrable possede la propriété T de Kazhdan si et seulement
si toutes ses actions ergodiques de type II; sont fortement ergodiques.

COROLLAIRE 6.8. — Soit I un groupe de type fini. Alors I' posséde la
propriété T de Kazhdan si et seulement si toutes ses actions ergodiques de
type II; sont concentrées.

Nous renvoyons le lecteur & [22] pour un éventail d’idées sur la concen-
tration. Il arrive souvent qu’un espace concentré soit un espace « de grande
dimension ». On retrouve dans le contexte quasi-périodique ce type de phé-
nomene. Par exemple, les shifts de Bernouilli (non moyennables), i.e. {0, 1}F
ou I' agit par translation, sont concentrés (cf. [32, 28, 25]).

De méme le théoreme de Schmidt et Losert-Rindler (cf. [40, 32]) se tra-
duit par I’énoncé suivant.

COROLLAIRE 6.9. — Soit I un groupe de type fini. Alors I' est moyen-
nable si et seulement si toutes ses actions ergodiques de type II; sont non
concentrées.

Ce résultat caractérise les groupes moyennables par une « propriété de
Rokhlin faible » (non concentration) satisfaite par toutes leurs actions de
type II;.

7. Inégalités isopérimétriques

Soit R une relation d’équivalence mesurée de type fini sur un espace de
probabilité (X, p). Soit K une partie symétrique u.l.f. de R.

DEFINITION 7.1. — On dit que K posséde des suites de Folner évane-
scentes (vanishing Fplner sequences) relativement a p s’il existe une suite
(A,) de boréliens non négligeables de X et une suite (€,) de nombres réels
convergeant vers 0 telles que

1(Ap) — 0 et 1Ok An) < enp(Ay).

Remarque 7.2. — L’existence de telles suites de Falner est une propriété
de K et non de R; le résultat principal de ce paragraphe caractérise les
relations d’équivalence dont tout graphage contient des suites de Fglner
évanescentes, dans 'esprit de [11, page 443] (cf. également [30]). Notons
que dans la définition précédente les composantes connexes de A, (rela-
tivement a la structure simpliciale) n’ont pas de raison d’étre finies (c’est
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la une différence essentielle avec les suites de Fglner de [11]). La notion
de suites de Fglner évanescentes est une reformulation géométrique de la
notion dynamique de I-suites considérée dans [29, 41, 39], lorsque p est une
mesure de probabilité invariante.

Exemple 7.3. — Soit R une relation d’équivalence de type I1;. Soit A C
X un borélien de mesure 1/4. Considérons un graphage borné K4 de R4,
une partition infinie A}, AL ... de A et une partition

{AZ}iz1, 2<i<n,

de X\A de sorte que u(A}) = /J(A{) et que n; —; oo. En choisissant
des isomorphismes partiels A{ — Az+l7 il est facile de compléter K4 en
un graphage borné K de R. Ce graphage contient des suites de Fglner
évanescentes. X peut cependant étre fortement ergodique, si par exemple
R possede la propriété T de Kazhdan.

Exemple 7.4. — Schmidt [41] a construit un arbre quasi-périodique de
type I3 et de valence 6, a la fois concentré et contenant des suites de Fglner
au sens ci-dessus. Nous avons vu dans I’exemple précédent que tout espace
singulier possede un graphe quasi-périodique contenant des suites de Fglner.
Hjorth et Kechris [25] ont montré que pour tout espace singulier obtenu
par action mélangeante de type II; du groupe libre a deux générateurs, on
peut construire un arbre quasi-périodique de valence 4 contenant des suites
de Folner (le groupe libre a deux générateurs permet de définir une infinité
non dénombrable de notions de quasi-périodicité différentes [19]). Il existe
de nombreux graphes quasi-périodiques sans suite de Fglner évanescente.
Par exemple, un graphe de Cayley de groupe non moyennable, muni d’une
structure quasi-périodique associée a une action par shifts de Bernoulli de
ce groupe, n’en contient pas.

THEOREME 7.5. — Soit R une relation d’équivalence ergodique de type
fini préservant une mesure de probabilité u. Alors R posséde un quotient
moyennable si et seulement si chacun de ses graphages u.l.f. contient des
suites de Fplner évanescentes.

Démonstration. — D’apres le théoréeme de Jones-Schmidt, nous devons
montrer qu'une relation d’équivalence II; de type fini est fortement ergo-
dique si et seulement si 'un de ses graphages u.l.f. ne contient pas de suites
de Fglner évanescentes.

Soit R une relation d’équivalence I1; de type fini. Supposons que tout gra-
phage u.Lf. de R contient des suites de Fglner évanescentes et construisons
une suite asymptotiquement invariante non triviale. Soit K un graphage
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w.l.f. de R et € > 0. On considere ’ensemble £ des boréliens A de X tels
que

10k A) < ep(A)
et
n(A) <,
ot ¢ €]0, 1] est fixé. Etant donnés A et B dans £ on pose

A< BsiACB et p(0gA\A) <eu(4),

ou A’ = B\A et linclusion A C B a lieu & une partie négligeable pres.
Ceci définit un ordre partiel sur £. Soit £ un sous-ensemble totalement
ordonné et A,, € £ une suite telle que sup,, u(Ay) = sup 4cer p(A). Posons
Aso = UnA, et AL = A\A;—1. Alors

Ok Ace) = (0K A1\ Aoo) + D p(OK A\ Acc)

n>2
Sep(Ar) +e Y u(A) = ep(As),
n>=2
et,siAe & ona
10 ALN\A) = lim pu(9x A7\ Aco)
<elimp(A]) = ep(AL)

ou AL, = Ax\Aet A, = A, \A. Ainsi € est inductif. Soit A € £ un élément
maximal (lemme de Zorn). Supposons par I'absurde que § = ¢ — u(A) > 0
et notons K’ = X\A x X\ANK.

Complétons K’ en un graphage u.lf. K" de R|x\ 4, et choisissons une
famille finie d’isomorphismes partiels ¢; : A — X\ A de R dont les domaines
partitionnent A. Alors

K = K" U; (graphy; U graphe; ')

est un graphage u.l.f. de R.

Soit A,, C X une suite de Folner évanescentes pour K. Posons A/, =
A, N X\ A. Par définition de K on a u(A!) > 0 pour tout n suffisament
grand. Soient

B}L = {,T €A, N A| wl(m) ¢ A;z @] 6K”A;1}7
B = {zeA,nAlp(x)€dxnA},
B3 = {xcA,NA|g(x)e Al

On a
(0 An) = (0% By,) + 1Ok Ay).
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Par ailleurs K étant u.Lb. (rappelons que g est invariante), il existe une
constante C' = C(K) telle que

,u(Brlz) < Op’(afB'}L)?ﬂ(aK”A{n) <C
p(B;) < Cp(drnAy), et u(By) <C
Pour tout &’ il existe n tel que

WO BL) + plOrcr AL) < & (u(BL) + u(B2) + u(BY) + u(AL),
donc
(1 'CYl@ren AL) < ('€ — Vu(0BL) +¢'(1+ Ch(AL),
et si ¢’ vérifie
g(1+0C)
1—oC Y%
on obtient un entier n tel que que 0 < pu(Al) < 4 et

1D AL) < ep(AL).

eC <1 et

Alors
1Ok ALN\A) = (0K A) < ep(Ay,)

donc A < AIT A],. Enfin,
1Ok (AL AY)) < p(0x A\A;) + n(0x AL \A)

en(A) + eu(Al) = ep(ATLAL),

NN

donc AITA!, € £, d’ol1 une contradiction. Ainsi on peut trouver une famille
A, C X de borélien tels que p(A4,) = cet u(0xAn) < 1/n; il en résulte, en
partionnant K en un nombre fini d’isomorphismes partiels, que R contient
des suites asymptotiquement invariantes (de mesure c).

Réciproquement supposons que R ne soit pas fortement ergodique et
montrons que tout graphage u.l.f. K contient des suites de Fglner évanescen-
tes. (Nous nous inspirons ici d’un argument classique, cf. [29, 41, 39, 25].)
Soit K un graphage u.l.f. de R. Pour tout nombre réel 0 < § < 1 il existe
un suite asymptotiquement invariante A9 telle que u(A2) = § (cf. [28]).
Soit n fixé et 6 = 1/n. K étant u.lLf., on peut le partionner en une famille
finie F' d’isomorphismes partiels. Soit k = k(n) un entier suffisament grand
pour que

> ne(ALNDNAY < 3,
@EFIIF—1

ol D est le domaine de . On pose A), = Ai(n). Alors

pAL) =0 et (0K AL) < (AL
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O

THEOREME 7.6. — Soit Q un espace singulier ergodique de type fini.
Alors @ posséde un quotient moyennable si et seulement si tout graphe
Q-périodique u.Lf. contient des suites de Fplner évanescentes (relativement
a une mesure de probabilité dont la classe est déterminée par Q).

Démonstration. — Le fait que tout graphage u.l.f. contient des suites
de Folner lorsque ) possede un quotient moyennable résulte sans change-
ment de la démonstration ci-dessus. Ainsi, il reste seulement & montrer que,
lorsque @ est de type III et tel que tout graphe @Q-périodique symétrique
u.Lf. contienne des suites de Folner évanescentes, il existe une désingularisa-
tion discrete de ) admettant des suites asymptotiquement invariantes non
triviales. Considérons un graphage u.l.f. K d’'une désingularisation discrete
R de Q. Soit € > 0. Reprenons la démonstration du théoréeme précédent.
Notons £ I’ensemble des boréliens A de X tels que

10k A) < ep(A)
et
n(A) <c
ou ¢ €]0,1[. Avec la méme relation d’ordre & est inductif. Soit A € &
un élément maximal. Supposons que 6 = ¢ — u(A) > 0 et notons K’ =
X\Ax X\ANK. On peut compléter K’ en un graphage u.l.f. K de Rix\a-

Soit A/, C X une suite de Fglner évanescentes pour K (relativement & la
mesure p/pu(X\A)). Soit un entier n tel que que 0 < pu(Al) < et

WOk AL) < u(OAL) < enl(AL).
Alors
10k AN\A) = (0 A,) < ep(Ay)
donc A < AT A/, € £, d’olt une contradiction. Ainsi on peut trouver une
famille A,, C X de borélien tels que p(A,) = c et u(0xAy) < 1/n; il en
résulte, en partitionnant K en un nombre fini d’isomorphismes partiels,
que R contient des suites asymptotiquement invariantes. O

Concluons par la variation suivante. On rappelle qu'un sous-graphage
u.l.b. est un graphage u.l.f. d’une sous-relation de R dont les dérivées de
Radon-Nikodym sont bornées.

THEOREME 7.7. — Soit R une relation d’équivalence ergodique. Alors
R posséde un quotient moyennable si et seulement si chacun de ses sous-
graphages symétriques u.l.b. posséde des suites de Fplner évanescentes.
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Démonstration. — Le sens direct est 1a encore identique a celui du théo-
reme 7.5. Réciproquement soit R une relation ergodique dont tout sous-
graphage symétrique u.l.b. contient des suites de Fglner évanescentes. Les
démonstrations données ci-dessus impliquent que pour tout sous-graphage
symétrique u.l.b. K de R, tout ¢ €]0, 1], et tout € > 0, il existe une partie
A C X de mesure ¢ tel que u(dxA) < e. Ecrivons R comme réunion de
graphes d’isomorphismes (¢1, @2, . . .) de X et considérons un sous-graphage
u.l.b. K, tel que pour tout i < n,

i | (@, 0i) & K} + pde | (2, 0710) ¢ Ko < 1/n.
Soit (A,) une suite de partie borélienne de X de mesure ¢ €]0, 1] telle que
w(0k, Ay) < 1/n. Alors, pour tout ¢ > 1, on a p(p;A,AA,) < 2/n pour
tout n > 4. Il en résulte immédiatement que pour tout ¢ € [R],

wlpAp,AA,) —, 0

(découper ¢ le long de 1, @2, ... de la méme fagon que dans le lemme 5.1).
O
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