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PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES DES SUBSTITUTIONS
ET AUTOMATES INFINIS

par Christian MAUDUIT

Résumé. — L’objet de ce travail est d’étudier les propriétés arithmétiques et
statistiques des mots infinis et des suites de nombres entiers engendrés par des
substitutions sur un alphabet infini ou par des automates déterministes ayant un
nombre infini dénombrable d’états. En particulier, nous montrons que si u est
une suite de nombres entiers engendrée par un automate dont le graphe étiqueté
associé représente une marche aléatoire de moyenne nulle sur un réseau de Rd (d
entier positif), alors la suite (nα)n∈u est équirépartie modulo 1 si et seulement si
α ∈ R r Q.

Abstract. — This work concerns the study of arithmetical and statistical prop-
erties of infinite words and sequences of integers generated by a substitution on
an infinite denumerable alphabet or by a deterministic automata with an infinite
denumerable set of states. In particular, we prove that if u is a sequence of integers
generated by an automaton whose associated graph represents a random walk with
zero average on a d-dimensional lattice, then the sequence (nα)n∈u is uniformly
distributed modulo 1 if and only if α ∈ R r Q.

1. Introduction

De nombreux travaux ont été consacrés ces dernières années à l’étude
des propriétés arithmétiques, combinatoires et dynamiques des mots infinis
sur un alphabet fini engendrés par des substitutions sur un alphabet fini
ou des automates finis. On trouvera dans [1], [30] et [31] une présentation
assez détaillée de ces résultats.

L’objet de ce travail est de poursuivre cette étude en définissant d’une
part de nouveaux algorithmes simples permettant d’engendrer des mots

Mots-clés : mots infinis, substitutions, automates, équirépartition modulo 1.
Classification math. : 11B85, 11K06, 11L15, 68Q45, 68R15.



2526 Christian MAUDUIT

infinis sur un alphabet fini et d’autre part en étudiant les propriétés arith-
métiques de premiers exemples de tels mots infinis (ou de manière équiva-
lente d’après la définition 2.1 d’ensembles de nombres entiers) engendrés
par des substitutions sur un alphabet dénombrable ou par des automates
dénombrables.

2. Notations et définitions

2.1. Généralités

Dans tout ce travail g désigne un nombre entier supérieur ou égal à 2.
Si x est un nombre réel on pose e(x) = exp(2iπx) et on dénote par ‖x‖ la
distance de x à l’entier relatif le plus proche.

Si (un)n>1 et (vn)n>1 sont deux suites de nombres réels strictement po-
sitifs, on dit que un et vn sont de même ordre de grandeur s’il existe deux
constantes 0 < c1 6 c2 telles que pour tout nombre entier positif n on a

c1vn 6 un 6 c2vn.

Dans tout ce travail on désigne par A un alphabet fini ou dénombrable.
On note, pour k ∈ N, Ak l’ensemble des mots de longueur k (i.e., constitués
de k lettres) et A∗ = ∪k>0A

k l’ensemble des mots finis sur l’alphabet A.
Si m ∈ A∗ et si a ∈ A on note |m|a le nombre d’apparitions de la lettre

a dans le mot m et |m| =
∑

a∈A |m|a la longueur du mot m.
On appelle mot infini sur l’alphabet A tout élément de AN.
Pour tout nombre entier positif n =

∑ν
i=0 nig

i (avec ni ∈ {0, 1, . . . , g−1}
pour tout i ∈ {0, 1, . . . , ν} et nν 6= 0 si n > 1), on note n̄ = nνnν−1 · · ·n0 ∈
{0, 1, . . . , g − 1}ν+1 sa représentation en base g.

Définition 2.1. — Si m ∈ AN et a ∈ A, on appelle support du mot
m relatif à la lettre a l’ensemble des nombres entiers positifs n tels que la
(n + 1)-ème lettre du mot m est a.

On note [m]a le support du mot m relatif à la lettre a.

2.2. Substitution sur un alphabet infini

Soit σ une substitution sur l’alphabet A, c’est-à-dire une application de
A vers A∗. Cette application peut s’écrire comme suit :

∀a ∈ A, σ(a) = σ0(a)σ1(a) · · ·σ|σ(a)|−1(a)

où r 7→ σr(a) est une application de {0, 1, . . . , |σ(a)| − 1} dans A.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Définition 2.2. — On appelle graphe étiqueté associé à la substitution
σ, le graphe G = (A,U) dans lequel

(i) A est l’ensemble des sommets de G,

(ii) U = {(a, a′, r) ∈ A×A× N, σr(a) = a′} est l’ensemble des arcs
étiquetés de G.

On représente un arc étiqueté (a, a′, r) de la manière suivante :

a
r

))
a′

Exemple 1. — Soit σ la substitution définie sur A = N par σ(2n) =
(n)(2n + 1) et σ(2n + 1) = (3n + 2) pour tout nombre entier n.

Le graphe étiqueté G = (N, U) associé à la substitution σ est le suivant :

· · · · · ·
· · ·

· · ·

· · ·

1 5

0

1 1 1 1 1 1

0 0 0

0 0 0 0

0 0
0

0 2 3 4 6 7 8

La substitution σ se prolonge par concaténation en une application de
A∗ ∪AN, notée encore σ.

De même, si π est une application d’un alphabet A vers un alphabet
A′, π se prolonge par concaténation en une application de A∗ ∪ AN vers
A′∗ ∪ A′N, notée encore π, appelée projection lettre à lettre de l’alphabet
A vers l’alphabet A′.

Nous allons nous intéresser aux mots infinis sur l’alphabet A points fixes
de la substitution σ (i.e., vérifiant σ(µ) = µ) ainsi qu’aux projections lettre
à lettre sur un autre alphabet de ces points fixes.

Pour assurer l’existence d’au moins un mot infini point fixe de σ, il est
nécessaire de supposer l’existence d’au moins une lettre ε ∈ A telle que
σ(ε) ∈ εA∗ et |σ(ε)| > 2. Cette condition est d’ailleurs suffisante si l’on
suppose que la substitution σ est non effaçante, c’est-à-dire que |σ(a)| > 1
pour tout a ∈ A. Nous ferons cette hypothèse dans toute la suite de cet
article.

Exemple 2 (Substitution de l’ivrogne). — A = {ε} ∪ Z, σ(ε) = ε1 et
σ(n) = (n−1)(n+1) si n ∈ N. Le mot infini µ = ε1 0 2−1 1 1 3−2 0 0 2 0 2 2 4
−3−1−1 1−1 1 3−1 1 1 3 1 3 3 5−4−2−2 0 · · · est l’unique point fixe non vide
de la substitution σ sur l’alphabet A.

Exemple 3 (Substitution de l’ivrogne bidimensionnel). —A = {ε}∪Z2,
σ(ε) = ε(0, 1)(−1, 0)(0,−1) et σ((n1, n2)) = (n1 + 1, n2)(n1, n2 + 1)

TOME 56 (2006), FASCICULE 7



2528 Christian MAUDUIT

(n1 − 1, n2)(n1, n2 − 1) si (n1, n2) ∈ Z2. Le mot infini µ = ε(0, 1)(−1, 0)
(0,−1)(1, 1)(0, 2)(−1, 1)(0, 0)(0, 0)(−1, 1)(−2, 0)(−1, 1)(1,−1)(0, 0)(−1,−1)
(0,−2)(2, 1)(1, 2)(0, 1)(1, 0) · · · est l’unique point fixe non vide de la sub-
stitution σ sur l’alphabet A.

Exemple 4 (Substitution Infinibonacci). — A = N, σ(n) = 0(n + 1) si
n ∈ N. Le mot infini µ = 01 0 2 0 1 0 3 0 1 0 2 0 1 0 4 0 1 0 2 0 1 0 3 0 1 0 2 0 1 0 5
0 1 0 2 0 1 0 3 0 1 0 2 0 1 0 4 0 1 0 2 0 1 0 3 · · · est l’unique point fixe non vide de
la substitution σ sur l’alphabet A.

Il est facile de vérifier que pour tout k ∈ N fixé on a [µ]k = {2k+1n+2k−
1, n ∈ N}. La substitution Infinibonacci, qui se veut une généralisation des
substitutions n-bonacci (voir par exemple [30, Paragraphe 7.5.2]) conduit
donc à une situation dégénérée dans laquelle les supports du point fixe
constituent une suite de progressions arithmétiques (on trouvera dans [6]
une étude combinatoire de ce point fixe).

Exemple 5. — A = N, σ(0) = 0 1 et σ(n) = (n)(n − 1)(n + 1). La
substitution σ admet une infinité de points fixes. Pour chaque n fixé, elle
admet un unique point fixe commençant par la lettre n que le lecteur pourra
facilement déterminer.

Il nous semblerait intéressant d’étudier les propriétés combinatoires des
mots infinis points fixes d’une substitution sur un alphabet infini ainsi que
les propriétés des systèmes dynamiques qui leur sont associés ([30] et [31]
présentent de manière détaillée cette théorie dans le cas des alphabets finis).

On trouvera dans [18] de premiers résultats concernant les propriétés
ergodiques de certaines substitutions sur N et Z.

2.3. Mot sur un alphabet fini engendré par une substitution
sur un alphabet infini

Définition 2.3. — On dit qu’une projection lettre à lettre π d’un al-
phabet A vers un alphabet A′ est admissible s’il existe une partie finie B

de l’alphabet A telle que la restriction de π à A r B est constante.

Soit maintenant m un mot infini sur un alphabet fini A0.

Définition 2.4. — On dit que m ∈ AN
0 est engendré par une substitu-

tion sur un alphabet infini s’il existe une substitution σ sur un alphabet
infini dénombrable A et une projection lettre à lettre admissible π de l’al-
phabet A vers l’alphabet A0 telles que m = π(µ) avec µ point fixe de σ.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Remarque 2.5. — Il est important d’avoir une condition d’admissibilité
dans la définition 2.4 car tout mot m = m0 · · ·mn · · · sur un alphabet fini
A0 peut être écrit sous la forme m = π(µ) où π est la projection de N vers
A0 définie par π(n) = mn pour tout n ∈ N et µ = 01 2 3 · · ·n · · · ∈ NN point
fixe de la substitution σ sur l’alphabet N définie par σ(n) = (2n)(2n + 1)
pour tout n ∈ N.

Exemple. — Le mot infini sur l’alphabet A0 = {a, b},

m = a a b a a a a a a b b a b a a a a a a a a · · ·

est engendré par la substitution σ définie dans l’exemple 2 via la projection
π définie par π(0) = b et π(x) = a si x ∈ {ε} ∪ Z r {0}.

Définition 2.6. — Soit g un nombre entier, g > 2. On dit que la sub-
stitution σ est de longueur constante g si l’on a pour tout a ∈ A, |σ(a)| = g.

Les exemples 2 et 3 correspondent à des substitutions de longueur cons-
tante égale respectivement à 2 et à 4.

2.4. g-automate infini déterministe

Un g-automate infini déterministe est un triplet Ag = (E, e0, ϕ) avec

i) E alphabet infini dénombrable (états),

ii) e0 ∈ E (état initial),

iii) ϕ application de E × {0, 1, . . . , g − 1} vers E.

Pour tout (e, r) dans E × {0, 1, . . . , g − 1} on pose ϕ(e, r) = e· r et on
prolonge l’application ϕ en une application de E×N vers E, notée encore ϕ

en procédant de la manière suivante : si n est un nombre entier positif dont
la représentation en base g est n̄ = nνnν−1 · · ·n0 ∈ {0, 1, . . . , g − 1}ν+1 on
pose pour tout e dans E

ϕ(e, n) = e·n = (· · · ((e·nν)nν−1) · · · ) n0.

Remarque 2.7. — On peut toujours, quitte à ajouter un état supplé-
mentaire, supposer que ϕ(e0, 0) = e0. Tous les automates que nous consi-
dérerons dans la suite de cet article vérifieront cette hypothèse.

Remarque 2.8. — Le déterminisme de Ag (qui traduit le fait que l’état
initial e0 est unique et que ϕ est une application) constitue une hypo-
thèse importante : contrairement au cas des automates finis, il n’y a pas
équivalence entre la notion d’automate dénombrable déterministe et celle
d’automate dénombrable non déterministe.

TOME 56 (2006), FASCICULE 7
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Définition 2.9. — On dit qu’un mot infini m = m0m1 · · ·mn · · · sur
un alphabet fini A0 est engendré par un g-automate infini déterministe s’il
existe un g-automate infini déterministe Ag = (E, e0, ϕ) et une projection
lettre à lettre admissible π de l’alphabet A vers l’alphabet A0 telle que
pour tout nombre entier n, on a mn = π(ϕ(e0, n)).

Définition 2.10. — On appelle états finaux de l’automate Ag les élé-
ments de la partie finie F de l’alphabet E telle que la restriction de π à
E r F est constante (voir définition 2.3).

Remarque 2.11. — On pourrait définir des classes plus générales d’auto-
mates ou de substitutions sur des alphabets infinis dénombrables en affai-
blissant notre condition d’admissibilité (définition 2.3) pour la projection
lettre à lettre.

Ceci reviendrait, dans le cas des automates, à autoriser des ensembles
finaux infinis vérifiant, par exemple, certaines propriétés de rationnalité.
C’est dans cette direction que se développent actuellement de nombreux
travaux extrêmement intéressants (voir [7], [35] et [36]).

Les définitions 2.4 et 2.9 se traduisent dans le cadre des ensembles de
nombres entiers de la manière suivante :

Définition 2.12. — On dit qu’une partie E de N est engendrée par une
substitution sur un alphabet infini (resp. un g-automate infini déterministe)
s’il existe un mot infini m sur un alphabet fini A0 engendré par une substi-
tution sur un alphabet infini (resp. un g-automate infini déterministe) et
une lettre a ∈ A0 tels que E = [m]a.

Exemple 6. — L’ensemble des nombres entiers, dont la représentation
en base 3 comprend autant de 0 que de 1 mais ne comprend pas le chiffre
2, est engendré par le 3-automate infini déterministe suivant :

0

0

11111 1

0 0 0 0 0 0 0

1

2222222 22

0, 1, 2

ε

1

état initial : ε, état final : 0.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Exemple 7. — L’ensemble des nombres entiers, dont la représentation
en base 5 comprend le même nombre de chiffres 1, 2 et 4, est engendré par
le 5-automate infini déterministe suivant :

0

0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3

0,30,30,30,3
0,3

0,30,3

0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3

1 1 1 1 1

111111

1 1 1 1 1 1

4 4 4 4 4 4

44

2 2 2 2 2 2

22222 44 424

état initial : 0, état final : 0.

Exemple 8. — L’ensemble des nombres entiers, dont la somme des chiffres
en base 2 est paire et dont la représentation en base 2 comprend autant de
0 que de 1, est engendré par le 2-automate infini déterministe suivant :

0

1

1 111

0 0 0 0 0 0

000000
f

ε

1 1

1 1 1 1

111 1

état initial : ε, état final : f .

Exemple 9. — L’ensemble des nombres entiers n, dont tout suffixe gauche
de la représentation en base 2, contient au moins autant de 1 que de 0 et tels
que |n̄|0 = |n̄|1 est engendré par le 2-automate infini déterministe suivant :

1

0 0 0 0

1 1 1

0

0

ε

· · ·· · ·
· · ·f

0, 1

état initial : ε, état final : f .

TOME 56 (2006), FASCICULE 7



2532 Christian MAUDUIT

Exemple 10. — Pour tout nombre entier n positif n =
∑ν

i=0 niFi (avec
nν = 1, ni ∈ {0, 1} et nini+1 = 0 pour tout i ∈ {0, 1, . . . , ν − 1} et (Fi)i>0

la suite de Fibonacci définie par F0 = 1, F1 = 2 et Fi+1 = Fi + Fi−1 pour
i > 1), on note n̄Fib = nνnν−1 · · ·n0 sa représentation en base de Fibonacci
(voir par exemple [30, Chap. 2]).

L’ensemble des nombres entiers dont la représentation en base de Fibo-
nacci contient deux fois plus de 0 que de 1 est engendré par la substitution
sur l’alphabet {ε} ∪ Z définie par σ(ε) = ε2 et σ(2n) = (2n − 1)(2n + 2),
σ(2n + 1) = (2n) si n ∈ Z. En effet cet ensemble est le support du point
fixe non vide de σ relatif à la lettre 0.

3. Substitutions de longueur constante sur un alphabet
infini et automates infinis déterministes

Nous allons maintenant établir la propriété suivante, qui généralise au
cas des alphabets infinis dénombrables le théorème classique de Cobham
([1, Chap. 6] ou [9] ou [30, Chap. 1]).

Proposition 3.1. — Un mot infini sur un alphabet fini est engendré
par une substitution de longueur constante g sur un alphabet infini si, et
seulement si, il est engendré par un g-automate infini déterministe.

Démonstration. — La preuve de cette proposition suit la même démarche
que celle correspondant au cas des alphabets finis.

i) Supposons que m ∈ AN
0 soit engendré par une substitution σ sur un

alphabet infini A. On a donc m = π(µ) où π est une projection lettre à lettre
admissible de l’alphabet A vers l’alphabet A0 et µ = µ0µ1 · · ·µn · · · ∈ AN

un point fixe de σ (µ0 = ε, avec σ(ε) ∈ εA∗ et |σ(ε)| > 2).
Associons à la substitution σ l’automate Ag = (E, e0, ϕ) défini en choisis-

sant E = A, e0 = ε et ϕ(a, r) = σr(a) pour tout (a, r) ∈ A×{0, 1, . . . , g−1}.
On remarquera que si G = (A,U) est le graphe étiqueté associé à σ,

cela revient à poser ϕ(a, r) = a′ pour tout (a, a′, r) ∈ U . On a ainsi µn =
a ⇔ µgn+r = σr(a) ce qui nous permet de montrer par récurrence sur des
paquets de longueur gN que l’on a pour tout entier n, µn = ϕ(e0, n). En
effet, notons (HN ) l’hypothèse “∀n < gN , µn = ϕ(e0, n)”. L’hypothèse
(H0) est vérifiée puisque µ0 = ε = e0 = ϕ(e0, 0). Si l’on suppose que (HN )
est vérifiée, on écrit tout entier n tel que gN 6 n < gN+1 sous la forme
n = gn′ + r avec n′ < gN et r ∈ {0, . . . , g − 1}. On en déduit, puisque
n̄ = n′r, que

ϕ(e0, n) = e0·n = (e0·n′)r = µn′ · r

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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par (HN ).
Or µn′ = a ⇒ µgn′+r = σr(a) donc

ϕ(e0, n) = a· r = σr(a)r = µgn′+r = µn,

ce qui termine la preuve par récurrence.
On en déduit que pour tout nombre entier n on a mn = π(ϕ(e0, n)), ce

qui montre que m est engendré par un g-automate infini déterministe.
ii) Supposons réciproquement que m ∈ AN

0 soit engendré par un g-
automate infini déterministe Ag = (E, e0, ϕ). On a donc pour tout nombre
entier n, mn = π(ϕ(e0, n)) où π est une projection lettre à lettre admissible
de l’alphabet A vers l’alphabet A0.

Associons à l’automate Ag la substitution σ sur l’alphabet A = E définie
par

∀e ∈ E, σ(e) = σ0(e) · · ·σg−1(e)

avec σr(e) = ϕ(e, r) pour tout r ∈ {0, 1, . . . , g−1}. Nous allons montrer que
le mot infini µ = µ0µ1 · · ·µn · · · sur l’alphabet E défini par µn = ϕ(e0, n)
pour tout entier n est point fixe de la substitution σ, c’est-à-dire vérifie la
propriété

µn = e ⇔ µgn+r = σr(e) pour tout r ∈ {0, 1, . . . , g − 1}.

Ceci est vrai puisque l’on a

µn = e ⇔ ϕ(e0, n) = e

et
ϕ(e0, gn + r) = e0· (gn + r) = (e0·n)r = e· r = σr(e).

�

Exemples.
i) Le mot infini m défini dans l’exemple 2 est engendré par le 2-automate

A2 = ({ε}∪Z, ε, ϕ) où ϕ est définie par ϕ(ε, 0) = ε, ϕ(ε, 1) = 1 et ϕ(n, r) =
n− (−1)r si (n, r) ∈ Z× {0, 1} :

−2 −1 0  1 2 3 · · ·· · ·

0

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

1 1

0 0

ε

Le support de m relatif à la lettre b est l’ensemble des nombres entiers
dont la représentation en base 2 contient autant de 0 que de 1.

TOME 56 (2006), FASCICULE 7



2534 Christian MAUDUIT

ii) Le mot infini m défini dans l’exemple 3 est engendré par le 4-automate
A4 = ({ε} ∪ Z2, ε, ϕ) où ϕ est définie par ϕ(ε, 0) = ε, ϕ(ε, 1) = (0, 1),
ϕ(ε; 2) = (−1, 0), ϕ(ε, 3) = (0,−1) et ϕ((n1, n2), 0) = (n1 + 1, n2),
ϕ((n1, n2), 1) = (n1, n2 + 1), ϕ((n1, n2), 2) = (n1 − 1, n2), ϕ((n1, n2), 3) =
(n1, n2 − 1) si (n1, n2) ∈ Z2 : (nous omettons l’état initial ε dans la repré-
sentation graphique de l’automate)

0 0 0

000

0 0 0

2 2 2

222

2 2 2

1

1

1 1 1

111

3 3 3 3

3333

(1,−1) (1,0) (1,1) (1,2)

(0,−1) (0,0) (0,1) (0,2)

(−1,0) (−1,1) (−1,2)(−1,−1)

Le support de m relatif à la lettre b est l’ensemble des nombres entiers
dont la représentation en base 4 contient autant de 0 que de 2 et autant de
1 que de 3.

Il peut s’avérer difficile de démontrer qu’un mot infini ou une partie de
N donnés ne sont pas engendrés par un g-automate infini déterministe.

En effet, on ne dispose pas dans le cas des automates infinis de lemme
de la pompe ou de théorèmes d’espacements (voir [1], [15, Chap. IV], [29]
ou [33] pour une liste des résultats connus dans cette direction concernant
le cas des automates finis).

Il serait très intéressant d’établir de tels critères pour les automates in-
finis et de répondre en particulier aux questions suivantes :

Problème 1 (Généralisation des théorèmes de Ritchie [33] et de Minsky–
Papert [29]). — Est-il vrai que l’ensemble des carrés parfaits et l’ensemble

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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des nombres premiers ne sont engendrés par aucun g-automate infini dé-
terministe (g > 2) ?

Problème 2 (Généralisation du théorème de Cobham [8]). — Si g et g′

sont multiplicativement indépendants (i.e., g > 2, g′ > 2 et log g
log g′ /∈ Q), est-

il vrai que tout mot infini (resp. ensemble de nombres entiers) engendré à la
fois par un g-automate et un g′-automate infini déterministe est ultimement
périodique (resp. réunion d’un nombre fini de progressions arithmétiques) ?

4. Le théorème principal

L’objet de cette partie est d’étudier les propriétés statistiques des mots
infinis et des ensembles de nombres entiers engendrés par des automates
infinis et plus particulièrement l’équirépartition modulo un de la suite
(nα)n∈E lorsque E est engendré par un automate infini.

Comme nous le verrons cela revient, par le théorème de Weyl, à étudier
le comportement des sommes d’exponentielles W E

N (α) :=
∑

n<N
n∈E

e(nα). Si

l’ensemble E est engendré par un automate fini on sait (voir par exemple
[26]) que card E ∩ [1, N [= W E

N (0) est de même ordre de grandeur que
Nβ1(log N)β2 avec (β1, β2) ∈ [0, 1]×N et on sait également totalement ca-
ractériser les suites E pour lesquelles W E

N (α) = o(W E
N (0)) pour tout nombre

irrationnel α ([26]). On trouvera dans [27] et [28] une étude analogue dans
le cas où E est engendré par une substitution sur un alphabet fini.

Lorsque l’ensemble E est engendré par un automate infini, il n’est pos-
sible de déterminer l’ordre de grandeur de W E

N (0) que lorsque l’automate
engendrant E possède une structure particulière (voir par exemple [2], [3]
et [20] pour de telles estimations).

Nous allons ainsi nous intéresser au cas particulier où cet automate est
relié à une marche aléatoire de moyenne nulle sur un réseau de Rd et pour
lequel W E

N (0) est de même ordre de grandeur que Nβ

(log N)d/2 avec (β, d) ∈
[0, 1]× N.

Dans la suite de cette partie, on désigne par d un nombre entier vérifiant
1 6 d < g et Ed l’ensemble des nombres entiers dont la représentation en
base g ne comprend que les chiffres 0, 1, . . . , d et vérifie |n̄|0 = · · · = |n̄|d.

Notons πH la projection de Rd+1 sur l’hyperplan H = {(x0, . . . , xd) ∈
Rd+1, x0 + · · ·+ xd = 0} et e0, . . . , ed l’image par πH de la base canonique
de Rd.
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On vérifie facilement que Ed est engendré par le g-automateAd
g = (E, ε, ϕ)

avec OH pour unique état final, où l’on a posé

E = {ε} ∪ πH(Zd+1) ∪ {p}

et

ϕ(ε, 0) = ε,

ϕ(ε, r) = er si r ∈ {1, . . . , d},

ϕ(x, r) = x + er si (x, r) ∈ πH(Zd+1)× {0, . . . , d},

ϕ(x, r) = p si (x, r) ∈ {ε} ∪ πH(Zd+1)× {d + 1, . . . , g − 1},
et

ϕ(p, r) = p si r ∈ {0, . . . , g − 1}.

Exemple. — Pour (g, d) = (3, 1) on retrouve l’ensemble défini dans
l’exemple 6.

La méthode développée par Fouvry et Mauduit dans [21] permet de trai-
ter le cas présenté dans l’exemple 3 et, plus généralement, le cas des en-
sembles d’entiers n dont la somme des chiffres en base g est proche de la
valeur moyenne g−1

2

[
logg n].

L’objet de ce paragraphe est de généraliser cette étude au cas des en-
sembles de nombres entiers associés à une marche aléatoire de moyenne
nulle sur un réseau de dimension d quelconque.

Proposition 4.1. — card Ed ∩ [1, gν [ est de même ordre de grandeur
que (d+1)ν

νd/2 .

Démonstration. — Pour tout nombre entier k > 1 on a

card Ed ∩ [gk−1, gk[ = card
d⋃

r=1

{
rµ, µ∈{0, . . . , d}k−1 et |rµ|0 = · · · = |rµ|d

}

=


0 si (d+1) - k

d(k − 1)!(
k

d + 1

)
!
d (

k

d + 1
− 1

)
!

si (d+1) | k.

On en déduit, en remarquant d’une part que

d(k − 1)!(
k

d+1

)
!
d (

k
d+1 − 1

)
!

∼
k→+∞

d(d + 1)(d+1)/2(d + 1)k−1

(2πk)d/2

(formule de Stirling) et d’autre part que l’on a

(1) pour tout x > 1 ,

ν∑
k=1

xk

kd/2
=

xν+1

(x− 1)νd/2
+ o

(
xν

νd/2+1

)
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uniformément pour tout entier ν > 1 (voir par exemple [21, Lemme 2.3])
que

card Ed ∩ [1, gν [ =
ν∑

k=1

card Ed ∩ [gk−1, gk[

=
ν∑

k=1
(d+1)|k

d(k − 1)!(
k

d+1

)
!d

(
k

d+1 − 1
)
!

est de même ordre de grandeur que (d+1)ν

νd/2 .
�

Théorème 4.2. —Pour tout nombre réel irrationnel α, la suite (nα)n∈Ed

est équirépartie modulo 1.

Démonstration. — D’après le critère de Weyl (voir par exemple [32,
Chap. 1]) le théorème 4.2 est équivalent au fait que pour tout α ∈ R r Q
et pour tout h ∈ Z r {0} on a∑

n∈E
n<N

e(nhα) = o(card E ∩ [1, N [),

c’est-à-dire au fait que pour tout α ∈ R r Q on a

(2)
∑
n∈E
n<N

e(nα) = o(card E ∩ [1, N [).

Fixons α ∈ R r Q et posons pour tout (K1, . . . ,Kd) ∈ Zd et tout entier
ν > 1

SK1,...,Kd
ν (α) =

∑
gν−16n<gν

n̄∈{0,1,...,d}ν

|n̄|0−|n̄|1=K1...
|n̄|0−|n̄|d=Kd

e(nα).

La clef de la preuve du théorème 4.2 est la

Proposition 4.3. — Pour tout α ∈ R r Q, il existe une suite
(εα(ν))ν>1 tendant vers 0 lorsque ν tend vers l’infini et telle que l’on a
uniformément pour tout (K1, . . . ,Kd) ∈ Zd∣∣∣SK1,...,Kd

ν (α)
∣∣∣ 6

(d + 1)ν

νd/2
εα(ν).

Pour démontrer la proposition 4.3 nous aurons besoin de deux lemmes
que nous montrons maintenant :
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Lemme 4.4. — Soit d un nombre entier d > 1. Pour tout (y0, . . . , yd) ∈
Rd+1, on a∣∣∣∣ d∑

r=0

e(yr)
∣∣∣∣ 6 (d + 1) exp

(
− 16

(d + 1)2

d∑
r=1

‖yr − y0‖2
)
.

Démonstration. — Pour tout (y0, . . . , yd) ∈ Rd+1, on a

∣∣∣∣ d∑
r=0

e(yr)
∣∣∣∣2 = d + 1 + 2

∑
06s<r6d

cos 2π(yr − ys)

6 d + 1 + 2
d(d− 1)

2
+ 2

d∑
r=1

cos 2π(yr − y0)

6 d + 1 + d(d− 1) + 2
d∑

r=1

(
1− 2 sin2 π(yr − y0)

)
6 (d + 1)2 − 4

d∑
r=1

4‖yr − y0‖2.

La conclusion découle de la majoration classique 1− x 6 exp(−x) valable
pour tout x > 0. �

Lemme 4.5. — Pour tout (t, y) ∈ R2, on a

‖t− y‖2 + ‖gt− y‖2 > max
(

1
2
‖(g − 1)t‖2, 1

2g2
‖(g − 1)y‖2

)
.

Démonstration. — La preuve résulte de la double application de la mi-
noration ‖x‖2 + ‖x + x0‖2 > 1

2‖x0‖2 valide pour tout (x, x0) ∈ R2 et dont
on trouvera une démonstration par exemple dans [21, Lemme 3.3]. En effet,
en posant tout d’abord x = t− y et x0 = (g− 1)t on obtient la minoration
‖t− y‖2 + ‖gt− y‖2 > 1

2‖(g − 1)t‖2.
En posant maintenant x = g(t − y) et x0 = (g − 1)y on obtient la

minoration

‖t− y‖2 + ‖gt− y‖2 = ‖1
g
x‖2 + ‖x + x0‖2 >

1
g2
‖x‖2 + ‖x + x0‖2

>
1
g2
‖x‖2 +

1
g2
‖x + x0‖2 >

1
2g2

‖x0‖2.

�
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Démonstration de la proposition 4.3. — Introduisons la fonction définie
sur Rd par

SK1,...,Kd
ν (α;x1, . . . , xd) =

∑
gν−16n<gν

n̄∈{0,1,...,d}ν

e

(
nα +

d∑
s=1

(|n|0 − |n|s −Ks)xs

)
,

de sorte que l’on a

SK1,...,Kd
ν (α) =

∫
[0,1]d

SK1,...,Kd
ν (α;x1, . . . , xd) dx1 · · · dxd.

On a

SK1,...,Kd

1 (α;x1, . . . , xd) =
d∑

r=1

e (rα− (1 + Kr)xr)

et pour tout ν > 1

SK1,...,Kd

ν+1 (α;x1, . . . , xd)

=
∑
r<g

∑
gν6gn+r<gν+1

n̄r∈{0,1,...,d}ν+1

e

(
(gn + r)α +

d∑
s=1

(|gn + r|0 − |gn + r|s −Ks) xs

)

=
(

e(x1 + · · ·xd) +
d∑

r=1

e(rα− xr)
)

·
∑

gν−16n<gν

e

(
gnα +

d∑
s=1

(|n|0 − |n|s −Ks)xs

)

=
(

e(x1 + · · ·xd) +
d∑

r=1

e(rα− xr)
)

SK1,...,Kd
ν (gα;x1, . . . , xd).

On en déduit que pour tout ν > 1 on a

SK1,...,Kd
ν (α;x1, . . . , xd)

=
( d∑

r=1

e(rgν−1α−(1+Kr)xr)
) ν−2∏

n=0

(
e(x1+· · ·+xd)+

d∑
r=1

e(rgnα−xr)
)

et donc∣∣SK1,...,Kd
ν (α)

∣∣ 6
∫

[0,1]d

∣∣SK1,...,Kd
ν (α;x1, . . . , xd)

∣∣ dx1 · · · dxd

6 d

∫
[0,1]d

ν−2∏
n=0

∣∣∣∣1 +
d∑

r=1

e(rgnα−
d∑

s=1

µrsxs)
∣∣∣∣ dx1 · · · dxd,

où la suite (µrs)(r,s)∈{1,...,d}2 est définie par µrr = 2 et µrs = 1 si r 6= s.
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Il résulte donc des lemmes 4.4 et 4.5 que∣∣SK1,...,Kd
ν (α)

∣∣
6 d(d + 1)ν−1

∫
[0,1]d

exp
(
− 16

(d + 1)2

d∑
r=1

ν−2∑
n=0∥∥∥rgnα−

d∑
s=1

µrsxs

∥∥∥2
)

dx1 · · · dxd

6 d(d + 1)ν−1

∫
[0,1]d

exp
(
− 8

(d + 1)2

d∑
r=1

ν−3∑
n=0(∥∥∥rgnα−

d∑
s=1

µrsxs

∥∥∥2

+
∥∥∥rgn+1α−

d∑
s=1

µrsxs

∥∥∥2))
dx1 · · · dxd

6 d(d + 1)ν−1

∫
[0,1]d

exp
(
− 4

(d + 1)2

d∑
r=1

ν−3∑
n=0

max
(
‖r(g − 1)gnα‖2, 1

g2
·
∥∥∥(g − 1)

d∑
s=1

µrsxs

∥∥∥2))
dx1 · · · dxd.

Le nombre α étant irrationnel, il en est de même, pour r ∈ {1, . . . , d}, de
r(g − 1)α qui n’est donc pas un rationnel g-adique. Les d suites (‖r(g −
1)gnα‖)n∈N ne tendent donc pas vers 0 lorsque n tend vers l’infini, ce qui
implique l’existence d’un nombre réel γ vérifiant 0 < γ < 1 et d’une suite
strictement croissante d’entiers U telle que pour tout n ∈ U on a

exp
(
− 4

(d + 1)2

d∑
r=1

‖r(g − 1)gnα‖2
)

6 γ.

On va donc, dans l’intégrale précédente, conserver le terme ‖r(g− 1)gnα‖2
lorsque n ∈ U et le remplacer par 1

g2 ‖(g − 1)
∑d

s=1 µrsxs‖2 lorsque n /∈ U .
Ceci nous conduit à la majoration valide pour tout (K1, . . . ,Kd) ∈ Zd et
pour tout entier ν > 3 :∣∣∣SK1,...,Kd

ν (α)
∣∣∣ 6 d(d + 1)νγu(ν)

∫
[0,1]d

exp
(
−4(ν − 2− u(ν))

(d + 1)2g2

d∑
r=1

∥∥∥(g − 1)
d∑

s=1

µrsxs

∥∥∥2
)

dx1 · · · dxd

où l’on a posé pour tout ν > 3

u(ν) = card{n 6 ν − 3, n ∈ U}.
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Quitte à extraire une sous-suite de la suite U , on peut supposer que l’on a
pour tout ν > 3, u(ν) 6 ν−2

2 .
Pour majorer l’intégrale multiple, effectuons le changement de variables

t(y1, . . . , yd) = M t(x1, . . . , xd) où M = (g − 1)

 2 1 ··· 1

1
. . . . . .

......
. . . . . . 1

1 ··· 1 2

 vérifie

det(M) = (g − 1)(d + 1) et M ∈ GL(d, Z) :∫
[0,1]d

exp
(
− 4(ν − 2− u(ν))

(d + 1)2g2

d∑
r=1

∥∥∥(g − 1)
d∑

s=1

µrsxs

∥∥∥2
)

dx1 · · · dxd

=
∫

[0,1]d
exp

(
−4(ν − 2− u(ν))

(d + 1)2g2

d∑
r=1

‖yr‖2
)

dy1 · · · dyd

=
(∫ 1

0

exp
(
−4(ν − 2− u(ν))

(d + 1)2g2
‖y‖2

)
dy

)d

=
(

2
∫ 1/2

0

exp
(
−4(ν − 2− u(ν))

(d + 1)2g2
y2

)
dy

)d

6
gd(d + 1)d

ν − 2− u(ν))d/2
.

On en déduit donc que l’on a pour tout (K1, . . . ,Kd) ∈ Zd et pour tout
entier ν > 3 ∣∣SK1,...,Kd

ν (α)
∣∣ 6

dgd(d + 1)ν+d−1γu(ν)

(ν − 2− u(ν))d/2

6
dgd(d + 1)ν+d−1γu(ν)(

ν−2
2

)d/2

6
(d + 1)ν

νd/2
εα(ν),

où εα(ν) = dgd(d + 1)d−1
(

2ν
ν−2

)d/2
γy(ν) vérifie limν→+∞ ε(ν) = 0, ce qui

démontre la proposition 4.3. �

Suite de la démonstration du théorème. — Reprenons maintenant la
démonstration de (2). Pour cela on écrit tout nombre entier N sous la
forme

(3) N = C1g
ν1 + · · ·+ C`g

ν` avec ` > 1, ν1 > · · · > ν` > 0

et Cλ ∈ {1, . . . , g − 1} pour tout λ ∈ {1, . . . , `}.

On a ainsi card E ∩ [1, gν1 [6 card E ∩ [1, N [< card E ∩ [1, gν1+1[ et il résulte
de la proposition 4.1 que le théorème 4.2 est équivalent au fait que pour
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tout α ∈ R r Q on a

WN (α) := W Ed

N (α) =
∑
n∈E
n<N

e(nα) = o

(
(d + 1)ν1

ν
d/2
1

)
.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème dans le cas ` = 1,
c’est-à-dire lorsque N est de la forme N = gν :

∣∣Wgν (α)
∣∣ =

∣∣∣∣ ∑
n<gν

n∈E

e(nα)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ν∑
k=1

S0,...,0
k (α)

∣∣∣∣ 6
ν∑

k=1

gk

kd/2
εα(k)

d’après la proposition 4.3.
On en déduit, en utilisant (1) et le théorème de Césaro que

Wgν (α) = o
( gν

νd/2

)
.

Soit maintenant N de la forme (3). On a

WN (α) = Wgν1 (α) +
C1−1∑
j=1

∑
jgν16n<(j+1)gν1

n∈E

e(nα)

+
∑̀
λ=2

Cλ−1∑
j=0

∑
C1gν1+···+Cλ−1gνλ−1+jgν16n<C1gν1+···+Cλ−1gνλ−1+(j+1)gνλ

n∈E

e(nα)

= Wgν1 (α) +
C1−1∑
j=1
j6d

e(jgν1α)
∑

n<gν1

n̄∈{0,1,...,d}ν1

|jgν1+n|0=|jgν1+n|i
i=1,...,d

e(nα)

+
∑̀
λ=2

Cλ−1∑
j=0
j6d

e
((

C1g
ν1 + · · ·+ Cλ−1g

νλ−1 + jgνλ
)
α
)

∑
n<gνλ

C1gν1+Cλ−1gνλ−1+jgν1+n∈{0,1,...,d}ν1+1∣∣C1gν1+···+Cλ−1gνλ−1+jgνλ+n
∣∣
0
=
∣∣C1gν1+···+Cλ−1gνλ−1+jgνλ+n

∣∣
i

i=1,...,d

e(nα)
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= Wgν1 (α) +
C1−1∑
j=1
j6d

e(jgν1α)
∑

n<gν1

n̄∈{0,1,...,d}ν1

|jgν1+n|0=|jgν1+n|i
i=1,...,d

e(nα)

+
`0∑

λ=2

Cλ−1∑
j=0

e
((

C1g
ν1 + · · ·+ Cλ−1g

νλ−1 + jgνλ
)
α
)

∑
n<gνλ

n̄∈{0,1,...,d}νλ∣∣C1gν1+···+Cλ−1gνλ−1+jgνλ+n
∣∣
0
=
∣∣C1gν1+···+Cλ−1gνλ−1+jgνλ+n

∣∣
i

i=1,...,d

e(nα),

où l’on a posé `0 = max
{
λ, cλ ∈ {1, . . . , d}

}
(la somme

∑`0
λ=2 étant vide

par convention si `0 = 1).
Remarquons maintenant que pour tout λ ∈ {1, . . . , `0} on a∣∣C1g

ν1 + · · ·+ Cλ−1g
νλ−1 + jgνλ + n

∣∣
0

= |n|0 + ν1 − λ− [logg n] + 1 si j = 0

= |n|0 + ν1 − λ− [logg n] si j ∈ {1, . . . , g − 1}

et∣∣C1g
ν1 + · · ·+ Cλ−1g

νλ−1 + jgνλ + n
∣∣
i
= |n|i + |C1|i + · · ·+ |Cλ−1|i + |j|i

pour tout (i, j) ∈ {1, . . . , d} × {0, . . . , d}.
Cela nous permet d’écrire, en posant pour tout (λ, i) ∈ {1, . . . , `0} ×

{1, . . . , d}

Ki(λ, 0) = −ν1 + λ + [logg n] + |C1|i + · · ·+ |Cλ−1|i − 1

et pour tout (λ, j, i) ∈ {1, . . . , `0} × {1, . . . , d}2

Ki(λ, j) = −ν1 + λ + [logg n] + |C1|i + · · ·+ |Cλ−1|i + |j|i,

que l’on a pour tout λ ∈ {1, . . . , `0} :∑
n<gνλ∣∣C1gν1+···+Cλ−1gνλ−1+jgνλ+n
∣∣
0
=
∣∣C1gν1+···+Cλ−1gνλ−1+jgνλ+n

∣∣
i

i=1,...,g−1

e(nα)

=
νλ∑

k=1

∑
gk−16n<gk

|n̄|0−|n̄|i=Ki(λ,j)
i=1,...,d

e(nα) =
νλ∑

k=1

S
K1(λ,j),...,Kd(λ,j)
k (α).
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On a donc finalement

|WN (α)| 6 |Wgν1 (α)|+
C1−1∑
j=1
j6d

ν1∑
k=1

∣∣∣SK1(1,j),...,Kd(1,j)
k (α)

∣∣∣
+

`0∑
λ=2

Cλ−1∑
j=0

νλ∑
k=1

∣∣∣SK1(λ,j),...,Kd(λ,j)
k (α)

∣∣∣
6 Wgν1 (α) +

`0∑
λ=1

Cλ−1∑
j=0
j6d

νλ∑
k=1

∣∣∣SK1(λ,j),...,Kd(λ,j)
k (α)

∣∣∣
6 Wgν1 (α) + (d + 1)

`0∑
λ=1

νλ∑
k=1

(d + 1)k

kd/2
εα(k)

d’après la proposition 4.3.
Nous savons déjà que Wgν1 (α) = o

(
(d+1)ν1

ν
d/2
1

)
et pour le second terme,

on commence par remarquer (grâce au théorème de Césaro) que pour tout
λ ∈ {1, . . . , `0} on a

νλ∑
k=1

(d + 1)k

kd/2
εα(k) =

(d + 1)νλ

ν
d/2
λ

ε′α(νλ)

avec limνλ→+∞ ε′α(νλ) = 0 et on conclut en majorant
∑`0

λ=1
(d+1)νλ

ν
d/2
λ

ε′α(νλ)

par
∑ν1

k=1
(d+1)k

kd/2 ε′α(k) et en appliquant une dernière fois le théorème de
Césaro. �

5. Généralisation et problèmes ouverts

5.1. Généralisation du théorème 4.2

Dans cette partie, on fixe C ⊂ {0, 1, . . . , g − 1} et une partition P =
(C1, . . . , Ct) de C (t ∈ {1, . . . , g}).

Pour tout s ∈ {1, . . . , t} on note ds + 1 = card Cs (ds ∈ {0, 1, . . . , g − 1})
et on écrit les éléments de Cs sous la forme cs

0 < cs
1 < · · · < cs

ds
. On pose

d =
∑t

s=1 ds et on remarque que card C = d + t.
L’objet de cette partie est de donner les principaux arguments permet-

tant de généraliser le théorème 4.2 aux ensembles

EP =
{

n ∈ N, n̄ ∈ C∗, ∀s ∈ {1, . . . , t}, |n̄|cs
0

= · · · = |n̄|cs
ds

}
.
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Théorème 5.1. — Pour tout nombre réel irrationnel α, la suite
(nα)n∈EP est équirépartie modulo 1.

Lorsque t = 1 et C1 = {0, 1, . . . , d} on retrouve EP = Ed (cf. partie 4).
Les exemples 2, 3, 6 et 7 correspondent à des cas particuliers de cette

situation générale :

i) g = 2, t = 1, C1 = {0, 1}, (d = 1) correspond à l’exemple 2,

ii) g = 4, t = 2, C1 = {0, 2}, C2 = {1, 3}, (d = 2) correspond à
l’exemple 3,

iii) g = 3, t = 1, C1 = {0, 1}, (d = 1) correspond à l’exemple 6,

iv) g = 5, t = 3, C1 = {1, 2, 4}, C2 = {0}, C3 = {3}, (d = 1) correspond
à l’exemple 7.

Pour tout s ∈ {1, . . . , t} on note πs la projection de Rd+t sur le sous-
espace Hs de dimension ds de Rd+t défini par

Hs =
{

x = (xc)c∈C ∈ Rd+t,
∑
c∈Cs

xc = 0, xc = 0, ∀c ∈ C r Cs

}
et (ec)c∈Cs l’image par πs de la base canonique de Rd+t.

On remarque que l’on a par construction
∑

c∈Cs
ec = 0 pour tout s ∈

{1, . . . , t} et que R =
{∑

c∈Cs
ncec, (nc)c∈C ∈ Zd+t

}
est un réseau de Rd.

L’ensemble EP est engendré par le g-automate AP
g = (E, ε, ϕ) avec O

pour unique état final, où l’on a posé

E = {ε} ∪ R ∪ {p}
et

ϕ(ε, 0) = ε,

ϕ(ε, r) = er si r ∈ C r {0},
ϕ(ε, r) = p si r ∈ {1, . . . , g − 1}r C,
ϕ(x, r) = x + er si (x, r) ∈ R× C,
ϕ(x, r) = p si (x, r) ∈ R× ({0, . . . , g − 1}r C),

et
ϕ(p, r) = p si r ∈ {0, . . . , g − 1}.

On démontre le théorème 5.1 en suivant la même stratégie que pour le
théorème 4.2. Nous n’en donnons donc pas la preuve détaillée mais nous
en présentons uniquement les grandes lignes.

Étape 1. — Pour démontrer que card EP ∩ [1, gν [ est de même ordre
de grandeur que (d+t)ν

νd/2 (analogue de la proposition 4.1) on commence par
remarquer que pour tout nombre entier k (k > 1), card EP ∩ [gk−1, gk[ est
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égal à la somme, pour tout r ∈ C, du nombre de chemins de longueur (k−1)
reliant le sommet er au sommet O dans le graphe G associé à l’automate
AP

g (ces chemins ne passent par aucun des deux sommets ε et p).
La restriction à R du graphe G peut être interprétée comme une marche

aléatoire de moyenne nulle sur le réseau R et on déduit ainsi du théorème
de la limite locale (voir par exemple [34, Chap. II.7, Proposition 9]) que
card EP ∩ [gk−1, gk[ est de même ordre de grandeur que (d+t)k

kd/2 .
On en déduit grâce à (1) que card EP ∩ [1, gν [ est de même ordre de

grandeur que (d+t)ν

νd/2 .

Étape 2. — Pour tout nombre réel α, pour tout K = (Ks
i )s=1,...,t

i=1,...,ds
∈ Zd

et pour tout nombre entier ν > 1 on pose

SKν (α) =
∑

gν−16n<gν

n̄∈Cν

|n̄|cs
0
−|n̄|cs

i
=Ks

i

e(nα)

et on montre que si α ∈ R r Q il existe une suite (εα(ν))ν>1 tendant
vers 0 lorsque ν tend vers l’infini telle que l’on a uniformément pour tout
(Ks

i )s=1,...,t
i=1,...,ds

∈ Zd ∣∣SKν (α)
∣∣ 6

(d + t)ν

νd/2
εν(ν).

Pour démontrer cet analogue de la proposition 4.3, on introduit la fonc-
tion définie sur Rd par

SKν

(
α; (xs

i )
s=1,...,t
i=1,...,ds

)
)

=
∑

gν−16n<gν

n̄∈C∗

e(nα +
t∑

s=1

ds∑
i=1

(
|n|cs

0
− |n|cs

i
−Ks

i

)
et on procède en suivant la même méthode que dans la partie 4 mais au
prix d’une complication notable des notations.

Étape 3. — On termine de même en passant des sommes SKν (α) aux
sommes WP

N (α) pour N de la forme (3) avec, à nouveau, plusieurs cas à
distinguer et une complication des notations due en particulier au fait que
le chiffre 0 ne se comporte pas de la même façon que les autres chiffres lors
des calculs concernant des quantités du type |agν + b|c (b < gν).

5.2. Problèmes ouverts

Comme nous l’avons vu, de nombreuses questions concernant l’étude
des propriétés combinatoires, statistiques et arithmétiques des mots infinis
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engendrés par une substitution sur un alphabet infini et des systèmes dy-
namiques qui leur sont associés n’admettent actuellement que des réponses
partielles.

Nous terminons en mentionnant les trois problèmes suivants :

Problème 3. — Est-il vrai que si pgcd(c)c∈Cr{0} = 1, alors EP contient
une infinité de nombres premiers ?

Dans le cas E = {n ∈ N, n̄ ∈ C∗} (cas des ensembles d’entiers ellipsé-
phiques, qui correspond dans notre définition au cas dégénéré t = card C,
d = 0 et R = {0} où E est engendré par un g-automate fini), l’existence
d’une infinité d’éléments presque premiers a été obtenue dans [13] et [14] et
on trouvera plusieurs résultats concernant les propriétés arithmétiques de
ces ensembles (en particulier, distribution dans les progressions arithmé-
tiques, propriétés additives et multiplicatives) dans [4], [5], [10], [12], [11]
[16], [17], [19], [24] et [23].

Mais aucun résultat de ce type n’est connu à ce jour lorsque d > 1.
En ce qui concerne l’étude des sommes d’exponentielles on pourrait faci-

lement démontrer, en utilisant la méthode présentée dans cet article, l’équi-
répartition modulo 1 de la suite (nα)n∈E pour tout α ∈ R r Q lorsque E
est l’ensemble défini dans l’exemple 8.

Problème 4. — Est-il vrai que la suite (nα)n∈E est équirépartie mo-
dulo 1 pour tout nombre irrationnel α lorsque E est l’ensemble défini dans
l’exemple 9 ou dans l’exemple 10 ?

Dans le cas de l’exemple 9, cette question a été posée par Rauzy en 1981
(voir [22]).

Enfin, la fonction de complexité d’un mot infini m sur un alphabet fini,
qui compte le nombre de facteurs de longueur n du mot m (voir par exemple
[1, Chap. 10] ou [30, Chap. 1]) traduit certaines propriétés combinatoires
du mot m.

Problème 5. — Quelles sont les principales propriétés de la fonction de
complexité d’un mot infini engendré par une substitution sur un alphabet
fini ?

On trouvera dans [25] de premiers résultats concernant le cas où m est
engendré par une substitution de longueur constante.

Remerciements. — Je remercie Didier Caucal pour plusieurs conversa-
tions concernant les multiples facettes des automates infinis et Emmanuel
Lesigne pour les références relatives au théorème de la limite locale et ses
applications aux marches aléatoires.
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