ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

RENE SPECTOR

Espaces de mesures et de fonctions invariants
par les isomorphismes locaux de groupes
abéliens localement compacts

Annales de 'institut Fourier, tome 15, n°2 (1965), p. 325-343
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1965__15 2 325 0>

© Annales de I’'institut Fourier, 1965, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique I’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1965__15_2_325_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
15, 2 (1965), 325-343.

ESPACES DE MESURES ET DE FONCTIONS INVARIANTS
PAR LES ISOMORPHISMES LOCAUX
DE GROUPES ABELIENS LOCALEMENT COMPACTS

par René SPECTOR

Soit f une fonction complexe de variable réelle, continue
et nulle hors de I'intervalle ]—«, + a[ (0 < « << x). On sait
(Wiener, Rudin) que si g désigne la fonction définie sur T
(cercle trigonométrique) par

ge®)=f(x) si Jz|<a
gle®) =0 si ezl <=

les deux conditions suivantes sont équivalentes :

a) fe A(R), c’est-a-dire f est transformée de Fourier d’une
fonction sommable sur R;

b) ge A(T), c’est-a-dire g est somme d’une série de Fourier
absolument convergente.

Soit U I'intervalle ouvert ]— a, + a[, U’ 'ouvert de T défimi
par U’ = {e*|z e U}. L’application ¢: z —¢= de U sur U’
est un homéomorphisme; soit ¢’ ’homéomorphisme inverse.

Désignons par fx et fr un couple de fonctions définies sur
R et T respectivement, a supports dans U et U’, qui vérifient
de plus les relations (équivalentes) suivantes :

fmu = f'rw' °Q, leu' = fmu ° ?'-

Le résultat rappelé ci-dessus peut alors s’exprimer sous la
forme swivante:
Les conditions

a) fae A(R);
b) fre A(T)

sont équivalentes.
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Remarquons que I’homéomorphisme ¢ ne définit pas, en
général, un isomorphisme local des groupes R et T; il n’en est
T
5
« isomorphisme local prolongé » au sens suivant:

a) Il existe un sous-intervalle V de U, de centre O, tel que
@(v soit un isomorphisme local;

b) Pour tout ze U, 1l existe un intervalle V. de centre O
tel que

ainsi que dans le cas ou a < Cependant ¢ définit un

V,cU et z+ V,c U,
vye Ve,  9(z+y) = 9(2).9(y)-
Nous nous proposons, dans ce qui suit, d’établir un résultat
analogue a celui-ci, ainsi que des résultats portant sur certains

espaces de mesures, dans le cas de deux groupes abéliens
localement compacts localement isomorphes.

Notations.

G est un groupe abélien localement compact.

' est le groupe dual de G.

C(G) est 'algébre des fonctions continues G — C.

A(G) est ’algébre des transformées de Fourier des fonctions
de LY(I'), munie de la norme ||f]| =/||g||, si f= g, g LY.
"~ M(G) est I’algébre de convolution des mesures de Radon
sur G de masse totale finie, munie de la norme ||| =/; dlw].

Si i e M(G), posons ||]|,m = Sup|E(y)].|] |lp= est une norme
Yel’

sur M(G) et on a ||l < [l

My (G) est la sous-algébre de M(G) formée des mesures dont
la transformée de Fourier-Stieltjes tend vers 0 & Pinfini.

Si Ec G, C(E) (resp. A(E), L*}(E), M(E), My(E)) est le sous-
espace de C(G) (resp. A(G), L*(G), M(G), My(G)) formé des

fonctions (resp. mesures) dont le support est contenu dans E.

Remarque. — Nous posons, si fe L}(G) et y e T,

fo) = [ f(@) (1, 2) da
et si e M(G),

B0) = /. O, @) dp-
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Nous commengcons par établir certains résultats portant sur
les multiplicateurs de M,(G).

Prorosition 1. — Soit f e C(G), é support compact.
Désignons par * Uapplication linéaire p. — fu. de My(G) dans
M(G).

Pour que f* soit bornée au sens de la norme || ||, il est néces-

saire et suffisant que fe A(G). f* applique alors My(G) dans
My(G) et la norme de cette application vérifie

1l = [If1l-
A) Supposons d’abord fe A(G). Comme feL}G), cette

condition équivaut a f e LYT).
Soit e My(G). On sait qu’alors fu e My(G).
On a, quel que soit y e [,

= [t —) Y,
[1fitllom < nfm 114/ lpms

ce qui montre que f* est bornée et que l'on a

171 < 111l = 11f1l

B) Montrons que l'on a en fait

1711 = NIfl-

Soit ¢ un nombre positif.

On peut trouver un compact P de [' et un réel a > 0 tels
que

d’ou

fol>a si yeP,
S G0l dy <.

Il existe alors une fonction h de Cy([') (espace des fonctions
continues [' — C tendant vers 0 & I'infini) telle que

h(z) <1 surT

h(y) = ]Ifi—V s —yeP.



328 . RENE SPECTOR

Comme A(I') est dense dans Co(['), il existe ge LY(G) telle
que

18 — hllo <.
Prenons pour i la mesure définie par g. On a e My(G) et

1l om = 1I8llo < 1+ ¢.
D’autre part

nmm1m|—vf —n |
=| [ f ok xdx+ff — ) — h(— )] dy|

‘ffxlf "‘ff *) dy.

+fl,fx [8(— %) — h(— )] dy|
> [ifordr—| f, Fok—r) dy

+ffx — ) — h(— )] dy,
> (Ifllh — 2 + [If1h).

On a done

1 lom ~ Wl =2+ [1fll)
llm = 1+e

quantité que I’on peut rendre arbitrairement voisine de ||f]};.
Ceci montre bien que I'on a

1l = 1If1l-

C) Montrons maintenant que si f& A(G), c’est-a-dire si
f € L{I), P'application f* n’est pas bornée. '
On peut, sans restreindre la généralité, supposer

Ifol<t sur T.

Soit N un nombre positif.

On peut trouver, puisque f ¢ L}(['), un compact P de I'
et un nombre a > 0 tels que

fool>a st yeP,
JIfaordg >N
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Soit alors ¢ un nombre positif; la mesure de Haar du
groupe [' étant réguliére, on peut trouver un voisinage U de P
tel que
*/UnCPlf<X‘)I dX < €.
Il existe une fonction ke Cy(I') telle que |A(y)| <1 sur T,

b = LT Gy eP, k) =0
If (=2l

on peut alors trouver une fonction ge L'(G) telle que

si —y &U;

1&g — hfl. < ) g=0 horsde —U.

JoIfool dy,

La mesure p. de densité g est bien un élément de My(G) et
Pon a

€

”P‘”pm < 1 + “N‘

Evaluons, comme ci-dessus en B), ﬁz(O);
IO =| /. F o) é(— ) dx.
=| LFGOR—2) dy, + funcpf(x)h<—x) dy,

+ / f—x) — h(—)] dy,
> N — 2.

On a donc
3
”y‘”pm < 1 + ‘N’

et
Ifirllom = N — 2,

quantité qui peut étre rendue arbitrairement grande, ce qui
montre que I'application f* n’est pas bornée.
Ceci achéve la démonstration de la proposition 1.

17
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ProrositioNn 2. — Soit K une partie compacte de I, V un
voisinage de K, fe C(K).

Désignons par ﬁv) la restriction de f* a My(V).

Pour que f5, soit bornée au sens de la norme || ||m, il est
nécessaire et suffisant que fe A(K); il existe alors une constante

m(K, V) ne dépendant que de K et V, telle que

m(K, VIl < llfoll < 11711
A) Supposons fe A(K).
On peut trouver une suite {,} de mesures de My(G) telles

que
ftkallom _,
[I1nllom

Il existe une fonction a € A(G), & support compact, égale a 1
sur K, a 0 hors de V. Posons

Vo = O
On a v, e My(V), et

[Vallom << el {]a] [ pm-
D’autre part

fvn=f(“l"'n (f“ ‘—fp‘u

On a donc
UfVallom ~ Lfttallom . L
[Vallom = HPLnllpm |||
ce qui entraine
“L”LV" n > o©
”Vn”pm

et montre que fy, n’est pas bornée.

B) Supposons donc fe A(K

En vertu de la proposition 1, la seule propriété 4 démontrer
est 'existence de m(K, V). Soit « € A(G), a support compact,
égale 4 1 sur K, a 0 hors de V.

On peut trouver une suite {u,} de mesures de My(G) telles

que
lim el — 7
>® “l"’nHPm
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Posons, pour tout entier positif n,

Vo = Ay
On a v, e My(V) et

[Vallom < {1t L
D’autre part

fon = f(apa) = (fa)pn = fita-

On a donc, comme en A),

[Fllom. -, [ftt]lom
”Vn”pm ||l [ pm ”a“

Il >

On a donc trouvé une constante m(K, V) = ||1|| qui posséde
la propriété indiquée.

Considérons maintenant deux groupes abéliens localement
compacts G et G’, localement isomorphes; O désigne indiffé-
remment I’élément neutre de G ou de G'.

U et U’ sont des voisinages ouverts de O dans G et G’ respec-
tivement et ¢ demgne un homéomorphisme U — U’; ¢’
I’homéomorphisme inverse.

Nous supposons que ¢ vérifie les deux conditions suivantes :

a) 1l existe un voisinage V de 0, Vc U, tel que ¢;v soit un
isomorphisme local de G vers G';

b) Pour tout z e U, il existe un voisinage V, de O tel que

V,cU et z+ V,cU,
vye Vg, ¢z +y) = ¢(z) + ?(y)

Un tel homéomorphisme ¢ sera appelé « isomorphisme
local prolongé » de G vers G'. Il est clair que G et G’ jouent
ici des roles symétriques et que ¢’ a la méme propriété que 9.

Tout 1somorphisme local est un isomorphisme local prolongé,
mais la réciproque est fausse.

Nous désignerons par fg, fo- un couple de fonctions a supports
dans U et U’ respectivement possédant la propriété suivante :

ce qui entraine

forv = forur o 9, fore = foru o ¢’
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De méme, g, o est un couple de mesures de M(G) et M(G’)
respectivement, telles que la restriction de g & U et celle de
¢ & U’ se correspondent par I’homéomorphisme ¢.

Remarque 1. — Si fo est pg-intégrable, fo est pg-intégrable

et on a
f(; fG d(J'G = /(; fG’ dP-G'-

Remarque 2. — 1l résulte d’une caractérisation locale des
mesures de Haar (Bourbaki) que si yg coincide sur U avec une
mesure de Haar de G, pg coincide sur U’ avec une mesure de

Haar de G'.

ProrosiTioN 3. — Si g et g sont & supports compacts, les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) e e Mo(U);

b) pe e My(U').

ProrosiTioNn 4. — Soit K compact, Kc U et K’ = ¢(K).

L’application pg — pg de My(K) sur My(K’) est, au sens des
normes || ||mm, un isomorphisme topologique d’espaces vectoriels
normés.

Nous commengons par établir un lemme qui permet de
démontrer les propositions 3 et 4 a partir de deux cas parti-
culiers.

Lemme 1. — Soient G, G’ deux groupes abéliens localement
compacts, U un voisinage ouvert de 0 dans G. U’ un voisinage
ouvert de 0 dans G’, ¢ : U — U’ un tsomorphisme local prolongé.

Soit H le sous-groupe ouvert de G engendré par U, H' le sous-
groupe ouvert de G’ engendré par U’

Il existe un groupe abélien localement compact G, et deux
sous-groupes discrets de Gy, N et N, tels que H soit topologique-
ment isomorphe & G,/N et H' topologiquement tsomorphe d G,[/N'.

Ce résultat se trouve établi, sous une forme tres proche de
celle-ci, dans Pontrjagin.

Désignons par G1 le groupe produit H X H'. Soit
VeG: V={(z, g(x)|zeUj et soit G, le sous-groupe de G,
engendré par V. Mumssons G, d’une topologle invariante
par translation et telle que = — (z, ¢(x)) soit un homéomor-
phisme de U sur V. Cette topologie, unique, est une topologie
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de groupe (localement compact) car ¢ prolonge un isomor-
phisme local de H vers H'.

Soit « : Gy — H définie par @ = p o ¢, ¢ étant l'injection
G, — G, et p la premiére projection G, — H. « est un homo-
morphisme, surjectif car «(V) = U et U engendre H. Soit N
le noyau de «; Nn V = {0}, donc N est discret. La restriction
de @ & V est un homéomorphisme V — U. Ceci entraine que
les groupes H et G,/N sont topologiquement isomorphes.

On verrait de méme que H’ et Go/N’ sont topologiquement
isomorphes.

- LemmE 2. — Soit G’ un sous-groupe ouvert de G, U=U"= G/,
¢ Uapplication identique U — U’.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) pee My(U);

) po e My(U").

I' étant le groupe dual de G, soit A I'annihilateur de G’ dans
I'. Le dual de G’ est ['/A et A, dual du groupe discret G/G’,
est compact.

Soit « la surjection canonique [' - ['/A.

ke étant concentrée sur G, g est constante sur les classes
de I' selon A, de sorte que ’on a

o = o
(2 un facteur constant preés, que 'on peut prendre égal & 1
en ajustant convenablement les mesures de Haar de G et G').
A) Supposons pg e My(G).
Pour tout ¢ > 0, il existe un compact Lec' tel que si
yel',y &L, on ait
| lra(r)l <e.
- Soit L' = «(L), et soit ye'/A, &L
Soit alors y eI' tel que ¢ = «(y). On a

e ()] = [Ra(p)] <e.

Comme L’ est compact, ceci entraine pg € My(G').

B) Supposons maintenant pg e My(G’).

Pour tout € > 0, il existe un compact L’e ['/A tel que si
yel'/A, &L, on ait

|fea ($)] <.
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Soit V un voisinage compact de 0 dans ['; V' = (V) est
alors un voisinage compact de 0 dans ['/A et il existe des
y;e'/A (i=1, ..., n) tels que

L' c i~L_J (i + V).

Soit y;e [’ tel que §; = a(y;) i =1, ..., n). Posons
L=J ou+V), L=L+A

i=1,..,0n

L est compact, ainsi que A. Donc L, est également compact
et contient a~'(L’).

Soit alors y e ', y ¢ Ly; ¢ = a(y) ¢ L', donc

e

ksl = lfe($)] <,

ce qui montre bien que pg e My(G).

Lemme 3. — Avec les hypothéses du lemme 2, U'application
e —> g de My(U) sur My(U’) est une isométrie au sens des normes

I {lom-

Avec les notations ci-dessus, on a

p'G = p'G’ °oa,
d’oul
126/ lom = |%6*||pm-

Lemme 4. — Soit G un groupe abélien localement compact,
N un sous-groupe discret de G, G’ = G/N, a la surjection
canonique G — G'. Soit U un voisinage de 0 dans G tel que
(U—TU)nN= {0}, U =«a(U), ¢ la restriction de a« a U,
¢ est alors un isomorphisme local prolongé de G vers G'.

Alors, st g et pg sont @ supports compacts, les deux propriétés
sutvantes sont équivalentes:

a) pe < Mo(U);

b) per € Mo(U').

Ce résultat est établi, dans le cas G= R, G’ =T, dans
Salem.

[' étant le groupe dual de G, soit A I'annihilateur de N dans
I'. A, sous-groupe de I', est le dual de G’ et ['/A, dual de N,

est compact.
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On peut ajuster les mesures de Haar des divers groupes en
jeu de telle sorte que g soit la restriction de fkg & A.
A) Supposons pg e My(U).
Pour tout ¢ > 0, il existe un compact Lel' tel que si
xel, yeL, on ait
Bl ()] <ce.

Soit L'’ =LnA. L’ est un compact de A et si $el,
eL’, on a &L donc

e ()] = IBa(d)] <,
ce qui montre que g € My(U’).
B) Supposons maintenant pg € My(U’).

Soit
K. = {3 e T||pal)] > ¢}

Il s’agit de montrer que, pour tout ¢ > 0, K, est compact.
Comme ks est une fonction uniformément continue sur [,
il existe un voisinage compact de 0 dans I, V, tel que pour

tout y e [' Poscillation de g sur y 4 V soit inférieure a -—;—

Désignons par § la surjection canonique [' - ['/A, et posons
L. = B(K,).

L., sous-ensemble fermé de ['/A, est compact; il existe donc
des e, i1 =1, ..., n) tels que 'on ait

Lee |UJ W+ BV

=L ee0r
Soit (pour i =1, ..., n) ;e K, tel que ¢; = B(y;) et soit
K,-=('.[.»,-+V+A)nKe.
Ks = U Ki;

i=Ll.en

Comme on a

il suffit de montrer que chaque K; est compact.
Soit y € K;; on peut écrire

Y=+ a4 A, aeV, AeA.
On en déduit que
3

e (s + 7‘)| = 5
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- Désignons par K, compact de G, le support de pg. Soit hg
la fonction égale au produit de (y;, ) par la fonction carac-
téristique de K. K étant compact, le théoréeme de Stone-
Weierstrass implique que, pour tout n >0, on peut trouver
des nombres complexes ¢;, ..., ¢, et Ay, ..., A,e A tels que

hea) — 3 eulhe, )

< si z' e K' = ¢(K),
ou encore

<7 Si‘, ze K.

(O ) — g cu(Ax, )

Nous avons, puisque le support de pe est K,

Bo(rs + 2) = [ he(2) (\, 2) diss(2) /zc,,x,,+x z) dp(z)
+ /. [he(a) ZMM,ﬂmﬂdwm.

Choisissons d’abord
€

T el

Les ¢, et A, sont alors déterminés par y; et 7.
Soit
Ak=(K ¢ nA)—X,, k=1, ...,p).

4 lejl
Comme pgeMy(G), K . nA est compact, donc aussi A,,
et si 'on pose aX )l :

A=) A,
k=1,...p
A, est compact.

On a AeA,: sinon on aurait, en vertu de '’expression de

(i + A) donnée plus haut,
el + )| < iz'

Par suite,

KiCXi—I_V-l_AO’

ce qui implique que K; est compact.
Le lemme 4 est donc établi.
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- LemMme 5. — Avec les notations et hypothéses du lemme 4,
soit K compact, Kc U; K’ = ¢(K).

L’application pg — pg de My(K) sur My(K’) est, au sens des
normes || ||m, un tsomorphisme topologique d’espaces vectoriels
normés.

Avec les notations utilisées dans la démonstration du lemme 4
on a

p’G' = p'GlA’
donc

[t |lom << [l | pme

Nous allons montrer qu’il existe une constante k ne dépen-
dant que de K telle que

[lt6llom << eIt | lom-

Soit yoeI' un point ou |fkg| atteint son max1mum et soit
ve la mesure produit de pg par la fonction (y,, I"GI atteint
son maximum en 0 et J; se déduit de g par translatlon de
sorte que

IVellom = [Vellom = [li46]lpm-

Il est facile de montrer, & partir de la définition d’un iso-
morphisme local prolongé, que, K étant compact, il existe
un voisinage compact V de 0 dans G tel que

K—V4+Vel,
vze K, vyeV, vzeV,
¢(z—y + 2) = ¢(z) — 9(y) + 9(2).

Siug e L3(V) et vg e L2(K—V), alors ug * vg € C(U) et si I'on
pose wg = Ug * ¥g, ON A Wg = Ug * v d’apreés la remarque 2
faite au début.

Soit ug le produit de (y,, z) par la fonction caractéristique
de V et soit ¢vg le produit de (y,, ) par la fonction caractéris-
tique de K— V.

. Posons
h = UG * Vg'.

Comme ug et vg appartiennent a L?(G’), h est dans A(G’).
Siz'e K’, on a

k(@)= [ (o &'(¥)-(tor ¢'(@) — '(¥) dy=(xo, #'(@))m(V"),
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m(V’) étant la mesure de Haar de la partie V' = ¢(V) de G’.
Soit

h
he = (V)
Sur K, la fonction hg coincide avec (y,, z). On a donc
Ve = hepre

d’ou
POl = |/} hor ()ax —4) 44| < lltellom f; ho($)] 49

Les formules de Schwarz et de Parseval donnent

2 = (lae(y).be
[ el =5 [ lao(d) de(@)] b |
1 e ~ e 1
<mviLS Jreray [ gr dt)

1
3
=t | Juetat de [ o) ds]
— \/mgK'—V’)‘
m(V’)
On a donc trouvé une constante k, soit \/ Qle_:_V),
telle que m(V)
|96l < Kellielom
d’olt
[ltallom = ll9ellom < Klttclom-
Le lemme 5 est donc bien démontré.
La démonstration des propositions 3 et 4 est maintenant
immédiate.
La proposition 3 découle des lemmes 1, 2 et 4.
La proposition 4 découle des lemmes 1, 3 et 5.

ProrositioN 5. — St f et fo sont & supports compacts, les
deuzx propriétés suivantes sont équivalentes :

a) fos A(U);

b) fer e A(U).

Soit K ¢ U le support de fs, K’ = ¢(K) celui de fg.

Supposons fg € A(U), c’est-a-dire f; € A(K).
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Les propositions 2 et 4 impliquent que les applications

Pgr —> Pa de M, (V') sur M,(V),
e — fole = Ve de My (V) dans M,(V),
Vo —> Vo = forlhe de M, (V) sur My (V"),

Ve U désignant un voisinage compact de K, Vi=¢(V),
sont bornées au sens des normes || HP,,, Il en est donc ainsi de
leur composée pg — forprar de My(V’) dans My(V’), ce qui, en
vertu de la proposition 2, implique

for e A(U).

ProposiTion 6. — Soit K compact, K c U, K’ = ¢(K).

L’application fe — fo de A(K) sur A(K’) est un isomorphisme
topologique d’espaces vectoriels normés.

Il suffit de montrer qu’il existe une constante M, ne dépen-
dant que de K, telle que I'on ait

Ifell < Mlfll.

Soit V un voisinage compact de K, contenu dans U, choisi
une fois pour toutes, et soit V' = ¢(V), voisinage de K’,
contenu dans U’.

D’aprés la proposition 2, il existe une constante m (resp. m’)
dépendant uniquement de K et de V telle que la norme N
(resp. N’) de l'application

e = fote  de My(V) dans My(V)
(vesp. per = forer de Mo(V’) dans My(V'))

vérifie

ml|fs|] < N < |/fdl|
(resp. m/||fe]| < N* < |lfel)-

D’aprés la proposition 4, il existe des constantes k et A’
ne dépendant que de V, telles que I'on ait

ollm < Kol {pre = Ma(V)
lbcllm < Kkl o« Ma(V').

On a alors

N — Sup Wottsllen < g0 1 lfottelln _ N
SUP el =~ aoR 7K (ke kk
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On en déduit
N << kk'N
soit _
mlifell < N' < kN < el

On a donc bien trouvé une constante M = kk, telle que
m

(Iferl] < M|fsll-

Ceci démontre la proposition 6.
Nous allons maintenant donner quelques conséquences des
.. R . : ,
propositions établies ci-dessus. Les notations G, G', U, U’, ¢
sont conservées.

" Prorosition 7. — Soit' K compact, K< U, K’ = ¢(K).

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) K est un ensemble de Helson dans G;

b) K’ est un ensemble de Helson dans G'.

On dit qu'un compact K d’un groupe G est de Helson si
toute fonction continue K — C est la restriction & K d’une
fonction de A(G).

Supposons que K soit de Helson.

Soit f’ une fonction continue sur K', et f=f"oqx. f est
continue sur K, donc il existe ge A(G) telle que

f= 8Ik.

On peut trouver ae A(G) a support compact, telle que
a = 1 sur K, « = 0 hors de U. La fonction hs = ag appartient

a A(U) et est a support compact.
On a

f= hsix, f' = hex

Comme, d’apreés la proposition 5, hg appartient a A(U’),
il en résulte que K’ est de Helson.

Prorosition 8. — Soit K compact, K< U, K’ = ¢(K).
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a) K est un ensemble de synthése spectrale dans G;

b) K’ est un ensemble de synthése spectrale dans G'.
Soit I(K) I'idéal fermé de A(G) formé des fonctions nulles
sur K, et soit I;(K) I'idéal (non fermé en général) des fonctions
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de A(G) nulles au voisinage de K. Soient de méme K’, I(K’),
I(K').
Dire que K est de synthése spectrale équivaut a dire que

L(K) = I(K).

Supposons K de synthése spectrale.

Soit f' e I(K’): il faut montrer que 'on a f' e [((K’).

Soit V un voisinage compact de K, Ve U, V' =¢(V), e
soit W un voisinage compact de V, We U, W= (W).

On peut trouver ag € A(G’), a4 support compact, égale a 1
sur V et 2 0 hors de W.

Alors f'—agf’ € Iy(K'), et il suffit de montrer que la fonction
(a support dans W') gg- = agf’ appartient a I,(K’).

D’aprés la proposition 5, gg € I(K). Il existe donc une suite
{g™} de fonctions de I;(K) telles que

lim||g® — goll = 0,

ce qui entraine, en posant h{’ = agg®,

lim [J46” — scgall = 0,

d’ou, en remarquant que A’ € A(W) et en appliquant la propo-
sition 6,

lim [[4§ — ac-go| = 0.

On a d’autre part A’ e I,(K), donc A € I,(K') et la derniére
relation écrite signifie que ag-ge € [H(K’). Or on a

ge = dege + (1 — ae)ger-

Comme (1 — ag)ge € Iy(K'), il en résulte que I'on a bien
gG' € Io(K’), dOIlC f’ € Io(KI).

Ceci démontre que le compact K’ est un ensemble de syn-
thése spectrale dans G'.

Prorosition 9. — Sotent G et G’ deux groupes abéliens
localement compacts localement isomorphes. Soit I,(G) (resp.
Io(G")) Vidéal — non fermé en général — de A(G) (resp. A(G’))

formé des fonctions nulles au voisinage de 0.
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Alors les algébres Ay(G) G)/I(G) et Ay(G")[Io(G") sont
isomorphes.

Remarquons que Ay(G) et Ay(G’) ne sont pas considérées
comme les algébres topologlques

Soient U et U’ des voisinages ouverts de 0 dans G et G’
respectivement, ¢ un homéomorphisme U — U’ définissant
un isomorphisme local de G vers G'.

Soit K un voisinage compact de 0 dans G, K< U, K’ = ¢(K).

On peut trouver une fonction « e A(G) a support contenu
dans K, égale a4 1 au voisinage de 0.

Quelle que soit fe A(G), on a afe A(K) et f— afe Ij(G),
donc f et af définissent le méme élément dans A,(G).

Il en résulte que 'on a un isomorphisme entre

A(G) = A(G)L(G) et A(K)/L(G)n A(K).

D’aprés la proposition 5, I'application f; — fs' est un iso-
morphisme de A(K) sur A(K'). De plus, on voit immédiate-
ment que si fg e I,(G) n A(K), alors for e I,(G') n A(K').

De la résulte que les algébres A (G) et Ay(G’) sont isomorphes.

Il serait intéressant de savoir si la réciproque de cette pro-
position est vrale, c’est-a-dire si chaque fois que les algébres
Ay(G) et Ay(G’) sont isomorphes, les groupes G et G’ sont
localement 1somorphes.

On voit assez facilement qu’une condition nécessaire et
suffisante pour que Ay(G) soit isomorphe a C, corps des nombres
complexes, est que le groupe G soit discret. Comme deux
groupes discrets sont toujours localement isomorphes, la
réciproque de la proposition 9 est vraie dans ce cas particulier.
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