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QUASIKONFORME ABBILDUNGEN
UND LOGARITHMISCHE KAPAZITAT

von Albert PFLUGER (Ziirich).

Die Eigenschaft einer abgeschlossenen ebenen Punktmenge, dass
ihrelogarithmische Kapazitit verschwindet, ist bekanntlich gegeniiber
konformen Abbildungen des Aussengebietes, die sich iibrigens auf
lineare Transformationen reduzieren, invariant. Es soll im folgenden
gezeigt werden, dass diese Invarianz gegeniiber einer viel allgemei-
nern Klasse von Abbildungen, den sogenannten quasikonformen
Abbildungen (') gegeniiber bestehen bleibt. Anderseits beruhen die
bekannten Verzerrungssiize der schlichten Funktionen auf Extre-
maleigenschaften gewisser potentialtheoretischer Grossen, wie zum
Beispiel der Kapazititskonstanten, und ihrer Invarianz gegeniiber
solchen konformen Abbildungen, deren Ableitung im Bezugspunkt
den Betrag 1 hat. Es soll daher im folgenden auch untersucht wer-
den, wie sich die Kapazititskonstante oder der transfinite Durch-
messer einer ebenen Punktmenge verhilt, wenn ihr Aussengebiet
quasikonform und mit besonderer Normierung im Unendlichen
abgebildet wird (*). Die diesbeziiglichen Resultate liefern dann als
Anwendung gewisse Verzerrungssitze iiber quasikonforme Abbil-
dungen, die denjenigen der schlichten Funktionen analog sind und
sie als Spezialfille enthalten. Die Methode beruht auf einem einfa-
chen Grundgedanken, der schon in dem Beweis, dass die offene

(!) Vgl. etwa H. Grdtsch, Leipziger Berichte, Math. Phys. Kl., 1928 und 1930
L. Ahlfors, Acta Math. vol. 85 (1935); M. Lavrentieff, Rec. Math., Moscou, vol. 42
(1935); O. Teichmiller, D. Math. Bd. a (1937) und D. Math. Bd. 3 (1938).

(%) Vgl. auch M. Brelot, J. de Math. vol. 19 (1940), 319-337 und ebenda vol. 24
(1945), 1-32, wo im Gegensatz zu oben das Verhalten der Kapazitit gegeniiber gewissen
stetigen Transformationen der Punktmenge selbst untersucht wird.
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Ebene nicht auf den Einheitskreis quasikonform abgebildet werden
kann, zum Ausdruck kommt.

1. Wir betrachten zunichst quasikonforme Abbildungen. Durch
die Funktion

=0 =p+ig(p=R>, q=JP, z=x+ 1y, = +iy)

werde ein Gebiet G der z-Ebene topologisch auf ein Gebiet G’ der
2’-Ebene abgebildet. Dabei sollen p und g stetige partielle Ableitun-
gen besitzen und die Funktionaldeterminante p,q, — p,q, iiberall
in G positiv sein. Ein infinitesimaler Kreis vom Radius ¢ um z wird
dann in eine infinitesimale Ellipse mit den Achsen ac und be(a > b)

transformiert, deren Verhiltnis %(Z 1) als Dilatationsquotient Q(z)

im folgenden von Bedeutung sein wird. und |dZ'| bezeichnen
entsprechende Lingenelemente, do, und ds; entsprechende Flichen-

elemente. Fiir alle Richtungen im Punkte z ist dann 6 < % <a

woraus sich die fundamentale Ungleichung zwischen Lingen- und
Flichenverzerrung ergibt :
2

(1) @) %l <ew) - 2

Es ist klar, dass sich Q(z) nicht dndert, wenn auf 2z’ = ®(z) noch
eine konforme Abbildung ausgeiibt wird. Ebenso ist der Dilatations-
quotient der inversen Abbildung z—=®~'(¢) in 2z’ wiederum Q(z).

Die Abbildung ist konform, wenn Q(z)=1 ist. Werden dem
Dilatationsquotienten geeignete globale Bedingungen auferlegt, z.
B., dass Q(z) beschriankt bleibt in G, Q(z)=K(21), z¢G, so
heisst die Abbildung quasikonform. Bei ‘solchen Abbildungen ist
zu erwarten, dass sich konform invariante Gebietsgrossen nur
innerhalb gewisser Grenzen indern kénnen.

d?

2. Dieim folgenden betrachtete Grésse reduziert sich im Fall eines
zweifach zusammenhingenden Gebietes auf den wohlbekannten
Modul. Der Rand des Gebietes G bestehe aus n Jordankurven vy,
Yy '+ Yn- Wirteilen siein zwei Klassen ein: y, + vy, + -+ 4y, =T,
sei der « innere » und y,,,~+ -+ —+7y,=T, der « dussere » Rand.
Bei so klassifizierten Randkurven nennen wir das Gebiet kurz den
Ring (T, T')). Fiir die Klasse der in (T, T',) eindeutigen harmonis-
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chen Funktionen z mit f A s — an (n 1st die innere Normale)

wird das Dirichletintegral D(u)= f |grad u|’dzdy bekanntlich

D
dann und nur dann minimalisiert, wenn u auf T, und T, je einen
konstanten Wert annimmt. Ist u eine solche Extremale, so nennen

wir die Grosse M — i - D(u) den Modul des Ringes (T, I',) und bez-

eichnen ithn mit Mod (F 1) (). Esist Mod (T, I',) =Mod (T, T,).
Wenn u auf T'| verschwmdet so hat es auf I", den Wert M.

3. Wir bilden jetzt (', T',) quasikonform (Q(z) = K) auf (I';, T)
ab und setzen Mod (I",, I',) =M, Mod (I, I')) =M’. Um zu unter-
suchen, wieviel M’ von M hoschstens abweichen wird, fithren wir
in G und G’ geeignete Parameter ein. Die Funktion u (bezw. u’)
seiin G (bezw. G') eindeutig und harmonisch, verschwinde auf T';
(bezw Fo) und nehme auf I, (bezw. I') den Wert M (bezw. M’) an. v
und ' seien die konjugiert harmomschen Funktionen. Es sind dann
w=—u—+w und W' —u' + v’ im Kleinen eindeutig und sie konnen
ausserhalb der kritischen Stellen (grad u—o bezw. grad u'=—o0)
als lokale Parameter verwendet werden ; denn ausserhalb der
genannten Stellen ist der Zusammenhang zwischen w und z bezw. w’
und 2’ ein konformer. Ist also |dw| das |dz| entsprechende Lingenele-
ment in der w-Ebene, ds, das Flichenelement, das ds, entspricht,
und analog |dw'| und ds,, die [dz/| und ds, entsprechenden Elemente
in der w'-Ebene, so ist gemiss Nr. 1 auch

(2) [d"" <Q@)-

denn die Abbildung w — w’ hat den Dllatatlonsquotienten Q(2).
Wir bezeichnen die Niveaulinie u=—=2X(0 =% < M) mit T', ihr Bild
mit I, (das im allgemeinen von der Niveaulinie &' —2X verschieden
1st) und setzen
3) Max Q(z) =K
2€T,

Es ist K, =K. Liegt auf T", keine kritische Stelle von u, so 1st

zﬁ—f dv’<f { |dw],

®) % ist nichts anderes als die Kapazitit des 2-dimensionalen Kondensators (T'y, I').

2
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wobei I' im Sinne des wachsenden v durchlaufen wird. Die Schwarz’
sche Ungleichung in Verbindung mit (2) und (3) ergibt dann
dw'’

2 /
wgfr & |alw|-fr |dwl§anl(;_.£<g:—w>|dw1.
Y 'y N w

Enthilt der Ring (T',,, T,,) keine kritischen Stellen von u, so liefert
die Integration wegen do, —|grad u’'|* - ds,

[ [ [ (5o
— f f |grad u/|*de’dy’.

(r"u ' P\;)

Da nur endlich viele solche kritische Stellen vorhanden sind, folgt
schliesslich

o du'Pdr'dy =M.
K)\ = f |grad u ly' —

Satz 1 : Es seien die beiden Ringe (I',, T')) und (I';, I') quasikon-
Jorm aufeinander bezogen mit Q(z) <K und K, gemdss (3). Es sei
Sferner M—=Mod (T',, T,) und M’ =Mod (I';, T}).

Dann gilt
M ),
& <w
(4) ot M
und
(5) K-'M<M <KM.

Fiir zweifach zusammenhingende Gebiete sind die Ungleichun-
gen (4) und (5) bekannt (*). K =1 bestiitigt den konform invarian-
ten GCharakter von M.

4. Anwendung auf Punktmengen der Kapazitit null.
Wir betrachten ein Gebiet G in der z-Ebene und schopfen es
durch eine wachsende Folge von solchen Teilgebieten

G,<G,< .-G,

(%) Vgl. H. Grétsch, loc. citat. und O. Teichmiller, D. Math, Bd. 3, p. 668.
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aus, deren Rand T, nur aus endlich vielen Jordankurven besteht.
Es ist dann Mod ('), I',)=M,(n=1, 2, ---) monoton wachsend
und je nach dem lim M,—=M endlich oder unendlich ist, heisst der

Rand T" des Gebietes G von positiver oder verschwindender logarith-
mischer Kapazitit. Denn die genannte Fallunterscheidung ist von
der gewihlten Ausschépfung unabhingig (*).

Wird nun das Gebiet G quasikonform abgebildet, so ist der Rand
des Bildgehietes wegen Satz 1 von der Kapazitit null, falls jener
von G es ist.

Satz 2: Die Eigenschaft eines Randes, dass seine logarithmische
Kapazitit verschwindet, ist invariant gegeniiber quasikonformen
Abbildungen des Gebietes (°).

Fir die Invarianz der gennanten Eigenschaft geniigt es schon,
dass der Dilatationsquotient Q(z) gegen den Rand hin nicht zu stark
anwichst. Um dies zu prizisieren betrachten wir die in (I';, T',)
harmonische Funktion u,, die auf I'; verschwindet und auf I', den
Wert M,, annimt. I'\"’ bezeichnet die Niveaulinie z,—=X(0 <2=M,)

und es sei K{”—MaxQ(z). Ist nun die Abbildung so beschaffen,
zEl‘({)

Mn
dass der Ausdruck f ;(13,, G
0 A

wird ein « Nullrand » wieder in einen « Nullrand » transformiert.

5. Die Kapazititskonstante.

Das Gebiet G, dessen Rand I' zunichst wieder aus endlich vielen
Jordankurven bestehen soll, enthalte jetzt den unendlich fernen
Punkt. Es sei xx der Kreis |z|—=R. Wir setzen Mod (I, xz)=Mx
(fir R geniigend gross) und bemerken, dass M —log R monoton
wachsend ist fiir R 4 co. Sei nimlich R > R und u die Extremale
fiir (T, xg') (vgl. Nr. 2). Dann ist u Konkurrenzfunktion fiir (', #g)
und (xg, *x’) und daher

Mn—i—lOgR (ff+ ff)gradul’dwdszn'-

(T, %g) (CYR D)

(®) Vgl. R. Nevanlinna, Eindeutige analytische Funktionen, Berlin 1935, p. 106 ff.

(5) Dieser Satz gilt auch fiir die von R. Nevanlinna (Ann. Acad. Sci. Fenn., Ser. A, 1,
Nr. 1 (1941) eingefiihrten Riemann’schen Flichen mit Nullrand. Vgl. hierzu auch C. R,
Acad. Sci., Paris, t. 227 (1948), p. 25-16.
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‘Wir nennen

(6) lim (Mg —log R) =M (I
R>o
den reduzierten Modul des Gebietes G — (o) (7).

Statt der Kreise xz kann man auch eine Folge von Jordapkurven
I (A=1, 2, .--) nehmen, die fiir A — oo eine Bedingung fiir Krei-
sihnlichkeit erfiillen, das heisst mit r,—Min|z| und Rl_Maxl |
gllt €T, z€T

(7 lim r,— oo und R, ~r,(h— o) (*).
A>®

Wegen der Monotonieeigenschaft des Moduls folgt nimlich
aus (6), dass fiir ein p, mit g, ~R, auch

) lim (M, —logp,) = M (T)
ist.

Der reduzierte Modul M*(T) ist nun nichts anderes als die
Robin’sche Konstante y des Randes T', also

(9) r=M_ ().

Ist nimlich g(z, ) die Green’sche Funktion von G und T, die
Niveaulinie g =1, so erfiillt diese fiir . — o wegen

g=log|z|+ y—+o(1)=*%

die obige Bedingung fiir Kreisﬁhnlichkeit Mit log s, =2 — 1y folgt
dann aus Mod (T", I,) =M, =2 und (8) die Behauptung

Fiir einen beliebigen Band I von G schépfen wir G wie in Nr. 4
durch eine wachsende Folge von reguliren Teilgebieten G, aus.
Die zugehérigen y, sind monoton wachsend und

lim Yn:y:M:(r)
die Robin’sche Konstante von T' bezw. der reduzierte Modul von

G — (). Die nicht negative Zahl C=—e"" heisst die Kapazitdits-
konstante oder der transfinite Durchmesser von I' bezw. der Komple-

(") Vgl. O. Teichmiiller, D. Math. Bd. 3, p. 628.

(8) s~ t heisst lim % =1I.
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mentirmenge E von G (°). Es ist dann und nur dann C=o,
wenn E im Sinn von Nr. 4 die Kapazitit null hat.

6. Der Einfluss quasikonformer Abbildung auf die Robin’sche
Konstante. Das Gebiet G werde nun quasikonform auf ein Gebiet G/
abgebildet und zwar so, dass der unendlich ferne Punkt festbleibt
und dort die Normierungsbedingung

(10) || ~c-|zf, c>o, % >0,

erfiillt ist('’). Sei y die Robin’sche Konstante von I" und v dieje-
nige des Bildrandes I", g(z, o) die Green’sche Funktion von G,
I, die Niveaulinie g =2 und I'; die Bildkurve. Beide Kurven ver-
halten sich, wegen (10) fiir A — oo kreisihnlich. Mit

M,=Mod (I, T;),  M/=Mod(I", I'))

und K, gemiiss (3) und wegen M, =) finden wir dann gemiss Satz 1
A

=< M. Die Subtraktion von log o} —log ¢ —+ (A — ) ergibt

o K
A
ny——logc-}—ﬁ<ié—‘n>dX§Mf\—logpj\.

Da die p in Bezug auf I"| die in Nr. 5 verlangte Bedingung erfiil-
len, so folgt

Satz 3: Sind die beiden Gebiete G und G’ quasikonform mit Q(z) =K
aufeinander bezogen, derart, dass der unendlich ferne Punkt festbleibt
und dort die Normierungsbedingung (10) erfiillt ist, so besteht zwischen
den Robin’schen Konstanten ihrer Rdinder T' und T” die Ungleichung

e
logc—+—£ <—[C—n>dl.

(") Vgl. M. Fekete, Math. Zeitschr. Bd. 17 (1923); G. Szegd, Math. Zeitschr., Bd. ax
(1934); O. Frostman, Meddel. Lunds. Univ. Mat. Sem. vol. 3 (1935); R. Nevanlinna, loc.
citat. p. 114 fI. Der Begriff der quasikonformen Abbildungen kann sinngemiss auf
hoherdimensionale Rdume verallgemeinert werden. Ob fiir die Kapazitit bezw. den trans-
finiten Durchmesser rdumlicher Punktmengen (vgl. G. Pdlya und G. Szegd, J. reine und
angew. Math. Bd. 165 (1931)) analoge Resultate gelten wie die nachstehenden, kann hier
nicht beantwortet werden.

(1) Y 2y

(1) Wie an anderer Stelle gezeigt werden soll, ist mit Q(z) SK stels

T SnSK
verkniipft. K
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Insbesondere folgt fiir c—=1 und + =1

(12) r—vz [ (=)o

und fir c=1 und =i

(13) Y<Ky

Um Abschitzungen in der andem Richtung zu erhalten, braucht
man nur die inverse Abbildung zu betrachten. Dabei ist allerdings

1
zu beachten, dass » durch -, ¢ durch ¢ * und K, durch den
Y
maximalen Dilatationsquotienten auf g’ —/> zu ersetzen ist. Dies
fiihrt abgesehen von (12) dazu, dass die Schranken in der einen
Richtung immer o bezw. — oo werden.

Durch einfache Bespiele lisst sich zeigen, dass die obigen Unglei-
chungen exakt sind. Insbesondere bestitigt sich, dass gegeniiber
normierien konformen Abbildungen, also fiir K—1, n=—=1 und
c¢=—1 die Robin’sche Konstante invariant bleibt.

1. Esist klar, dass die Betrachtungen der beiden vorangehenden
Nummern 6 und 5 auch in Bezug auf einen beliebigen andern
Gebietspunkt als oo durchgefiithrt werden kénnen. Fiir einen Punkt
a€G bezeichnen wir den reduzierten Modul des Gebietes G—a
mit Mi(I). Das Glied y, in g(z,a)=log|- ! -
wieder gleich M7(I') und die der Kapazititskonstante entsprechende
Grosse e*'e—r, nennen wir mit Pélya und Szegé den innern
Abbildungsradius des Gebietes G im Punkte a. Analog gilt

Satz 3': Sind die beiden Gebiete G und G’ konform aufeinander
bezogen, derart, dass der Punkt a€G fest bleibt und dort die Nor-
mierungsbedingung |2/ — a|~|z—a|*, 7> o (**), erfiillt ist, so be-

—+ Y, +o0 (1) ist

(11) Die Konvergenz des Integrals f T — L) d) ist gleiehbedeutend mit derjenigen
00 0 1N ;
des Integrals f (K5 — 1)dA. Im letztern Falle hat O. Teichmiller (D. Math., Bd. 3
0
(1938) p. 670) die Existenz einer positiven Konstanten ¢ nachgewiesen, sodass
|2|~ec-iz|

fir z> 2. Vgl. hierzu auch H. Wittich, Math. Zeitschr. Bd. 51 (1948), p. 278-288.
(*?) Vgl. Anm. 10.
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steht zwischen den Abbildungsradien r, und r, der Gebiete G und G’ im
Punkte a die Ungleichung

(11') logrf.Z—'nlogra—f—f —[———'n d\.
o \K,
Fiir n=1 folgt

' re> (C(L_
(12") logra=‘[0 <Kx l)d)\

und fiir = :—ll(—

(13 r, = (rJ)k.

8. Anwendung auf Verzerrungssdtze.

Die bekannten Extremaleigenschaften der Grossen M}(T") bezw. G
und r, ergeben nun in Verbindung mit Satz 3 und Satz 3’ eine Reihe
von Verzerrungssitzen. Wir beschrinken uns hiebei auf einfach
zusammenhingende Gebiete.

Es soll zunichst das Gebiet G den unendlich fernen Punkt
enthalten. Zwischen dem Durchmesser D und der Kapazititskon-
stanten C seines Randes gilt dann die bekannte Ungleichung

(14) D(T) < 4C(T") = he ™.

Gleichheit besteht dann und nur dann, wenn I eine Strecke ist.
Wir bilden nun das Kreisiussere |z{ > r quasikonform ab, wobei
der unendlich ferne Punkt festbleibt und die Normierungsbedin-
gung (10) erfiillt ist. Dann liefert die Ungleichung (14) in Verbin-
dung mit Satz 3 obere Schranken fiir den Durchmesser des Bil-
drandes. Wir setzen.

* 1 \dp . v
= I —— |+ mit K —MaxQ(
# f < Ke)? ) m=eQ()

und erhalten insbesondere

Satz 4 : Wird das Kreisdussere |z| > r derart quasikonform
(Q(2) =K) in die z’-Ebene abgebildet, dass der unendlich ferne Punkt

Jestbleibt und dort die Bedingung (2’|~ |z| bezw. iz’!fv}zl:—‘ erfillt ist,
so gilt fiir den Durchmesser D(I') des Bildrandes

(15) D(I") < hret bezw. D(IM)=4- r!—t .
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Ist der Nullpunkt nicht in G’ enthalten, so folgt nach Ausiibung
der Inversionen w:—;- und w’:é—

Satz 4': Wird der Kreis |jw| < r quasikonform auf ein Gebiet der
w'-Ebene abgebildet, das den unendlich fernen Punkt nicht enthdlt,

und zwar so, dass der Nullpunkt festbleibt und dort jw’ |fv|w|é ist, so

enthilt die Kreisscheibe |w'| < L r% keinen Randpunkt des Bildge-
bietes. 4

Dies ist fiir K —1 der Koebe-Bieberbach’ sche Viertelssatz. Diese
Aussage ist scharf. Die Extremalabbildungen erhilt man im Falle

1
i =—1
r—=1 durch Zusammensetzung von { —=¢€*“- w - |w[X" " und

bt
(r =207
Es werde wieder der Einheitskreis |w| < 1 wie in Satz 4’ (r=1)
in die w’-Ebene abgebildet. Wir setzen Min |w/|= m(r) (o <r < 1)
|

w|=r

w’__—_

und suchen fiir m(r) eine untere Schranke. Es darf angenommen
werden, dass das Minimum von [w/| auf |w|—=r im Punkte w—=—r
angenommen wird. Einer Methode von K. Léwner (**) folgend wird
nun der Einheitskreis von w——1 bis w——r aufgeschnitten
wodurch in der w'-Ebene ein Einschnitt vom Rand I bis zum Punkt
w' (—r) entsteht. Dieser aufgeschnittene Kreis hat im Mittelpunkt
r

den Abbildungsradius r,.—4

-—;» wie man leicht mit Hilfe der
(+7)

Funktion C::—w nachrechnet. Er kann also konform auf den

(1 —w)’
Kreis |t| < r, abgebildet werden mit w —w(t)—t—+a,t*~+ --. Durch
Anwendung von Satz 4’ auf die quasikonforme Abbildung

t—w—uw

folgt dann, dass

’,

(16) = (o)

(r+r)
ist. Diese Ungleichung ist exakt, sofern wir denin Nr. 1 festgelegten
Begriff der quasikonformen Abbildung erweitern und zulassen, dass

(13) Vgl. Math. Zeitschr., Bd. 3 (1919), p. 74 und 75.
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die Forderung der Differenzierbarkeit auf einzelnen Kurvenbogen
verloren geht, wenn nur die Eineindeutigkeit und Stetigkeit der
Abbildung gewihrleistet ist. Alle vorangehenden Ueberlegungen
gelten namlich auch fir diese Abbildungsklasse. Um eine extre-
male Abbildung zu konstruieren, bilden wir den obigen aufgeschnit-

tenen Kreis mit w —w(¢) auf den Kreis |¢| <C ( _A:—)E: r,ab, diesen
\ | 147
mit £ =¢-|¢f&"" auf den Kreis |¢| < rX und dann den letztern mit

! 1/K

r— (1_:_1-:—”?7)2 auf die von — % lings der negativen reellen

Achse bis oo aufgeschnittene Ebene ab. Diese Abbildung ist auf dem

Kreiseinschnitt noch stetig und ordnet aus Symetriegriinden

gegeniiberliegenden Punkten des obern und untern Ufers die

gleichen Bildpunkte zu. Die Abbildung w—w’ ist im genannten
Sinne noch quasikonform in |w|<C 1.

Fiir die Giiltigkeit der obigen Sitze 1st die Normierung

'
2|~z

im Nullpunkt sehr wesentlich. Will man aber Schranken in der
andern Richtung haben, so ist die Normierung zu dndern. In Satz 4
zum Beispiel wurde eine untere Schranke fiir den ndchsten Rand-
punkt des Bildgebietes gegeben. Will man aber fiir diesen ndchsten
Randpunkt eine obere Schranke geben, so ist die Abbildung im
Nullpunkt mit |z'|~|z|* zu normieren. Dies fiihrt zu

Satz 4": Wird der Einheitskreis |z| < 1 quasikonform in die
2'-Ebene abgebildet, wobei der Nullpunkt festbleibt und dort die
Bedingung |2/|~|z|* erfiillt ist, so ist der ndchste Randpunkt um
weniger als 1 vom Nullpunkt entfernt, ausgenommen wenn

Z=e.z.jz|"
ist.

Zum Beweis ist lediglich zu beachten, dass unter allen Gebieten,
die den Einheitskreis |z| < 1 enthalten, dieser Kreis und nur dieser
den minimalen Abbildungsradius r,— 1 liefert und dass ferner die

inverse Abbildung 2’ — 2z gemiiss (13’) die Ungleichung

ro=(r) =1

ergibt.
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9. Es soll zam Schluss darauf hingewiesen werden, dass die
bewiesenen Resultate fiir eine viel allgemeinere Abbildungsklasse
als die in Nr. 1 definierte giiltig sind. Man darf nicht nur die For-
derung der Differenzierbarkeit der Abbildung lings einzelner Kur-
venbogen fallen lassen, wie schon oben bemerkt wurde, sondern es
geniigt, dem rein topologischen Charakter der Abbildung eine
globale Zusatzbedingung beizufiigen, die in ihrer Wirkung der
Bedmgung Q(2) =K gleich kommt. Um sie zu formulieren, nennen
wir ein Jordangebiet, auf dem vier Randpunkte ausgezelchnet sind,

von denen keine zwei zusammenfallen, kurz ein Viereck. Jedem

solchen Viereck ist konform invariant eine Zahl M = 1 zugeordnet,
namlich der eine der beiden Moduln, die im Falle des Rechteckes
die beiden Seitenverhiltnisse sind. Eine topologische Abbildung
heisst nun quasikonform, wenn eine Konstante K(=1) existiert,
so dass fiir alle Vierecke und Bildvierecke die entsprechenden
Moduln M und M’ der Bedingung

(17) K-'M<M <KM

geniigen. Es geniigt iibrigens, diese Bedingung fiir kleine Vierecke
zu fordern. Als Dilatationsquotienten Q(z) definieren wir die untere
Grenze der Zahlen K, mit denen (17) fiir alle Vierecke in der
Umgebung von z erfiillt ist. Mit diesem Begriff des Dilatationsquo-
tienten an Stelle des frithern bleiben alle hier bewiesenen Resultate
giiltig. Darauf soll bei anderer Gelegenheit zuriickgekommen

werden.
(Parvenu aux Annales en janvier 1951.)



