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LA VARIETE CARACTERISTIQUE
D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL ANALYTIQUE

par Bernard MALGRANGE

Dans cet article, j’examine comment s’étendent au cas non linéaire
deux propriétés classiques de la variété caractéristique d’un systeme
différentiel linéaire : l'indépendance de la filtration et l’intégrabilité
(= stabilité de I'idéal correspondant par crochets de Poisson).

Les rappels sur le cas linéaire sont faits au §1. Il faut ensuite définir
les D-variétés, ou “diffiétés”, analogues non-linéaires des D-modules. Cette
notion se rencontre dans la littérature lorsqu’on fait des hypotheses de
lissité (voir par exemple [Tu], [Ts], [Vi]) . Sans ces hypothéses, elle est plus
ou moins implicitement considérée par Ritt dans le cas algébrique ([Ril];
voir aussi [Ri2] pour le cas analytique).

Contrairement & ce que suggere le titre de cet article, il apparait alors
naturellement deux notions de variété caractéristique : 1’'une que j’appelle
“stricte” est liée au théoréme de Cauchy-Kovalevski. La seconde est obtenue
en considérant le systéme linéarisé. Les deux coincident 1a ol le systéeme
est involutif, ce qui est la situation générique (cf. §5); je signale aussi que
je ne connais pas d’exemple ou les deux variétés different hors de la section
nulle.

L’extension au cas non linéaire de l'indépendance de la filtration
est la propriété suivante : tout au moins hors de la section nulle, les
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deux variétés caractéristiques sont invariantes par les isomorphismes de D-
variétés (isomorphismes, qui sont essentiellement connus dans la littérature
sous le nom de “transformations de Lie-Backlund”).

Quant & l'intégrabilité, je n’ai réussi a la démontrer qu’aux points
ou le systéme est involutif; en ces points, cette propriété se rameéne
immeédiatement au cas linéaire. Le probléme se pose donc de savoir ce qui
se passe aux autres points; accessoirement, j’ignore jusqu’a quel point ce
dernier probléeme est réellement intéressant

1. Rappel : le cas linéaire.

Soit X une variété analytique complexe lisse; Ox et Dx désignent
respectivement le faisceau des fonctions holomorphes sur X, et le faisceau
des opérateurs différentiels a coefficients holomorphes; si 'on filtre Dx
par les Dx ; = les opérateurs différentiels d’ordre < k, gr Dx s’identifie
naturellement & Ox|[T*X], le faisceau (sur X) des fonctions holomorphes
sur T* X, polynbmiales par rapport aux variables de la fibre.

Soit M un Dx-module & gauche cohérent; une bonne filtration { M}
de M, k entier > 0, est une filtration déduite localement d’une surjection
®D[¢;] - M — 0, avec D[f], = Dyyr; localement, M admet de bonnes
filtrations; prenons-en une, et soit A C T X le support de gr M, autrement
dit ensemble des zéros de I’idéal anngr M C grD.

Le propriétés suivantes sont bien connues; entre autres références,
voir par exemple [Bj] ou [GM].

1.1. Indépendance de la filtration.

L’ensemble A ne dépend pas de la bonne filtration choisie; en particu-
lier, les différents A construits localement se recollent en un sous-ensemble
analytique fermé de 7™ X, homogeéne par rapport aux variables de la fibre,
que ’on appelle “variété caractéristique” de M et qu’on note car M.

Ce résultat peut s’établir de différentes manieres. J’en rappelle rapi-
dement deux qui, sans étre les plus simples, sont particulierement intéres-
santes.

1.1 (a). Soient {My} et {M}} deux bonnes filtrations de M, définies
sur le méme ouvert U de X ; quitte & restreindre U et & décaler {M}}, on
peut supposer qu'il existe £ tel qu’on ait My C M} C My, (k > 0). On
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raisonne alors par récurrence sur ¢, en traitant d’abord le cas ¢ = 1. Dans
ce cas, on considere les suites exactes

0— Mllc—l/Mk-l — My /Mg, — Mk/MI,c—l —s 0
et
0 — My/Mj;_y — My/My_, — My /My — 0.

On en tire les suites exactes suivantes 0 — P — grM — @Q — 0,
0-Q—grM — P — 0, avec P = &M /M, Q = &My/M;,_,. On
en déduit qu’on a

supp gr M = suppgr M’ = supp P U supp Q.

Dans le cas général, on consideére la filtration {M;'} définie par
M} = M} + Mj_1; on applique alors le résultat précédent & la paire
{Miye-1}, {M}!}, et Phypothése de récurrence & la paire {M}, {M}'}.
A noter que le raisonnement précédent donne un résultat plus fort, utile
par exemple pour démontrer des invariances de multiplicité, ou dans des
théoreémes d’indice : si M admet une bonne filtration globale, alors sur tout
compact de X, la classe de gr M dans le groupe de Grothendieck des gr D-
modules cohérents & support dans car M est (bien définie et) indépendante
de la filtration choisie.

1.1 (b). Soit £x le faisceau des opérateurs microdifférentiels sur X,
et soit M = Ex ®r-1py, ™ M le microlocalisé de M (m, la projection
T*X — X); alors car M est le support de M. Le méme résultat est encore
vrai, et méme plus simple & démontrer avec £ x, le faisceau des opérateurs
microdifférentiels formels.

1.2. Intégrabilité.

Dans certaines des références, on dit “involutivité”; je n’utiliserai
b b

pas cette terminologie ici, & cause des confusions avec une autre notion

d’involutivité, qui sera vue au §5).

Soit J l'idéal de gr D défini par car M ; autrement dit J est la racine
de ann gr M, pour n’importe quelle bonne filtration de M. Soit d’autre part
{-,-} le crochet de Poisson défini sur T*X par la structure symplectique
canonique : en coordonnées locales (z1,...,Zn,&1,...,&,) On 2

o= gt - Lt
(3 (3 7 2
Alors, pour f,g € J,on a {f,g} € J. Voir & ce propos Gabber [Ga], et les
références de cet article. Pour une démonstration simple, voir [GM].
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Heuristiquement, cet énoncé se justifie ainsi; tout d’abord, en coor-
données locales, prenons p= Elalsk a4, 0%€D, avec a,€0, 0*=07" - - - 9o,
0; = a%i; son gradué, ou “symbole”, s’écrit ép = Z|a|=k ax€®, avec
la] = oq + - - - + . Maintenant, pour ¢ € D d’ordre ¢, [p,q] = pq — qp est
d’ordre k + £ — 1 et on vérifie facilement qu’on a é[p, q] = {ép, 6q}.

Prenons alors M de la forme D/K, K un idéal & gauche de D; pour la
filtration quotient, on a gr M = gr D/ gr K, et car M est I’ensemble des zéros
des 6p, p € K. Il résulte aussitot de la que gr K est stable par crochet de
Poisson, i.e. f € grK et § € gr K entrainent {f, g} € gr K. Bien siir, ceci ne
démontre pas le théoréme d’intégrabilité méme dans I’exemple M = D/K :
il s’agit de démontrer que la racine de gr K, et pas seulement gr/C, est
stable par crochet de Poisson; ceci est un résultat nettement plus délicat.

2. Variétés affines.

2.1. Dans ce qui suit, je me conformerai & I'usage de la géométrie
algébrique, plutot qu’a celui de la géométrie analytique, en ce qu’une variété
ne sera pas nécessairement lisse. En particulier, j’appellerai variété C-
analytique (ou analytique complexe) ce qu’on appelle d’habitude espace
C-analytique (voir p. ex. [Gr]). A priori, je ne suppose pas les variétés
réduites, i.e. sans éléments nilpotents; toutefois, dans les application aux
équations différentielles, seul le cas réduit sera véritablement intéressant.

Soit Y une variété C-analytique; on note |Y'| son espace topologique
sous-jacent (on écrira quelquefois Y, si cela ne crée pas de confusion), et
on note Oy son faisceau structural. Une variété affine Z au-dessus de
Y est P’espace annelé (|Y|,.A) défini par une Oy-algebre de présentation
finie, c’est-a-dire s’écrivant, sur tout ouvert assez petit U C Y sous la
forme A = Oylt1,...,tu])/(f1,.--, fm), avec fi € T(U,Oy[t1,...,tn]).
Soient respectivement Z et Z’ deux variétés affines au-dessus de Y et Y,
d’anneaux A et A’; soit u un morphisme Y — Y’ défini par u = (ug, u1),
up application continue |Y'| — |Y”’|, u; un morphisme de C-algebres (avec
unité) u~'Oys — Oy ; un morphisme v : Z — Z' au-dessus de u est un
morphisme d’algébres (avec unité) au-dessus du précédent =14’ — A.

On écrira parfois Oz pour A, mais il faut faire attention qu’il
s’agit d’un faisceau d’anneaux sur Y. D’autre part, on note Z2" I’espace
analytique spec an A [Hol; on a un morphisme canonique d’espaces annelés
zZ®» — Z défini par la projection m : |Z2®| — |Y| et l’application
771 A — Oz qui intervient dans la définition de specan.
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J’écrirai souvent |Z| pour |Z2"|. Les principales propriétés que j’aurai
a utiliser sont énoncées ci-dessous. La premiére est classique et se voit
aisément par exemple en utilisant le théoréme de Frisch [Fr] (= les fonctions
holomorphes sur un polycylindre fermé forment un anneau noethérien). Les
suivantes peuvent se voir en se réduisant du cas affine au cas projectif et
en appliquant alors le théoreme de comparaison de Grauert-Remmert; je
donnerai les détails ultérieurement.

Je garde les notations et les hypotheses ci-dessus; d’autre part, dans la
suite, je dirai systématiquement idéal, module, etc. pour faisceau d’idéaux
faisceau de modules, etc.

2.1.i. La Oy-algebre A est cohérente; de plus, toute suite croissante
d’idéaux cohérents de A (ou de sous-modules cohérents d’un A-module
cohérent fixé) est localement stationnaire.

2.1.ii. Soit N un sous-module cohérent de AP et posons N2" =
Ozan @r-14 7 'N; soit y € |Y], et soit f € AP; pour qu'on ait f € Ny, il
faut et il suffit qu’il existe un voisinage ouvert U de y tel que, pour tout
z€n U, on ait f € N2~

Soit maintenant M un .A-module cohérent; prenant localement une
présentation de M, on déduit du résultat précédent que l'application
naturelle M — 7, M?" est injective.

2.1.iii. Soit J un idéal cohérent de A, et soit rac 7 sa racine, i.e. I'idéal
y — rac Jy. Alors rac J est cohérent, et 'on a (rac J)** = rac(J>").

Les deux propriétés précédentes, combinées avec le “Nullstellensatz”
usuel en géométrie analytique, en donnent la version “mixte” suivante :
si J est un idéal cohérent de A, alors f € A, appartient & racJ, si, et
seulement si, f s’annule sur VN7~ 1(U), V C |Z| la variété des zéros de J
(i.e. celle de J2"), U un voisinage de y dans |Y|.

Ce qui précede permet de définir Z**¢ comme la variété affine au-
dessus de Y, et méme au-dessus de Y™d, associée 4 'anneau A™d =
A/ rac(0) et au morphisme Oyrea = Oy /rac(0) — A™d. On a (Z™4)2» =
(Z2n)red; jomets les détails.

2.1.iv. Soient Z et Z' deux variétés affines au-dessus de Y, soient
7 et n’ les projections canoniques, et soit 1 un morphisme Z — Z’ au-
dessus de Y. On dira dans cette situation que Z est une variété affine
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au-dessus de Z'. Ce qui a été dit plus haut peut étre répété dans cette
situation. En particulier, notons Z = 7 x zr Z'*™ la variété affine au-
dessus de Z'** d’anneau Oz ®o,, Ozen (jomets d’écrire les 7'~1). Alors
on a Z*4 = (Z*4)~, ce dernier espace étant défini par exemple comme
Z7d x z/ Z'3" (on obtient le méme résultat avec Z’'**d au lieu de Z’).

Disons d’autre part que Z domine Z’, ou que le morphisme Z — Z’ est
dominant si Oz — Oy est injectif; en particulier Z domine Y si Oy — Oz
est injectif. Si Z domine Y, Z**d domine Y™ (évident). De méme, si Z
domine Z’, Z*4 domine Z'™4 et Z x 5 Z'?® domine Z’?".

2.2. Provariétés affines.

Soit Yp une variété analytique; un “systéme projectif de variétés
affines” au-dessus de Yy est une famille Y; %, Y, de variétés affines
(¢, entier > 1), avec une famille de morphismes m; : Y; — Y;_; (en
particulier, on a m; = ). Lorsque tous ces morphismes sont dominants,
on dira qu’on a une provariété affine Y = {Y;} au-dessus de Yj, et on posera
Oy = IEII Oy,.

On note Y™ la provariété affine définie par les Y;*d et les fleches
évidentes. D’autre part, un systéme projectif Z; de variétés affines au-
dessus de Zy définit une provariété affine de la maniére suivante : soit
Tk = Ugker (Oz, — Ogz,,,); d’aprés 2.1 (i), c’est un idéal cohérent de
Oz, ; alors, on prend pour Y le sous-espace analytique fermé de Zy défini
par Jo, et pour Yy la variété affine au-dessus de Yy d’anneau Oz, /Jk,
(k>1).

Soient Y = {Y;} et Z = {Z;} deux provariétés affines. Un morphisme
strict de Y dans Z est défini par la donnée d’un morphisme de variétés
analytiques Yy — Zy, et de morphismes Y; — Z; au-dessus du précédent,
rendant commutatifs les diagrammes de fleches évidentes

Y, — Y
| |
Zi — Zi1.

Toutefois, ceci ne nous suffira pas pour les applications aux systémes
différentiels; il faut pouvoir “identifier” Y avec une analytisation partielle.
On le fait ainsi : pour £ > 1, on désigne par Y[¢] la provariété définie de
la maniére suivante : Y[€)o = Y2*, Y[€]x = Yeqr Xy, Y (k > 1); on pose
aussi Y[0] =Y.
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On a un morphisme strict canonique i : Y[¢] — Y défini par la
projection m, : |Yp| — |Yp| et les morphismes de faisceaux évidents. Pour
k > 1, ce morphisme définit des “décalés” ip[k] : Y[£ + k] — Y[k]. On pose
alors la définition suivante :

DEFINITION 2.2.1. — Soient Y et Z deux provariétés affines. Un
morphisme Y — Z est défini par un morphisme strict u : Y[¢{] — Z
(¢ 2 0). Pour k > 1, on identifie le morphisme défini par u & celui défini
paruoiglf] : Y[{+ k] — Z.

La composition se fait ainsi : soient u : Y[k] —» Z et u : Z[¢] — T deux
morphismes stricts, définissant deux morphismes @ :Y —» Zetv: Z — T,
alors o @ est défini par voul[f] ol ulf] : Y[k + €] — Z[f] est le décalé de u;
la compatibilité avec les équivalences ci-dessus est immédiate.

La définition précédente a pour effet de transformer certains mor-
phismes stricts en isomorphismes (non stricts). Par exemple, le morphisme
strict ¢, : Y[{] — Y peut étre vu de deux manitres; d’une part, il
représente l'identité Y — Y'; d’autre part, il définit un morphisme (strict)
Y[¢] = Z — Y; ce dernier est un isomorphisme (non strict), dont I'inverse
est représenté par 'identité Y[¢] — Z (vérification immédiate).

2.2.2. Quelques définitions pour terminer cette section. Un idéal J
de Oy sera dit quasi-cohérent si, pour tout ¢, les J N Og,l sont cohérents.
D’autre part, un Oy-module M sera dit quasi-cohérent si, localement sur
|Yo|,ona M = li_I’Il Mg, M; un Oy,-module cohérent. On voit facilement, en

utilisant 2.1 (i) qu’un idéal quasi-cohérent est quasi-cohérent en tant que
Oy-module et réciproquement.

Si 'on a un morphisme strict u : Y — Z, et M un Oz-module quasi-
cohérent, son image réciproque u* M, égale par définition & u™'M ®,-10 2
Oy est quasi-cohérente. Par contre, on fera attention au fait qu’un mor-
phisme (non strict) u : Y — Z ne définit d’image réciproque u*M qu’au-
dessus de Y [p], pour p assez grand ; voir au §4 un exemple ol cette situation
est considérée.

3. D-Variétés.

3.1. Apres ces préliminaires, voici 1’objet principal de cette étude.
Une D-variété (certains disent “diffiété”) est constituée par la donnée
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i) D'une variété C-analytique lisse X (lisse = non singulier, en
particulier réduit).

ii) D’une variété C-analytique Yy, non nécessairement lisse, munie
d’un morphisme p: Yy — X.

iii) D’une provariété affine Y = {¥;,m;}, ¢ > 1 au-dessus de Y;.

iv) D’une dérivation (ou “connexion”) D : Oy — p~!Q% ®,-10, Oy,
ou Q% désigne les k-formes différentielles de X.

Ces données sont soumises & des conditions qu’on va décrire dans un
instant. Auparavant, donnons une définition : si I’on a de telles données
(X,Y,D) et (X',Y', D) on appellera “D-morphisme strict” de la seconde
dans la premiére la donnée d'une application étale (=isomorphisme local)
u: X' — X, d’'un morphisme vg : Yy — Yj au-dessus de u, et enfin d’un
morphisme strict v : Y/ — Y au-dessus de vg; on demande que ces données
commutent a D.

Soient d’autre part X’ et Yy deux sous-variétés ouvertes respecti-
vement de X et Yp, avec p|Yy| C |X'|; on définit de fagon évidente la
restriction (X', Y’, D) de (X,Y, D) & (X',Yy), en restreignant a Y les fais-
ceaux structuraux des Y;. Alors, une D-variété sera un systéme (X,Y, D)
possédant la propriété suivante : pour tout y € |Yg|, on peut trouver une
paire (X',Yy) avec y € |Yj], telle que la restriction de (X,Y, D) a (X', Yy)
soit strictement D-isomorphe & un modele du type qu’on va maintenant
décrire.

Pour ce faire, on se donne :
a) un ouvert U C C™, de coordonnées z = (z1,...,Zp);
b) un ouvert V C CP, de coordonnées y = (y1,...,¥p)-

On pose Ag = Oy xv, le faisceau des fonctions holomorphes sur U xV';
pour £ > 1, on pose Ay = Ouxv[yf], les y§ des indéterminées indexées par
j=1,...,peta=(a1,...,an) EN"avecl1 < |a|=a1+ -+ a, < £ (on
pose aussi y;’ = y;). Les A, sont plongés les uns dans les autres de facon
évidente, et 'on pose A = UA,. Sur A, on a une dérivation naturelle

of Of  ate,
Df =) dz;®D;f, avec D;f = a_xﬁz @yg &g =(0,...,1,...,0).
Cela dit, donnons-nous un idéal (= un faisceau d’idéaux) J de A, qui soit
quasi-cohérent et différentiel, i.e. stable par les D;, et posons Jp = J N Ay.
Alors, les modeles locaux sont les suivants : on prend X = U, Yj le sous-

espace analytique fermé des U x V' défini par Jo, p la fleche induite par la

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



VARIETE CARACTERISTIQUE D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL ANALYTIQUE 499

projection U x V' — U; pour £ > 1, Yy est la variété affine sur Yy définie
par Ay/Jy; enfin D et les D; sont définis par passage au quotient & partir
des opérations analogues définies ci-dessus.

Soit (X,Y, D) une D-variété; pour £ > 1 la différentielle D s’étend a
Y'[4] de fagon évidente; on vérifie facilement que ceci définit une D-variété,
notée (X,Y, D)[¢] ou méme Y [¢] (utiliser le procédé classique qui consiste
a ajouter les dérivées d’ordre < £ comme nouvelles fonctions inconnues, et
les équations correspondantes). On définit alors les D-morphismes comme
au §2 : un D-morphisme de Y dans Z est un D-morphisme strict de Y'[/]
dans Z, avec la méme relation d’équivalence que ci-dessus. Dans la suite,
j'omettrai le D et dirai simplement “morphisme strict”, “morphisme”, etc.
Ces morphismes sont essentiellement connus dans la littérature sous le nom
de “transformations de Lie-Béklund”.

3.2. Solutions.

Soit Y une D-variété (X et D sont ici sous-entendus); la différentielle
D passe au quotient dans la surjection Oy — Oyrea; en effet, d’apres un
lemme classique de Ritt [Ril], la racine d’un idéal différentiel est encore
un idéal différentiel. Ceci définit une D-variété, notée encore Y™, Dans Ia
suite, sauf mention expresse du contraire les D-variétés seront supposées
réduites.

La raison principale est qu’on n’a de bons théorémes de finitude que
dans ce cas (voir §5). Une raison accessoire est que le passage & la D-variété
réduite ne change pas les solutions.

Les considérations qui suivent sont classiques. Soit ¥° € |Yp|, avec
a = pb® € |X|; un germe en b° de solution de Y est un germe en a de
section holomorphe 7 de la projection Y — X, avec 7°(a) = b°, qui soit
tangent aux champs de vecteurs D;. Il revient au méme de dire que c’est un
morphisme de C-algebres u : Oy o — Ox o qui possede les deux propriétés
suivantes :

i) On a u o p* = id, p* 'application canonique Ox , — Oy o;

ii) On a uD = du, d la différentielle usuelle sur Ox (ou, si l'on
préfere, uD; = O;u).

Plus généralement, une solution formelle en b° est un morphisme de
C-algebres u : Oypo — Ox o (le complété formel de Ox ,) vérifiant ii), et
tel que u o p* soit le plongement canonique de Ox , dans son complété.

Soit « une solution formelle en °; placons-nous dans un modele local
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et gardons les notations de 3.1; on suppose choisies les coordonnées pour
avoir b° = {z = y = 0}. Posons u(y;) = §; € C{z}; alors, on a

u(y;) = w(D%;) = 0°7j,
avec D* = Df'-.-D%», 9% = O*---9%~, 0, = 6_?5-‘ Si donc on a
[ € Ty, I'idéal définissant Y en b°, on aura f(z;,0%y;) = 0; autrement dit

¥ = (¥1-..Yp) est solution formelle (au sens usuel) du systéeme différentiel
défini par J.

Posons by = 0°7;(0); la collection des {b3}, |a| < £ définit un point
b¢ de |Y¢|, avec meb® = b*~1; donc b = {b*} est un point de |Y| = lim |Yy|.

Réciproquement, donnons-nous un point b de |Y|, de coordonnées
{6} (avec ici, b} = 0); posons g; = 3 b;"ﬁ—‘: Ceci est une solution formelle;

il suffit de voir que, pour tout f € J5,, on a f(z;,0%y;) = 0. Or, en utilisant
la formule de Taylor, on trouve

zﬁ

f(zi,0°9;) = > DP£(0,0°5;(0)) 5

a xa
= § ' DP (0, e
B

B

Le résultat suit alors du fait que, pour tout 8, on a D?f € Ji,.
On obtient ainsi une bijection “solutions formelles” < “points de |Y]”. Je
laisse le lecteur vérifier que cette bijection ne dépend pas des coordonnées
choisies. Je le laisse voir aussi qu’on obtient de méme une bijection “jets
d’ordre £ de solutions” « “points de |Yz|”.

Pour terminer ce numéro, j’indique rapidement la démonstration du
résultat suivant :

PROPOSITION 3.2.1. — Soit Y une D-variété. L’ensemble des points
b0 € |Yo| au-dessus desquels il existe un point b € |Y| est dense dans |Yp|.

(En fait, ce résultat est vrai plus généralement pour les provariétés
affines, avec la méme démonstration; pour les D-variétés elles-mémes, un
résultat beaucoup plus fort sera vu au §5.)

Tout d’abord, pour tout £>1, 'image Z, de |Y;| dans |Yp| est construc-
tible, i.e. tout point de |Yp| a un voisinage ouvert U dans lequel Z; est réu-
nion finie d’ensembles de la forme { f;=0, g;#0}, fi, g;€I'(U, Oy,); ce résul-
tat se ramene immédiatement au résultat analogue bien connu en géométrie
algébrique (écrire |Yy| comme ’ensemble des zéros d’un nombre fini de po-
lynémes € I'(U, Oy, [t;]), t; des indéterminées, et remplacer les coefficients
de ces polyndomes par d’autres indéterminées).
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Alors, |Yo| — Z, est constructible, donc son adhérence (Yy) — Z; est
un sous-ensemble analytique de |Yp| (pour ce type de résultats, voir [Ka] ou
[Ve]); du fait que Y; domine Yy, on déduit facilement que cet ensemble n’est
nulle part dense dans |Yp|; finalement l'intérieur Z? de Z, est un ouvert de
Zariski dense de |Yp.

Par suite, Z = NZ) est dense dans |Yy| (Baire); il suffit donc de voir
ceci : pour tout point ¥ € Z, il existe b € |Y| de projection b°. Pour
tout £, soit By ’ensemble des points de |Y;| de projection b°. Les B, sont
des variétés algébriques affines, donc quasi-compactes pour la topologie de
Zariski, et non vides. Donc lim By est non vide (“théoreme de Tychonov”).
D’ou le résultat.

Le méme résultat est vrai avec Yy remplacé par Y, (méme démons-
tration, ou considérer Y'[¢]).

4. Variétés caractéristiques.

4.1. Module caractéristique strict.

Soit (X,Y, D) une D-variété. Je suppose d’abord qu’on est dans un
modele local du type considéré en 3.1, et j’en reprends les notations. Y est
donc défini par un idéal différentiel quasi-cohérent et réduit de A, et 'on
pose Jp = J N Ag. On a, par définition Oy = A/ T, Oy, = Ae/Ts.

Pour f € A, (i.e. f germe de section de A;), on désigne par éf
sa différentielle modulo les dz; et les dyf', |a|] < €—1; autrement dit, on a

6f = Zj,la|= p a—ay%éy;’; traditionnellement, ceci s’appelle le “symbole” de f.

On a éD;f = &6f, & Dopérateur suivant : & n’agit pas sur A, et
&idyy = 6y§"+5i; comme les D;, les §; commutent, et ’on peut écrire, par
récurrence §y5* = {*8y;. On définit alors le module N, des symboles stricts
d’ordre ¢ comme le sous-module de &,;<,Oy,[¢]6y; = Oy,[£]P engendré
par 6Jo,...,80 e mod J;, avec & = (&1,...,&,); noter que 'adjonction de
6Jo, - -.,6Te—1 ne change les termes de Ny que dans les degrés < ¢ — 1.

On pose My = Oy, [€]P/Ne, et on lappelle “module caractéristique
strict d’ordre £”. On pose encore N = li_£11 Ney M = 11_1}1 M, = Oy[¢]P/N,
et on les appelle respectivement “module des symboles strict” et “module
caractéristique strict” ; ce sont des Oy-modules quasi-cohérents.

Les modules des symboles stricts dépendent du modeéle local choisi,
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i.e. des générateurs locaux de Oy, sur Ox. Par contre, les modules ca-
ractéristiques stricts en sont indépendants. J’'indique rapidement comment
on peut s’en assurer.

i) Soit f € Ay, et f sa classe dans A¢/Jp = Oy, ; alors la classe
de 6f dans M, ne dépend que de f, et elle s’identifie & la différentielle
relative dy, /v, _, fe Q{,{ /Yo (on convient que Y_; = X). Pour la notion
de différentielle relative dans le cas C-analytique, voir [Gr]; ’adaptation au
cas mixte considéré ici est sans difficulté.

ii) Désignons par M} (resp. M¥) les éléments homogenes (par rap-
port & &) de degré k de M, (resp. M). Ce qui précéde donne un isomor-
phisme Mf = Q%,[ [Yert On en déduit facilement la formule suivante :

(4.1.1) M:@Me=®0y ® Q;e/ye—l'
£ Oy,

On vérifie d’autre part que les fleches &; : Oy, SYes ™ Q{,Hl /v, sont
bien définies sur une D-variété Y des qu’on a un systéme de coordonnées
locales sur X, et uniquement sur X. Ceci permet de définir M, et M sous
cette seule hypothese; en particulier M est défini par la formule précédente
plus Paction des &;.

iii) Si maintenant, on fait un changement de coordonnées locales sur
X, on voit comme d’habitude qu’il faut transformer les & comme les
coordonnées d’un vecteur de T* X. Il faudra donc remplacer Oy [&1,. .., &,]
par O}~,, Y = Y x x T*X la provariété affine sur Yy définie ainsi :
T*X est de fagon évidente une variété affine sur X, et 'on pose (’)‘7 =
Oy ®p-104 P~ 'O+ x, p la projection Yy — X.

4.2. Variété caractéristique stricte.

Je garde les mémes notations, et je pose aussi )7}3 =Y, xx TrX
(définition copiée sur celle de Y ci-dessus).

DEFINITION 4.2.1. — La variété caractéristique stricte A est le
support du module caractéristique strict M, c’est-a-dire la sous-provariété
affine de Y définie par l'idéal K = rac(ann M).

Posant K, = KN (9;,!, et désignant par M, I'image de M, dans M,
on a Ky = rac(ann My); en effet 'inclusion K, C rac(ann Mj) est évidente;
Pinclusion opposée résulte de ce que M, engendre M sur (9;;.

Notons A, la sous-variété de }73 définie par Ky; on a |A| = lim |A,|, et
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le méme résultat que la proposition 3.2.1 est vrai avec la méme démons-
tration : ’ensemble des points de |A,| au-dessus desquels il existe un point
de |A| est dense dans |Ag|; ceci, joint au “Nullstellensatz”, montre que |A|
détermine K.

Comme dans le cas linéaire, la variété caractéristique stricte est
liée au théoreme de Cauchy-Kovalevski. En gros, au voisinage d’un point
strictement non caractéristique, il est possible, grace a ce théoréme, de
“réduire le nombre de variables”, i.e. de remplacer la recherche des solutions
du systéeme donné par celle d’'un autre systéeme dépendant d’une variable

de moins. Je laisse cette question pour I’exposé ultérieur promis.

On identifie Y & la section nulle de }N’, i.e. & 'image réciproque
dans Y de la section nulle de T7*X. Dans la suite, on considere la variété
caractéristique “hors de la section nulle” ; ensemblistement, cela veut dire
qu’on consideére I’ensemble |A|® = |[A|\|Y]. Il revient au méme de “rajouter
la section nulle & A”, c’est-a-dire de considérer I'idéal K de Oy défini ainsi :
K est un idéal de (9)7, homogene par rapport aux variables de la fibre de
T*X (en coordonnées locales, les &;), et K est I’idéal des termes de K de
degré > 1.

Cela dit, I’extension & la situation présente de “l'indépendance de
la filtration” vue au §1 dans le cas linéaire est la réponse a la question
suivante : comment la variété caractéristique stricte est-elle transformée
par un isomorphisme?

Observons d’abord que la réponse est immédiate dans le cas d’un
isomorphisme strict. Examinons ensuite le cas d’un décalage canonique
i¢: Y[f] » Y ; dans ce cas, on a |Y (¢)| = |Y|; soient d’autre part M et M’
respectivement les modules caractéristiques stricts de Y et Y[, et soient
A et A’ les variétés correspondantes; on a M’* = Oy ®0,, M*** (jomets
d’écrire les projections); on en déduit facilement qu’on a |A’|® = |A|?. Par
contre, si I’on 6te la restriction “hors de la section nulle”, le résultat peut
étre inexact; voir un contre-exemple en 4.4.

Soient maintenant deux D-variétés (X, Y, D) et (X', Z, D) (en abrégé,
Y et Z), et soit & un isomorphisme, représenté par un morphisme strict
u : Y[k] — Z. Comme u induit un isomorphisme X -—— X', on peut
supposer X = X’'. D’autre part, u induit une application notée encore
u: Y| =|Y[k]| — |Z]; on voit immédiatement qu’elle ne dépend que de @,
et que c’est un isomorphisme (considérer un représentant v : Z[¢] — Y de
Vinverse © de u); donc  induit un isomorphisme @ : |Y| — |Z|; le théoréme
est alors le suivant :

TOME 50 (2000), FASCICULE 2 (spécial Cinquantenaire)



504 BERNARD MALGRANGE

THEOREME 4.2.2. — Sous les hypothéses précédentes, soient A et

A’ respectivement les variétés caractéristiques strictes de Y et Z; alors on
a u(|Al°) = |A']°.

Pour ne pas rompre le fil de cet exposé, je renvoie la démonstration
au §6.

4.3. Linéarisation et variétés caractéristiques.

A coté des notions “strictes” considérées ci-dessus, il convient de
considérer des notions de module et variété caractéristiques un peu plus
faibles, qui s’obtient & partir des équations linéarisées. On opére pour cela
de la maniére suivante :

Soit (X,Y, D), en abrégé Y, une D-variété; soit, comme au §1, Dx
le faisceau des opérateurs différentiels sur X ; on pose Dy = Oy ®p-104
p~!'Dx (p la projection Yo — X); en coordonnées locales, un germe de
section de Dy s’écrit Y anD®, aq € Oy, D* = D" --- D%~ ceci, joint
a la commutation des D; et a leur action sur Oy fait de Dy un faisceau
d’anneaux non commutatifs (I'indépendance des coordonnées locales est
immédiate), et Oy est naturellement un Dy-module & gauche.

Soit d’autre part €3, /x = lim Qy, /x le faisceau des différentielles
relatives de Y sur X; notant A la différentielle relative dy,x, on vérifie
que la formule D;Af = AD;f permet d’étendre ’action des champs de
vecteurs D; a Q{, /X" Cette action s’étend en une structure de Dy-module
(& gauche) sur Q3 /x» structure qui peut de fagon naturelle étre considérée
comme la linéarisation du systéme différentiel défini par Y.

On va définir la variété caractéristique de ce Dy-module de la méme
maniére qu’au §1. Tout d’abord, on filtre Dy par les opérateurs Dy ¢ d’ordre
< £, et on remarque qu'on a grDy = O;, Y =Y X x T*X. Posons
d’autre part pour simplifier Q%,/ x = L et filtrons-le par les images L,
des Oy oy, Q{,e /x5 0N voit alors que L est engendré sur Dy par L et que
la filtration {L;} de L est la filtration quotient de celle de Dy. On pose
alors la définition suivante :

DEFINITION 4.3.1. — Le module caractéristique de Y est grL,
(muni de sa structure de gr Dy = Oy-module); la variété caractéristique
A est le support de gr L.

La relation avec les notions “strictes” définies plus haut est la sui-
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vante : on considére la suite exacte (cf. [Gr])
1 1 1
Oy, ®OY£—1 QYz—l/X - QYe/X - QYL’/Ye—l — 0.
En tensorisant avec Oy sur Oy,, on en déduit une surjection
M* = Oy ®oy, y,/v,_, = Le/Le-1,

d’ol une surjection A : M — gr L; cette application commute aux actions
de Oy sur les deux membres (immédiat). On en déduit en particulier une
inclusion A C A’; A’ la variété caractéristique stricte de Y.

En général, A n’est pas injectif; voir un contre-exemple en 4.4; au
85, nous verrons que c’est néanmoins le cas pour les D-variétés involutives,
c’est-a~dire correspondant a un systeme différentiel involutif.

De méme, linclusion A C A’ peut étre stricte; cf. 4.4. Néanmoins, je
ne connais pas d’exemple ol ces faits se produisent hors de la section nulle.

Soit maintenant % un isomorphisme Y — Z, représenté par un
morphisme strict u : Y[k] — Z, et soit © son inverse, représenté par
v : Z[¢] — Y (je reprends les notations de la fin du numéro précédente);
alors v o u[f] et u o v[k] sont respectivement les décalages canoniques
Yk+{¢ — Y et Z[k + £] — Z. Désignant encore par u Papplication
[Y'[k]o| — |Zo|, on pose u*QIZ/X = Oy k] ®u-10, u_IQIZ/X; on a le résultat
suivant :

THEOREME 4.3.2. — Sous les hypothéses précédentes, I’application
cotangente u’ : u*Q}, /x ™ Q%,[k] /x est bijective.

La démonstration va utiliser les remarques suivantes :

i) Le théoréme est vrai si u est le décalage canonique iy : Y[k] — Y;
en effet la famille d’applications Oy, ,, ®oy, Q%,[ /x Q%,He /X donne un
isomorphisme par passage a la limite inductive suivant ¢; en prenant le
produit tensoriel Oyan ®o,, -, on trouve le résultat cherché.

ii) Soit @ : M — N un morphisme entre deux modules quasi-
cohérents, alors ker a et im a sont quasi-cohérents; ceci se voit a partir
de 2.1.i.

iii) Soit M un Oy-module quasi-cohérent, et soit i, : Y[k] — Y le
décalage canonique. Alors iy M = 0 entraine M = 0; ceci se voit avec 2.1.ii.
Ceci étant, pour démontrer que u est injectif, ou surjectif, il suffit
par ii) et iii) de démontrer le méme résultat pour 'image réciproque par
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le décalage ix[¢] : Y[k + €] — Y[€]; on vérifie que cette image réciproque
n’est autre que ’application cotangente u[f] : u* [K]lem /x Q%,[k e
soit ' : u*[fJv* €, /x = U [E]lem /x Vapplication déduite de v'; par i), on
trouve que u[f]'?’ est bijectif; alors

i) 0 est injectif, et u[f]’ surjectif; donc u’ est surjectif.

ii) En échangeant Y < Z, on trouve que v’ est surjectif; donc 9’ est
surjectif, et donc bijectif.

iii) Alors, u[f]’ est bijectif, donc u’ est bijectif; d’ou le théoréme.

Comme en 4.2, on note @ I'application |Y| — |Z| déduite de u; on
note A et A’ respectivement les variétés caractéristiques (tout court) de Y’
et Z. L’analogue de 4.2.2 est le théoréme suivant; ici, il n’est pas nécessaire
d’6ter la section nulle.

THEOREME 4.3.3. — Toujours sous les mémes hypothéses, on a
u(|Af) = |A].

J’esquisse seulement la démonstration : on filtre u*QIZ /x Pbar I'image
réciproque de la filtration naturelle de le /X En utilisant le théoréme
précédent, et en raisonnant comme en 1.1.a, on trouve que le support de
gr u*QIZ/X est égal & A, d’ou u~1(|A’|) D |A]. L’inclusion opposée s’obtient
en utilisant v au lieu de w.

Le raisonnement de 1.1.a donne aussi des résultats plus précis que
je n’explicite pas. Je signale aussi que 'on pourrait aussi déduire le
théoréme précédent d’un argument du type microdifférentiel a la 1.1.b; je
ne développerai pas ce point faute d’en avoir pour ’instant des applications.

4.4. Exemples et remarques diverses.

4.4.1. Soit Y une D-variété; comme ci-dessus, on identifie Y & la
section nulle de Y = Y x x T*X ; alors la restriction & Y de la variété
caractéristique stricte est le support de Oy ®oy, Q{,O /X (immédiat). Le
méme objet “non strict” est le support de I'image de Oy ®oy, Q%,O /X dans
0 /x; comme Q%,O /x engendre o /x sur Dy, il revient au méme de dire
que c’est le support de €], /X [toutefois, comme ce dernier faisceau n’est
pas de type fini sur Oy, il faut entendre ici “support” au sens suivant :
Pensemble des sections de Oy dont une puissance non précisée annule les
éléments de Q5 x].
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L’exemple suivant montre que ces variétés peuvent ne pas coincider :
on prend X = C, Zy = C2, Y le sous-espace analytique fermé de Z, défini
par y?—x2 = 0; on prend Z défini par A = Oz, [y, v",...,y™,.. ], et Y le
quotient de Z par 'idéal différentiel réduit quasi-cohérent 7 de A engendré
par y2 — z2 (en abrégé “la D-variété définie par y> — 2% = 0”). Alors on
trouve que J = J' N J", J' (resp. J") 'idéal de la D-variété définie par
y—x =0 (resp. y + z = 0). On trouve que Y; est la normalisation de Yj
(= séparation des deux droites), et qu'on a des isomorphismes Y, — Y7,
£ > 2. On a ici Q%,o /x = On/ (y) (module de support lorigine), et
Oy ®oy, Wy, x = Ov/(y); mais Oy x = Q5 x = 0; donc la variété
caractéristique est vide, et aussi la variété caractéristique stricte de Y[1];
mais la variété caractéristique stricte de Y est définie par {y = 0,& = 0}.

Si I’on prend maintenant la D-variété définie par y'2 — 22 = 0, on
trouve que les deux variétés caractéristiques sont égales a la section nulle
Y, mais que les modules difféerent en z = 0.

4.4.2. Un point de vue plus systématique que celui adopté ici est le
suivant : on remarque que I’application cotangente Oy ®p,-104 p 1k —
0 (p, la projection Yy — X) est injective [ceci se voit facilement : si
w =Y fidz;, fi € Oy une image nulle dans Q},, w doit s’annuler sur
toute variété intégrale formelle; donc les f; sont nuls en tout point de |Y/|,
donc nuls par 3.2.1 et le Nullstellensatz]. Appelant dg : Oy — Q3 le
composé de D = > D; ® dx; avec Papplication précédente, et notant d
la différentielle extérieure de Y, on peut remplacer la différentielle relative
A par dy = d — dy. On obtient ainsi le “bicomplexe variationnel” pour
lequel je renvoie notamment & [Tul, [Ts], [Vi]. Noter que le sous-Oy-
module C de 93}, engendré par les dy f, f € Oy est le “module de contact
généralisé” ou module de Cartan engendré, en coordonnées locales, par les

dys — 3. y;‘+€"dxi.

7 a . PN 1 . 1 ~
Le théoreme 4.3.2 s’applique aussi a {2y au lieu de 25, /x> Avec la méme
démonstration; ceci montre, en un sens que je laisse le lecteur préciser,
Pinvariance du bicomplexe variationnel par isomorphisme.

4.4.3. Dans diverses questions de géométrie, les variables indépen-
dantes x; ne sont pas fixées a priori; ceci est le cas lorsqu’on considere des
systemes différentiels extérieurs. On sait néanmoins qu’un tel systeme peut
se ramener a un systéme différentiel usuel “comicrolocalement”, i.e. dans la
variété des éléments intégraux du systéme; mais ici encore, la seule chose
fixée est une “condition d’indépendance” du type dzi A --- Adx, # 0, et
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non une variété X déterminée; cf. [BCGJ.

J’indique rapidement comment ceci se traduit dans le contexte de cet
article. On part d’un entier n, d’un espace analytique Yy, et d’une provariété
affine Y au-dessus de Yp; Y est munie d’un sous-faisceau C de Qi ; on
demande que ces données soient strictement isomorphes, localement sur Yy,
au systéme (Y, C) provenant d’une D-variété (X,Y, D) avec dim X = n; en
particulier Q§//C est localement libre sur Oy de rang n.

Un morphisme strict v : (Y,C) — (Z,C’) est un morphisme strict
Y — Z, qui envoie C' dans C, et tel que l'application cotangente u’ :
u* (02} /C") — Q3 /C soit un isomorphisme. On peut voir que les notions
considérées ici (morphismes, variétés caractéristiques, etc. ) gardent un sens
dans ce contexte plus général. Le bicomplexe variationnel est ici remplacé
par un complexe filtré : pour cette derniére question, je renvoie & [BG].

5. Systémes involutifs.

5.1. Prolongements.

5.1.1. Dans cette section et la suivante, je vais rappeler rapidement
la théorie des systemes différentiels involutifs de Cartan, dans la version
“équations aux dérivées partielles” pour laquelle je réfere a [GS], [Gol,
[Ku], [Qu] (pour la version de Cartan lui-méme en termes de systémes
différentiels extérieurs, voir [BCG]).

1l sera commode d’utiliser pour les systemes différentiels une termino-
logie voisine de celle utilisée dans les paragraphes précédents. Un “systeme
différentiel” (en abrégé, D-systéme) d’ordre £, Y = (X,Yy, D), 0 < k < ¢
sera donc défini par la donnée

i) d’une variété C-analytique lisse X ;

ii) d’une variété C-analytique Yy, non nécessairement lisse, munie de
p:Yo— X;

iii) d’une famille Y, — --- — Y, de variétés affines au-dessus de Yj;

iv) d’une dérivation D : Oy, , — p~'x ®p-104 Oy,.

Avant de définir les conditions imposées des données, il faut définir
les morphismes Y’ — Y'; ceux-ci sont définis de maniére analogue aux
morphismes stricts de 3.1, i.e. sont donnés par X’ — X étale (en pratique,
on pourra se contenter de X' = X), ¥j — Yy au-dessus de X' — X, et
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enfin des morphismes Y, — Y au-dessus de Yj — Yj, commutant aux
diverses projections de Y’ et Y'; en outre ces données doivent commuter &
D. On notera Hom(Y”,Y’) I'ensemble de ces morphismes.

Ceci posé, on impose aux données i) & iv) d’étre, localement sur
(X,Yp), isomorphes & un modele de type suivant : on prend U et V comme
en 3.1, et on se donne un idéal cohérent 7, de A, vérifiant la condition
suivante : posant Jx = J¢ N Ak, (k =0,...,¢£ — 1), on demande qu’on ait
D;Ji—1 C Je, donc aussi D;Jx—1 C Jx (1 < k < £), D; les dérivations
définies en 3.1. On définit alors les Y; et D comme en 3.1.

Avec ces définitions, les morphismes Yy — Y;_; sont dominants, et
Pon a D;Oy,_, C Oy, ; par contre, on ne suppose pas a priori que les Y}
soient réduits.

Soit Y = (X, Y%, D), k < £, un D-systéme d’ordre ¢; pour 0 < m < ¥,
on désigne par Y(™ le D-systeme d’ordre m (X,Y:, D), k < m qu'il
définit. Le prolongement d’ordre 1, p;Y = Y’ est un D-systéme d’ordre
¢+ 1 muni d’un morphisme Y'®) — Y possédant la propriété suivante :
pour tout D-systéme Z d’ordre £ + 1 et de base X, la fleche naturelle
Hom(Z,Y") — Hom(Z®),Y) est bijective; il est clair que si Y existe, il est
unique & isomorphisme unique prés. Son existence se voit dans un modele
local (je laisse le lecteur vérifier les détails) : avec les notations ci-dessus,
on prend le plus petit idéal cohérent X de Ay contenant J; et vérifiant
D;(KN.Ag) C K; il se fabrique ainsi : on prend K! C A4 I'idéal cohérent
engendré par J; et les D;J;; on pose J;' = K'N.A; et on itére; d’apres 2.1.i
le procédé s’arréte sur tout compact de Yy aprés un nombre fini d’étapes.

On définit de méme par récurrence prY = pi1px—1Y; en itérant, on
arrive, toujours d’apres 2.1.i, & une D-variété }7, qu’on appellera “D-variété
engendrée par Y”, ou “prolongement d’ordre infini de Y, et qui peut étre
caractérisée par une propriété universelle analogue.

5.1.2. On dira que Y est formellement intégrable a I'ordre 1 si les
fleches Y, — Yj, 0 < k < £ sont des isomorphismes; il revient au méme de
demander que Y} +1 — Y soit dominant, ou encore, dans un modele local,
que Pon ait J} = J;. On dira que Y est formellement intégrable si tous les
prY le sont a l’ordre 1.

La notion de solution, ou de solution formelle d’'un D-systeme se
définit comme pour une D-variété; il est clair que les divers prolongements
de Y ont tous les mémes solutions formelles (pour les solutions, c’est
d’ailleurs un cas particulier de la définition, une solution étant seulement
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un morphisme Z — Y, Z le D-systéme trivial égal & un ouvert de X).

On fera attention au fait suivant : si Y = (X, Yi, D) est un D-systéme
d’ordre ¢, alors D n’est pas défini en général sur (X, Y*); par un procédé
analogue au précédent, il serait possible de définir un systeéme réduit d’ordre
£ associé a 'Y, et aussi des prolongements réduits. Il me semble toutefois plus
simple, au moins en théorie, de commencer par considérer le prolongement
infini, puis de le réduire comme en 3.2. Par I'un ou l'autre procédé, on
obtient une D-variété réduite, dite “engendrée par Y.

5.1.3. Une derniére définition : étant donné un D-systéme (X, Y, D),
k < ¢, on dira qu'’il est lisse si les Y3 sont lisses (= les Y2 sont lisses), si
Yy — X est une submersion, et si les Y2 — Y2", sont des submersions
surjectives (1 < k < £).

On définit de méme une D-variété lisse. C’est la situation “lisse +
formellement intégrable” qui va faire ’objet de la suite du §5.

5.2. Involutivité.

Tout d’abord, soient A I'anneau C[¢,...,&,], et A7 C A les po-
lynémes homogenes de degré q; on pose aussi T = A'. Soit M un A-module
de type finii Je rappelle que le complexe de Koszul
K. = K.(&,...,&n; M) est le complexe K, = APT ®c M muni de la
différentielle d(a; A+ -Aap®m) = Y (=1)7  ag A AG A Aa,®a;m
(aj €T, me M).

On note Hy(M) ses groupes d’homologie. Si M = @g50 M9 est gradué,
(avec APM9 C MP*9), on note Hl(M) la composante de degré g de Hp,
i.e. les p-cycles appartenant & APT ® M? modulo ceux qui sont des bords.
Pour £ > 1, on dit que M est {-involutif si 'on a HI(M) = 0 pour tout
p, ¢ > ¢; cf. [GS], [Qu], [BCG] (& noter que cette notion est équivalente &
la notion connue des géometres algébristes sous le nom de “régularité de
Mumford-Castelnuovo” [BM]). Il est facile de voir que tout M gradué de
type fini est £-involutif pour £ > 0.

On a le résultat suivant; cf. loc. cit., ou aussi [BS].

THEOREME 5.2.1. — Soit £ > 1 et soit M gradué de type fini sur
A, avec H}(M) = H{(M) = 0 pour q > ¢. Pour que M soit ¢-involutif, il
faut et il suffit que, pour une base (11, .. .,7n,) de A* (ou, ce qui revient au

méme, pour presque toute base de A'), la condition suivante soit vérifiée :
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(C) Pourl<i<mn,
mi: MY (1, mim) MO — M (L mim) ME

est injectif.

En pratique M sera engendré par M?; ceci entraine Hi(M) = 0,
g > 1. Alors la condition H{(M) =0, ¢ > ¢ équivaut & dire ceci : le noyau
de la surjection M°®c A — M est engendré par ses éléments de degré < /.
Moyennant cette interprétation, on peut considérer le théoréeme précédent
comme un critére effectif d’involutivité. Une forme plus jolie de ce critere,
proche des définitions initiales de Cartan, s’obtient ainsi : on prend les
suites exactes

0 — kern; — M*/(n1,...,mic)) Mt — M /(... mim1) M
——>Me+1/(171,...,m)Me — 0.

En écrivant que la somme alternée des dimensions est nulle, et en
faisant la somme sur ¢ de ces égalités, on trouve le résultat suivant :

5.2.2. — Sous les hypothéses de 5.2.1, on a
dimMe+1 < ZdlmMe/(nla v 7"7i—1)M2_17

120

avec égalité si, et seulement si, (C) est satisfait.

Ceci rappelé, on considére un D-systéme Y d’ordre ¢; on définit
ainsi son module caractéristique (strict si 'on veut; il n’y a pas lieu d’en
considérer d’autre) : pour 0 < k < ¢, on pose M* = Oy, Qoy, Qy, /Yy
(on pose X = Y_;). Supposant alors qu’on dispose de coordonnées locales
(z1,...,2Zn), et des coordonnées duales &i,...,&, sur T*X, on définit
comme en 4.1 des actions & : M* — M*+1, On prend alors pour M le
module gradué sur Oy,[¢],...,&,] quotient de @M* ®oy, [€1,---,&n] par
les relations m ® &; — &m.

Pour a € |Yk|, soit m, I'idéal maximal de Oy, définissant a; on définit
M (a), le module caractéristique en a comme le C[¢y, .. ., £, ]-module gradué
M R0y, Oy, /m,. On pose alors la définition suivante :

DEFINITION 5.2.3. — Soit Y = (X,Y,D), k < ¢ un D-systéme
d’ordre £. On dira qu’il est involutif s’il vérifie les conditions suivantes :

i) II est formellement intégrable & P'ordre 1; son prolongement p,Y
peut donc s’écrire (X,Yy,D), k <€+ 1;
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ii) ;1Y est lisse;

iii) En tout point a € |Yx|, le module caractéristique M (a) est ¢-invo-
lutif.

Remarquons en passant que sous les conditions i) et ii), la derniére
condition est ouverte : si elle est vraie en un point, elle I’est aussi aux points
voisins. Le théoréme fondamental suivant est une des nombreuses variantes
du théoréme de Cartan-Kéhler; cf. références ci-dessus.

THEOREME 5.2.4. — SiY est un D-systéme d’ordre ¢ involutif, ses
prolongements sont tous involutifs.

En particulier, la D-variété Y engendrée par Y sera lisse, et donc
réduite. On dira dans ces conditions que Y est involutive & 'ordre ¢, ou
{-involutive.

On notera que, pour une D-variété, le fait d’étre lisse, ou le fait
d’étre involutive (= ¢ involutive, pour £ > 0) ne sont pas invariants par
les isomorphismes non stricts. Prenons par exemple X = C2?, Y, = C3
(variables y, x; x2); lidéal différentiel engendré par D,y définit une D-
variété involutive d’ordre 1, mais non l’idéal différentiel engendré par
x1D1y—1y et D?y. Pourtant ces deux variétés sont isomorphes par z = z,y,
y =D z.

Les deux résultats qui suivent se démontrent simultanément; une
esquisse de démonstration se trouve dans [Ma]; les détails paraitront
ultérieurement.

THEOREME 5.2.5. — Soit Y = (X, Yk, D) une D-variété réduite;
soit Y un ouvert relativement compact de Y, et soit Y’ la restriction de
Y aYy. Soit encore Y’ ®) le D-systéme d’ordre ¢ défini par Y'; alors, pour
£>0, Y’ est la D-variété réduite engendrée par Y®,

Ceci peut étre considéré comme la version analytique du théoréme
de finitude de Ritt-Raudenbusch en algebre différentielle [Ril]; au langage
pres, un cas particulier se trouve déja dans [Ri2].

THEOREME 5.2.6 (“Involutivité générique”). — Sous les hypothéses
du théoréme précédent, il existe £ > 0 et Zy, ouvert de Zariski de Y,?"
possédant la propriété suivante : soit Z la restriction de Y'[{] & Zy; alors

i) Z est 1-involutive.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



VARIETE CARACTERISTIQUE D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL ANALYTIQUE 513

ii) Pour tout k >0, |Zx| est dense dans |Y/, |.

D’apres le théoréme de Cartan-Kébhler, par tout point a® € |Z| passe
une solution convergente (i.e. il existe un point a € |Z| d’image a* dans | Zy|,
qui définit une solution convergente). Ceci, joint au théoréme précédent,
donne un résultat bien plus fort que 3.2.1.

5.3. Intégrabilité.

5.3.1. L’argument heuristique de 1.2, relatif & l'intégrabilité de la
variété caractéristique peut étre étendu au cas non linéaire de la maniere
suivante : plagcons-nous dans un modele local comme en 3.1, avec ici p = 1,
i.e. une seule variable y. Pour f € A, on identifie la différentielle relative
Af a Popérateur différentiel >, a—éD“, pour f,g € A, on pose alors

[f,9] = Af(g) — Ag(f). On vérifie alors les propriétés suivantes :
i) Ce crochet vérifie 'identité de Jacobi.
ii) Sife Ay, ge Ay, avec €21, m>1,0onalf,g] € Artm—-1.

iii) Soit J un idéal différentiel qui contienne f et g; alors on a
[f,g9] € J, et, modulo J, on a A[f,g] = [Af,Ag], (ou le crochet du se-
cond membre est le crochet habituel dans ’algebre des opérateurs différen-
tiels). En effet, si Af = Y aonD%, an € A, alors Af(g) = > aqaD%g et
A[Af(g)] = Y. D% Aay + Y. anAD%g = Y an,D*AgmodJ, donc
A[Af(g)] = Af-Agmod J, le point désignant la composition des opé-
rateurs différentiels.

iv) Pour f € Agy g € A, £ > 1, m > 1, solent 6f et ég
respectivement les symboles de f et g; en identifiant éy a 1, on peut
les considérer comme des éléments homogenes de A[¢1, . . ., &,]; définissant
alors le crochet de Poisson de deux éléments u, v de A[¢1,...,&,] par
{u,v} = g—g‘iDiv - %Diu, on vérifie, par exemple en utilisant iii), qu’on
a 6(f,g] = [6f, 6g]. Par conséquent, I'idéal de A[¢y,...,&,] défini par les f
et 6f, f € J, est stable par crochets de Poisson.

A noter que dans le cas £ = m = 1, posant y; = Dy, et
o0~ = gl — (39 - Qﬂf) on a [f,g]" = X;(g), X; le champ de

vecteurs 3 2L Bu; az, (Z Yiga: ) - (?%L, +y; 3y) 3/ ; on voit aussitot
que les variétés intégrales de f = 0 sont stables par X¢ (methode d’intégra-
tion dite de Lagrange-Charpit, ou Cauchy, ou Hamilton-Jacobi, suivant les
auteurs).
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5.3.2. D’uNne facon générale, soit Y une D-variété réduite; posons
comme au §4, Y =Y xx T X; en se plagant au-dessus d’une carte locale
de X,on a (9)~, = Oy|[&1,...,&]; on définit alors le crochet de Poisson dans
Oy par {f,g} =3 %Dig - %Di f, et Pon vérifie que ceci ne dépend pas
des coordonnées locales choisies.

Soit maintenant A (resp. A’) la variété caractéristique stricte (resp.
la variété caractéristique) de Y, et soit K (resp. K') 'idéal réduit de Oy
correspondant. La question se pose naturellement de savoir si K et K’ sont
stables par crochet de Poisson.

Tout au moins pour A’, on pourrait penser & utiliser le théoréme de
Gabber; mais il ne s’applique pas ici, les hypothéses noethériennes de ce
théoreme n’étant pas satisfaites.

Dans le cas involutif, la question se regle facilement; on a le théoréme
suivant :

THEOREME 5.3.3. — Soit Y une D-variété ¢-involutive; soient M
et M’ respectivement son module caractéristique strict et son module
caractéristique, et soit A : M — M’ la surjection canonique. Alors :

i) A est bijectif; en particulier les variétés caractéristiques corres-
pondantes A et A’ sont égales.

ii) L’idéal caractéristique K est stable par crochets de Poisson.

La premiéere assertion résulte aussitot de la lissité de Y : pour tout &
et k', avec k' < k, Q%,kan /x est localement libre, et Oykan ®0y,; Q%,k, /x =
Q%,a,, /x est injectif, et localement facteur direct. On en déduit facilement

k
que A est injectif, donc bijectif.

Pour démontrer la seconde assertion, prenons une solution de Y, i.e.
un morphisme u de la D-variété triviale U dans Y, U un ouvert de X
(le raisonnement pourrait aussi bien étre fait avec les solutions formelles).
Alors u~!|A| est le support dans T* X de u* M. Mais le méme raisonnement
qu’en i) montre que c’est la variété caractéristique du Dg-module u*Q%, /X
(dont on vérifie facilement la cohérence). Par suite, la théorie linéaire, par
exemple le théoréme de Gabber nous montre que u~!|A| est stable par
crochets de Poisson.

Prenons alors f et g € K; u*f et u*g s’annulent sur u~!|A|, donc
u*{f,g} = {u*f,u*g} aussi. Donc {f, g} a la propriété suivante : pour toute
solution u (ou solution formelle) de Y, u*{f, g} s’annule sur u~!|A|. Ceci
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entraine que {f, g} s’annule sur |A[, donc appartient 4 K, ce qui démontre
le théoreme.

6. Démonstration du théoréme 4.2.2.

Cette démonstration va reposer sur une description locale des isomor-
phismes en termes de décalages de filtrations plus généraux que les déca-
lages canoniques considérés jusqu’ici. Soit (X,Y, D) une D-variété; quitte
a prendre un modele local, on peut supposer que X admet un systéme
de coordonnées (z1,...,z,). Soient 21,...,24 € I'(Yy, Oy,); on dira que
21,.--,2q sont des coordonnées de Yj si 'application Yy — X x C? définie
par les z; et les z; est une immersion localement fermée (i.e. il existe un
ouvert U de X x C? tel que cette application soit une immersion fermée
dans U); il en résulte facilement que cette immersion se prolonge de fagon
unique en une immersion fermée de Yy dans la variété affine sur U d’anneau
Ou [z}i], |a] < €; autrement dit Y admet une description du type du §3, avec
les variables z (prendre a priori une telle description, de variables y;, et
examiner les passages y <« z).

Soient maintenant (r1,...,7,) des entiers > 0, et soient z1,...,2, €
I'(Yy, Oy, ); on dira que z1,...,2p sont des générateurs stricts de Y, de
poids respectifs (—r1,...,—rp) si les D*2;, |a| < r; forment un systéme
de coordonnées de Yj. Par exemple, si 2i,..., 2, sont des coordonnées de
Yo, ce sont des générateurs stricts de Y'[¢], de poids (—¥¢,...,—¢). On dira
enfin que z1,...,2, € I'(Y,Oy) sont des générateurs tout court de Y de
poids (71,...,7p) € ZP si ce sont des générateurs stricts de Y[, de poids
(ri—¢,...,mp —£) pour £ assez grand.

Placons-nous dans cette derniére situation, et soit (sq,...,sp) € ZP.
Je dis qu’il existe une D-variété Y possédant les propriétés suivantes :

i) Elle est isomorphe & Y.

ii) Soit Z; les images des z; par cet isomorphisme; les Z; sont des
générateurs de Y de poids (11 + s1,...,7p + Sp).

En composant avec des décalages canoniques, il suffit de traiter le cas
suivant : les 7, = —r} sont < 0, et les 2; sont des générateurs stricts de
Y de poids (r1,...,7p); enfin s = —1, s; = 0, ¢ > 2. On note alors Y, la
variété affine sur Y; d’anneau Oy,[D%z], |a| = ] + £+ 1; et Pon prend
Yo=Y/, Y, =Y/ Xyy Yo (ces produits fibrés étant définis par produit
tensoriel, comme aux §3 et 4).
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On vérifie immédiatement qu'un Y vérifiant i) et ii) est unique &
isomorphisme strict et décalage canonique pres (i.e. si 'on a une autre
solution 7’, il existe k et £ tels que Y[k] soit strictement isomorphe &
Y [€]). Un tel Y sera appelé “décalé” de Y (les z,r, s, sous-entendus).

Le résultat est alors le suivant : soit Y un décalé de Y; on pose
Y=YxxT*X, Y =Y x x T*X. L’isomorphisme de décalage u donne un
isomorphisme @ : |Y| =5 [Y].

THEOREME 6.1. — Sous ces hypothéses, soient A et A les variétés
caractéristiques de Y et Y, et soient respectivement |A|° et |A|° leurs points
hors de la section nulle. Alors on a @(|A|°) = |A|°.

Le théoreme 4.2.2 résulte immédiatement de la; soit en effet un
isomorphisme @ : Y — Z, représenté par u : Y[k] — Z, d’inverse v
représenté par v : Z[¢] — Y. En se placant dans un modele local, on

peut supposer que Yy (resp. Zg) admet des coordonnées yo,...,y, (resp.
21,...,2q). On a z; € I'(Yy, Oy,); donc 'ensemble (yi,...,Yp,21,...,2q)
forme un systéme de générateurs de Y de poids (0,...,,k, ..., k); de méme,
ils forment un systéme de générateurs de Z de poids (¢,...,4,0,...,0).

Donc Z se déduit de Y par décalage et le résultat suit de 6.1.

On va encore démontrer le théoréme par récurrence; il est un peu

plus commode ici de se ramener au cas suivant : les r; = —r} sont < 0, et
les z; sont des générateurs stricts de Y de poids (r1,...,7p); enfin s; =0,
s3 = -+ = s, = —1. Le modele local est donc le suivant : U est un

ouvert de X x CV, N = > asl<r 15 o0 pose Ay = Oy, A¢ = Oylzf],
avec 15 + 1 < |aj| <7+ ¢, et A =UA; enfin J est un idéal différentiel
quasi-cohérent et réduit de A4, définissant Y, et 'on pose J; = A, N J.

Pour démontrer le théoreme, il suffit de voir ceci : soit a € |)~’| ~ A,
hors de la section nulle; alors, on a a ¢ |A|°. On peut supposer que
la projection de a dans T*X est donnée par z = 0, £ = (1,0,...,0).
L’hypothése “a non caractéristique”, jointe au théoréme des fonctions
implicites, signifie ceci : il existe £ > 0 tel que dans J;" au voisinage
de a, on peut trouver un “systéme kovalevskien d’ordre ¢”, i.e. une famille
{DVz; — fi(z,20)}, 1 < j < p, avec pj = ri + ¢, f; fonction holomorphe
des variables z; et zg, |a| < pi, @ # (px,0,...,0).

Pour établir le résultat, il suffit de montrer que 1’on peut en déduire
un systéme kovalevskien d’ordre ¢, (£>£) pour les poids r1,72—1,...,7p—1,
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C’est-a-dire un systéme analogue au précédent avec p; = 71| + £,
pi=r;+€+1,5>2.

11 suffit de trouver les équations relatives & 2, ..., 2, car la premiére
équation (ou plus précisément sa dérivée par rapport & Df_e) convient.

On opere pour cela de la fagon suivante : quitte & dériver toutes les
équations par rapport & D;, on peut supposer qu’elles sont linéaires par
rapport aux dérivées “d’ordre £” (“I'ordre” de 2§ étant |af + ;).

Les équations s’écrivent alors

By =DPz =Y a50(w, 20) 28 = bj(z, 2§).

i,

La somme étant étendue aux (i, ) avec |a| = pj, @ # (p;,0,...,0) les zf
intervenant dans les coefficients vérifiant |3| < px.

Pour obtenir les équations voulues, il suffit d’éliminer les dérivées
d’ordre maximum de z;, c’est-a-dire de remplacer E; (j = 2,...,p),
par P E; + P;E,, les P; étant les opérateurs différentiels d’ordre p;
suivants : P, = Df — Y a114(z,20)D%, P = ¥, a;1a(x,20) D"
(j = 2); on vérifie immédiatement qu’on obtient les équations voulues, avec

£ = £+p;—1. D’ou le théoréeme.

Remarque 6.2. — Le méme procédé de réduction & un décalage per-
met de démontrer le résultat suivant : si un morphisme strict u : Y[{] - Z
représente un isomorphisme, alors Oy g est plat sur Oz ; on montre d’abord
que ceci est vrai pour Y[¢'] — Z, avec £ > 0; on redescend ensuite de ¢’ &
¢ en utilisant 2.1.ii); j’omets les détails.
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