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TYPES INDUITS DES PARABOLIQUES MAXIMAUX
DE Sp^(F) ET GSp^(F)

par L. BLASCO et C. BLONDEL

Soit F un corps local non archimédien et G le groupe des points
rationnels sur F d'un groupe algébrique réductif connexe défini sur F.

L'étude de la catégorie 7^(0) des représentations lisses complexes de
G se réduit, grâce à la décomposition de Bernstein ([Be] ou l'introduction
de [BK2]), à celle des sous-catégories pleines ̂ {G) indexées par les classes
d'inertie s dans G ̂ .

Afin de préciser la structure de ^(G) pour chaque classe d'inertie
ô, C. Bushnell et P. Kutzko ont développé la notion de s-type [BK2]. Il
s'agit de paires (<7, r) constituées d'un sous-groupe ouvert compact J de G
et d'une représentation irréductible T de J telles que les objets de 1V(G)
soient exactement les représentations lisses de G engendrées par leur com-
posante r-isotypique. Lorsque s est la classe d'inertie d'une représentation
supercuspidale de (7, trouver un 5-type est fortement lié à construire a
par induction à partir d'un sous-groupe ouvert compact de G ([BK2], §5).
Lorsque s est la classe d'inertie d'une représentation supercuspidale a d'un
sous-groupe de Levi propre M de G, on espère obtenir des s-types in-
duits, c'est-à-dire des 5-types (J, r) permettant d'interpréter la restriction
à ^^(M) (s M la classe d'inertie de a dans M) du foncteur d'induction
parabolique, à partir d'un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi

Mots-clés : Représentations — Groupes réductifs p-adiques — Types.
Classification math : 22E50 - 20G05.
^ ) Une classe d'inertie est une classe d'équivalence de paires (M,cr) formées d'un sous-
groupe de Levi M de G et d'une représentation supercuspidale irréductible de M, pour
une relation d'équivalence combinant l'équivalence des représentations, la torsion par un
caractère non ramifié de M et la conjugaison dans G.



1806 L. BLASCO, C. BLONDEL

M jusqu'à G, en termes d'homomorphisme injectif d'une algèbre de Hecke
sur M associée à un ^M-type, dans l'algèbre de Hecke 7Y(G,7-) ([BK2]).

Dans [BK2], C. Bushnell et P. Kutzko formalisent ce problème de
la façon suivante. Ils définissent les paires couvrantes d'un type (JM^M)
dans M (ou G-cover) relativement à un sous-groupe parabolique P de G
de facteur de Levi M, ce que nous répétons ici.

Notons N~^~ le radical unipotent de P et N~ celui du parabolique
opposé par rapport à M. Une paire décomposée (J,ï) relativement à
P est une paire formée d'un sous-groupe ouvert compact J possédant
une décomposition d'Iwahori par rapport à M et P (c'est-à-dire que
J = J ~ ( J H M)J+ où J± = J H A^) et d'une représentation irréductible
r de J dont les restrictions à J~^ et J~ sont triviales. Une paire couvrante
de (JM^TM) dans G relativement à P est une paire décomposée (J,r)
relativement à P telle que l'intersection de J et de M soit JM-> la restriction
de T à cette intersection soit TM et que pour toute représentation lisse
irréductible (TT, V) de G, la restriction à la composante T-isotypique Vr de
l'application de Jacquet r^+ soit injective.

Ils montrent alors que les paires couvrantes de types possèdent les
propriétés espérées :

THÉORÈME [BK2]. — Soit a une représentation supercuspidale irré-
ductible d'un sous-groupe de Levi propre M de G. Notons s sa classe
d'inertie dans G et SM celle dans M. Si (JM^M) est un SM-type dans
M et si (</,r) est une paire couvrante de (JM^M) relativement à tout
parabolique de facteur de Levi M, alors la paire (J, r) est un s-type induit
dans G.

A l'heure actuelle, il est intéressant d'illustrer cette théorie par
des exemples explicites. Le but principal de cet article est de compléter
l'exemple de G = Sp4,(F)^ où F est de caractéristique résiduelle impaire, par
le calcul des types induits associés aux classes d'inertie des représentations
supercuspidales des sous-groupes de Levi maximaux. Le lecteur trouvera
les résultats analogues pour les paraboliques minimaux dans [Ro] et une
synthèse de résultats concernant les types de Sp^(F) dans [Actes Luminy].

La bibliographie cite quelques-uns des travaux récents contenant des
constructions de types : [Mo], [MP], [BK3], [B12], [Le], [Ad], [Ki], [Au],
[St]. Les types induits de niveau 0 que nous obtenons en 11.4 et III.5
(correspondant à n = l = 1 dans la série non ramifiée) sont identiques à
ceux obtenus par L. Morris dans [Mo]. En outre, J. Kim [Ki] construit dans
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un groupe classique général G une famille de paires (J,r) et annonce qu'il
s'agit de types dans G, ceci avec des hypothèses plus restrictives sur le corps
de base, qui doit être de caractéristique nulle et de caractéristique résiduelle
p au moins égale à 17, la valuation de p étant explicitement bornée. La
comparaison avec son travail s'avère plus délicate, en particulier parce que
les paires qu'elle obtient ne sont pas nécessairement décomposées. Parmi les
cas examinés, la construction de [Ki] fournit parfois des paires décomposées
qui sont alors des paires couvrantes déterminées ici (par exemple n et l
pairs dans III.2 et III.3), parfois des paires non décomposées comparables
à celles-ci en ce sens qu'une d'entre elles apparaît comme un sous-espace
totalement isotrope maximal dans la construction de Heisenberg de [Ki,
3.4.3] (par exemple n pair et l impair dans III.2 et III.3), parfois aussi des
paires non décomposées contenant une telle paire couvrante en un sens plus
complexe.

Le premier paragraphe contient les rappels nécessaires : rappels sur les
types associés aux classes d'inertie supercuspidales des sous-groupes de Levi
maximaux de Sp^ÇF) d'une part (1.1, 2) ; sur la méthode de construction de
paires couvrantes qui est reprise de [B12] d'autre part (1.3). Cette dernière
repose sur la détermination de "bonnes" suites infinies de paires décompo-
sées, étape qui occupe l'essentiel des deux paragraphes suivants.

Le paragraphe II est consacré au cas du sous-groupe de Levi attaché
à la racine longue. On suit la même démarche que dans [B12] : les fonctions
concaves sur le système de racines de G utilisées ici sont des "restrictions"
de celles déterminées là.

Par contre, l'étude du sous-groupe de Levi de Siegel (§111), isomorphe
à GL^(F)^ conduit à exhiber d'autres suites que celles attachées aux fonc-
tions concaves sur le système de racines. En effet, il s'avère parfois impos-
sible d'obtenir des paires couvrantes au-dessus des types supercuspidaux
de taille maximale dans GL^(F) (représentations de GL^(o) ou du sous-
groupe d'Iwahori standard). On doit alors choisir, pour une classe d'inertie
supercuspidale s donnée du sous-groupe de Levi, un 5-type assez petit pour
servir de base à la construction d'une paire couvrante. Cette situation nous
conduit à faire une étude systématique des réseaux de l'algèbre de Lie du
radical unipotent du parabolique de Siegel normalisés par des sous-groupes
remarquables de GL^(F) (§111.1). Cette étude nous permet de construire
les types induits cherchés (111.3,4 et 7) et de prouver en III.9 que des s-
types plus gros n'admettent pas de paires couvrantes. On utilise dans ces
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paragraphes des propriétés des paires couvrantes qui sont démontrées dans
un cadre général en 1.4.

Un récapitulatif des résultats obtenus figure en 11.4, III.5 et III.8 :
pour chaque classe d'inertie s associée à une représentation supercuspidale
d'un sous-groupe de Levi maximal de Sp4(F), est explicité un ô-type induit.

Le dernier paragraphe contient les résultats analogues quand G est
le groupe GSp^F) (IV.2). Cette fois-ci, la construction repose sur l'idée
naïve que Sp^ÇF) et GSp^{F) ayant les mêmes radicaux unipotents et des
sous-groupes de Levi qui ne diffèrent que d'un tore, les suites obtenues dans
le cas du premier doivent convenir dans le cas du second. Ceci est exposé
précisément en IV.l.

Les résultats que nous présentons ici ont été établis en vue du colloque de
Luminy, "Analyse harmonique sur le groupe Sp(4)", en juin 1998 : nous en remercions
les organisateurs Paul J. Sally et Marie-France Vignéras. Nous avons apprécié les
conditions de travail offertes par l'hospitalité de Péter Schneider, à Munster lors du
groupe de travail "K-types pour les groupes p-adiques" en mai 1998.

Mille et un mercis à Guy Henniart : son soutien attentif tout au long de ce travail
a été une précieuse stimulation. Et les sympathiques encouragements de Colette Moeglin
nous ont bien efficacement accompagnées.

I. Préparatifs.

Soit F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle
impaire. On note o l'anneau des entiers de F et p = wo son idéal maximal.
On fixe un caractère additif ^ de F de conducteur p ; pour n e N on notera
^n le caractère de conducteur p^ défini par ^n(t) = ̂ {w1^ t), t e F.

Soit G = Sp^ÇF) que l'on identifie au groupe des matrices g e M^F)

( 0 o 0 l\
fixant la forme alternée sur F 4 de matrice ° ° 1 ° 1.

-l o o o/

A conjugaison près, G possède deux sous-groupes paraboliques maxi-
maux notés Pc, (parabolique de Siegel) et P^ dont les sous-groupes de Levi
Mo, et Mft sont isomorphes respectivement à GL^(F) et Fx x SL-^(F) - la
notation fait référence au choix d'une base a (racine courte) et f3 (racine
longue) du système de racines $ de G. Ce choix est fait ici, relativement au
sous-groupe T des matrices diagonales, de telle sorte que les sous-groupes
radiciels Xr = Xr(F) - dans les notations de [BT], 6.1.3.b -, soient pour
r e <Ï>+ :



TYPES INDUITS DES PARABOLIQUES MAXIMAUX 1809

f /l u 0 0\ \ ( /l o u 0\ ^
X.=L.(.)=h ; ? _°, ̂ neF },X^=L^)=^ ; ^ ^ . C F

l \0 0 0 1 / J [ \0 0 0 l/ J
f /l 0 0 0\ -1 ( /l 0 0 u\ }

x,= {.^= o° ; ï ^ , . e^ ,x^^L^(.)=^ ; ; SL-^
l \0 0 0 l/ J [ \0 0 0 l/ J

et pour r e $- : X^ = tX-^' Pour r e ^>, on note Çr et /i^ les
homomorphismes de SL^(F) dans G et de Fx dans G respectivement tels
que

^(fît ul}}=xrWet^(Cl °}} = X.rW, (U ç F)
\ \ U J - / / \\Li 1 / /

^-^((S ^))^FX)•

On note A^^" et TV4" les radicaux unipotents de Pa et P^, et A^" et
N^ leurs opposés par rapport à Ma et M^ respectivement. Dans la suite
on abrégera les notations en M, P, N~^~ et 7V~ chaque fois que la racine a
ou f3 sera fixée.

La construction de types attachés aux classes d'inertie dans Sp^(F)
de représentations irréductibles supercuspidales de M^ (ou M^) s'appuie
sur la description qui suit des types attachés aux classes d'inertie dans Mo,
(ou M^) de représentations irréductibles supercuspidales de Mo, (ou Mp).

1.1. Les représentations supercuspidales de Moc et leurs types.

Les représentations supercuspidales irréductibles de GL^F) sont
toutes induites à partir des sous-groupes compacts modulo le centre maxi-
maux de GL'z{F), qui apparaissent comme les normalisateurs des or-
dres principaux de M^{F). Soit s = [M,TT}M la classe d'inertie dans
M ^ GL^{F) d'une représentation TT irréductible et supercuspidale de
M = Ma. Il résulte de [Ku] et [BK2] que s possède un type de la forme
(21 ̂ r) où 21 est un ordre principal de M-^(F) et r une représentation
irréductible de 21x de quasi-conducteur n ̂  1 et de défaut 0.

Pour 21 un ordre principal de M^(F), on note ̂  son radical de Jacob-
son, e sa période et K^ = {g e GL^ÇF), g^g~1 == 21} son normalisateur,
muni de sa filtration standard :

K^DK^^ ^ K i = I ^ V ^ . . . ^ K S = I - ^ V n ^ . . .
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Quitte à conjuguer par un élément de GL^(F), on suppose 21x =
GL^o) quand e = 1 et 21x = (°. ^ Y le sous-groupe d'Iwahori, quand
e = 2.

Considérons donc (21x, r) un 5-type de M comme ci-dessus. Le quasi-
conducteur de T est le plus petit entier n tel que r soit triviale sur
K^ H SL^(F); la représentation r est de défaut 0 si et seulement si sa
restriction à <1 ( - ^ ) ̂  <E p71"1 ̂  ne contient pas la représentation triviale
[Ku].

On note \ le caractère central de r et ^ = min{r e N*/^(l+p7 ') = 1}.
On appelle l le conducteur de \ ; on attire l'attention sur le fait que, par
définition, l est au moins égal à 1.

Excluant maintenant le cas où e = 1 et n = 1, d'après [Ku], il existe
un caractère \Q de Fx tel que la restriction de r (g) \Q o det à K^~^
contienne un caractère de la forme

^n+e-M : ^^oTr^2-^71^-!)), gçK^

où l'élément (^ possède les propriétés suivantes :

- 6 engendre une extension quadratique E de F telle que Ex C Ky, ;

- 6 est une uniformisante de E si E / F est ramifiée, 6 engendre OE sur
Oj? si E / F est non ramifiée.

Soit p une représentation irréductible de ^K^ contenue dans r
et telle que p (g) ^o°det contienne ^n+e-i,<$; pour tout entier m vérifiant
0 ^ m ^ [^], la paire (<7M,m^M,m) définie par :

pM,m =o^KSlet TM,rn = Ind:̂  p si m ̂  1,
(1.1) ^ ^'^

[ ^M,O = ̂ x et TM,O = ̂ d^'^^ P si m = 0,

est encore un s-type.

1.2. Les représentations supercuspidales de M^ et leurs types.

Comme Mp est identifié à Fx x SL^ (F), commençons par décrire
les représentations supercuspidales irréductibles de SL^(F). Pour ce faire,
rappelons ([BK1], prop. 1.17, 1.20) que toute représentation supercuspi-
dale irréductible de SL^ (F) est isomorphe à un 5'L2(F)-sous-espace d'une
représentation supercuspidale irréductible de GL^(F). On note L l'inter-
section de L et SL^(F) pour tout sous-groupe L de GL^(F). En utilisant la
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classification des représentations supercuspidales irréductibles de GL^{F)
précédemment citée et le critère de Mackey, on obtient (voir [KS], en par-
ticulier les propositions 3.5 et 3.7) qu'une représentation supercuspidale
irréductible de SL^(F) est une induite compacte Ind,, f avec

(2.1)

2 l=M2(o)ou ( ° o}onM2(o)w =w~lM2{o)w, w= ( w °V
\P °/ \ ° 1/

f composante irréductible de la restriction à K^ d'une
représentation de Kyj, de quasi — conducteur n et de défaut 0.

Notons que f est elle-même de conducteur n et de défaut 0.

Soit {K^ r) comme en (2.1) et \ un caractère de Fx. Il découle de
[BK2], (5.4), que la classe d'inertie [M,TT]M de la représentation super-
cuspidale irréductible TT induite compacte d e ^ ^ f à M c ^ ^ x SL^ (F)
possède un type dans M •= M^, à savoir la paire :

(2.2) ^ xK^i, x\ax ^r).

On appelle encore l := min{r e N*/^(l + p7') = 1} le conducteur de \.

En II on construit des paires couvrantes au-dessus de chaque type
de (2.2) pour lequel 21 est égal à M2(o) ou à ( ° ° ) . Le cas où 21
est égal à ^2(0)^ se déduit du premier par conjugaison par l'élément

( l 0 0 0 \
9 = S ^ î S 1 de GSP^F)^ ^m normalise P et M. La définition des

o o o w/
paires couvrantes entraîne en effet :

(2.3) — Soit (f) un automorphisme continu de G laissant P et M
invariants. Si ( J ^ ï ) est une paire couvrante dans G relativement à P d^un
type (JM^M) dans M, alors ((f)(J), r o (f)~1) est une paire couvrante dans
G relativement à P du type {<P(JM)^M ° (t)~l) dans M.

Remarque. — Ce fait est bien sûr valide dans le cadre général de la
définition des paires couvrantes.
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1.3. Méthode de construction de paires couvrantes [B11][B12],

Le but de ce paragraphe est de décrire la méthode que nous employons
pour construire des paires couvrantes dans Sp^ÇF) relativement à Pa ou
Pft des types de Ma ou M^ décrits en 1.1 et 1.2. On se place dans un cadre
général :

G est le groupe des points sur F d'un groupe réductif connexe défini
sur P,

P est un sous-groupe parabolique de G de radical unipotent N^,

M est un facteur de Levi de P,

N~ est le sous-groupe unipotent opposé de N^ par rapport à M,

{JM^M) est un type dans M dont on veut trouver une paire cou-
vrante dans G relativement à P.

Etape 1 — On construit une suite infinie (^T^çN de paires
décomposées relativement à P; rappelons ([Bll] lemme 1) que pour tout
i, Ji est le produit J ^ ~ J n J f où J^~ et J^~ sont des sous-groupes ouverts
compacts de N~ et N^ respectivement vérifiant

(3.1) JM normalise J^~ et J^\ J f J i ~ C J^~ kerïM^.

La représentation TI est alors le prolongement de TM à- Ji trivial sur J^~ et
J F -

Les sous-groupes Ji sont reliés par :

(3.2) (Jf)ie^ es^ une suite croissante et ^J J^~ = 7V4';
îçN

(^"ïieN est une suite décroissante.

Un aspect crucial de la construction de cette suite est la mise en œuvre de
la notion de maximalité inhérente à la définition d'une paire couvrante -
voir (4.1) :

(3.3) on choisit pour chaque i, à J^~ fixé, le plus grand sous-groupe J^~
réalisant les conditions (3.1) et (3.2).

Etape 2 — Ayant construit selon les principes ci-dessus une suite
(J^Tî)^ç^, on cherche à montrer à chaque pas, c'est-à-dire à chaque passage
de i à i + 1, que l'un des critères formulés dans le théorème ci-dessous
s'applique ; si c'est le cas on conclut grâce au théorème.
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THÉORÈME 3.4.— Soit (Ji.Ti)^ une suite de paires décomposées
relativement à P vérifiant les conditions (3.1) et (3.2). Si pour chaque
i € N Fun des trois critères énoncés ci-dessous est satisfait, alors (J^ ri) est
une paire couvrante de (JM^TM) dans G relativement à P quel que soit
î C N .

Critère 1. — Pour tout x e J^, x ^ J ^ ~ , il existe un sous-groupe
fermé Hi^ de J^~ dont le conjugué x~lHi^x soit un sous-groupe de Ji
n'ayant aucun vecteur fixe non nul dans la représentation r,.

Critère 2. — Le sous-groupe Ki de G engendré par J, et J,+i est
compact et le support de l'algèbre U(K^ J,,f,) est J, ou la réunion de
deux doubles classes modulo Ji, soit Ji U Ji a J z , où a vérifie les conditions
suivantes :

(T^JMO- = JM ; cr '^a^J^; a ~ l J ^ ( T = J ^ .

Critère 3. — Ji existe une racine r e <Ï>+ 22022 multipliable telle que

(i) J^ HX, = ̂ (p^1) et J^, = XrWf,

J^ H X.r = x,^) et J^ = x^-1)^! ;

(ii) hr (o x ) C JM et la restriction de TM o hr à ox est multiple d'un
caractère -^r tel que min {n e N*/^(l + p71) = 1} = t + u.

Démonstration. — Soit (TT, V) une représentation de G. D'après [B12,
I. prop.l], il suffit d'étudier pour chaque i ç N, Pinjectivité de l'opérateur
W[ défini sur la composante T^-isotypique V^ par

^(w) = / ^(y)dy \ 7r(n)wdn, w e V^.
J^ l7 l̂

Le théorème 1 (resp. les théorème et proposition 2) de [B12, I] montre que
le critère 1 (resp. critère 2) est une condition suffisante.

Plaçons-nous maintenant dans la situation du critère 3. Les conditions
(i) permettent de faire le même calcul que celui de la démonstration de la
proposition 5 de [B12, II]. On obtient ainsi que pour tout w e V^,

^(w) = c^V[(w) (c constante non nulle)

où 9^ est associé à la représentation lisse TT = TvoÇr de SL^(F) et aux paires
/7 / O x f)w\ - . . , ,7 / o x t ^ \ -
(^ = [^u-i çx )^i = r,oC.) et (J,+i = ̂  oxj 5^ 1 = T ^+ l o

Cr). Grâce à la condition (ii), on conclut comme dans la démonstration
sus-citée. Q
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1.4. Paires couvrantes et maximalité.

Nous regroupons dans ce paragraphe quelques résultats utiles sur les
paires couvrantes; les notations sont celles de 1.3.

Le premier résultat précise la notion intuitive suivante : une paire
décomposée, pour être couvrante, doit au moins être maximale.

LEMME 4.1. — Soient (Ji, 7-1) et (J^ ^2) deux paires décomposées au-
dessus de (JM^M) relativement à P, telles que Ji D N~ = J^ H N~
et Ji H 7V+ Ç J2 H N^. Alors (Ji,Ti) n'est pas une paire couvrante de
(JM^M)'

Démonstration. — En vertu de [BK2], Théorème 7.9, il suffit d'ex-
hiber une représentation lisse (TT, V) de G pour laquelle la restriction de
Jacquet r^+ n'est pas injective sur V^, la composante isotypique de type
TI de V sous l'action de Ji. Prenons TT = Ind^ïi et notons V son espace,
W celui de TM-, TI et ï2, enfin U l'espace de la représentation Ind^2 TI de
J ' 2 , considéré comme un sous-espace de V via l'injection canonique. Il suffit
de montrer que l'application

: [/Tl —> U

(f)(v) = \ 7r(n) v dn
J j î

n'est pas injective. D'après [Bll], lemme 2, 0 est un opérateur d'entrelace-
ment pour l'action de J\ sur [/Tl et U et l'image de (/) est contenue dans
U^. Par réciprocité de Frobenius la multiplicité de r^ dans U est 1 : [/T2

est une représentation irréductible de J^ équivalente à TS, sa restriction à
Ji est donc une représentation irréductible de Ji équivalente à TI, et on
aura gagné si on montre que la multiplicité de TI dans [/Tl est au moins 2.
Or cela découle de

Hom^(Ind^2 n.Ind^ n) ^ Homj,(Ti, (Ind^2 Ti),jj

puisque IndJ2 TI n'est pas irréductible, TI se prolongeant à J^. D

Complétons ce lemme par une remarque :

4.2. — Soient (Ji = J ' J M ^ ^ ^ ) et (J^ = J ~ J M J Ï ^2) deux paires
décomposées au-dessus de (JM,TM) relativement à P, et soit H^~ le sous-
groupe de N^ engendré par J^ et J ^ . Alors J ~ ~ J M H ^ est un groupe
auquel la représentation TM se prolonge en une représentation triviale sur
J - e t H ^ .



TYPES INDUITS DES PARABOLIQUES MAXIMAUX 1815

En effet JM normalise H^ et le produit H ^ J ~ est, comme J ^ ~ J ~ et
J ^ J ~ ^ contenu dans J~ kerïMlI^.

Le deuxième résultat a trait au choix du type (JM.TM) au-dessus
duquel on cherche à construire des paires couvrantes : dans la situation de
(1.1) par exemple, on a mentionné [^] paires (JM,m,TM,m) possibles et il
s'avère que toute construction de paire couvrante de (^M,o,^M,o) fournit
une paire couvrante de (JM,m^M,m) pour m ^ [^].

PROPOSITION 4.3. — Soit KM un sous-groupe ouvert compact de JM
et OM une représentation lisse irréductible de KM telle que la représenta-
tion induite de OM à JM soit isotypique de type TM'

1. Soit (J = J ~ J M J ^ , T ) une paire décomposée au-dessus de (JM^M)
relativement à P.

a) Le produit J ~ K M J ^ = K est un groupe et OM s ' y prolonge en
une représentation 6 telle que (K, 0) soit une paire décomposée
au-dessus de (KM^M) relativement à P.

b) Si (<7,r) est une paire couvrante de (JM^TM) dans G relati-
vement à P, alors (K, 0) est une paire couvrante de (KM^M)
dans G relativement à P.

2. Soit (K = J~KMJ^~ i 0) une paire décomposée au-dessus de (KM, ÔM)
relativement à P, telle que JM normalise J~ et J ^ ~ .

a) Le produit J~ JMJ^~ = J est un groupe et TM s ' y prolonge en
une représentation r telle que (J, r) soit une paire décomposée
au-dessus de (JM^TM) relativement à P.

b) Si (K, 0) est une paire couvrante de (KM, ÔM} dans G relative-
ment a P, alors (J, r) est une paire couvrante de (JM, TM) dans
G relativement à P.

Démonstration. — l.a) et 2.a) Par hypothèse KM et JM normalisent
J^~ et J~ : il suffit de montrer que le produit J ~ ^ J ~ est contenu dans
J~ keï0MJ^~ pour 1, dans J~ kerïM^ pour 2, sachant qu'il est contenu
dans le premier pour 2, dans le second pour 1. Or le noyau de TM est celui
de la représentation induite de OM à JM, soit

kerïM= F) (ker^M)8.
S ^ J M / K M

En particulier kerr^ est contenu dans keï0M d'où l.a). Pour 2.a), la
normalisation de J^ et J~ par JM entraîne : J ^ J ~ C J~(keT0M)SJ^
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pour tout s dans JM ; l'écriture d'un élément de J ^ ~ J ~ dans le produit
N~MN^~ étant unique, la composante en M d'un tel produit appartient
bien à ker TM '

1.b) II suffit de montrer que pour toute représentation lisse (TT, V)
de G on a l'inclusion entre composantes isotypiques : Ve C V r . Les
sous-espaces vectoriels Ve et VT de V sont tous deux contenus dans le
sous-espace vectoriel W formé des éléments de V sur lesquels J^~ et J~
agissent trivialement; c'est un sous-espace stable par l'action de JM et
on a Ve = WeM et Vr = W™. Or WQM est engendré par les images
des entrelacements / e Hom^(^M^) et de même pour W™ ; un
tel entrelacement / se prolonge de manière unique en un entrelacement
F e Homj^(Ind^^M, W), dont l'image est isotypique de type TM sous
JM, donc ^6>M est contenu dans WTM.

2.b) On garde les notations de l.b), on veut cette fois montrer, d'après
[BK2], Théorème 7.9, que

q : Homj^ (TM , W) —> Homj^ (TM , V^+ )
/ i—> r^+ o f

est injectif. Soit un homomorphisme non nul j G ÎÎOIÏÏKM^M^M)' Si
q(f) = 0 alors r^+ o f o j = 0 et comme q : Hom^((9M,W) -^
ÎÎOÏÏIKM (^M 5 ^v+) est injectif par hypothèse on en déduit / o j = 0, d'où
/ = 0 puisque l'image de j engendre l'espace de TM sous l'action de J M ' D

Comme nous le verrons au paragraphe III, il arrive que l'on obtienne
une paire couvrante de (JM,[Ç]?^M,P]) - dans les notations de (1.1) avec
e = 1 - alors qu'il n'existe pas de paire couvrante de (JM,[^]-I^M,[^-}-I)-

II. Types induits de M^.

Dans ce paragraphe, on identifie M = M^ et Fx x SL^(F) grâce à
l'isomorphisme /i2a+/3 x Ç/3 : Fx x SL^(F) —> M.

Fixons {JM-, TM) un type dans M de la forme (1.2.2). Pour la première
étape (1.3), on construit une "bonne" famille de paires décomposées au-
dessus de (JM? ^M^ c'est-à-dire vérifiant les conditions (1.3.1-1.3.3), à l'aide
des fonctions concaves sur le système de racines <I>. Cette méthode est déjà
décrite dans [B12]. Nous omettrons donc les détails.
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11.1. Une famille de paires décomposées.

Considérons une fonction concave v sur <1> à valeurs dans Z ; notons,
pour r e ^>, Xr{v(r)) le sous-groupe XrÇp^) et J^ (e = =L) le sous-groupe
de TV6 : J^ = fi ^r(v(r)). D'après [BT] (6.4) et le lemme 1 de [Bll],

rç^-^/S}

une condition suffisante pour que le produit Jy == JJ"JM^ soit un groupe
est que la fonction v vérifie :

' v(r) + v(—r) > 0 pour tout r e <Ï> — {=b/3},
v(/?) ^ 0 et v(-/3) ^ e - 1,

(1.1)
v(a) - (e - 1) ^ v(a + /?) ^ v(a),

^ v(-a) < î;(-a - f3) ^ i;(-a) + (e - 1).

Si v est une telle fonction, on note indifféremment
[ v(a) v(a+f3) v(2a + /?) 1 . [" v(a) î;(2a + /3) 1 .
[z;(-a) v{-a-(3) v(-2a - f3)\5 ou meme [v(-a) v(-2a - (3) \ sl

î;(a) = v{a + /3) et 'y(-a) = 'y(—a — /^), le sous-groupe Jy associé à v et la
fonction v elle-même.

Puisque la représentation TM est de quasi-conducteur n et que son
caractère central est de conducteur Z, son noyau contient HM^^I) =
/i2a+/3(l + pQ x C/3(^If1). Par le lemme 1 de [Bll], TM se prolonge en une
représentation r-y de Jy triviale sur J^ dès que v satisfait les conditions
supplémentaires :
(1.2)

f v(f3) = n et v(-f3) = n + (e - 1),
v{a) + v(-a) ^ max(n, l), v(a + /3) + ̂ (-(a + /?)) ^ max(n, ̂ ),
v(2a + /3) + v(-(2a + /?)) ^ ^

^ v(a) + v(-(a + /3)) ^ n + (e - 1), v(-a) + v(a + /3) ̂  n.

Lorsque la fonction concave v vérifie toutes les conditions (1.1) et
(1.2), (J^, Ty) est une paire décomposée au-dessus de (JM^M) relativement
à P.

Il reste à traduire la condition de maximalité (1.3.3) sur la fonction
v. On impose :

(1.3) v(a) + v(-a) = max(n, Z), v(2a -h f3) + v(-(2a + ^)) = L

Par la suite, on note k = max(n, l).
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Exemples de fonctions concaves satisfaisant (1.1) - (1.3).

(1.4) Cas iioji ramifié, c'est-à-dire 51 = M^Ço) ou e == 1.

Si l ^ 2, considérons un entier î ç N écrit sous la forme i = 3t + r
avec r, t e N et 0 ^ r < 3. On définit la fonction concave v. sur $ par •

F -^ - (Â; -0-2^- r1
1 [ f c+ t /c+2^+r J -

Si l = 1, on écrit i e N sous la forme z == 2t + r avec 0 ^ r < 2. On
définit Vi par : ̂  = f -0/- ̂  -^ -3) - 2< - r]

' " ' [_n+(<-! ) n4-2(t- l)+r J •

(1.5) Cas ramifié, c'est-à-dire ̂  = (° ^ ) ou e = 2.

Si l > n + 1, pour un entier i e N écrit sous la forme i = 4t + r avec
0 ^ r < 4, la fonction ^ est donnée par : L^ ^ ^^^^l si r = 0

-^[^ ̂ \ ^^il-^ou^

Si 1 < l ^ n, pour un entier i 6 N écrit sous la forme î = 4t+r avec 0 ^
r < 4, la fonction^ est donnée par : [^ -̂̂  ^ -^^^-(S^)-')]

^[T/^ ̂ /-l -2t-,^^l-o]selonquer<2ounon.

Si ^ = 1, pour un entier i e N écrit sous la forme î = 2^+r avec 0 ^ r <
2, la fonction v, est donnée par : v, = \ -t ~t~r -(2< + r) - n 1

' ^ | _ n + t + r n + A + l n + l + ( 2 ^ + r ) J '

On obtient immédiatement

(1.6) Soient (JM,TM) u^ type de la forme (1.2.2) où Si est A^o) ou (° ° )
et (^)îçN ia ^"^e de fonctions définie en (1.4) ou (1.5) selon SI. On note
Ji = J^i le sous-groupe associé à Vi.

Pour chaque i e N, TM se prolonge trivialement à Ji en une représen-
tation Ti et la suite de paires (J^ ri)^ est une suite de paires décomposées
au-dessus de (JM^M) relativement à P satisfaisant (1.3.2).

L'étape suivante (étape 2 de 1.3) consiste à vérifier pour chaque
passage de i à i + 1 l'un des critères énoncés en 1.3 afin d'obtenir, grâce au
théorème 1.3.4 le résultat :

PROPOSITION 1.7.— Soient (JM.TM) un type de la forme (1.2.2) et
(Ji, r^eN la ̂ te de paires décomposées décrite en (1.6). Alors, (J,, r^çN
est une suite de paires couvrantes de (JM, TM) relativement à P.

On distingue alors les deux cas, non ramifié (11.2) et ramifié (11.3).
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11.2. Démonstration dans le cas non ramifié.

On considère un type (JM^M) de la forme (1.2.2) avec 21 = M2(o).

Cas où l ^ 2. Nous utilisons le critère 1 à chaque pas, c'est-à-dire que
nous déterminons pour tout i ç N et tout x e J^ — J^", un sous-groupe
fermé Hi^ de J^ dont le conjugué x~lHi^x soit un sous-groupe de Ji
n'ayant aucun vecteur fixe non nul dans la représentation r^.

Rappelons qu'un tel sous-groupe ne dépend que de la classe à droite de
x modulo J^~ et que son existence ne dépend que de la classe de conjugaison
sous JM de x ([B12]).

Le premier rappel permet de se restreindre aux x G X a {—t — 1)
X c,+/3 (-t - 1) si i EE 2 [3], x € X 2a+/3 (-(^ - l) - 2t - r - 1) sinon.

Le deuxième rappel permet de se restreindre aux x € X a+(3 (~t ~ 1)
si i = 2 [3] car X a X c,-^ s'identifie à F x F et l'action par conjugaison
de JMQ sur X o; X a^p se traduit en l'action naturelle de ox x SL^Ço) sur
F x F : (A^).(a^)=(Aa,A^-1 .

Si i ^ 2[3], x = X2^o(c) où val(c) = -(k - l) - 2t - r - 1.
Considérons le sous-groupe fermé Hi^ = X _(2a+/3) (k + 2t + r) de J^.
Si y = a;_(2a+/?) (^) (= Hi,x, alors

X^yX = ̂ 2a+/3(l - Cî;)a;_(2c,+/3)(^(l - Cv))x'2a^(^(-C2v(l - Cv)~1)

appartient à JM^' Jf puisque v est dans p^2^7'. Donc x~^Hi^x C Ji et
ri(x~lyx) = TM(^2a+^(l — c^)) = x(l — cv)' Comme v ̂  cv définit une
bijection de p^2^7' sur p^"1, aucun vecteur ne peut être fixe sous x^Hi^x
dans la représentation r^.

Si i = 2 [3], rr = a;a+/3(c) où val(c) = —^ — 1 et nous considérons le
sous-groupe fermé Hi^ = -^ -(Q+/3) (^ +1) si Z > n ou lï^a; == X -^ (A: + ^)
si l ^ n. Quand l > n, y ^ ïîz^ est de la forme x_^^(v), v G p^^ et

x^yx = /ia+/3(l - cî;).r_(^+^)(î;(l - c^;))a^+/3(-c2^(l - cv)"1),

T,^"1^) = TM(^a+/3(l - Cî;)) = x(l - C^T ( ( cî; . _ ,_i ) ) .
\ \ u v1 cc// / /

Or, cv parcourt p^~1 quand v parcourt p^ et /i^(l + p^1) est contenu
dans HM^.I) car Z > n. On conclut alors comme précédemment.

Quand l ^ n, si y = x-a{v) e 1̂,3; alors x ' ^ y x = x/3(2cv)y et
T^^^^TM^/^CÎ;)).



1820 L. BLASCO, C. BLONDEL

Or, 2cv parcourt p^-1 = p71-1. Puisque r, est de défaut 0, sa
restriction à x^Hi^x ne contient pas la représentation triviale. Ainsi,
x~lHi^x est un sous-groupe de Ji n'ayant aucun vecteur fixe non nul
dans la représentation r^.

Nous avons donc vérifié le critère 1 pour chaque paire (J^T^) de la
proposition quand 1^2.

Cas où l = 1. Si i est pair, on se trouve dans la situation du critère
3. En effet,

^^-(^(p^-2))^!

et J,- n^_(2^)(p^-2) = ̂ ^(p^-1)),

^I-^WP^-^W
et ̂ n.r^^p^-^2)) =x^^-^^).

La restriction de ïMo^2a+/3 à ox est \ et on a bien (-î-Â;+l)+(î+A;-l) =
1=1.

Si i est impair, on trouve les conditions du critère 2. Pour s'en
convaincre, on calcule le support de l'algèbre de Hecke H{Ki, Ji, f,) où Kz
est le sous-groupe engendré par J^ et J^+i. Les techniques sont identiques
à celles développées (en détail) dans [B12], lemmes 6 et 7. On distingue les
cas n = 1 et n > 1.

Quand n = 1, on se ramène au cas où i = 1 en conjuguant par
une puissance convenable de z = h^^(s(w) (puisque z~lJiZ == ^+2). Le
groupe Kï est le groupe engendré par les hr^) et Xr(o), r ç <I>, c'est-
à-dire G(o). Grâce à la décomposition de Bruhat sur le corps résiduel,
ramenée aux trois doubles classes du groupe de Weyl modulo le sous-groupe
^l.s^^/îH.i Q ) ) ^ , o n voit que K^ est la réunion des doubles classes

modulo Ji de 1, a = C2a+/3 ( ( _°i ^ ) ) et ̂  = Ça ( ( _°i ^ ) ). Le critère de
Mackey affirme alors que

Hom^(Ind^Ti,Ind^ri) ^ ^ Hom^n,-^, (n,^).
X ç{l,(T,Sc(}

Mais Sa étant dans la même double classe que x = Xa(l), n'entrelace pas
TI car TI est de défaut 0 (il suffit de considérer la restriction de r\ et r^
à X_(c^)). Ainsi le support de U(K^ Ji, fi) est contenu dans Ji U JicrJi
et il est aisé de vérifier que a jouit des propriétés énoncées au critère 2.
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Quand n > 1, on se ramène à l'aide de la conjugaison par une
puissance de 2:, au cas i = 3. La fonction concave v^ = \~~ -n

| Ti Tt ~r -L J

définit un groupe H^ avec décomposition d'Iwahori : H^ = J ^ J M H ^ .
De plus, l'élément a = C2a+/3 ( ( _ °i+i w n ) ) vérifie les conditions
du critère 2. On en déduit que le groupe K^ est égal à H^ U H^ <jH^. Mais
H^aH^ = J^aJ^ et H^ = J^H^ = Js U Js^Q+^O^"1)^- Donc Ky, est
réunion des doubles classes modulo J^ de 1, a et x^f3(w~1). On raisonne
alors comme ci-dessus.

Ceci achève la démonstration du cas non ramifié.

11.3. Démonstration dans le cas ramifié.

C'est la même démarche avec les mêmes arguments que le cas
précédent. On les adapte aux nouvelles données : le type (JM^M) est
de la forme 1.2.2 avec 21 = ( „ ^ ) et les paires décomposées sont définies
en (1.5). On distingue trois cas : l ^ n + 1, 1 < ̂  n et l = 1.

Cas où l ^ n + 1. On applique le premier critère. Si i = 0
ou 2[4], il suffit de considérer les x de la forme x = x^^^(u) avec
u de valuation minimale. On choisit alors Hi^ = X_(2a+/3) H J j ~ - On
montre que x~lHx^x C Jz et que pour tout y = a;_(2a+^)(^) ^ Hx^^
rM(x~lyx) = x(l ~ m;)- Or uv parcourt p^"~1 quand ^/ parcourt H^^i '.
TM\x-lHi xx ne contient pas la représentation triviale.

Si i = 1 [4], il suffit de considérer les x de la forme x = x^^-p (u) avec u
de valuation —t — 1, de prendre H^x = ^-(a+/3) H J^ et de procéder comme
précédemment.

Si i = 3 [4], c'est encore le même argument en remplaçant a-\-fî par a.

Cas où 1 < l ^ n. On procède comme ci-dessus. Quand i = 0[4],
la démonstration est celle du cas l ^ n + 1. Elle s'applique aussi quand
2 = 3 [4]. Si 2 = 1 [4] (resp. i = 2 [4]), les a; sont de la forme Xa^,^(u) (resp.
x^(u)) où u est de valuation minimale, le sous-groupe ïîi^ est X-a H J^~
(resp. X_(Q_(_^) H ^-). Alors la conjuguée par x de ri agit sur ^^ via :
x-a(v) i—>- TM o x^(uv) (resp. x_^^.^{v) »—>• TA^ o a:-^(uv)). On conclut
grâce à l'hypothèse sur le défaut.

Cas où l = 1. Supposons i pair et étudions le support de l'algèbre de
Hecke H(Ki,Ji,Ti) où Ki est le sous-groupe engendré par Ji et J^+i. On
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montre tout d'abord que Ki = J, U JzXJi U JzaJz avec a; = .ra+/3(w-t-l)
^ - /- ^ o w-C^+^i)^
et a=C2a+/3((^+n+l Q ) ) •

Soit ^ le sous-groupe de Ki défini par la fonction concave vi =

[n~^t n -̂Y+1! 27-?n"7\j f̂ 111 vérifie bien (Ll))- Alors îîi contient Ji et
Hi = J^JMH^ avec H^ = J^a^+^p-^1), d'où Hi = JiUJixJ,. De plus,
puisque a- possède les propriétés énoncées au critère 2, JZ^ U HicrHi est un
groupe contenant Ji et J^+i qui n'est autre que Ki et HiaHi = J^a^ (cf.
[B12], lemme 6). Ensuite, on constate que la double classe JixJi ne peut
appartenir au support de H(Ki, J^ r,) puisque x n'entrelace pas T, (il suffit
de considérer la restriction de r^ et celle de sa conjuguée par x au sous-
groupe Xa D J ^ ~ . L'hypothèse sur le défaut assure que leur entrelacement
est trivial). Ainsi suppT^J^, J^ r,) c Jz U JiâJi. C'est le deuxième critère.

Si i est impair, on raisonne de la même manière avec

rr ^ [ - t - 1 - t - 1 -2^-n-lt
^Li~[n+t+l n+^+1 2 t + n + 2 j 5

^ = X^W-^) et 0 - C2a+/3((^n+2 --^^ )). D

11.4. Synthèse.

THÉORÈME 4.1.— S'oit s une classe d'inertie dans G de la forme
[MP^TTM^G où ^Mo ^st une représentation irréductible supercuspidale
de Mp obtenue par induction à partir d'une représentation de quasi-
conducteur n et de défaut 0 de Fx x 51 , dont la restriction à Fx est
un caractère de conducteur l. On note k = max(n, l).

Soit {JMft^Mfs} un type pour la classe d'inertie [Mp^M^Mo dans
Mp décrit en (1.2.2). Le produit J ' J M ^ J ^ où

-si 21 =5'L2(o),

/ 1 0 0 0 \ / 1 0 0 p^^

7- - i ^ 1 ° ° 1 et /+ - ( 0 1 0 0
J - 1 ^ 0 1 0 et J - 0 0 1 0

^k p^ p^ i / \o o o i
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-s^=(o, o°4

1 0 0 0
T- ^ 1 ° ° \ ^ 7+ JJ = 1 p^+i o i o ' et J = s

p/c+1 p/c+1 p/c i

^ 1 0 p~1 p-1

0 1 0 p-1

0 0 1 0
< 0 0 0 1
/ ! o o p^-n-r
0 1 0 0
0 0 1 0

< o o o i

si l > n

\si l € n

est un sons-groupe ouvert compact J de G auquel TM^ se prolonge en une
représentation r triviale sur J ~ et J ^ ~ .

La paire (J, r) ainsi obtenue est un s-type dans G.

Démonstration. — Dans le cas où ^i =- 51/2(0), on obtient J~ et J^~
en choisissant VQ si l ^ 2 et v'z si l = 1 dans la liste (1.4) ; dans le cas où

21 = (° . ^ V J± est J^ de la liste (1.5) si / ^ n + 1 et J^ de cette
même liste si / ^ n. Le théorème est alors l'énoncé de (1.7) dans ces cas
particuliers. D

Remarque. — Soient (JM^T-M^) et {J~JM|^J+^) comme dans le
théorème précédent. Si TM^ est l'induite à partir d'un sous-groupe com-
pact ouvert J^ d'une représentation irréductible r^ de J^ , alors on
obtient les mêmes énoncés en remplaçant JM^ et TM^ par J^ et r^
respectivement, ceci en vertu de 1.4.2.

III. Types induits du parabolique de Siegel.

Le but de ce paragraphe est de construire des paires couvrantes dans
G relativement à Pa des types de Ma ^ GL^ÇF) décrits en (1.1.1). Les
sous-groupes de N± construits comme en II à partir de fonctions concaves
sur <Ï> n'y suffisent plus : les paires décomposées obtenues par cette méthode
sont souvent trop petites pour être couvrantes. Il nous faudra déterminer
systématiquement les sous-groupes ouverts compacts de N± normalisés par
les sous-groupes JM m de 1.1.

Il est commode d'utiliser les conventions suivantes. Pour X ç Ma (F),
( T y \on note X^ la matrice par blocs „ ,- ) , élément de GL^ÇF)^ on note

de même X~ = [ ^ ^ ) • Soit ^(F) le sous-groupe de M-z (F) formé des
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matrices dont les coefficients diagonaux sont égaux :X\—>X^~e\,X\—>X~
sont des isomorphismes de ^(F) sur N^ et N^ respectivement.

On note g i—^ dg l'anti-automorphisme involutifde GL^(F) défini par
dg = ̂  ^ si g = ( ^ ^ ). Pour ^ élément de GL-^ÇF) on note ̂  la matrice

par blocs ( 9 d -i ^ élément de G. Alors g i-̂  g est un isomorphisme
de GL^(F) sur M^ par lequel on identifie les deux groupes. L'action par
conjugaison de Ma sur N^ et N^ est décrite par
(0.1)
gX+g-l = (gXdg)+, g^X-g = ̂ gXg)- (X e ^(F), g € GL^F) ).

Si X et Y sont des éléments de A2(-F) tels que 1 +XY soit inversible dans
M-îÇF), on a l'identité par blocs :

(°.2) ( ; î ) ( ^ î )
/ ^ 0\ fI+XY 0 \ ( I (I+XY)-1X\

~~ \Y(I+XY)-1 l } { 0 d ( I + X Y ) - l } { o I ) '

III. 1. Réseaux remarquables du F-espace vectoriel As (F).

Commençons par étudier les sous-groupes de N± normalisés par o^
où E est une extension quadratique de F obtenue comme en 1.1 : elle est
engendrée par un élément 6 de GL^(F) défini à conjugaison près par K^
que nous pouvons donc supposer de la forme 6 = ( e f ) ? avec e G o^
et

- si E est non ramifiée : e = 0, / G d p et 6 engendre OE sur OF ;

- si E est ramifiée : e = 1 et / e pj?.

On décompose d'abord A^(F) en sous-espaces stables sous l'action
de Ex ^ c'est-à-dire en sous-espaces stables pour les deux actions :

( X ^ 6X^X^6 , . ,
{ ^ (x ^ ̂ (F)).[ X ^ Ô X 0 ^ v v / /

On obtient que ^(F) est somme directe de A de dimension 1 et II de
dimension 2 définis par

^={Xç^(F)/gX+Xdg=(TTg)X \fg e E}^
^ = { X ç ^ { F ) / g X + X d g = 2 g X \/g e E}.
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On a gX^g = N E / F ^ X si X ç A et gX^g = g2X si X € IL

O n a a u s s i n = { X e A 2 ( F ) / ^ X e A 2 ( F ) V ^ e ^ } = { ^ ba)/af^
bw^-^ce = 0} : le plan II est stable par l'action X \—> gX de Ex, équivalente
à l'action standard de Ex sur E par multiplication à gauche.

On utilisera la base (Xo,Vo,Vi) de ^(F) obtenue lors de l'étude
ci-dessus :

( J - e\
(1.1) XQ = [ 2 . base de A;

v-6 -J
Vo = ( °, ~6) et Yi = w-Wo = ( ~ e ° ) base de II.\w6 0 y \ f - e )

Passons à l'action de o ^ ' Trouver des sous-groupes ouverts compacts
de N± normalisés par o^, c'est trouver des sous-groupes ouverts compacts
F de Â2(F) stables par X i—^ gXdg^ g 6 o^. En particulier F doit être
stable par multiplication à gauche par (o^.)2, et comme tout élément du
corps résiduel est somme de deux carrés, F est un o^-réseau de ^(F).
Alors F est stable par o^ si et seulement si il est stable par X ̂  6X^X^6
et X »—> 6X^6^ X G A2(-F). Il en est de même de ses projections sur A et
II, qui sont donc de la forme p^Xo et p^14 (k,j G Z). En utilisant les deux
actions de 6 sur F, on montre que F est somme de ses projections sur A et
II dans le cas non ramifié, et vérifie S^V\ + W^XQ c; F C p^^i + p^Xo
dans le cas ramifié. Finalement :

LEMME 1.2. — Les sous-groupes ouverts compacts de N± normalisés
par OE sont ^es sous-groupes ̂ ± où F est un Op-réseau de ^(F) de la
forme suivante (avec j, k 6 Z^) :

(i) cas non ramifié F = FoQ-, k) = p^Vi + p^Xo = p^Vo + P^i + P^o ;

(ii) cas ramifié [ r = r^ ̂  = ̂ vl + ̂ xo = ̂ }vo + ̂ m]yl + ̂ xo '
[ F = p^Vi + p^'Xo + o^(^Vi + A^Xo), A e o^.

Pour déterminer les sous-groupes de cette forme qui sont normalisés
par 21x, faisons le lien avec les chaînes de réseaux standard de M^(F).
On note 2lo l'ordre principal M2(o) correspondant au cas non ramifié, 2li
l'ordre principal [ ° ° ) correspondant au cas ramifié, puis les chaînes de
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réseaux associées de M^(F) :

W - ( ^ ^\ (ni ^[Ti P 1 3 ' ^ / . - ^+'0-^ p,^ ^=^[^+1 p(^i]j ( î6Z) .

Les sous-groupes Jïgp de 1.1 seront notés :

^~—- / 1 -i- ̂ m t-i77^ \
si2l=2lo: ^=^o=GL2(o), ^n=( ?„? l + p m ) ( m > o )

'ox 0 \ ̂  _ /1+p"1 p'"^^..K'=K^r :J,^= ^ , ^ ( - . 1 ) ,? p X ^ ^2m- ^ p^+1 ^p^

/1 + tt"1^1 h"1 \
^m+l = I pm+1 l+p"i+l) ("^^O)-

LEMME 1.3.

(i) Les seufe sous-groupes ouverts compacts de ̂ ± normalisés par Sl̂
sont tes

ro^ = ^o(^,^)± = (^ n A2(F))± (z e z).

(ii) Les seu7s sous-groupes ouverts compacts de A^ normalisés par 21^
sont Jes

r^ = ri ̂ , [1]^ = (^ n A2(F))± (î e z),

aj'nsi que 7es («p^ n Â2 (F))± et 7eurs conjugués par ( ̂  ^ Y

Occupons-nous à présent de la normalisation par les sous-groupes Km
et^.

LEMME 1.4. — Soit ?7i un entier au moins égal a 1.
(i) On a Pinclusion y^U.k) ̂  ̂ p^ ^ p^^ ̂  ^ îpmin0,/c) ^ ̂ Fy

Le sous-groupe Km normalise To(j, ̂  si et seulement si \j - k\ ^ m.
Son action sur le quotient To(j, Â:)/ro(max(j, A;)) est alors triviale.

(ii) On a l'inclusion

\3 H \^(V\ r- P,^- 1^\ r- m2A;+l ^ A f^\ ^ 7. ^ U ~^^nA2(F)c^lO,Â;)cq32 /c+ lnA2(F)sifc^ ^

^2k H A2(F) C r,(j^k) C ̂  H À2(F) si k ̂  \3-^-
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Le sous-groupe K^ normalise r^(j, ̂ ± si et seulement si

^•-1'j - 2k - 1 ̂  m si k ^

2k — j ^ m si k ^

2 I 5

J + l
2

Son action sur le quotient F^(j, k)/ ri(max(j, 2k)) est alors triviale.

(iii) Soit F un réseau défini comme en 1.2(ii), i.e. ri(j + 1, k + 1) Ç F C
FiO', A;). Si K^ normalise ̂ ±, alors il normalise ri(j, k)±.

III. 2. Série non ramifiée : le cas l ^ n.

Réglons tout d'abord le cas le plus facile, celui d'une représentation
lisse irréductible TM de quasi-conducteur n et de défaut 0 de K ^ GL-zÇo),
de caractère central \ non trivial sur 1 +pn~ l si n > 1 : le conducteur l de
\ vérifie 1 ̂  n ^ l.

Pour i e Z, les sous-groupes Fo^ = (^ n ̂ (F^ sont norma-
lisés par K (1.3) et l'application de (0.1), (0.2) et de [Bll], lemme 1, fournit

(2.1) pour % j < E Z e t m ^ l , le produit TQ(Ï}-K^ FoO^ est un groupe si
i + j ^ m ;

pour i j <E Z tels que i + j > 1, ie produit ro(î)-JCro(j)+ est un
gToupe.

PROPOSITION 2.2.— Posons Ji = ro(i)~KrQ(l - ?)+ avec î e Z. La
représentation TM se prolonge à Ji en une représentation r, teile que la
paire (Ji,Tz) soit décomposée par rapport à (K,TM) relativement à P. La
suite de paires (^r^ez est une suite de paires couvrantes de la paire
{K,TM) relativement à P.

Démonstration. — Montrons d'abord que TM est triviale sur 1 + XY
avec X e FoÇl — i), Y e Fo^) : comme l est au moins égal à n, les éléments
de Kn agissent par un caractère du déterminant qui est, comme \, trivial
sur 1 + p1 ; or XY est à coefficients dans p^.

Montrons à présent que le critère 1 de 1.3 est vérifié si l ^ n et
l > 1. Si X appartient à Fo(l - i - 1) et Y à 1-0(2), alors X+y-(-Z)+
appartient à J, (noter que l - 1 ̂  1). Le résultat est clair si l > n : XY
est à coefficients dans p1-1 C p71 et 1 + XY agit donc par le caractère du
déterminant ci-dessus qui est, comme ^, non trivial sur 1 + p^.
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Si l = n et l > 1, trouver un vecteur non nul fixé par les éléments de
Kn-i de la forme 1 + XV avec X, Y comme ci-dessus revient à trouver
un caractère de Kn-i/Kn figurant dans la restriction de TM et trivial sur
les 1 + XY. Écrivons ce caractère sous la forme 1 + XY ^ ^(TWXV)
avec(7=(^ ^). Posant X = (^ ^, Y = (^ ^ ), ce caractère s'écrit
encore

^n[((A + D)a + Bc + Cb)x + (Ça + Dc)y + (Ab + Ba)z\.

S'il est trivial pour tout Y e Fo^), les coefficients de x, y et z sont
nuls modulo p"^, donc (a,&,c) est solution du système de trois équations
linéaires associé, de déterminant (A+D)(AD-BC) non nul modulo p vu les
hypothèses sur TM '' U est une unité de l'extension quadratique non ramifiée
qu'il engendre, et le centre agit par (1 + A)J i-̂  ^(1 + A) = ^n((A + D)A),
non trivial sur 1 + p""1. C'est donc que X appartient à ro(n - î), ce qu'il
fallait démontrer.

Reste le cas / == n = 1 ; c'est le critère 2 de 1.3 que l'on applique
alors. Comme l'action par conjugaison de ^ = ha-\-ft(w) transforme Ji
en C"11^ = ^+2? il nous suffit de travailler sur les paires {JQ,J\) et
{Ji, Jï) ; par conjugaison par l'élément ( W I °) de GSp^F), on se ramène
au seul cas i = 0. Le sous-groupe engendré par JQ = ro^'JCro^)"'"
et Ji = ro^'j^ro^)"^ est <S'p4(o), compact, réunion de trois doubles
classes modulo Jo? celle de 1, celle de 5^3, qui ne peut pas entrelacer TM vu
l'hypothèse de défaut 0 puisque s^Xc,(o)sg1 = Xc,+^(o), enfin celle de WQ,
l'élément de plus grande longueur du groupe de Weyl, qui envoie chaque
racine sur son opposée et vérifie donc les conditions du critère 2. D

III.3. Série non ramifiée : le cas 1 < l < n.

On travaille dans ce paragraphe et le suivant sur une représentation
lisse irréductible TM de quasi-conducteur n ^ 2 et de défaut 0 de K ^
GI/2(o), triviale sur Kn et de caractère central \ trivial sur 1 + p71"1 : le
conducteur l de \ vérifie 1 ̂  l < n. La démonstration de la proposition
2.2 ne se généralise pas à ce cas : le fait que le caractère central soit non
trivial sur 1 + p71"1 y joue un rôle déterminant. Comme la normalisation
par K est une condition très forte qui n'autorise que les Fo^^ pour
sous-groupes J^~ ou J^", on cherche à fabriquer des paires couvrantes des
s-types (JM,m,TM,m) associés à TM, décrits en (1.1.1), pour certains m,
[j] ̂ m^ 1.
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Remarquons que la restriction de TM à Kn est un caractère du
déterminant trivial sur (1 + p^J comme ^, de sorte que le caractère \o
utilisé en 1.1 est ici trivial. Les paires (JM,m^M,m) sont définies en 1.1 en
fonction du choix d'un élément 6^ engendrant une extension quadratique
non ramifiée -E, tel que la restriction de TM à K\r^_-\ contienne le caractère

^6 : g ^ ^ o Tr(w1-71^ - 1)), g e K^Y

Comme en III. 1, on choisit 6 de la forme 6 = ( ° -e) avec e 6 o^

—e ^ ox ; on a val/ ^ 1 car l < n. Le caractère i^n^ ne dépend que de la
classe 6+^0 r L ~ ^ J ; on peut donc supposer / = 0 si val/ ^ — . Comme

L ̂  J

la restriction de \ à 1 + p ^ ' ^ j est À ̂  ^n(/(A — 1)), on a :

Tj-S = 0 (i.e. / == 0 ou encore val / = +00) si l ^ \ —— ,
L 2 J

v!Û(Tî6)=n-l ( i .e .val /=n-0 si ^ > [^-l .

Les conditions de normalisation des sous-groupes de TV^ par JM,m =
o^Km sont données par (1.2) et (1.4). Lorsque / = 0 l'élément XQ de la base
des réseaux Fo (i^k) coïncide avec l'élément ^ = ( -, e ) , qui vérifie ^2 =
el et Troc = 0. Dans tous les cas

(3.0) X o = ç - f I , et ro(z ,Â;)=p^yo+P^ < ^ % - A ; ^ v a l / .

Or

- on recherche des paires couvrantes de (JM,m^M,m) pour m aussi
petit que possible, la proposition 1.4.3 permettant toujours d'augmenter m
jusqu'à [j] ;

- par (2.1) le produit ro(î)~JM,mro(^ — i)^ fournit toujours une
paire décomposée; prenant en compte le lemme 1.4.1 on cherche à grossir
les facteurs en N~^ et N~ de ce produit jusqu'à obtenir une paire couvrante,
si c'est possible.

On se restreint donc dans ce qui suit à la recherche de paires
couvrantes (J,r) de (JM,'m^M,m) où J a la forme (imposée dans toute
la suite) :

f 0 ^ i — k ^ min (m, n — Z) ,
(3.1) J=r^k)-JM,mW^k^^ avec { ., ,

[ 0 ^ z — k ^ mm (m, n — l).
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On s'appuie sur l'étude du noyau du bi-caractère (X, Y) i-» ^(Tr^XV)
sur A2(F). Commençons par des faits élémentaires :

J+p^p^=( l+p^)J ckerïM,^ ^k+k^l
(3.2) J + p^Vo Pî^o C ker TM^ 4=^ z + ^ ^ n

précisément : X e p^Vo, ̂  ^ P^VO =^ Tr^Xp^Vo) = P^.

Pour le premier on rappelle que l est le conducteur du caractère central de
n^m ; si l = 1 il faut encore remarquer que (1 + o) 1 contient des éléments
non inversibles.

Pour le troisième on pose X = aVo+^i, Y = cVo-\-dV^, avec a,b ç p1',
c, d e p1. De TTÔ e p et Vo2 = -el on tire

Tr^lo2 = 2e2 [p], Tr(^)2 = Trif = 2e2, Tr^2 = 0 [p].

Cela implique TrôXY = 2e2(ad + bc) [p^+^f^l] d'où le résultat.
La seconde assertion en découle : le caractère ^^ est non trivial sur
1 + P^oP^o si [n^1] ^ i + i' < n\ la réciproque provient de ̂  ̂  =
^+< ° °

Tr^Fo(z) = Tr^ro(z)^ = p^^^

(3.3) I + Fo^, A;') ro(î, k) C kerrM,m ^=^ ^ + i' ^ n et k + A/ ^ ^

et on a alors : J + Fo^', A;') ̂ (î, A;) C (l+p^r^Ln nkerïMm
l 2 J

Le premier fait découle du calcul suivant :

TrôVo^ =ef= -TrS^Vo, TTÔV^ = ef2, Tr^Yi = 0 et Tr^^2 = ef.

Pour le second, les conditions i + i' ^ n et k + k ' ^ Z sont nécessaires
par (3.2). Pour montrer qu'elles sont suffisantes, reste à étudier les parties
"croisées" J+ Fo^')?^ et J+ p^Fo^). Les hypothèses (3.1) et m ̂  [j]
permettent de vérifier qu'elles appartiennent à I + ^Po1^! (en effet
i + k ' ^ i + z' - min(m,n - ^) ^ n - min (m, 77, - /) ^ [27^1])- Le calcul
de traces précédent montre alors qu'elles sont dans le noyau de ^,6 (en
effet i + k ' 4- val / ^ n est toujours vérifié si / == 0 ; sinon cela équivaut
à i + k ' ^ l, or i + À/ ^ i - k + Z ^ ;). Finalement J + Fo^', A;') ̂ (2, fc)
est contenu dans (1 + p^ker^^; comme c'est une partie normalisée par
JM,m elle est aussi contenue dans tous les conjugués de (1 +p^) ker^y, <$ par
^M,m5 donc dans kerr^yn-
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On recherche à présent la maximalité, à savoir : k + k ' + 2(i + i ' )
minimal. On impose donc la contrainte supplémentaire : k-\-k' = ̂  i-\-i' =
n. Cela implique i—k^-i'—k'^n—l et n'est compatible avec les conditions
(3.1) que si m ̂  ['^^j.

PROPOSITION 3.4. — Soit m un entier vérifiant ["—j^] ^ m ^ [^] ,
avec 1 ̂  l < n. Pour tout entier r tel que 0 -^ r ^ m et 0 ^ n — l — r ^ m,
et pour tout j G Z, la représentation TM m se prolonge à

^•,r,0;m =ro(n+J, ^+.7+r)-JM,m^o(-J, -J - r)^~

en une représentation Tj,r,o;m telle Que la paire (J^r,o;m?7j,r,o;m) soit
décomposée par rapport à (JM,m; ̂ M,m) relativement à P.

Démonstration. — Le produit J = ^j,r,o;m est de la forme (3.1) avec
i — k = n — l — r, ^f — k ' = r, et les conditions de (3.2) et (3.3) sont
vérifiées. La normalisation par </M,m de J D N± = J± est déjà assurée
dans (3.1). Il reste à établir : J ^ ~ J ~ ~ C J~ kerTjv^m^"^ au moyen de
l'identité (0.2). La partie en M d'un élément X^Y~ de J ^ J ~ , soit I+XY,
appartient à kerr^^ par (3.3). Encore faut-il vérifier que les parties en
J- et J+, soit (r^+Xr)-1)" et ((I+XY)-^)^ appartiennent bien
à J~ et J^ respectivement. Or, au centre près, le produit XY appartient
^ ^m^+z^+fc ) ^ ^in(n-r,l+r) ^ ^ ̂ ^ ^^^ ̂  vérifier les inégalités :
(n-r)+(^4-j+r) ^ n+j, (^+r)+(^4-j+r) ^ n+j, (n-r)4-(-j'-r) ^ -j

TÎ n
et (^ + r) + (—j — r) ^ —jf. Elles se ramènent à ^ 0 , r + ^ — e t r < —^ ^
qui découlent des hypothèses. D

PROPOSITION 3.5. — Supposons 1 < l < n et fixons un entier
m compris entre [ n~l+l ] et [r- ]. Posons r = [ ?—^ ]. La suite de
paires (Jz^Oîrn-î^^OîTrOîçZ es^ une suite de paires couvrantes de la paire
(̂ M,m^M,m) relativement à P.

Démonstration. — La proposition 3.4 fournit les paires décomposées
(Ji,rft\m^i,rft;m}- Posons pour simplifier les notations Ji = Jz,r,o;m 7 ^ =

^,r,o;m- Appliquant le critère 1 de 1.3, il suffit d'établir pour X^~ ê -^i?
i.e. X ç ro(—î — 1, — î — l — r ) , que X^J^ (—X)"1" est un sous-groupe de
Ji n'ayant pas de vecteur fixe non nul dans la représentation TI.

Remarquons que

ro(n + i, l + i 4- r)- (1 + p^1) K^ i ̂ (-2 - 1, -i - 1 - r)4-

est un groupe; en effet ToÇn+i, !+î+r)~J^ rn-n r o ( — î — l , — î — l — r ) 4 '
est un groupe par application de 3.4 en remplaçant (n, l) par (n — 1, l — 1),
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et les produits 1 + XY avec X e FoÇ-i - 1, -i - 1 - r), Y ç ro(n + i , Z +
z + r), appartiennent à (1 + p^)^ + (p^(^-W^-i)^ contenu dans
( l+p^)^pourr=[^] .

On en déduit pour Y~ e J^~ :

x+y-=yo-(J+xy)Xo+
avec YQ" e J^Xo+ e j^, J + xv e (i -^p^-1)^.

Alors (0.2) Xo-X = ((7 + XY)-1 - l) X appartient à Fo(-2, -i-r)
car l -1 ̂  1 et [j] > r. Ainsi X+y-(-X)+ appartient à J, et opère dans
ri comme I + XY.

L'application de J^~ dans l'image de TI donnée par

Y-^r,(X^Y-(X^-l)=rM^(I+XY)

est clairement un homomorphisme ; son image a pour image inverse par
TM,m un sous-groupe Hx de JM^ '• Hx = {(I + XY)h/Y- e J ^ ~ , h e
Ker TM,m}- Un vecteur fixe par Hx est fixe par H^ = Hx H (1 +
p1-1) ^riiL±ll qui opère par une somme de caractères conjugués (sous JM,m)
de x.^n,6' Comme kHxk-1 = H^xk-1 pour tout k e JM,m, on aura gagné
si on montre que \^n,8 est non trivial sur H^ pour tout X+ e J^_^ - J^.

- Si X ç p^Vb +P-^-l-r^ on peut supposer, par invariance par J ^ ~ ,
que X e p-1-1-7'^ X ^ p-1-^; alors J + Xp^^^ = (1 + p1-1)! est un
sous-groupe de H^ sur lequel ^ est non trivial.

- Si X e p^-^o + P-^-1-7'^ X i p^lo + P-1-1-^, alors
XPÏ^VO est contenu dans qî^-1 +p~^-l-r^p^+^Vo. On vérifie d'abord que

V~^~l~r^P7E}~^Vo est contenu dans ^-?J ; par (3.3), comme
(—^ — 1 — r) + (n + î) + val/ est toujours au moins égal à n, ce mor-
ceau est toujours dans le noyau de ^n,6- Autrement dit on peut supposer
X e PE^VQ, X ^ p^Vb, et par (3.2) I + X^VQ n'est pas contenu dans
le noyau de ^n,6' D

III.4. Série non ramifiée : le cas l = 1,1 < n.

Sous les hypothèses de III.3 et si l = 1 les conditions de la proposition
3.4 deviennent :

[ n - } fn+l t , r^tm=[2\ et hrj-1^^]-
II devient utile de distinguer deux cas en fonction de la parité de n.
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PROPOSITION 4.1. — Supposons 1=1 et notons n' = [ j ]. Pour i ç Z,
posons :

- si n est impair : (J^n) = (^,n/,o;r^T^,o;n/), soit

Ji = ro(n + i, n1 + 1 + Î)~JM^ ro(-î, -i - n')^

- si n est pair : (J^r,) = (^[,],.(,),o;n'^[,1,^),o;n/) ^ec r(z) =

n^[^]-[,]-!, soit

^ ^ (ro(n+t, n' +t)-JM,n^o(-t, - t -n / +l)+ si i = 21, t e Z,
l ro(n+^ ^ /+^+l) -JM,n/^o(-^ -t-n')+ s i î = 2 ^ + l ^ e Z .

La suite de paires (J^T^çz est une suite de paires œuvrantes de
(JM,n'^M,n') relativement à P.

Démonstration. — La proposition 3.4 assure que les paires (J^r^)
sont décomposées par rapport à (^[çpr^ ̂ p = (JM,TM). L'action par
conjugaison de 2; = /^-^(w), élément central de M, transforme un J^,r,o;m
de la proposition 3.4 en z^Jj^mZ = Jj+2,r,o;m. Ici, si n est pair on a
z~lJiZ == J,+4, si n est impair z~lJiZ = J^ : on a des filtrations «à 4
pas» ou «à 2 pas». Cette action du centre nous permet ([B12] lemme 1) de
restreindre notre étude aux plages d'indices, i.e. aux passages i à i + 1, que
voici :

( J Z n ^ - 2 =W -!,-!)-, J^,^ =ro(n '+2 ,2 )+ ,
n impair, n = 2n/+l ^ J^,_, = F^ ,0)-, J^,,, = ro(r/ + 1,1)+,

[ J l n ' -ro^'+i,!)-, j^, =^o(n / ,o)+;

f^2n--3 =^o(n /-2,- l)- , J+^,_3 =ro(n '+2 ,2)+ ,
^2n/-2 ^o^-l.-l)-, J+^-2 = ^o(n / +l ,2 )+ ,

^2n/-i -ro^-i.o)-, J^-i = ^o(n / +l , l )+ ,n pair, n = 2n' {
^2n/ =^(^,0)-, J^, =ro(^l)+,

^-2n/+i -ro^',!)-, J+^^ =^o(n / ,0)+ .

Dans chacun de ces six cas nous voulons montrer qu'un des trois critères
de 1.3 s'applique. L'énoncé élémentaire suivant va faciliter l'application du
critère 2.
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LEMME 4.2. — Pour tout p, e GL^(F) on définit les éléments suivants
deGL^F):

-o = (S T),^(.) =(.;-, ;)«^),
n«("-(-.-o-.- 'o')"6^'

qui vérifient :

n^t) = x^x-^-t-^x^t) = x-^-t-^x^x.^-t-1),

n^t)n^-l) = (tl ° ) = h»+f3(t),
\ U l 1 y

n^)~1 = r^(-f) = ha+/3(-l)n^t) = n^t)h^(-l),

^r1^ ;)n^)=(^ -^f^ (YCM^F)),

n^(9, ^)^={^~1 ̂ ) ^OW).

Pour fi = ̂  les éléments considérés appartiennent à Sp^{F) et on a

f n^t^roÇi, k)~n^(t) = ToÇi + 2valt, k + 2valt)+
\ n^t^roÇi.k^n^t) = FoÇi - 2valt,Â; - 2valt)-.

Enfin n^(t) normalise GL^Ço) et les sous-groupes JM,m pour m ^ [r-}.

Posons alors o-o = n^(-l) et o-i = n^(w). Le lemme 4.2 implique :

n impair, n = 2^+1 { ao_[J::nf-l ao = J ^ n t ' a o j ± n ' - 1 ao = t7rn/î

[^1 J-n'-2^= J-nf-l^ ^l J-n'-2(Tl= J-n'-^

n pair, n=cln' [ ao_[JZ2nf (70 = ̂ n'+i. aolJ^f ao = ̂ 2^+1.
lO-l ^n'^^l =J-2n/-l. ^l t7-2n/-2al=J-2r^/-l•

Cette liste correspond aux quatre passages de Ji à J^i auxquels on
va appliquer le critère 2. On pose j = 1 si i = -y/ - 2 ou -2n' - 2 et j = 0 si
î = -n' -1 ou -2?2', de façon à travailler avec l'élément aj adapté à l'indice
i considéré. Il reste à montrer que le groupe Ki engendré par J^ et J,+i
est compact et que les seuls éléments de Ki entrelaçant la représentation
TÎ appartiennent soit à J,, soit à la double classe de (jj modulo Ji. Comme
dans [B12], Lemme 6, on va établir plus précisément :
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LEMME 4.3. — Supposons n impair et i = -n' - 1 ou -n' - 2, ou n
pair et i = -2n' - 2 ou -2n', et posons :

H^-2 = ro(^ + 1, 2)^ ^,_i = ro(n', 1)+ si n est impair,
H-2n/-2 = ̂ 2n'-^ ^W = Jr+2n/ si n est P^'

a) Le produit H, = J ^ J M ^ ' H^ est un groupe tel que H, = J, H^
etJ^=x^)H^

b) Le groupe engendré par J, et J,+i est K, = H, U HiCJjH,. De
plus :

Hi ŒjHi = Ji (TjJi = Ji (TjJ^ = J ^ J M ^ ' ^ j J j ~ '

c) La représentation Ind^r, est irréductible et :

Hom^(Ind^r,,Ind^T,)

^ Hom^M,n/ (T^,n/. ̂ M,n' ) C Homĵ  ̂  (ïM,n/, TM,n/(7J ).

Démonstration. — On se place dans le cas où n est impair, i = -n'-2
et j = 1 ; les autres cas se traitent de manière identique, et même plus
simple si n est pair puisque Hi = J^.

a) Le produit H, = I^n' - 1, -^-JM^O^ + 1,2)+ est bien
un groupe, par application de la proposition 3.4 en remplaçant (n, l) par
(n - 1, l) - noter que n ̂  3 -, car la différence (n7 + 1) - 2 = r satisfait les
inégalités voulues.

b) Les formules du lemme 4.2 permettent d'exprimer ai = n^(w)
comme produit x-^-w-^x^w^x-^-w-1) donc comme élément de la
double classe J^x^^)^ c J ^ ' Jf^J^. Il reste à montrer que H, U
HiO^Hi est un groupe, soit ai^ai C H, U HiO^Hi. Comme o-i =
(J^h^^-l) avec /^+/3(-1) € JM,^ on a

ai^ai =ai^ar1 ai^n^r1 o-^^1 = (ai^af1) JM^J^
soit ai^ ai C^JM,H/(^U ^.^(w^)) C^U^^o^.

Soit n e o^, et soit a e o^ tel que N E / F ^ ) = u. On a ^ = XQ i.e. ^
appartient à A (en effet l = 1 est au plus égal à [n^1 ], on a donc supposé
f = 0), d\)ù par III.l : a^a = N(a)^ c'est-à-dire àx^w^à-1 = x^(uw1).
On en déduit

x^wlox) C JM^'X^W^JM^' C J M ^ ' ^ O ^ J M ^ ' ,
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donc que Ki est un groupe. En outre, comme a^H^cr^1 est contenu dans
J^", on a

HiO^Hi = J^ JM^'H^ O-^Hi == J ^ J M . n ' ^ l H ^ J M ^ J Ï ' = Jj~ JM,n'^\J^ '

c) Montrons qu'aucun élément non trivial de H^ — J^~ n'entrelace
la représentation r^. Module J^ on choisit un tel élément sous la forme
X+ avec X ç p^Vo, X ^ p^Vb. On vérifie comme d'habitude que
X ^ ' J ^ Ç — X ' ^ ) ' 1 est un sous-groupe de Ji ; il opère non trivialement sous
TI car ^n,6 n'est pas trivial sur [l + XY/Y e p^^Vb} d'après (3.2), d'où
l'irréductibilité de l'induite à Hi. La suite est claire. D

Reste les cas i = —2n' — 3 ou i = —2n' — 1 (n pair) ; pour ceux-
ci le critère 1 est vérifié : on a J^~ = Fo(k,s)~ et J^ = FQ^ . s ' ) ^
avec À; + A;' = n - 1, 5 + s' = 1, A; + 5' = 5 + A;' = n7, et on vérifie
aisément que xJ^~x~1 est contenu dans Ji pour tout x de J^j_i. Comme
J^i = [p^Vb+P5^] avec (p57^ C J^, on peut choisir des représentants
X+ de J f ^ / J f tels que X e p^Vo, ̂  ^ P^11^. On conclut alors grâce à
(3.2), comme dans la preuve de la proposition 3.5, ce qui achève la démons-
tration de la proposition 4.1. D

III.5. Série non ramifiée : synthèse.

Explicitons pour conclure certains types induits construits ci-dessus :

THÉORÈME 5.1.— Soit s une classe d'inertie dans G de la forme
[MQ^TTM^G ou ^^a es^ une ^présentation irréductible supercuspidale de
Mo, obtenue par induction à partir d'une représentation de défaut 0 et de
quasi-conducteur n de FXGL'2(o), et soit l le conducteur de son caractère
central.

Soit (JM,mî ^"A^rTOo^m^f-û-l ^a fa•mlue ̂ e tyP68 pour la classe d'inertie
[M, ̂ M\M ^e ̂ M dans M décrite en 1.1 : pour m ^ 1, JM,m est de la forme
o^K^ où E est une extension quadratique non ramifiée de F telle que
Ex C K<^ ; on note ^ un générateur de Punique droite de A2(-F) stable par
conjugaison par .Ê^, vérifiant val det^ = 0.

Chacun des produits J~JM^J^ caractérisés par

Ol

l > - n : {̂ EiR, o^<[i],
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. , < „ : P-^+W)^ [^K^,»]\j^(f-r-k+w)\ l 3 ^""•^-
est un sous-groupe ouvert compact J^ de G auquel TM,m se prolonge en
une représentation r^ triviale sur J ~ et J ^ ~ .

Les paires (J^, r^) ainsi obtenues sont des s-types dans G.

Démonstration. — On obtient le premier cas en faisant i = l dans
la proposition 2.2, le deuxième en faisant i = 0 dans la proposition 3.5,
le troisième en faisant i = 0 dans la proposition 4.1. Bien que les calculs
des paragraphes III. 1 à III.4 utilisent une forme particulière du générateur
6 de E, celle-ci n'est plus nécessaire dans l'énoncé du théorème car la
conjugaison par ^x transforme paire couvrante en paire couvrante, et
transforme l'élément ^ particulier de III.3, III.4, en un élément ^ comme
ci-dessus. Q

Nous verrons plus loin, en III.9, que si l < n il n'existe pas de paire
couvrante de (JM,m,TM,m) pour m < l^"^1].

III.6. Série ramifiée : le cas l ^ n et l ̂  1.

Dans un premier temps, on considère une représentation irréductible
TM de quasi-conducteur n, de défaut 0 du sous-groupe K ' ; on note \ son
caractère central, de conducteur l. À l'aide des lemmes 1.3 et 1.4, de (0.2)
et du lemme 1 de [Bll], on montre :

(6.1) pour î j e Z e û m ^ l , le produit r^ï)~K^ ri(^')+ est un groupe si
i + j ̂  m ;

pour ij ç Z tels que i + j ^ 1, 2e produit ^l(^)-^ /^l(J)+ est un
groupe.

PROPOSITION 6.2. — On suppose l^ n+1. On définit les groupes J,,
ie Z, par

J ,=^l (^)-^ / ^l(2^- l -^)+.
La représentation TM se prolonge à Ji en une représentation T, telle
que la paire (^,7,) est décomposée par rapport à (^'.r^). La suite de
paires (^,T^çz ^t une suite de paires couvrantes de (JM.TM) dans G
relativement à P.
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Démonstration. — Comme de coutume, on note J^ = Ji D N±. Les
produits Ji sont des groupes par (6.1). Montrer que TM s'y prolonge comme
indiqué se réduit, par [Bll] lemme 1, à montrer que J^~ HMJ^ est un groupe
pour un sous-groupe convenable H M du noyau de TM '• la restriction de TM
à K^ est multiple d'un caractère du déterminant de conducteur ^, son
noyau contient donc ^z-i' e^ ^i~^2i-i^ es^ un gi"0^6 par (6.1).

On montre qu'on obtient une suite de paires couvrantes en appliquant
le critère 1 de 1.3. De (6.1) et (0.2) on tire que J^~ K^_^J^_^ est un groupe
et que les conjugués X^J^ÇX^)'1 sont des sous-groupes de J^~K^_^J^ :
ils opèrent via TI par le même caractère du déterminant sur K'^_^ que
précédemment. Comme ^i{ï} est un o^-réseau, II suffit de vérifier que
pour X ç Fi(2^ - 1 - i - 1), X (f. Y^(ïl - 1 - 2), il existe Y ç F^i)
tel que val TïXY = l — 1, ce qui est élémentaire. D

PROPOSITION 6.3.— On suppose l = n > 1. Pour tout i ç Z, on
définit les groupes

Ji =^ l (2^+l ) - j f / ^ l (2n-2^- l )+ .

Pour chaque entier i, la représentation TM se prolonge en une représentation
TÏ de Ji triviale sur J^~ et J^~. La paire décomposée (J^Ti) ainsi obtenue
est une paire couvrante de {JM^M) dans G relativement à P.

Démonstration. — Les produits Ti(2i + Y)~K'^Y^(2n — 2i — 1)^~
sont des groupes par (6.1), d'où les paires décomposées (J^r^). Il reste
à appliquer le critère 1 de 1.3 à la suite des Ji. On le fait comme dans
la démonstration de la proposition 2.2, dans le cas analogue l = n > 1,
en remplaçant Kn-i par K'^_^ ^n par ^n+i. On obtient un système de
trois équations linéaires en les coefficients de X e ri(2n — 2i — 3) dont
le déterminant est w~l(A + D)w~l(AD — BC\ non nul modulo p car
l'élément U = ( ^ r^ ) considéré a un déterminant de valuation 1, comme
uniformisante de l'extension quadratique ramifiée qu'il engendre, et une
trace de valuation 1, car le caractère central est non trivial sur 1 ^-p72"1. D

Remarque. — L'argument donné échoue si on considère la suite «des
termes pairs» T\(2ï)~ K'T\(2n — 2%)4' : soit 6 = ( - 6) comme en

III.l; l'élément X = ( ^ ^ de Fi(0) vérifie TïSXY G p^1 pour tout
ye r i (2n-2 ) (cf7.3).
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III. 7. Série ramifiée : le cas 1 ̂  l -^ n.

Considérons à présent une représentation irréductible TM de quasi-
conducteur n et défaut 0 du sous-groupe K ' , dont le conducteur l du
caractère central \ vérifie 1 ̂  l ^ n. On retrouve une situation analogue à
celle de la série non ramifiée : on ne peut, à l'aide des critères précédents,
construire une paire couvrante de (K^TM)' Ceci est essentiellement dû à
l'incompatibilité de la condition très forte de normalisation de J^ par K '
(cf. lemme 1.3) avec la condition de maximalité relative à la taille du noyau
de TM, le noyau du caractère central devenant "trop gros". On reprend ici
les arguments de III.3 mutatis mutandis.

Remplaçons donc le ô-type (K^TM) par un ô-type (JM.m^M.m)
décrit en 1.1.1, en choisissant 6 de la forme ( -e ) où / e p et e G o x ,
comme en III. 1. On peut supposer

F Tr^ = 0 (i.e. / = 0 ou encore val/ = +00) si l ^ [ZLH],
\val(Tr<5) = n + l - / (i.e. val/ = n - l + 1) si l > [n^1}.

La normalisation des sous-groupes de N± par JM,m = °^'^m es^ étudiée
dans (1.2) et (1.4). L'élément $ = (^ ^) vérifie ^2 = wel et Tr^ == 0;
on a

(7.0) X o = ^ - { ^ ; ri(^)=pl,yo+P^ ̂  z-2A^2val/.

On se restreint donc à la recherche de paires couvrantes (J,r) de
(^M,m^M,m) avec m ^ n, où J a la forme (imposée dans toute la suite)

(7.1) ^=^l(z ,Â:)-JM,m^l(z / ,ÀO+,

J -1 ̂  z - 2k - 1 ̂  min (m, 2(n - l) + 1),
avec [ _i ^ i ' - 2A:'- 1 ̂  min (m, 2(n - l) + 1).

Les ingrédients nécessaires, basés sur l'étude du bi-caractère (X, Y) i—^
^-(-i(Tr(5Xy) de A2(-F), sont les suivants :

1 + p^ p^ = (1 + p^^) I c ker TM,m ̂  k + A;' + 1 ̂  ^
(7.2) J + p^Vi p^Vi C kerrM,m <^^ z + z' ^ 2n

précisément: X ç p^Vi, X (JE p^^i =^ Tr^Xp^Vi) = p^1'^^]

Tr^ri(z) = Tr<îri(z)^ == pf^^^
(7.3) J+ ri (î', A;') ri (z, À;) CkerïM,m ^==> z + ̂  ^ 2n et À; + A;'+ 1 ̂ / ,

et on a alors : 7+ ^l(^ /, k ' ) Fi^, À;) C (1 + p^K^ H kerrM,m.
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Pour avoir maximalité on exige k + k' = l - 1 et i + i' = 2n. Posons
i - 2k - 1 = r, d'où ̂ f-2kf-l= 2(n - l ) - r . Les conditions de (7.1) sont
réalisables avec ces contraintes si on peut choisir r tel que

-1 ̂  r ^ min (m, 2 (n-Q+ 1) et - 1 ̂  2(n -1) - r ^ min (m, 2 (n-Q+ 1),

ce qui n'est possible que si m ^ n - L

Noter que sous les conditions (7.1) à (7.3), le produit
J = ^l(^,Â;) -.7M,m^l(^Â; /)+ est bien un groupe : le seul point à véri-
fier est, par (0.2) et (7.3), la stabilité de Fi^/c) et T ^ ( i ' , k ' ) par produit
par certains éléments de (1 + pQ^ ; il suffit en fait d'avoir q3f p^ c ̂ ^
ce qui résulte de i - 2k - 1 ̂  n, et de même en i ' ' , k1\ En résumé :

PROPOSITION 7.4. — Supposons 1 ̂  l ^ n et fixons un entier m tel
que n - l ^ m ^ n. Pour tout entier k, et tout entier r vérifiant

n-l- [min (m, 2 ( n - Z ) + 1) - (n - l)]
^ r ^ n - l + [min (m, 2 (n - l)+ 1) - (n - l)}

la représentation ïM,m -se prolonge au groupe

Jk,r,i;m = r i ( 2 Â ; + l + r , A;) -JM,mri (2n-2Â;- l - r , l - 1 - A;)+

en une représentation Tk,r,i;m telle que la paire (J/c,r,i;m,T/c,r,i;m) soit
décomposée par rapport à (^M,m,TM,m) relativement à P.

Remarquons que si m = n - Z, la seule valeur possible est r = n -1 ; la
parité de n -1 impose donc celle de i = 2k + 1 + r. Si m > n -1, les valeurs
n-l-l.n-letn-l+lder nous suffiront dans la suite : avec ces valeurs
on extrait de 7.4 les paires décomposées de la proposition ci-dessous, dans
laquelle on simplifie les notations.

PROPOSITION 7.5. — Supposons 1 ̂  l ^ n et fixons un entier m tel
que n-l+l^m^n.La suite de paires décomposées (Jj,Tj)^ ç z définie
par

( r^n-l+ïk , k)-J^^r^(n+l-2k , Z - 1 - fc)+ si j = 3k, (k € Z)

Jj= r i ( n - Z + 2 A ; + l , k)~JM,m^l(n+l-2k-l, l - 1 - fc)4- si j = 3k + 1,

r i ( n - ^ + 2 f c + 2 , k)~J^^r^(n+l-2k-2, l - 1 - k)^ si j = 3k + 2,

est une suite de paires couvrantes de (JM,̂  ,ïMm) dans G relativement
à P.

Démonstration. — On applique le théorème 1.3.4 à la suite (^,Tj).
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Si j = 3k ou j = 3k + 1, k ç Z, les groupes Jj et J^+i sont de la
forme :

Jj = ri(2, k)-JM^m W, ^ - 1 - ̂ +,

J,+l = Fi(î + 1, k)-JM,m W - 1, l - 1 - k)^,

avec i + %' = 2n.

Le critère 1 est alors vérifié pour tout x == X+, X e p^Vi, X ^
P^VI, avec le sous-groupe Fi^)- de J^". En effet (voir 0.2) xF^(i)~x~1 est
bien un sous-groupe de J^ et xY~x~1, Y e Fi(î), opère par TM,m(I-\-XY).
Or I + ^Fi(î) est contenu dans -K^n-i et 1e caractère ^n+i,<$ n'y est pas
trivial puisque Tr(^Xp^Vi) = p" par (7.2). Ceci étant valide pour tout
conjugué de x par JM,m, aucun conjugué de ^n+i,<$ ne peut être trivial sur
J+Xri(î),c.q.f.d.

Si j = 3k — 1, k e Z, les groupes Jj et J^+i sont de la forme :

j, = ri(^ k - i)-jM,m ri(^ z - /c)+,
^•+1 = ri(^ Â:)-jM,m ri^', ^ -1 - A;)+,

avec î + 2' = 2n.

- Si Z est strictement supérieur à 1, le critère 1 s'applique immédia-
tement : pour X G p^-1-^, X i ̂ -k^ on a I + Xp^-^ = (1 + p^-^J sur
lequel le caractère central est non trivial.

- Si l = 1 en revanche, il nous faut appliquer le critère 2 aux groupes

f Jj =r^n-l+2k, k-l)-JM^i{n+l-2k, 1-k)^,
\Jj-^i = r i (n - l+2A; , k)~JM,m^i(n-^-l-2k, -/c)+.

Posons a = n^w'^ ; d'après le lemme 4.2 on a

a=x^(-wk)x^w-k)x^(-wk) OMX-^-W^ = [-wA-le-l^]~

appartient à J^ et x^w-^ = [^~k^\~{~ appartient à J^. Ainsi a
appartient au groupe Kj engendré par Jj et J^+i et on vérifie aisément
que a normalise JM,m et conjugue Jy~ en J^, J^~ en J^p Nous allons
établir que Kj = Jj U JjcrJj ; toutes les conditions du critère 2 seront alors
satisfaites.

Il suffit que Jj U JjaJj contienne aJja, donc, comme a = —la"1 ,
qu'il contienne J^ = J^ [p"^]"^ , donc qu'il contienne ̂ (o^^), donc
qu'il contienne yi^o^'^). Or n^aw-^) = â^^""^) pour a e Fx. D
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COROLLAIRE 7.6. — Si 1 ^ l ^ n, la suite de paires décomposées
(^3fc+i,T3/i;+i)fceZ définie par

J3W = ri(n - / + 2k + 1 , k)~JM^n-i ri(n +1 - 2k - 1 , l - 1 - A;)+

est une suite de paires couvrantes de (JM^-I , TM n-i) dans G relativement
à P.

Ces paires correspondent en effet au choix de r = n - l dans 7.4 ;
on applique alors la proposition 1.4.3. Si l = n on retrouve ainsi les paires
couvrantes de la proposition 6.3.

III.8. Série ramifiée : récapitulation.

THÉORÈME 8.1.— Soit s une classe d'inertie dans G de la forme
[Ma.TTM^c où TTM^ est une représentation irréductible supercuspidale de
Mo, obtenue par induction à partir d'une représentation de défaut 0 et de
quasi-conducteur n de ( Ç ̂  ^ ) ) ( ox o°x\ et soit l le conducteur de son
caractère central.

Soit (JMa,m, ̂ c^rrOo^m^n là famille de types pour la classe d'inertie
[Ma, TTM^M^ de 7TM^ dans M^ décrite en 1.1 : pour m^l, JM^ est de la
forme Q^K^ où E est une extension quadratique ramifiée de F telle que
Ex C K^i; on notej^ un générateur de l'unique droite de As (F) stable par
conjugaison par Ex, vérifiant val det^ = 1.

Chacun des produits J ' J M ^ ^ J ^ caractérisés par :

F J- =Fi (2Z- l ) - ,
sl l>n '• { ^ = r , ( o ) + °^^

rj- =ri (2n-n- ,sl l=n : l^=r,( i)^ ^m^
.i Kn ' P'-O^+^+^-l))".s l i ^ n ' t j+^+r^-Z+l))^ ^ - ^ m < n ,

est un sous-groupe ouvert compact J^ de G auquel ïM^m se prolonge en
une représentation r^ triviale sur J- et J+, égale à ru^m sur JM,,m.

Les paires (J^), r^)) ainsi obtenues sont des s-types dans G.

Remarque.— Pour l > n on peut aussi montrer que le groupe
ro(0~^M,,mro(0)+ porte une paire couvrante de (^M,,m,TM,,m) pour
tOUt 771.
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III.9. Compléments.

Soit (JM,m^M,m) un 5-type de la forme (1.1.1). Nous avons obtenu
dans les paragraphes précédents des paires couvrantes (J^^T^) de
(^M,m;7"M,m) dans G relativement à P dans les conditions suivantes :

(A) { 0 ^ m ^ [ ^ ] si Z ^ n et e = 1 (cas non ramifié),
0 ^ m ^ n si Z ^ n et e = 2 (cas ramifié);

f-D\ f [1l:^±l} ^ m ̂  [t] sl ^ <n et e = 1 (cas non ramifié),
^ n — l ^ m ̂  n si l < n et e = 2 (cas ramifié).

Les cas (A), soit Z ^ n, relèvent tous de la proposition 1.4.3 : dans les paires
couvrantes obtenues le groupe J^ a la forme J ~ J M ^ J ^ où J ~ et J^~
sont indépendants de m et normalisés par JM,O^ le plus grand des JM,m ;
on a dans ce cas une famille de paires couvrantes au-dessus de toutes les
paires (JM,m,TM,m) de (1.1.1).

Dans les cas (B) en revanche, les parties J~ et J^~ des sous-groupes
obtenus sont normalisées par J v e(n-o+i 1 mais pas par J r e(n-o-i i .
Peut-on construire d'autres paires décomposées qui fournissent des paires
couvrantes de (JM,-^ ^M,m) dans G pour m < vn~^)+l ? Nous montrons
ici que c'est impossible.

THÉORÈME 9.1. — Soit (JM,m^M,m) un s-type de la forme 1.1.1 : la
représentation induite de TM,m à JM,O = ̂ x est TM,O? lisse irréductible de
défaut 0. S'oit n son quasi-conducteur et l le conducteur de son caractère
central, au moins égal à 1 par définition. On pose mo = ^"j^4"1 . Si l est
strictement inférieur à n, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ii existe une paire couvrante de (JM,m^M,m) dans G relativement
à P ;

(ii) m ̂  mo.

Démonstration. — L'existence de paires couvrantes pour m ^ mo
a été démontrée (théorèmes 5.1 et 8.1); il faut établir la réciproque. Par
la proposition 1.4.3 (l.b), il suffit de montrer qu'il n'existe pas de paire
couvrante de (^A^mo-i^A^mo-i) dans G relativement à P. Supposons
donc qu'il en existe une, soit (J, r) où J est un produit J~JM^mo-iJ^\ et
montrons que l'on aboutit à une contradiction.
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Cas non ramifié.

1. — Comme J~ et J^ sont normalisés par <7M,mo-:h us sont ae la forme
J- = Fo^Â;)-, J+ = ro^.A/)"^ avec | î - / c | ' <^ [î24r:-l] et 1^ - k'\ ^
[î7^1-] (1.2, 1.3, 1.4). Par (3.0) on peut remplacer XQ par $; par (3.2) on
doit avoir : i + i' ^ n et k + A:' > L

2. — La paire (J'.T'), où J7 = J ~ J ^ {s.}^^ e^ ^/ est le prolongement de
T,. r n i à J'trivial sur J ~ et J"1", est une paire couvrante de ( J ^ r ̂  1, r^ r 12. i )-"'j 4 2 J •''i ' L 2 J -trjt 4 2 J
dans G relativement à P (proposition 1.4.3, assertion l.b).

3. — Montrons qu'il existe une paire décomposée au-dessus de
(^[tp^t]) de la forme (J//' r"^ avec J " = ro(^k)~~JM^}

^o(n-^ , r^-^- [ z 4^ 1 ] - l ) + :

- la normalisation par ^[22.1 ^es intersections avec N~ et N~^ est
assurée par le lemme 1.4, vu les inégalités de 1-;

- on a par (3.3) : I +^o{n-i,n-^-[n^=:l}-l)^o(i,k) C (1 + pQ
.ftr^_n Hkerr^ r ^ i , car k + (n - i - [n~^~l} - l) ^ ^ ;

- reste à vérifier - toujours par (0.2) - que la multiplication à gauche
ou à droite par (1 + pQ^fzî.hil conserve les réseaux FoÇi.k) et
ro(n — i, n — i — [n—^1- ] — 1) ; c'est bien le cas puisque k + [ "^j1 ] ^ i
e t n - z - [r!^=l] -1+ [n^-] ̂ n-i.

4. — D'après les inégalités de 1-, J^~ = Fo^', k')^ est strictement contenu
dans { J " y = Fo (n - i,n - i - [r^=-l] - l)"^. Par le lemme 1.4.1, cela
contredit le fait que la paire ( J ' , r ' ) de 2- soit couvrante, c.q.f.d.

Cas ramifié.

1. — Comme J ~ et J^~ sont normalisés par JM,mo-i5 us sont de ^
forme J- = F-, J+ = r'+ avec F^i + 1,Â; + 1) £ F Ç ri(î,A:) et
ri^ 1,^+1) çr ' çri^,^) (voir 1.2,ii), et ri{i,k) eiri^,^) sont
aussi normalisés par JM,rno-i (1-4,111), donc : —(n—l) ^ î—2Â;—l ^ {n—l)—l
et -(n - ̂ ) ^ î' - 2^' - 1 ̂  (n - 0 - 1 (1.4,11). Par (7.0) on peut remplacer
XQ par^; par (7.2) on doit avoir : î+ l+î '+l ^ 2n et ^-^-l+^+l+l ^ ^.

2. — Montrons que i -\- i' ^ 2n et k + A:' + 1 ̂  L Dans le cas contraire
i + %' vaudrait 2n — 1 ou 2n — 2 et & + k ' + 1 vaudrait ( — 1 ou ( — 2 ; alors
la somme i + i' — 2(k + A;' + 1) serait au moins égale à 2(n — l), or cette
somme, égale à (i — 2k — 1) + ( z ' — 2k' — 1), est au plus égale à 2(n — l — 1)
vu la condition de normalisation.
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3. — On a nécessairement F = r-^(i,k) et F' = Y^{ i ' , k ' } . On montre en
effet comme en (7.3), (7.4) que les produits ^l(^,/i;) -JM,mo-l^l(^ /,Â; /)+,
^~JM,mo-l^l(./ï//^k/)^~^ î'l(i^k)~JM,mo-l^/~^ï sont des groupes portant des
paires décomposées au-dessus de (JM^mo-i^M^mo-i) 'i on conclut par 1.4.1.

4. — On continue alors comme dans le cas non ramifié :

- J~JM,nJ^ porte une paire couvrante de (JM,n^M,n) 5

- ri(%, A; )~JM,nr i (2n—î ,n—l— F"1"^""^ ])"1" porte une paire décomposée
au-dessus de (JM,n-i TM,n} 5

- comme Y ^ ( z ' ^ k ' ) est strictement contenu dans ri(2n — i^n — 1 —
p+n-z j^ j^g jeux assertions précédentes sont incompatibles. D

Notons enfin que les paires couvrantes construites dans ce paragraphe
ne sont pas les seules possibles : sur la base des propositions 3.4 et 7.4 on
peut en obtenir d'autres, et ce d'autant plus facilement que m est grand.
C'est ainsi que les paires couvrantes que nous avons fait figurer dans [Actes
Luminy] sont parfois différentes de celles que nous avons retenues ici.

IV. Types induits des paraboliques
maximaux de GSp^ÇF).

Remarquant que les sous-groupes paraboliques de GSp4(F) ont les
mêmes radicaux unipotents que ceux de Sp^ÇF)^ on cherche à construire
leurs types induits en utilisant les parties unipotentes des types induits
calculés pour Sp^ÇF). Pour ce faire, il faut choisir un type convenable pour
chaque classe d'inertie dans un sous-groupe de Levi de GSp^ÇF) d'une
représentation supercuspidale irréductible de ce sous-groupe.

Dans un premier temps, on précise cette construction dans un cadre
un peu général. Dans un deuxième temps, on montre que pour GSp^(F),
elle fournit des types induits pour chaque classe d'inertie d'une représen-
tation irréductible supercuspidale d'un sous-groupe de Levi maximal dans
ce sous-groupe.

IV. 1. Construction.

Soient G un groupe réductif connexe isotrope défini sur F et S un
tore ^-déployé maximal de G. Le groupe dérivé G' est un sous-groupe
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fermé connexe défini sur F et la composante connexe de 1 dans S D G' est
un tore S' de G ' , déployé sur F et maximal.

Soit <S> l'ensemble des racines relatives à -F de G par rapport à S. Il
s'identifie à celui de G' par rapport à S' via la restriction de S à S'. On
choisit un ordre sur <Ï> et on nomme PO et PQ les paraboliques minimaux
de G et G' définis sur F correspondant aux racines positives.

Notons P(G) l'ensemble des paraboliques standard et définis sur F
de G (c'est-à-dire contenant Pô) et V(G') celui des paraboliques standard
de G' (c'est-à-dire ceux contenant Pô) définis sur F.

Il existe alors une bijection entre P(G) et V(G') définie par :
P C P(G) et P' e V(G') se correspondent s'ils sont associés au même sous-
ensemble de racines simples de ^>. Dans ce cas, P et P/ ont même radical
unipotent N (défini sur F). De plus, si P == MN est la décomposition de
Levi de P avec M D S et P' = M'N est celle de P' avec M' D S' alors M'
est un sous-groupe de M.

Dans la suite, G, G ' , S, 5'7,... désignent les groupes des points
rationnels sur F de G, G',... respectivement.

On s'intéresse à la détermination de types induits de G. Soit P un
sous-groupe parabolique standard de G, P = MN une décomposition de
Levi de P. On note P ' le sous-groupe parabolique de G' qui lui correspond.
Il possède une décomposition de Levi P ' = M'N où M' est un sous-groupe
de M.

PROPOSITION 1.1.— Soit s = [M, a} M une classe d'inertie dans M
d'une représentation a irréductible et supercuspidale de M. Supposons que
s possède un type (JM^M) vérifiant :

(1.2) il existe un type { J M ' ^ M ' ) de Ml tel ^e JM' c JM et TM\J' , est
isotypique de type r'^i.

Si (J~ J M ' J ^ ^ T / ) est une paire couvrante de ( J M ' ^ M ' ) relativement
à P ' et si JM normalise J ~ et J^ alors J :== J~JM^^ est un groupe
auquel TM se prolonge en une représentation r triviale sur J~ et J ^ . La
paire (J, r) ainsi obtenue est une paire couvrante de (JM, TM} relativement
à P.

Démonstration. — Grâce aux hypothèses de la proposition, les condi-
tions du lemme 1 de [Bll] sont clairement satisfaites et la paire (J, r) est
donc une paire décomposée au-dessus de (JM^M\
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II est aussi clair que r\ji est isotypique de type r ' . Ainsi, pour toute
représentation lisse (TT, V) de G, la composante isotypique VT de type r
est contenue dans la composante isotypique Vr de type r ' de (TT^/, V). Or
^\GI est lisse. L'injectivité de la restriction à VT du fondeur de Jacquet se
déduit de celle de la restriction à Vr de ce même fondeur. La paire (J, r)
est donc une paire couvrante. D

Une fois déterminées des paires couvrantes relativement à P ' dans
G7, la recherche de paires couvrantes relativement à P consiste à définir
pour chaque classe d'inertie s dans M d'une représentation irréductible et
supercuspidale de M, un type (JM^M) vérifiant (1.2).

Etude de cas particuliers :

(1.3) Le sous-groupe de Levi M est produit direct de Mf et cTim tore T.

Dans ce cas, une représentation a irréductible et supercuspidale de
M s'écrit a ' 0^ où a ' est une représentation irréductible et supercuspidale
de M' et ^ un caractère de T. La classe d'inertie s de a dans M admet
un type de la forme (J^, x °T,TM' 0 Xo) où { J ' M ' ^ M ' } est un ̂ e de la

classe d'inertie de a ' dans M' et ^o est la restriction de \ au sous-groupe
compact maximal °r de T.

Il est clair que (J^, x ^T.TM' 0 ̂ o) vérifie l'hypothèse (1.2).

(1.4) Le type {JM^M) Gst de la forme : JM = JM' x A où A est abélien
et la restriction de TM à J ^ , contient une représentation TM' telle que
^ M ' ^ M ' ) soit un tyP6 de M ' '

Notons JM l'entrelacement dans JM de TM" C'est aussi le stabili-
sateur dans JM de la composante isotypique W de TM\J' , de type TM"
Puisque W est de dimension finie et que TM est lisse, JM est un sous-
groupe ouvert, et par suite compact, de JM- L'action de JM sur W définit
une représentation TM de JM nécessairement irréductible dont la restriction
à J M ' est isotypique de type TM" De plus, JM est le produit semi-direct de
JM' P^ un sous-groupe de A et est donc distingué dans JM- On en déduit
que l'induite Ind^r^ est irréductible puis, par le théorème de réciprocité

M
de Frobenius, qu'elle est égale à TM- En conséquence, la paire (J^, r^-) est
un s- type vérifiant (1.2).
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IV. 2. Paires couvrantes de types
de paraboliques maximaux de GSp^ÇF).

Soit G = GSp4 le groupe des similitudes symplectiques d'un espace
vectoriel de dimension 4. Son groupe dérivé n'est autre que G = Sp4. On
retrouve donc la situation du premier paragraphe. Ainsi, G = GSp^(F)
possède deux classes de conjugaison de sous-groupes paraboliques maxi-
maux représentées par Pa et P^, les deux sous-groupes paraboliques de
G contenant Pc, et P^ respectivement. Les radicaux unipotents de Poe et
Pf3 ne sont autres que ceux de Pa et P^. Plus explicitement, on sait que

f /1 ° ° °\ 1
G s'identifie à Sp^{F) x T où T est le tore ^ ^ ^ ^ ^ , A e F" > et

[\o o o À/ j
l'action de T sur G = Sp^ÇF) est donnée par la conjugaison des matrices.
Via cette identification, les sous-groupes Ma = Mo, x T et M^ = M^ xi T
sont des sous-groupes de Levi de Pa et Pp.

Cas de Mo;.

C'est exactement la situation de (1.3). Le sous-groupe compact maxi-
mal °r ^ (^ de T agit par multiplication par un scalaire sur A-^(F). Il
normalise donc tous les sous-groupes J~~ et J^~ décrits dans les proposi-
tions de III. En appliquant la proposition 1.1, on obtient :

PROPOSITION 2.1.— Soit î une classe d^inertie dans G de la forme
[MQ,?]— où a est une représentation irréductible supercuspidale de M^.
La classe d^ inertie [Mc,,?]^, dans Mo, possède un type (J^ ,T^ ) où

3 M = JM" x ox 7 ̂  = TM" 0 xo et (JM" 5 TMQ) est un type de la classe

[M^,5rjjr^jA^ décrit en 1.1.

S'i (J = J ' J M ^ J ^ ^ ) est une paire couvrante de (^Moj7^) relati-
vement à Pô: décrite en III. 5 ou III. 9 aJors ie produit J = J~ J,, J"1" est un
groupe auquel r- se prolonge en une représentation r triviale sur J~ etot ^
J^ et la paire ( J ^ î ) ainsi obtenue est une paire couvrante de (J^ ,T^ )
relativement à P^.

Cas de M^.

Soit î = [M, 5],, la classe d'inertie dans M = Mp d'une représenta-
tion ? irréductible et supercuspidale de M.
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Puisque M est le produit direct de GL^(F) et F x , a est le produit
tensoriel d'une représentation irréductible cuspidale a de GL^(FX) et
d'un caractère \ de i^. La classe d'inertie ? admet un type de la forme
(J" x o x , T (g) ^o) où (J, r) est un type pour GL'^(FX) décrit en 1.1 et ^o la
restriction de ^ à o x.

Considérons un type (J,, = = = J x o > < , 7 ~ = T ( g ) ^o) de cette forme. Si
~r est une composante irréductible de la restriction de r à J = J D SL^ (F)
alors (J^f) est un type pour SL^(F) décrit en 1.2. On obtient ainsi un type
de M : (JM =J x ox,TM ==T(g)^o).

On se trouve donc dans la situation de (1.4) où A n'est autre que °T.

PROPOSITION 2.2.— Soit î = [Mft.a]^ là classe d'inertie dans G
d'une représentation a irréductible et supercuspidale de M^. Soit a une
composante irréductible de Ï\MQ et (JMo^M/s) un type pour la classe
d'inertie de a dans M^ décrit en 1.2. Notons T" l'entrelacement de ïMg
dans °r.

1. La classe d'inertie [M^^ a] „ dans M^ possède un type (J,, , r,, )

où Jj^ = JM^T' et la restriction de r^ à JM^ est isotypique de type TM^ •

2. Si (J = J~ JM/S J^ 5 T') est une paire couvrante de (JMp^M^)
relativement à P/s décrite en 11.1 ou 11.4 alors le produit J = J ~ J^r J^ est
un groupe auquel î,, se prolonge en une représentation r triviale sur J ~

et J~^~ et la paire (J, r) ainsi obtenue est une paire couvrante de ( J , , , T., )

relativement à P^.

Démonstration — La première partie est une redite de (1.4). Pour la
deuxième partie, on vérifie que J,, normalise J±. En effet, JM^ normalise

J± et T', étant contenu dans °r, normalise chaque sous-groupe Xr(n),
r une racine et n € Z, donc il normalise chaque J± construit en II. On
applique alors la proposition 1.1. D
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