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SUR LES ALGEBRES UNIVERSELLES
par Artibano MICALI (%).

Introduction

1. On étudie ici certains problémes particuliers qui se pré-
sentent dans les algébres universelles. Pas mal de résultats
qu'on y trouve sont valables pour n’importe quelle algébre
universelle, car ils ont un caractére fonctoriel (par exemple,
la projectivité d’une algébre universelle d’'un module projectif).
D’autres le sont encore par le principe de commutativité des
problémes universels (par exemple, la localisation d’une algébre
universelle). Mais, il y a un certain nombre de ces résultats
qui sont valables pour les algébres universelles particuliéres.
Et, lorigine de ce travail est 'un de ces problémes, a savoir,
celui de comparer, pour un idéal donné d’un anneau commu-
tatif & élément unité, son algébre symétrique et son anneau
de Rees (chapitre 1). La plus importante application des
vésultats qu’on y trouve est une nouvelle caractérisation
des anneaux locaux réguliers. Ensuite (chapitre 11) on attaque
le probléme d’injectivité dans les algébres universelles, c’est-
a-dire, étant donnés un anneau commutatif a élément unité A
et une suite exacte de A-modules unitaires O - M — M,
étudier le noyau de I’extension de M’ — M 4 I’algébre uni-
verselle en question. Nous avons étudié ce probléeme pour
Palgébre symétrique dans plusieurs cas particuliers. Le pas
suitvant (ch. 1) sera une généralisation de la notion d’anneau
de Rees et finalement (ch. 1v) nous avons étudié de pres les
algébres universelles d’un module projectif.

Evidemment on est loin d’épuiser les questions qu’on y
trouve. Nous nous sommes placés dans le cadre de I’étude
des questions les plus élémentaires concernant les algébres
universelles. C’est d’ailleurs ce qu’on va voir enlisant ce travail.

(*) Bolsista do Conselho Nacional de Pesquisas, Brasil.
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2. Certains problémes n’ont pas été abordés. Ainsi, si A
est un anneau intégre de corps de fractions K et si a est
un idéal de A, on peut penser a trouver des conditions
nécessaires et suffisantes sur la suite d’idéaux a" (n >0 entier)
pour que I’anneau de Rees (cf. ch. 1, § 1) R(a) soit intégrale-
ment clos dans le corps K(X). Ce probléeme a été déja étudié
dans [24].

3. Soit A un anneau commutatif & élément unité. Tout
A-module est unitaire, toute A-algébre est munie d’un élément
unité et tout homomorphisme d’algébre transforme élément
unité en élément unité. On désigne par M la catégorie des
A-modules unitaires, A la catégorie des A-algébres, A, celle
des A-algébres commutatives et A, celle des A- algebres
anti-commutatives. Etant donné un A-module M, on peut
construire les algébres tensorielle (TM), symétrique S(M)
et extérieure E(M) du module M et on obtient ainsi des
foncteurs covariants et exacts a droite T:M—>A, 5: M- A,
et E: M —> A, (cf. [2], [8] et [15]). En outre on doit signaler
qu’il s’agit d’algébres graduées dont le groupe des degrés
est Z. Le sous-module des éléments homogénes de degré ¢
de T(M) (resp. S(M), E(M)) est noté par T¢M) (resp. SYM),
E/(M)).

4. On sait (cf. ch. 11, § 1) que Ialgébre symétrique est un
foncteur non-additif. Il n’entre pas dans notre propos de faire
de I’Algébre Homologique non-additive et pour les questions
qui s’y rattachent, on renvoie a la littérature (cf. [9], [10], [11]
et [12]).

5. On remarque finalement que ’étude de l’algébre symé-
trique nous permet de donner une théorie intrinséque des
polyndmes. Cette remarque a plutét un caractére didactique
et pour cela on renvoie a la bibliographie (cf. [6], [13] et [15]).

Je n’aurais pas pl arriver au bout sans I'aide constante
et les encouragements de M. Samuel. Qu’il veuille accepter
mes remerciements sincéres. Je tiens & remercier M. Dubreil
pour la possibilité qu’il m’a offerte d’exposer dans son sémi-
naire et d’avoir accepté de présider le jury. Mes remerciements
vont aussi a M. Bruhat pour avoir bien voulu me suggérer
le sujet de la seconde thése, & M. Koszul pour m’avoir aidé
pendant une année passée a I'Institut de Mathématique de
Strasbourg et & tous les collégues qui m’ont aidé dans ma tache.
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CHAPITRE PREMIER

SUR LES ALGEBRES SYMETRIQUE ET DE REES D’UN IDEAL

Dans tout ce chapitre, A désignera un anneau commutatif
a élément unité et pour tout idéal a de A, I’algébre symé-
triquede g n’est autre quel’algébre symétrique du A-module a.

1. L’anneau de Rees d’un idéal (cf. [23]).

Soit a un idéal de A et on considére le sous-anneau

R(a) de I'anneau de polynémes A[X] formé des sommes
finies ¢y 4+ ;X + .-+ + ¢, X? out ¢; est dans g' pour tout
1 >0 (on pose a®= A et a* =ga). Il est clair que R(a)
est un sous-anneau de A[X] et on I'appelle 'anneau de Rees
de U'idéal a. On a, quelquefois, besoin d’un anneau de Rees
un peu plus « grand » et on prend alors I’ensemble des sommes
finies ¢_, X7+ .- + e, X4+ X+ - +¢X? ou ¢
est dans a' et ou 'on pose a'= A pour tout :<{0. On
obtient ainsi un sous-anneau de P'anneau A[X, X™!] qui
n’est autre que R(a) [X~?]. Mais, en général, nous n’aurons
rien a faire avec ce deuxiéme anneau de Rees.
+ S1 I'idéal a est de type fini engendré par des éléments
ay, ..., a, alors on a R(a) = A[a;X, ..., a,X]. Ceci nous
montre que si A est un anneau noethérien, pour tout idéal a
de A, P'anneau de Rees R(a) est aussi noethérien.

Dans le paragraphe suivant on va voir comment on peut
comparer, pour un idéal donné, son algébre symétrique et
son anneau de Rees.
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2. Comparaison des algébres symétrique et de Rees d’un idéal.

Soient g un idéal de A, R(a) son anneau de Rees et
S(a) son algébre symétrique. L’application linéaire ¢ de
a dans R(a) définie par ¢(c) = ¢X pour tout ¢ dans g,
se prolonge en un unique homomorphisme ¢ de S(a) dans
R(a) tel que si j: @ — S(a) est 'injection canonique, alors
¢oj=2¢. On va montrer que ¢ est surjectif. Soit ¢X?e R(a)
un élément homogéne de degré ¢q de R(a). Comme c est
dans gaf, 1l suffit de supposer que c=1¢; ... ¢, ou les ¢
sont dans @ et donc, (e, V -+ V ¢)=06,X... ¢, X=cX"
On remarque ici que le symbole V désigne la multiplication
dans Palgébre symétrique S(a). Pour le degré 0, on constate
que @(A) = A. Le probléme suivant se pose: caractériser
les idéauxr a de A pour lesquels @ soit une bijection. On peut
donner tout de suite la proposition suivante :

Prorosition 1. — Soient A wun anneau intégre et a un
idéal de A. Les conditions suivantes sont équivalentes: (i)
S(a) est intégre; (1) S(a) est sans torsion; (1) I’homomor-
phisme @ est injectif.

En effet, (1) = (11) trivialement et (ii1) = (1), carsil’on
a un produit uVye = 0 dans S(a), alors 0 =g(uV ¢) =3(u)g(v)
et comme cect est valable dans R(a) qui est intégre, il en
résulte que ¢(u) =0, par exemple. D’apres (i), u=0.
Pour montrer que (i1) =~ (i11) nous allons montrer le lemme
suivant :

Lemme 1. — Soient A un anneau intégre et a un idéal de
A. Alors le noyau Ker (S(a) — R(a)) est le sous-module de
torsion de S(a).

On commencera par démontrer le lemme dans le cas ou a
est de type fini engendré par des éléments a;, ...,a,. On
peut supposer que a == (0) et donc, par exemple, que a,=~0.
Si Ton prolonge I'épimorphisme évident A" — g — (0) aux
algébres symétriques, on peut écrire que

S(Q) = A[Xla cty Xn]/‘._l

ou ¢ est I'idéal de A[X,, ..., X,] engendré par les formes
linéaires b, X; 4+ --- + b,X, telles que ba; + -+ + b,a,=0.
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Maintenant on définit un épimorphisme A[Xj, ..., X,]—R(a)
par X;-w—s ;X pour t=1,...,n et sil’on désigne par
g. (la notion ¢, sera justifiée plus tard) son noyau, alors
on écrit R(a) = A[X,, ..., X;]/¢.- On voit que si f est un
polynéme homogéne de A[X|, ..., X,], alors f est dans 'R
si et seulement si f(ay, ..., a,) = 0. Il est clair alors que
gc g, et que Ker (S(a) - R(a)) = ¢./g. On va alors démon-
trer que pour tout f dans g¢,, 1l existe un ¢ dans A, ¢%=0
tel que cf est dans g. On procéde par récurrence sur le degré
q de f. Puisque tout élément homogéne de degré 1 de gq,
est dans ¢, alors le lemme est vrai pour ¢ =1 et ¢=10.
Supposons que pour tout polyndme homogéne de degré
< ¢g—1 de ¢, le lemme soit vrai. On écrit alors

f= lel(Xh ey Xn) + X2f2(X27 ey Xn) + + ann(Xn)

ot les f; sont homogénes de degré ¢ — 1 et on considére le
polyndéme

g = lel(aly s ey an) + X2f2(a27 ce ey an) + te + ann(an)°

Comme g est un polynéme homogéne de degré 1 de g,
alors g est dans ¢ et d’autre part on écrit

a;lu—lf_ X(rls_lg = Xlgl(Xl’ R Xn) + ct + Xn—l- gn—l(Xn—ly Xn),

ou les g sont des polynémes homogénes de degré ¢ —1
de ¢.. D’aprés ’hypothése de récurrence, pour chaque i il
existe un ¢; dans A, ¢;=%=0 tel que ¢g est dans g. Ceci
nous montre que 'on a alors ¢ ... ¢,1al7f dans ¢. S5i a
n’est pas de type fini, pour tout élément u dans S(a), il
existe un nombre fini d’éléments ay,...,a, dans a tels que
si a est '’homomorphisme de A[X,, ..., X,] dans S(a)
défini par a(X;) = a; pour tout i, alors u est dans Im(a).
Donc, si 'on a g(u) =0 avec u dans S(a), comme on peut
écrire u = o(f) avec f dans A[Xy ..., X,], le raisonne-
ment ci-dessus nous montre qu’il existe un ¢ dans A,
¢c#0 tel que a(cf)=0 et donc, cu = 0. Ceci achéve la
démonstration du lemme.

On suppose maintenant que 1'idéal a soit de type fini
engendré par des éléments ay, ..., a, et on considére I’ho-
momorphisme homogéne A[X,, ..., X,, X]—>A[X] défini par
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X;i~w—-a;X pour 1t=1,...,n et X - X. Son noyau
est I'déal de A[X, ..., X,, X] engendré par les X, —a,X
et, de plus,

Ker(A[Xy, ..., X, X] = A[X]) n A[X,, ..., X,] = ¢..

Si1 Pon pose

n

g = Y (X —aX)fi e q.ldx(f) < s pour tout i¢,

i=1

ou dx(f;) est le degré de f; par rapport & X, on vérifie

facilement que pour tout s, ¢, est un idéal homogéne de

A[Xy, ..., X;] et que dans A[X;, ..., X,] on a
gcgocglc...cgsc...cgw.

On vérifie aisément que ¢, est ’ensemble des éléments

E Xifi de A[X;, ..., X,], oules f; sontdans A[X,, ..., X,],

i=1

tels que af- =0 et donc q=¢o- En eﬂ'et si fegqy alors

on peut ecrlre que f= Z Xif; tel que Z af;=0 et comme
les f. sont dans A[Xl, ...y X,], on peut mettre

fi= ; ¢, jmi(X),

ou les ¢;; sont dans A et les m;X) sont des mondmes en
lesindéterminées Xj, ..., X,. Larelation

= zj“ (E aici'j> m;(X)
i
entraine Y g, ; = 0 pour tout j et donc,
i

f= jZ <; ci,in>mj(X) eq.

11 en résulte aussi de la construction faite ci-dessus que si 'on
a ¢, = ¢4y pour un certain entier s>0, alors ¢, = gy,
pour tout r>1.

Soit @ unidéal de type finide A engendré par des éléments
a, ...,a, et on considéere son algébre symetrlque
S(a) = A[Xl, ..+, X,]/g- On dira que l'idéal a obéit a la

condition (I) (condition d’injectivité) ou que la condition (I)
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est vérifiée si toutes les fois qu'on a }_, aifieq ol les f; sont

i=1 n

dans A[X, ..., X,], ceci entraine que Y X eq.
i=1 -

Ezemple. — Supposons que les éléments a,, ...,a, for-
ment une A-suite, c’est-a-dire, que a; ne soit pas diviseur
de zéro dans le quotient A/(a, ... .—1)A (ou lon pose
(ag, ..., a3 A =0) s1 i=1) pour v=1,...,n Alors
nous verrons plus loin que I'idéal a de ’anneau A engendré
par les a; obéit a la condition (I).

ProrositioNn 2. — Sotent A un anneau (non nécessaire-
ment intégre) et a un idéal de A de type fini. Les conditions
suivantes sont équivalentes: (1) § est injectif; (ii) ¢ = q.;
(iii) la condition (I) est vérifiée; (iv) q = qi.

En effet, comme Ker(¢)=g,/g, alors (i) <=~ (ii) et d’autre
part, il est trivial que (i1)=~ (iv). D’aprés la remarque faite
ci-dessus, si g=g¢q;, la chaine d’idéaux ¢g=¢q,c---cgq,
est stationnaire et donc, ¢ =gq,. Ceci nous montre que
(iv)==~ (11). Supposons maintenant que la condition (I) soit
vérifiée et montrons (ii). Si fegq, est un polynéme homogéne

n

de degré m, alors on peut écrire que f= Y (X;—a;X) [, ou
i=1
les f, sont dans A[Xj, ..., X,, X] et sont homogénes de

degré m — 1. Ceci nous permet d’écrire que
fi= b0, X" + by X" 24 or + by 5 X + by
ou chaque b;;eA[X,, ..., X,] est homogéne de degré j.
Comme [ est dans A[X,, ..., X,], alors on peut écrire
leS identités f= 2 bm—l,i Xi’ 2 bm-—l,i a;, = 2 bm_z'ixi,
zbm-—Zztzzbm—!ix u"’ZbZLa_Zblsz
Eblla—EbOt et Eboﬂ—o

D’aprés (iii) on voit que

Ebo,iai=06£_]————>- Zbo,,.Xieg=¢. ...___>feg
i i
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Supposons maintenant que la condition (I) ne soit pas vérifiée.
I1 existe alors des f; dans A[X,, ..., X,] pour i=1,...,n

tels que Y afieq et Y Xfieq. Etant donné que
i - i -
2 (Xi—aX)f; et 2 af;
i

i

sont dans Ker(A[X,, ..., X,,, X]— A[X]) alorsilenestde
méme de EXf—Z(X )f—l—XZaf et cecl nous

montre qu il existe un élément
2 Xifie Ker (A[Xy, .., Xpy X] = A[X]) 0 A[X,, ..., X, ] =4q.
tel que 3 Xfie¢q. Donc, q#q..

TutoreME 1. — Soit A un anneau commutatif a élément
unité. Pour tout idéal a de A engendré par une A-suite on
a S(a) = R(a).

En effet, d’aprés la proposition 2, il suffit de démontrer que

la condition (I) est vérifiée et pour cela on emploie le lemme
ci-dessus :

LemME 2. — Sotent a un idéal de A engendré par des
éléments ay, ..., a, et S(a) = A[X,, ..., X,]/q son algébre
symétrique. St ay, ..., a, est une A-suite, alors q est l'idéal

de A[X,, ..., X,] engendré par les aX;,—a;X,(i <j) et
réciproquement, si A est intégre et si q est Uidéal de
A[X,, ..., X,] engendré par les aX;— a;X,(1 <7j), alors
a, ...,a, est une A-suite.

En effet, ¢ est engendré par les formes linéaires

b,X, + -+ + 5,X, telles que

bja; + -+ + bya, =0, d’ou, ba,e(ay, ...,a,1)A
et comme a, n’est pas diviseur de zéro dans A/(ay, ..., a,_1)A,
alors b,e(ay, ..., a,,)A. Il existe ¢,eA(t=1, ..., n—1)
tels que b, = Zl ciq.0; et étant donné que a,; n’est pas

diviseur de zéro dans Afl(ay, ..., a,-5)A on obtient

n—2
bn—l = mcn—l,nan _I_ 2 Ci,n—lai

i=1
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avec

G.a€A=1,...,n—2).

Par récurrence sur n, on obtient

E clla+2011a(]—1 )’

l—J+1

n j—1

d’ou, ZbX=——Z Z aX+ZZcJaX et en rempla-

J=li=j+1 J=1i=1
cant z par j dans la premiére somme, on obtient

n

YuX; =3 ¢ (@ X; — a;X;).

j=1 i<j
Réciproquement, puisque A est integre, alors a; n’est pas
diviseur de zéro dans A (on prend a; 5= 0). Soit asc, =0
dans A/a;A, ol c; e Ala;A. Tl existe ¢; € A tel que c;a; + c,a,=0
et donc, ¢X;+ ¢;X,eq. On peut écrire

C1X1 + Xy, = 2 d; ](a X X.)

ou les d;;€A et ceci nous montre que d;; =0 sauf pour

=1 et J=2. Donc, ¢X;+ Xy =1dqs(a: Xy, — a,X,),

d’ol, ¢ = —d;sa;, et ¢; =d;qa;. On a ainsi montré que
¢; = 0. Démontrons qu’en général a, n’est pas diviseur
de zéro dans Af(ay, ..., a,1)A. Soit a.,=0 dans

Allay, ..., a,9)A, ou cneAl(ay, ..., ay)A.

n
Il existe des éléments ¢y, ..., c,_; dans A tels que ) ¢;a;=0
n i=1
et done, Y ¢X;egq, c'est-a-dire,

i=1

IS

aX; = Y dij(aX; — a;X;)

i=1 i<J
avec les d;;e A. On obtient

i—1

¢ Z a,d”-l—Zad”(z——i NI )

Jj=i+1

et done, ¢, = Y ad;, d’ou ¢,=0.
=1
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n
Démonstration du théoréme 1. — Soit Y, afieq avec
i=1

fieAlXy, ..., XJi=1, ..., n)

n

et montrons que Y Xf; e q. D’aprés le lemme 2 on peut écrire
i=1

S Xfo= 3 fofaX, — aX)
i<j

i=1

avecles f,;e A[X,, ..., X,] et comme a, n’est pas diviseur
de zéro dans A[Xl, v Xoll(agy o eey an) A[X, ..., X,
alors f, = —"il Xifin + "il a8, oules g,eA[X, ..., X,].
Puisque ¢, ni’zlst pas di\i;;eur de zéro dans

AlXy, o Xl lay ooy a)A[Xy, 0 X
pour t=1,...,n, par récurrence sur n on obtient
f=— z Xf,J —l—-lgag” + l_%dHXf“ ;lagj,i avec les

g csA[Xy, ..., X,

Donc
) Xjfj = Z Xinfi,j + 'Z’aixjgi,j + 2 Xinfi,j—" .Z.ajxigi,j
J=1 i<Jj i<j i<Jj i<y

oui 'on a changé ¢ en j dans la 3¢ et 4¢ somme. Ceci nous
donne i Xif; = 2 (aX;— a;X))g;; = q et la condition (I) est
vériﬁée{=1 -~

3. Un exemple.

Soient k un corps, a,, ..., a, des éléments algébriquement
indépendants sur k, A = kfa;, ..., a,] et a l'idéal de A
engendré par les a;. Alors, S(a) = R(a).

En effet, on peut écrire que S(a) = A[X,,...,X;]/q est ol ¢
est I'idéal de ’anneau A[X,, ..., X,] engendre par les formes
linéaires b, X;+ --- 4+ 5,X, telles que bya;+ -+ + ba,=0.

Puisque les a; sont algebrlquement mdependants sur k,
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il existe des éléments ¢;; dans A tels que 'on ait
n
2 biXi - 2 ci,j(ain I ani)°
i=1 i<j

Maintenant on montre que I'idéal g est premier et pour cela
on va démontrer le lemme suivant :

Lemme 3. — Sotent k un corps, =z, ...,z, u, ¢ des élé-
ments algébriquement indépendants sur k, V la k-variété de
point génériqgue (uxy, ..., ut,; vz, ...,vx,) et p lidéal

de Panneau k[Xy, ..., X,; Y1, ..., Y,] engendré par les déter-
minants X;Y; — X;Y(t <j). Alors p estlidéal de la variété
V et donc, p est premier. -

Soit I,(V) I'idéal de la variété V. Si f est dans p, alors
f(uz; vx) =0 et par conséquent, [ est dans I, (V). Soit
maintenant f dans I,(V) et désignons par f,, ses compo-
santes homogénes de degré r en les X; et de degré s en
les Y, Puisque f=2Xf,,, alors 0 = f(uz; vz) =2f, [(z; z)u'v*
et donc, f,.(z; ) =0. On remarque que f, (z; ) =0 si
et seulement si f, (uz; vz) = 0. On est ainsi ramenés au cas
ou [ est homogéne de degré (r, s) et pour montrer que [
est dans p on procéde par récurrence sur le degré total r+s.
Si r4+s=1 ona f=0 et donc, f est dans p. Suppo-
sons que r et s sont >1. Dans f(z; z), le terme en
a4 ...z provient des monomes Xi ... XhYi... Yh
tels que 4+ =1t,...,0,+ J. =1, et sil’on désigne par
c,; le coefficient d’un tel monome dans f, alors ¢, ; =0
(somme étendue aux systémes t=(iy, ...,1,) et J=(j1, .. .5]n)
tels que &+ =10, ..., 0+ J.=1t). 1l est clair que l'on
a aussi i, 4+ - +t,=r et j -+ ---+j,=s Fixons
I'un de ces monomes qu'on va désigner par

Xpo XY YR =ty ooy Pat G = 1
Pt ot p=nat o+ =%

Son coefficient ¢, , vérifie la relation ¢,, = — X¢;; (somme

étendue aux systémes (i, j) tels que is5p et j=q) et
on peut donc écrire

f=—Fe (Xor ... XeYo ... Yoo— Xi ... XY ... Yi
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pour t~p et j~gq. Le polynéme
g=Xb ... XBY8 . Y —XE oL XAY ... Y

vérifie la relation g(z; ) = 0 et 1l suffit done de montrer
que g est dans p. Si g est multiple d’une indéterminée,
par exemple de X;, alors on peut écrire que g= X;h et
h satisfait encore la relation h(z; z) = 0. D’aprés I’hypothése
de récurrence sur le degré total, h est dans p et donc,
g=p- Supposons que g ne soit multlple d’aucune mdeter-
minée et soient M et M’ deux partles de {1,...,n} définies
par p, >0 et g¢g>0 respectivement. Si t'eM on a
pr >0 et done, ty =0 (sinon X; est en facteur) et si
i'eM’ ona ¢ >0 etdone, j; = 0 (sinon Y; est en facteur).
Pour tout i’ dans {1,...,n}{ on a py+ g =1i+j:, et
donc MnM' = @. En effet, si MnM’'=£ @, alors il existe
un e Mn M’ et par conséquent ona p; >0, g- >0, i, =0
et j» =0. Cect nous montre quon a ¢ =p;+ ¢ >0
et d’autre part &y =1y + jy = 0. Aprés rénumérotation on
peut supposerque M = {1, ..., m}{ et M'={m+41, ..., m'}
ot 1<m<m n De plus, si '«MuM alors on a
pr=¢q:=0 et donc, O=py+q =t =1+ Ceci nous
montre qu'on a iy = Jy =0 et le polynome g peut s’écrire
alors sous la forme

g =X ... XerYomy ... Yo —Yi ... YipXim, ... X

et en vertu des relations p; + ¢ =1t =1+ jr on peut
écrire g sous la forme

g=Xb ... XtoYh .. Y — Yo .. YoXlm oo X,
On remarque ici que r=s, car
r:[1+"'+tm=tm+1+"'+trn’=S

et comme r>1 et s>1, alors on peut supposer, par
exemple, qu'on a ¢ >1 et t,>1. On peut finalement
écrire que g = (X;Y, — X, Y1)& + Y1 X, g ou

= X47IXY L XY L Yo Y,

m—+1

et

g = X6'XE ... X Yie Yﬁ;,",’:* Yin—
— YEYE L Y X L XX

m-+1
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Puisque g, est homogeéne en les X; et en les Y; et vérifie
la relation gy(z; ) = 0, d’aprés I’hypothése de récurrence
sur le degré total on a g, p. Ceci nous montre que gep et
la démonstration du lemme est achevée.

On remarque que, puisque X, ..., X, est une

k[X,, ..., X,]-suite,
alors

S(Xyy vvey X)) = k[Xy, ooy Xi3 Yy ., Yo]/p
et d’autre part, 'anneau des coordonnées de V sur k est
k[ Xy, oo Xas Yq, oo, Y)Y,

D’aprés le lemme ci-dessus, on voit que ’anneau des coordon-
nées de la variété V sur k n’est autre que I'algébre symé-
trique de 1'déal (X, ..., X,) de 'anneau de polynoémes
KXy, o0 X,

Finalement, on remarque que la dimension (dans le sens de
Krull) de ’anneau de coordonnées de V sur k est n+ 1.
En effet, p est un idéal premier de hauteur n-—1 et la

dimension de k[X;, ..., X,; Yy, ..., Y,] est 2n. Donc,

dim(S(Xy, - . -, X)) = dim(K[Xy, .. ., Xo; Yo, ..., Y.])
—hp)=2n—(n—1) =n+ 1.

4. Contre-exemples.

Dans ce numéro on va donner un certain nombre d’exemples
pour montrer qu’en général I'algébre symétrique d’un idéal
n’est pas intégre.

1) Soient k un corps, p un idéal premier homogéne de
Panneau de polynémes k[U,, ..., U,] tel que

pe(Uy, ..., U,)3 A=KU, ..., Ullp=Hku, ..., u,

ou u; est la classe de I'indéterminée U; modulo I'idéal p
et a l'idéal de A engendré par les w;. On va montrer que

Ker(S(a) — R(a)) = (0) et donc, d’apreés le lemme 1,
Ker(S5(a) = R(a))

est le sous-module de torsion de S(a).
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En effet, on peut écrire que S(a) = A[Xy, ..., X,]/qg ou
g est I'idéal de 'anneau de polynémes A[X,, ..., X,] engen-

dré par les formes linéaires b,X; 4 --- + 5,X, telles que
byu; + -+ + bu,=0. Comme chaque b, peut se mettre
sous la forme b, =a(f) ou a: k[Uj,...,U]—>A est
I’homomorphisme canonique et ou chaque f; est dans

k[U,, ..., U,], alors il en résulte que 3 U.f; e p. Etant donné
i

que pc (U, ..., U,)?% alors chaque f; n’a pas de terme
constant et donc b, = a(f})ea pour tout i. On a ainsi
montré que gca[X,, ..., X;]. Maintenant, & chaque poly-
ndme f=2a, . ;,U4...Ukr de KUy, ...,U,] on associe
le polynéme f= Xa(ay . )Xs...Xs de A[Xy ..., X,]
et soit p Dl'ensemble des f tels que f est dans p- On véri-
fie que p est un idéal de A[X, ..., X,] et on va montrer
que pnaf[X,, ..., X,]=(0). En effet, le quotient par p
de la suite exacte

0) = (U, ..., U) = k[U,, ..., U] -k (0)

nous donne la suite exacte (0)—>a—>A—>k—(0) et il
est clair que s1 'on compose A — k avec la restriction de

« 4 k on obtient I'identité dans k. Si Pon prend f dans
pna[X,, ..., X,], alors on peut écrire

f=S3a(ay, ...,0)Xi... X

ou les «(ay,. ;) sont dans a = Ker(A —>k) et donc,

a, ..,=0 pour tous les (i, ...,1,). Donc f=0. On
considére I'’homomorphisme ¢: S(a) - R(a) défini au n.2
et soit f=2Xb, ;,Uj...U~r=£0 dans p et homogéne de degré
q(iy + -+ + i, = q). Puisque f est dans p = Ker(«), alors
a(f)=0 etd’autre part, f="a(b,, )X, ..., Xir=0. Comme
on a pnal[Xy, ..., X,]=(0) et f est dans p, alors f
n’est pas dans a[X,, ..., X,] et, a fortior, f n’est pas dans
idéal g¢. Ceci nous montre que fmodg=~0 et comme
#(f mod g) = a(f) X*=0, il s’ensuit que § n’est pas injectif.

2) Soit k un corps et on considére ’anneau A = k[u, ¢]
avec la relation u® + u?+4 ¢2=0. Il s’agit bien d’un
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anneau intégre et soit p Iidéal de Dorigine, c’est-a-dire,
I'idéal de 'anneau A engendré par les éléments u et ¢.
On va montrer que I'algébre symétrique S(p) du A-module p
n’est pas intégre. En effet, on peut écrire que

S(p) = A[X, Y]/q

ou ¢ estl'idéal de 'anneau de polynémes A[X, Y] engendré
par les formes linéaires aX + bY telles que au+ b0 =0. On
en déduit que ¢X—uY et u(u-+ 1) X+ ¢Y sont dans ¢
et donc, u((u+ 1)X2%4 Y2) est aussi dans ¢q. Comme
gcp[X, Y], il en résulte que (u- 1)X24 Y? n’est pas i
dans ¢ et donc, u est un élément de torsion de S(p). De
méme, on montre que ¢ est un élément de torsion de S(p).

3) Plus généralement, soient k un corps, V une k-variéts,
k[V] son anneau de coordonnées, p un point de V et p
I'idéal du point p, c’est-a-dire, p est 'idéal premier de
lanneau k[V] formé d’éléments qui s’annulent au point p.
Il est facile de voir que si le point p n’est pas simple, alors
S(p) n’est pas intégre. On peut voir ceci directement en
montrant qu’il y a dans S(p) des éléments de torsion ou
encore, a partir du th. 2 du paragraphe 5. En effet, si S(p)
est intégre, il en est de méme de (S(p)),= S(pA,) et ceci
nous montre que 'anneau local A, est régulier, c’est-a-dire,
que le point p est simple. )

5. Une caractérisation des anneaux locaux réguliers.

On dira qu’un anneau noethérien A est un anneau local
s’il a un seul idéal maximal m. On vérifie aisément que m
est ’ensemble des éléments non-inversibles de I’anneau A.
Le corps quotient A/m s’appelle le corps résiduel de ’anneau
local A. On désigne par dim(A) la dimension (dans le sens
de Krull) de ’anneau local A et pour tout idéal a de A,
on désigne par h(a) la hauteur de I'idéal a. Etant donné
unidéal a de A, onsait que le quotient a/a.m est un espace
vectoriel sur le corps résiduel A/m([afa.m: A/m] est finie,
car A est noethérien) et le nombre minimum d’éléments
d’une base de a est [afa.m: A[m]. Ceci nous montre que
pour tout idéal @ del’anneaulocal A onah(a) <[afa.m:A/m]
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et en particulier, que dim(A) = h(m)<[m/m?:A/m]. Si
dim(A) = [m/m?®: A/m] on dira que A est un anneau local
régulier.

Par la suite, A est un anneau local d’idéal maximal m
et corps résiduel k= A/m et soit a, ...,a, une base
minimale de I'idéal m (c’est-a-dire, n =[m/m?:k]). On
dira que des éléments ¢, ..., ¢, de m sont analytiguement
indépendants (cf. [21], ch. 1v, § 4.4; il existe d’autres notions
d’indépendance analytique (cf. [27], vol. II) qui ne coincident
pas avec celle l1a) si pour tout polynéme homogéne f de

Panneau de polyndémes A[X,, ..., X;] tel que

f(cn '°"cs)=07

alors tous les coefficients de f sont dans l'idéal m, c’est-
a-dire, [ est dans m[X,, ..., X;]. On sait (cf. [21]) que A
est local régulier si et seulement sv ay, ..., a, sont analytique-
ment indépendants. On sait encore que si A est local régulier
ay, ..., a, est une A-suite. Ceci étant, on peut donner le théo-
réme suivant :

TutoriMe 2. — L’anneau A est local régulier su et seule-
ment si Ualgébre symétrique S(m) du A-module m est intégre.

En effet, si A est local régulier, alors a;, ..., a, est une
A-suite et ceci nous montre (cf. th. 1) que S(m) = R(m).
Puisque A est intégre, car il est local régulier, il en est de
méme de S(m). Supposons que S(m) soit intégre. On sait
qu’on peut écrire S(m) = A[X,, ..., X,]/qg ou ¢ est I'idéal
de A[X,, ..., X,] engendré par les formes linéaires

bIXI + ot _I— ann

telles que b4y + -+ + ba, = 0. Il en résulte alors que
gem[X,, ..., X,] et d’autre part, puisque ¢ est un idéal
premier de A[X,, ..., X,], un polynome homogéne f de
A[X,, ..., X,] est dans ¢ si et seulement si f(a,, ... a,) =0.
Ceci nous montre que a,...,a, sont analytiquement
indépendantes et donc, que A est local régulier.

Soient maintenant A wun anneau noethérien (non néces-
sairement local) et p un idéal premier de A. Puisque
(S(p))» = S(pA,), alors si S(p) est intégre il s’ensuit, d’aprés

le th. 2, que A, est local régulier. On peut se demander si
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la réciproque de ceci est vrai. On verra, par les exemples
ci-dessous qu’il n’en est pas ainsi.

Ezemples. — 1) Soient k un corps et A = k[[z, y]] avec
les relations- zy = y* = 0. On considére I'idéal p = Ay et
comme A/p = k[[z]] est intégre alors p est un idéal pre-
mierde A. Onvamontrer que pA, = (0). Eneffetsi ze pA,,
il en résulte que 2z =0 et comme ze&p, 1/zeA, et donc,

0 = (1/z)(zz) = z. On sait que (A/p), = A,/pA, = A, est
le corps de fractions de A/p = k[[z]], c’est-a-dire,
A, = k((x)).

Il en résulte que A, est un anneau local régulier, mais comme
S(p) contient A en degré 0, alors S(p) n’est pas intégre.
Dans le cas ou I'anneau A est intégre, on a l’exemple
ci-dessous dit & P. Salmon (cf. [25]).
2) Soient k wun corps et A = k[X,, ..., X,] l'anneau
de polyndmes en les indéterminées X; & coeflicients dans k.

Prorosition 3. — Soient p un idéal homogéne de A et
ay, ..., @y un systéme minimal de générateurs homogénes de p.
Si Dalgébre symétrique S(p) est intégre, alors a,, ..., a,
sont algébriquement indépendants sur k.

En effet, on peut écrire S(p) = A[Y,, ...,Ym]/g ol ¢
est I'idéal de ’anneau de polynomes AlY,, ..., Y,] engendré

par les formes linéaires E bY; telles que Z bai—O Sil'on

ordonne les a; par les degres 1 <da, < o L day,, alors
gc(Xyy .o, X DL Y1, .., Y,]. En  effet, suposons que
bje (X, ..., X,)A pour un J, 1<]’<m et soit s>j

le plus grand entier tel que d’a; = d°a,. La relation 2 ba;=0

nous donne une relation Z ga,=0 ou ¢eA pour
=1

i=1,...,7—1 et c¢ekli=y7+1,...,59).
$
Ceci nous montre que a;=— 3 (¢fc;)a; car c¢;5=0,
i=1, i#j
ce qui contredit la minmimalité de a, ..., a, Donc,

QC(X]_, vy Xo) [Ygy o oey Yol
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Puisque S(p) est intégre, alors ¢ est un idéal premier de
AlYy, ..., Y,] etdonc, st fe A[Yy, ..., Y,] est un polynéme
homogeéne, fe g <= f(ay, . ..,a,) =0 (cf. Proposition 2). Ainsi,
pour tout polynéme homogéne feA[Yy, ..., Y,] tel que
flas, ..., a,) =0, tous les coeflicients de f sont dans

(Xyy « o0y XR)AL
Supposons qu’il existe un polynéme non nul
f=2c,. ., Ye...YoeklY,, ..., Y,]
tel que flay, ...,a,) =0. Soit (j, ...,J,) une m-uple
parmi les (i, ...,1,) telle que j;+ --- 4, ait la plus

petite valeur possible et considérons le polynéme homogéne

(de degré 1+ -+ + jn)
g = cjh"'v J'm’Y.{l M Y{Ilm + Zci,,..., im

ainYi L Y Yy — Gt i

a;,+~-+x,—(1.+-~~+1m)a;,rl. ..

(somme étendue aux m-uples (i3, ...,1,) telles que
(bay «ooslm) F(J1se-sjm) € Uttt tn=f+ o+ Ja)
ou

P T
est le plus petit parmi les entiers i,,

bttt itis. . ut -+ i,
qui sont plus grands que j;+ --- 4+ j,. Comme
&(ars -y an) = Flaz, -, an) = O,

alors gegq et donc, tous ses coefficients sont dans

(Xy, ..., X,)A, absurde.

Donc, a,, ..., a, sont algébriquement indépendants sur k.

Supposons maintenant que p = (a, ..., a,)A soit un idéal
premier homogéne de A avec m > n générateurs. Macaulay
a démontré I’existence de tels 1déaux, qui est d’ailleurs clas-
sique (cf. [16]). Alors, ay, ..., a, ne sont pas algébriquement
indépendants sur k et donc, d’aprés la proposition 3, S(p)
n’est pas intégre. D’autre part, on sait que A, est un anneau
local régulier, car A est régulier. -



CHAPITRE II

LE PROBLEME D’INJECTIVITE
DANS LES ALGEBRES UNIVERSELLES

Dans ce chapitre, tout anneau est commutatif a élément
unité et tout A-module est unitaire. Certains résultats sont
valables pour n’importe quelle algébre universelle, mais
notre étude portera sur I'algébre symétrique.

1. Préliminaires.

Soient A un anneau et M un A-module. On considére
les algébres tensorielle, symétrique et extérieure du A-module
M qu’on va noter respectivement par T(M), S(M) et EM).
On sait qu’il s’agit d’algébres graduées dont le sous-module
des éléments homogeénes de degré ¢ est indiqué par TIM),
SY(M) et EM) respectivement. Le lemme suivant est bien
connu :

Lemme 1. — Les foncteurs T, S et E sont covariants
et exacts d droite, définis dans la catégorie des A-modules
unitaires @ valeurs dans la catégorie des A-algébres, des A-algébres
commutatives et des A-algébres anticommutatives respectivement.

Nous entendons par «exact a droite» (resp. gauche) la
propriété qu’a le foncteur de transformer une surjection
(resp. injection) en une surjection (resp. injection).

Le foncteur S (ainsi que T et E) n’est pas exact a
gauche. En effet, si 'on prend 'anneau A = k[u, ¢] avecla
relation u® =02, ou k est un corps, et si on considére
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I'idéal premier p = (u,¢)A de A, alors on peut écrire
S(p) = A[X, Y]/g ou g est I'idéal de A[X,Y] engendré
par les formes linéaires aX + bY telles que au -+ bo=0.
Ceci nous montre que gc p[X, Y]. Soit maintenant i: p—A
I'injection canonique et S(i): S(p) — A[Z] son prolonge-
ment aux algébres symétriques. Pour tout polyndéme homo-
géne f de A[X, Y] dedegré g ona S(i) (fmod q) = f(u, ¢)Z?
et donc, S(i) (uX? — Y2 mod q) = (u*—¢?)Z2 =0. Puisque
uX®— Y? n’est pas dans ¢, il en résulte que S(:) n’est
pas 1njectif.

Le foncteur S n’est pas additif. En effet, soit A un anneau
et on fixe deux éléments a, a’ de A. On considére les
endomorphismes de A définis par ¢(c) =ac et ¢'(c) = a'c
pour tout ¢ dans A, dont les prolongements aux algébres
symétriques sont les homomorphismes S(¢): A[X]— A[X]
et S(¢’): A[X]— A[X] respectivement. Puisque ¢(1) = a,
alors on a S(¢) (X) = aX et donc, S(¢) (X?) = a?X? pour
tout entier ¢g>1. De méme, S(¢') (X?) = a'?X? et

S(g + ¢') (X9) = (a + a')1X*

et étant donné qu’en general on a (a+a)=~a®+ a" il
en résulte que S(¢ + ¢') = S(¢) 4+ S(¢').

On remarque qu’il ne sera pas question dans ce chapitre
de problemes d’algébre homologique non-additive.

D’aprés le lemme 1, pour toute suite exacte

(0) =M — M

de A-modules on a I’homomorphisme d’algébres S(M’) — S(M).
Etant donné un A-module quelconque M sur un anneau
intégre, on désigne par {(M) le sous-module de torsion de M.
Supposons donc que 'anneau A soit intégre. Si 'on suppose
que S(M) est un A-module sans torsion, c’est-a-dire, que
¢(S(M)) = (0), alors on a #S(M’)) « Ker(S(M') — S(M)). Dans.
les cas qu’on va étudier par la suite, on tachera d’imposer des
conditions telles qu’on ait’égalité ¢(S(M’))=Ker(S(M')—S(M)).
Si ceci est vérifié, on dira que l'injection M’'—M obéit a la
condition (T) (de torsion) ou encore, que 'injection M’ —>M est
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une (T)-injection. Il en résulte alors que étant donnée une
(T)-injection M’ — M, wune condition nécessaire et suffisante
pour que Uhomomorphisme S(M') — S(M) sott injectif est que
S(M’) soit sans torsion.

2. L’injectivité d’une forme linéaire et la x-condition.

Soient A wun anneau, M un A-module et ¢: M —> A
une forme linéaire sur M. On va définir un homomorphisme
9 de MeoA (somme directe externe) dans A en posant
9(x 4+ a) = ¢(z) + a pour tout élément (z, a) dans Mo A.
Il est facile de voir que @ est surjectif, que Ker(g) est le
sous-module de M@&A formé d’éléments z 4+ a tels que
a = —g¢g(z) pour =z parcourant M et que si I'on désigne
par j: M — M®A Tinjection canonique, alors on a ¢oj=g¢.
Il s’en suit que S(¢) est aussi surjectif, que Ker(S(3)) est
I'idéal de S(M)[X] engendré par les éléments z — ¢(z)X, z
parcourant M et que, de plus, Ker(S(¢)) = Ker(S@)) n S(M).

On considére la graduation de S(M), S(M) = 2‘ SU(M), et

tout élément u homogene de degré g de Ker( ( )) peut
s’écrire sous la forme suivante:

U= 2 (@ — ¢(@)X)(vo,e + w1, X + -+ + wp,: X*7)

avec uy; dans S*71=(M) pour tout i et ¢'=0,1,...,¢—1.

Etant donné que u est dans S(M), ou plus precisément
dans SM), on a

U= Ty X Tl = X §(T;)Ug; ... Zzuq—lt

i ! ‘ = 3 ¢l@)trnn 3 ¢@)ur =0,

Supposons maintenant que M 5% (o) et que ¢ soit injective.
Alors, 1l existe un = dans M tel que ¢(z) 0. L’élément z
est fixé par la suite et on voit que pour y dans M on a
¢(z)y —¢(y)z = Ker (9) = (0), clest-a-dire, ¢(z)y = ¢(y)z
pour tout y dans M. Il en résulte alors que

¢(r)u= ; ¢ (@) Ty, = x ; O(T:) Uy, = ;xiul.i
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et par récurrence sur s, on a 9Q(x)u =2z Y zu,; ou I
1

est le produit dans S(M). Puisque u, ;< SO(M) = A pour
tout ¢, alors on peut écrire 0 = Z () Ugmy, i = cp( D XUy g ;).

Etant donné que ¢ est injective il en résulte que 2 Ty, =0
et done, ¢(z)'u =21y zu,;,;=0. Cect nous montre
i

que si A est intégre, alors tout élément de Ker (S(¢)) est de
torsion et d’autre part, on avait déja vu que si A est intégre,
alors  #(S(M)) c Ker(S(¢)). Donc, ¢S(M)) = Ker(S(¢)). On

a ainsi la proposition suivante :

ProposiTioN 1. — Soient A un anneau intégre, M un
A-module et ¢ une forme linéaire sur M. St ¢ est injective,
alors ¢ est une (T)-injection.

La proposition ci-dessus redonne le lemme 1 du chapitre 1.
En effet, soient a =~ (0) unidéalde A, ¢:a — A linjection
canonique, S(¢): S(a) - A[X] son prolongement aux algébres
symétriques et R(a) = Im(S(¢)) I'anneau de Rees de I'idéal
a. D’apreés la proposition 1, ¢ est une (T)-injection et donc,
pour tout wdéal a de A, le noyau de I'épimorphisme S(¢):
S(a) - R(a ) est le sous-module de torsion de S(Q).

On dit qu’une forme linéaire ¢ sur M obéit a la z-condition
s'1l existe un z dans M tel que 9(z) =0 et o(z)y=9¢(y)z
pour tout y dans M. Il est clair que toute forme injective
obéit 4 la z-condition (avec z dans M, =z quelconque),
mais si ¢ obéit a la z-condition, ceci n’entraine nullement
que ¢ est injective, mais seulement que Ker (9) < (0): ¢(z) A.
On voit alors que si (0): ¢(z) A= (0), les deux notions
coincident. Par la suite on donne un exemple de forme linéaire
qui obéit a la z-condition mais qui n’est pas injective. Soient
A =12 Vlanneau des entiers rationnels, M =12Z X Z/(2)
(produit direct) et ¢ la forme linéaire sur M définie par
o((m, n)) = 2m pour tout (m,n) dans M. Il est clair que
¢ est une forme linéaire sur M et si on prend I’élément
r=(1,0)£0 de M, on_a, pour tout y=(m,n) dans
M, ¢()y=2(m, 7) = (2m,0) et 3(y)z=2m(1, 0) = (2m, ).
Donc, ¢ obéit a la (1, 0)-condition. On remarque ici que le
noyau de ¢ est le sous-module de Z X Z/(2) formé des

couples (0,0) et (0, 1).
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Si a est un homomorphisme de A dans un corps K tel
que a(1l) =1, alors K peut étre muni d’une structure de
A-module d’une fagon évidente. Pour tout A-module M, on
appelle a-rang de M la dimension du K-espace vectoriel
M®,K et on note r,(M) =[M®,K: K]. Si A est intégre
etsi a: A — K est I'injection canonique de A dans le corps
de fractions K de A, on parlera tout simplement du rang
de M et on notera r(M)=[M®,K: K].

LemME 2. — Soient A un anneau et
0)->M —->M-—>M —(0)

une suite exacte de A-modules. Si Tor}(M", K) = (0), alors
ro(M) = ro(M') 4 ro(M").

En effet, puisqu’on a Torf(M”, K) = (0), alors on a la suite
exacte d’espaces vectoriels

0) >M'®,K—->M®,K->M®a®,K—(0)
et donc, ry(M) = r (M’) + r,(M").
CoroLLAIRE. — Sotent A intégre et
0)—->M ->M-—->M - (0)
une suite exacte de A-modules. Alors r(M) = rM') 4+ r(M").

ProrositioNn 2. — Sotent A un anneau intégre et M
un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes: 1) Il
existe un élément x 0 dans M tel que Ann({z}) = (0) et
Ann(M/Az) == (0); 2) Il existe une forme linéaire ¢ sur
M qui obéit @ la z-condition; 3) r(M) = 1.

En effet, puisque Ann(M/Az) =~ (0), il existe un a dans
A, a0 tel que aMc Az et donc, pour tout y dans M
on peut écrire ay = ¢(y)z ou ¢(y) est dans A et est fonc-
tion de y. Etant donné que az = ¢(z)z, alors

a— ¢(z) € Ann({z{) = (0)

et donc, a = ¢(z) 55 0. On a ainsi ¢(z)y = 9(y)z pour tout
y dans M. Montrons que ¢ est une forme linéaire sur M.
En effet, si 'on prend y, ety, dans M on a

(1 + ¥2)z = ¢(@) (Y1 + Yo) = $(2)y1 + ¢(2)ye
= ¢(y1)z + ¢(¥2)z = (¢(y1) + 9(¥))z
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et donc, ¢(y; + y2) — ¢(y1) — 9(y2) € Ann({z}) = (0). Ceci
nous montre que ¢(y; + y») = ¢(y1) + ¢(y2). D’autre part,
si ¢ estdans A et y dans M, ona ¢(cy)z=¢(z)(cy) = co(y)z
et done, 9¢(cy) — c¢(y) € Ann({z{) = (0). On a ainsi

¢lcy) = cg(y)-

On a montré de cette fagon que ¢ est une forme linéaire
sur M et donc, que 1) = 2). Soit maintenant ¢ une forme
linéaire sur M qui obéit a la a-condition. Il est clair que
x50, car ¢(z) %<0 et si 'on prend ¢ dans Ann ({z}),
alors cx =0 et donc, 0 = ¢(cz) = cgp(x) et comme ¢(z)£~0,
il s’ensuit que ¢ = 0. Donc, Ann({z}) = (0). Sil’on suppose
que Ann(M/Az) = (0), comme ¢(z)y = ¢(y)r pour tout
y dans M, alors ¢(z) e Ann(M/Az) = (0) et donc ¢(z) =0.
On a ainsi montré que Ann(M/Az) =~ (0). Done, 2)=>-1).
Supposons maintenant que r(M) =1 et soit K le corps de
fractions de A. Alors M®,K est un K-expace vectoriel
de dimension 1 et soit z®1 une base de M®,K sur K,
ot £=+~0 est dans M. Comme z®1<0 équivaut a =
est libre dans M (cf. [2], § 2, n. 3, th. 2), il en résulte que
Ann ({z}) = (0). Simaintenant on prend y dans M, y=~0,
alors 1l existe un élément a/b dans K, a et b=~0, tel que
y®1 = (a/b)(x®1) et donc, (ax— by)®1 =0. Ceci nous
montre que ax — by n’est pas libre dans M et donc, il
existe un ¢ dans A, ¢=~0 tel que c(ax— by) =0. On
a ainsi bce Ann (M/Az) et comme A est intégre, bc 5= 0.
On montre de cette fagcon que Ann (M/Az)=~ (0) et donc,
que 3)=>1). Supposons que 1) soit vérifiée et par platitude,
la suite exacte (0) - Az —+ M — M/Az — (0) nous donne
r(M) = r(Az) 4+ r(M/Az). Puisque 20 et Ann ({z})=(0),
alors z estlibre dans M et donc, (Az)®,K est un K-espace
vectoriel de dimension 1, c’est-a-dire, r(Az) =1. Tout
élément z dans (M/Az)® ,K s’écrit sous laforme z= 3 z®¢

i
olt les z sont dans M/Az et les ¢, dans K (somme
finie). Etant donné que Ann (M/Az) 5= (0), il existe un ¢
dans A, ¢=~0 tel que ¢z =0 pour tout : et donc,

cz= ) (cz)®¢; = 0.
i
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Puisque (M/Az)®,K n’a pas de torsion, alors z = 0 et
ceci nous montre que (M/Az)®,K = (0). On a ainsi

rM) =r(Az) =1 et donc, 1) = 3).

Prorosition 3. — Sotent A un anneau intégre, M un
A-module, ¢: M — A une forme linéaire sur M et S(9):
S(M) — A[X] son prolongement aux algébres symétriques. St
¢ obéit a la x-condition, alors Ker (S(¢)) est le sous-module
de torsion de S(M).

En effet, comme A est intégre, on sait déja que
t(S(M)) « Ker (S(¢)). Soit maintenant ue Ker (S(¢)) un élé-
ment homogeéne de degré ¢q. Avec les mémes notations que dans
la proposition 1, on peut écrire ()" lu= 21 ¥ zu, ;; et

done, ¢(z)u = a7t Y ¢(@)Uyr; = 27 N ¢(2)ugy ;= 0. Puis-
i i

que g(x) = 0 et A est intéegre, il en résulte que
ue(S(M)) et done, t(S(M)) = Ker (5(¢)).

3. L’injectivité d’une famille finie de formes linéaires.
Soient A un anneau, M un A-module, ¢, ..., ¢, des
formes linéaires sur M et ¢: M — A" I’homomorphisme de
i=1
M dans le A-module libre A" défini par ¢(2) = Y ¢(z)e

pour tout z dans M, ou ¢, ...,e, est la base naturelle
de A" On définit un homomorphisme 3 de M@ A" (somme
directe externe) dans A" en posant

%(z + Z ae;) = 2 (9i(2) + a)e;
=1 1=1
pour tout z dans M et pour tout (ay, ..., a, dans A™
On vérifie aisément que ¢ est surjectif, que Ker (¢) est

le sous-module de M@ A" formé des éléments z— 3, g (2)e,

1=1
x parcourant M et que si j: M—>M@A" est I'injection
canonique, alors @oj = ¢. Il en résulte que S(3) est aussi

surjectif et que Ker (5(g)) est I'idéal de S(M)[X,, ..., X,]

engendré par les éléments z— ) ¢,(z) X;,  parcourant M.
i=1

i=
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De plus, Ker (5(9)) n S(M) = Ker (S(¢)). Si I'on suppose que
P1A -+ A P70 (st A estuncorpset M un espace vectoriel
sur A, ceci équivaut a dire que ¢y, ..., ¢, sont des éléments
du dual M* de M linéairement indépendants sur A), alors
il existe une suite z,...,2, d’éléments de M telle que

(PrA --- A ®n) (@15 -0y 2,) F=0. Soit alors
d=(f1 A\ -+ A®n) (@1, ..., 7) = det (gi(x;)) £~ 0(d e A)

et on considére les éléments de M

----------------

----------------

On va montrer que dz — 2 digi(z mKer (;) pour tout

z dans M. En effet, comme cpj(d) —d st j=1 et =0

si js£1, alors q«J(d’v——.Z dgi(z)) = doj(x) —dg;(z) =0, d’ou
i=1

le résultat énoncé. Supposons maintenant que ¢ soit injectif,
n

c’est-a-dire, que ﬂ Ker (¢;) = (0). Alorsona dz= ) dg()
i= i=1
pour tout z dans M. Soit u e Ker (S(¢)) un élément homo-

géne de degré ¢. On peut écrire u= ) <yi — X 9i(ys) Xj>. u;
i j=1
ou les u; sont dans S71(M)[X;, ..., X,] et ou les y

sont dans M. On a donc wu; = 2u{® ;X ... Xi» (somme

étendue aux (i, ...,1,) tels que 1,4+ -+, <Lg—1)

ou uf ; €St~ ~h(M) pour tout i. On va montrer que

du=2xdj ... dr»Jyul , pour i+ - i, =s et
i

0 <<s<{g—1, enfaisant une récurrence sur s, le cas s=0
donnant u = Z yul o est trivial, du fait que ue S(M).

Supposons que Ton ait

dlu=2dy ... dj» Z yul? 1 (Gt F L =s5—1).
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Alors on a

du=d(du) = Zd} ... dr Juld ) d%,(y:)
- 2

=Xdy ... dpRyuld i, (G4 FL=23).
La formule ci-dessus nous permet d’écrire
oty =Ny .. de Syald L, (o + =g —1)

et comme on a X y)u’ ;=0 pour
i

cesy ln

nt - t+L=q¢q—1G=1,...,n),
alors on peut écrire 0= ¢,(y)uf). . ., =¢ 1(2 ud -,.3/:)
pour j=1,...,n, car ugn 'ine SOM) = A poulr

.....

On a ainsi montré que Zu“’ l”y‘el |Ker ¢;) = (0), cest-

a-dire, Z u? =0 pour i+ - + i,=q—1. Il en

résulte alors que dlu=0. Si A est intégre, ceci nous
montre que Ker (S(¢)) < ¢(S(M)) et d’autre part on sait déja
que t(S(M)) c Ker (S(¢)) si A est intégre.

Maintenant, une question de notation. Soient A un anneau,
M un A-module, ¢, ..., ¢, des formes linéaires sur M et
¢ I’homomorphisme de M dans A" défini comme ci-dessus.
St g A...ANg,==0, alors on notera I’homomorphisme ¢
par ¢ = (¢, ..., ¢,). On a ainsi démontré la proposition
suivante :

Prorosition 4. — Sotent A un anneau, M un A-module
et @1, ...,9, des formes linéaires sur M. St A est intégre
et Phomomorphisme (¢4, ..., ¢,) est injectif, alors (¢y, ..., ¢n)
est une (T)-injection.

Supposons maintenant que M soit un A-module de type
fini et que M se plonge dans un A-module libre L aussi de
type fini. Soient e, ..., e, unebasede L sur A et ¢, ...,e¢,

»n

la base duale. On définit un homomorphisme ¢ de M dans

le A-module libre A[X,, ..., X,], en posant g¢(z) = Y €(z)X;

i=1
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pour tout z dans M. Puisque mKer (e;) = (0), alors ¢

i=1
est injectif et comme (e A...Ae,) (e, ...,e,) =1, alors
eN...Ne,*=0 et done, ¢ = (e, ...,e,). Ceci étant, la
proposition suivante est un cas particulier de la proposition 4 :

Prorosition b. — St A est intégre, alors (e, ..., e,) est

une (T)-injection.

Remargues. 1) On a supposé que le module libre L soit
de type fini, mais cette hypothése n’est nullement nécessaire.

2) Dans la proposition 5 on a supposé que le module M
soit de type fini. St M n’est pas de type fini, la proposition
est encore vraie. En effet, on sait que pour tout élément u
dans S(M), 1l existe un nombre fini d’éléments z,, ..., z,
dans M tels quesi p est ’homomorphismede A[Yy, ..., Y,]
dans S(M) défini par p(Y;) = z; pour tout j, alors

ue Im(p) = p(A[Yy, ..., Ya]).

A ce moment-la on est ramené au cas d’un module de type

fini.

4. Cas d’un homomorphisme quelconque.

Soient A wun anneau, M et M’ deux A-modules et
¢: M— M’ un homomorphisme de M dans M’. On désigne
par 1y la 1-forme alternée définie dans M a valeurs dans
M telle que 1u(z) =2z pour tout z dans M. Supposons
maintenant qu’il existe une n-forme alternée a(n>1) sur
M’ telle que 1w /Aa=0 et aop=~0, o acq estla n-forme
alternée sur M définie par

(@og)(@, o) 2a) = a(p(m1), - .. 9(22))
pour tout élément (z;,...,2,) de M". On va définir un
homomorphisme ¢’ de M’ dans M en posant

n

¢'(e') = X (— 1)@, p(@), .- 5 9(@)", - - -, ¢(@))2s

i=1

pour tout 2’ dans M’, ou =z, ..., z, est une suite d’éléments
de M qu'on suppose fixée et ou ¢(z;)” indique, comme
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d’habitude, que cp(xi) n’y figure pas. Puisque ao¢ =0,
alors on ch0151ra la suite z;, ..., z, de telle facon que

(ao?) (1131, o .,.Z‘,,) 5&0

On peut alors écrire

¢'(9(x)) = § (— 1) xog) (@) @1y ooy By -, T

pour tout z dans M et comme
(I A(ae )@y, - . o) @) = (20 9) (21, - .., T)
4+ }]( Do @)@y Tyy « ooy Tiy « - vy Tn) Ty

alors on a
(Iu A (2o @) (@2, - -y @) = (20 @) (@, - .o, T)T — ¢'(9(2))
pour tout z dans M. Etant donné que
go(lu\(xop)) =9 (aeg)= (lwAa)op =0,

si 'on suppose que ¢ soit injectif, alors ona 1y /\(ae @) = 0.
Il en résulte alors que ¢'(¢(z)) = (2o @)(zy, ..., x,)x pour
tout z dans M, c’est-a-dire, ¢'o¢ est ’homothétie de M
déterminée par I'élément (xo9)(zy, ...,z,) de A.

On considére maintenant le prolongement de ¢ aux algébres
symétriques et soit u e Ker (S(¢)) un élément homogéne de
degré gq. Puisque u est une combinaison linéaire de produits
de ¢ éléments homogénes de degré 1, alors on peut supposer
que u soit un produit de ¢ elements homogenes de degré 1,
4 savoir, u = Uy,... U, (prodult dans S(M)), ou les wu; sont
dans Sl(M) =M. On a ainsi 0 = S(¢)(u) = ¢(uy) ... ¢(u,)
et donc, 0=9¢'(¢(w)) ... ¢'(¢(w;)). Comme, d’aprés ce

qu’on vient de démontrer ci-dessus,
o' (p(w)) = (e @)@y, .., @)Ut =1, ..., q,

alors il s’ensuit que (a0 9)(zy, ..., z,)u =0, S1 A estintégre,
il en résulte que u est dans ¢S(M)) et donc,

Ker (S(g)) = #(S(M)).
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On peut ainsi donner la proposition suivante :

Prorosition 6. — Sotent A un anneau, M et M’ deux
A-modules, ¢ un homomorphisme de M dans M’ et suppo-
sons qu’il existe une n-forme alternée o sur M’ telle que
IwAa=0 et aecqp=~0. Il existe alors un homomorphisme
¢' de M’ dans M tel que, st ¢ est injectif, alors ¢’ o ¢ est une
homothétie de M. De plus, si A est intégre et S(M') est sans
torsion alors ¢ est une (T)-injection.

Il est facile de donner des exemples ou les conditions de la
proposition 6 sont vérifiées. Nous en donnerons quelques-uns,
que voici :

1) Soient A un anneau, @ == (0) un idéal de A et ¢:a — A
Pinjection canonique. Si 'on prend « = 1,, alors il est
clair que 1,Aa=0 et o9 = ¢ 0. L’homomorphisme
¢': A —>a est donc défini par ¢’(a) = ac pour tout a dans
A, ou ¢=%0 est un élément fixé de I'idéal a.

2) Soient A un anneau, M un A-moduleet ¢: M — A une
forme linéaire sur M. Si I'on prend a« =1,, alors il est
clair que 1,Aa=0 et aop=g=<0. Il est intéressant
de voir dans ce cas, comment I’homomorphisme ¢': A - M
est défini. Pour cela on remarque que

(InA9)(z, y) = zo(y) — y3(=)

pour tout (z,y)eM? Donc, 1x/A¢ =0, si 'on suppose
que ¢ est injective. Maintenant on fixe un élément y dans
M et on va poser ¢’(a) =ay pour tout a dans A. On
voit que ¢'(¢(z)) = ¢(z)y = ¢(y)z pour tout z dans M,
c’est-a-dire, ¢'o¢ est ’homothétie de M déterminée par
Pélément ¢(y) de A.

3) Plus généralement, soient A un anneau, M un A-
module, ¢ un homomorphisme de M dans un A-module
libre L de type fini, e, ...,e, une base de L sur A et
é, -.., 6, la base duale. Si 'on prend a=¢A...Ae, il
est facile de voir que ao ¢ =0 et que, d’autre part, 1,/ a=0.
On peut alors définir un homomorphisme ¢’ de L dans
M tel que si 9 est injectif, alors ¢’ o ¢ est une homothétie de
M. Pour déterminer cette homothétie, on fixe une suite
Zy, ...,z, d’éléments de M telle que 'on ait

(o9 ... Nepo@)(zy,..., z,) ~0
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et 4 ce moment-la, on a
¢ (9()) = (ere @A ... ANe,o @)y, ..., z,)x

pour tout z dans M. On remarque encore que, puisque

Ker ()= m Ker (e;0¢), alors ¢ injectif équivaut a

n
| IKer (€10 @) = (0).
i=1
Remarque. Dans les trois exemples donnés ci-dessus, on
remarque que si ’anneau A est intégre, et si ¢ est une
injection, alors ¢ est une (T)-injection.

Note. — Sur le probléme d’injectivité, voir la note de
D. Lazard, sur les modules plats, C. R. Acad. Sci., 258 (1964),
6313-6316.



CHAPITRE III

SUR L’ALGEBRE DE REES D’UN MODULE UNITAIRE

Dans ce chapitre on téchera d’étendre la notion d’anneau
de Rees d’un idéal tel qu’il a été défini au chapitre 1, § 1 au cas
d’un module unitaire sur un anneau commutatif a élément
unité.

1. L’algébre de Rees d’un module unitaire.

Soient A un anneau, M un A-module, ¢ ..., 9, des
formes linéaires sur M, ¢ I’homomorphisme de M dans

A" défini par ¢(z) = Y ¢(z)e; pour tout z dans M, ou

e, ...,e, est la base naturelle du A-module libre A", et
S(g): S(M) - A[X,, ..., X,] le prolongement de ¢ aux
algébres symétriques. On appelle algébre de Rees de M par
rapport & @, ...,9, la sous-algébre de A[X|, ..., X,]
définie par Ry, . o (M)=1Im(5(9)). Si ¢;,...,%, estun autre
systéme de formes linéaires sur M et si p: A™ — A" est
la projection, alors on a la suite exacte

(0) = Ker (S(p)) = Re,, .., gn i, ow(M) = Rg, 6 (M) = (0).
En effet, on considére I’homomorphisme ¢”: M — A*"
défini par ¢"(z) = X qi(z)e; + X ¢i(z)e; pour tout z dans

M, ou e,...,e, et e, ...,e, sont les bases naturelles des
A-modules libres A" et A" respectivement. Il est immédiat
que po¢”=¢ et comme S est un foncteur covariant,
alors on peut écrire que S(p)eo S(¢”) = S(p). Donc, s1 ¢ est
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'''' om ..., oa(M), 1l existe un u dans S(M) tel que
¢ = 5(¢")(u). Ceci nous montre que

S(p)(#) = S(¢)(u) € Ry, ..., 5,(M).
D’autre part, ’homomorphisme S(p):

R@., ey Oy Phy ey ?h'(M) g R?.. ?,.(M)

est surjectif. En effet, si 'on prend u dans R, . ..(M),
alors il existe un ¢ dans S(M) tel que u = S(¢)(v). Soit
w=5(¢")(¢)e R, ... onsi...on(M). Il est clair que I'on a
S(p)(w) = u et ceci nous montre que S(p) est surjectif,
quand on le considére sur ies algébres de Rees en question.

Ceci nous donne la suite exacte ci-dessus.

Prorosition 1. — Soient A un anneau, M un A-module
tel que le dual M* soit de type fini. St ¢, ..., ¢, et
Gry -+ oy P

sont deux systémes de générateurs de M* sur A, on a
R?.,...,%(M) = R?;,....?A'(M)-

En Fﬁet, si 'on montre que R, . o(M)=R, o (M),
par récurrence on a Ry . o(M)=R, . o o ... (M) et
en échangeant les ¢; et les ¢., on a la proposition. Puisque
les ¢, forment un systéme de générateurs de M* sur A,

n

on peut écrire ¢; = ) ¢g; ou les ¢ sont dans A. Soit
i=1
ey, ...,e, la base naturelle de A" sur A. On définit des homo-

morphismes ¢: M — A" et ¢': M —> A" en posant

p@) = X gl@)e et 9(2) = ¢(2) + fa(@)en
pour tout z dans M. On considére la projection
p: AMl — A"

et 1l est clair que p(e,;) = 0. D’autre part, on va définir un
homomorphisme p’: A* — A™ en posant

pl((al’ Ty a’n)) = (al’ ceey Qpy 040 + o + ancn)
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pour tout (a;,...,a,) dans A" Il est immédiat que
p'e) = e+ cienn pour 1=1,...,n et donc, p(p'(e)) = ¢
pour tout i. Cect nous montre que pop =1, et comme
S est un foncteur covariant, S(p) S(p') =1ax,...x)- On a
ainsi que S(p’) est une injection. Malntenant on remarque
que p'og=¢’ (on a aussi que po¢' =¢) et donc, que
S(p’) o S(¢) = S(¢"). Puisque S(p’) est injectif, ceci nous
donne Ker(S(g)) = Ker(5(g’)) et comme on a

Rs, ... e(M) = S(M)/Ker(g) et Ry, g, (M) =S(M)/Ker(¢’)

on achéve la démonstration.

D’apres la proposition 1, on voit que si le dual M* est de
type fim, ’algébre de Rees de M par rapport 4 un systéme
de générateurs de M* sur A est indépendante des formes
linéaires prises sur M. Si ceci se vérifie, on notera I’algébre
de Rees du module M par R(M). Il existe beaucoup
de modules M tels que le dual M* soit de type fini. En effet,
si A est noethérien et M est de type fini, donc noethérien,
alors le dual M* est aussi de type fini. Pour voir cela, on sait
qu’il existe un A-module libre L de type fini tel que

L>M-—(0)

soit une suite exacte et, par dualité, on a la suite exacte
(0) > Homs(M, A) - Hom,(L, A), o Hom,(M, A) = M* et
Hom,(L, A) = L*. On sait que L* est un module libre de
type fini, donc noethérien. Comme M* est un sous-module
de L* 1l en résulte que M* est aussi de type fini. En parti-
culier, ceci nous montre que pour tout idéal a d’un anneau
noethérien A, le dual g* est de type fini.

Lemme 1. — Sotent A un anneau, M un A-module et
M* son dual. Alors on a M* = <M/m Ker (<p)>*
PeM=*

La démonstration est facile et classique. Rappelons-la
cependant.

Si 'on pose N =| | Ker (), la suite exacte
PeM*

M — M/N - (0)
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nous donne la suite exacte (0) - (M/N)* — M*, c’est-a-dire,
(M/N)* s’identifie 4 un sous-module de M*. D’autre part,
pour toute forme linéaire ¢ sur M, ona ¢(N) = (0) et donc,
par passage au quotient, ceci définit une forme linéaire ¢ sur
M/N telle que si «:M-—>M/N est I’homomorphisme
canonique, alors @oa = ¢. On a ainsi montré que

(M/N)* - M*

est une bijection.

ProrositioNn 2. — Sotent A un anneau et M un A-module
tel que le dual M* soit de type fini. Alors,

R(M) = R(M/ [ ] Ker (3)).

geM*

On note encore ici, N = ﬂKer(cp). Puisque M* est de

Fems
type fini et, d’aprés le lemme 1, M* = (M/N)*, alors (M/N)*
est aussi de type fim et on peut considérer son algébre de Rees
R(M/N). Soit a: M — M/N I’homomorphisme canonique.

Si 93,...,9, est un systéme de générateurs de M* sur A,
il existe des formes linéaires @, ..., 9, sur M/N telles que
gieca=¢(i=1,...,n) et on va montrer que @, ..., g,

est un systéme de générateurs de (M/N)* sur A. En effet,
si ¢ est dans (M/N)* alors §oa est dans M* et donc,

on peut écrire goa = Y ¢ ou les ¢, sont dans A. Etant

i=1

donné que ¢, = ¢;oa pour tout i, alors on peut écrire
n

<?§—— Y )oa=0 et comme a est surjectif, il en résulte

i=1
que § —-!Z ¢ = 0. Ceci nous montre que les §; engendrent

=1

(M/N)*. Ceci étant, on va démontrer que R(M) = R(M/N).

Pour cela on définit des homomorphismes

¢:M—>A"et g: M/N > A"

en posant ¢(z) = Z wi(z)e; et P(x) = 2 9;(z)e; pour tout

xz dans M et pour tout z dans M/N, ou e, ...,e, estla
base naturelle du A-module libre A*. Il en résulte immédiate-
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ment que ¢oa =9 et comme S est unfoncteur covariant,
alors 5(¢) o S(a) = 5(¢). Comme a est surjectif, alors S(a)
Pest aussi et donc, Im(S5(¢)) = Im (S(9)).

COoROLLAIRE. — Sotent A un anneau noethérien et M un
A-module de type fini. Alors R(M) = R(M/ ﬂ Ker (cp)>
PeM*

Soient maintenant ¢, ..., 9, des formes linéaires sur un
A-module M telles que ¢;A...Ag,5~0 et on considére
I’homomorphisme (¢, ..., ¢,) tel qu’il a été défini au
ch. 11, § 3. D’aprés la proposition 4 du ch. 11, si A est intégre
et (¢, ...,%,) est injectif, alors Ker (S((¢y, ..., ¢,)) est
le sous-module de torsion ¢S(M)) de S(M) et ceci nous
permet de donner la proposition suivante :

Prorosition 3. — Sotent A un anneau intégre, M un
A-module et ¢y, ..., 9, des formes linéaires sur M telles que
es N\ ... Ng,5~=0. Si Phomomorphisme (¢y, ..., 9, est injec-

tif, une condition nécessaire et suffisante pour que Uon ait
Rq. ... e(M) = S(M)

est que lalgébre symétrique S(M) soit un A-module sans
torsion.

Une derniére remarque dans ce paragraphe c’est que, en
fait, la définmition qu'on vient de donner d’algébre de Rees
généralise celle d’anneau de Rees donnée au chapitre 1, § 1.
En effet, soilent A un anneau, ¢ unidéal de A et ¢:a — A
I'injection canonique. On sait que si 'on considére I'idéal a
comme un A-module, alors I'injection ¢ est une forme liné-
aire sur a. D’autre part, si R(a) est 'anneau de Rees de
I'idéal a tel qu’il a été défini au chapitre 1, § 1, alors on sait
(cf. ch. 1, § 2) que R(a) est 'image de I’homomorphisme
S(¢): S(a) > A[X]. Or, I'image de I'homomorphisme S(3)
n’est autre que I’algébre de Rees du A-module a par rapport
a la forme linéaire ¢ et donc, R(a) = Ry(a). On a:

ProrosiTioN 4. — Soit A un anneau. Pour tout idéal a
de A, Dalgébre de Rees du A-module a par rapport a Uinjection
canonique ¢ : a — A est égale a Uanneau de Rees de l'idéal a.
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2. Un exemple.

Soit k un corps et on considére 'anneau A = k[z, y] avec
les relations 2* = xy = y* = 0. On prend 'idéal a = (z, y)A
de 'anneau A et on va montrer que si a* est le dual de a,
alors on a ga* = Homyu(a, A) = Hom,(a, a) = Hom,(a, a).
On a trivialement les inclusions Hom,(a, a) « Hom,(a, A) et
Hom,(a, a) c Hom,(a, a). S1 a est dans - Hom,(a, A) et ¢
est dans g, alors on a zc=yc=0 et donc, za(c) =ya(c)=0.
Ceci nous montre que a(c) est dans a, c’est-a-dire, a est
dans Hom,(a,a). On a montré ainsi que

Homy(a, a) = Hom,(a, A).

Soit maintenant « dans le k-module Hom,(a, a) et montrons
que « est A-linéaire. En effet, en vertu des relations

2t = oy =y =0,

tout élément z dans A peut s’écrire sous la forme
z=azx+ by + ¢

ou a,b et ¢ sontdansle corps k. Pour tout élément u dans
a et en tenant compte que o« est k-linéaire, on a

a(zu) = a(cu) = ca(u) = (ax + by + c)a(u) = za(u),
c’est-a-dire, a est A-linéaire. On a donc
Homy (g, a) = Hom(g, a)

et cecl nous montre que a* est un k-espace vectoriel. On va
désigner les générateurs de a en tant que A-module par
x, et x, et on considére les formes linéaires sur-le A-module
a définies par ¢i(x;) =z et ¢(x)) =0, gux;) =0 et
P2(@2) = Y, Pa(T1) =y et ¢3(@s) =0, 94(71) =0 et ¢y(z) = 2.
Si ¢ est dans g%, alors on peut écrire ¢(z;) = q,x + agy et
¢(zs) = a4z + azy, ou les a; sont dans le corps k. D’autre
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part, pour tout u dans a on peut écrire u = bz, + by,
ou les b, sont dans A. On peut alors écrire

¢(u) = big(21) + bap(2a) = brara (%) + b1as¢s(21)
+ bzaa%(xz) + bzaz?z(xz) = ax%(blxl + bzxz) + %?2(61371 + bzxz)
-+ as%(br’”l + boz,) + aﬁ?a(bla’x + bza?z)
= (1 + as®s + asps + a4<p4) (u)

et ceci pour tout u dans le A-module a. Ceci nous montre
que & = 4@; + a9 + a3P3 + a,94 ou les a; sont dans k,
donc que le A-module g* est un k-espace vectoriel de dimen-
sion 4. On considére I’algébre de Rees du A-module g par
rapport 4 ¢, ..., ¢4 et d’autre part, ’anneau de Rees de
I'idéal a, c’est-a-dire, ’algébre de Rees du A-module a par
rapport & I'injection canonique i: a — A. On voit facilement
que si ¢:a—>A' est '’homomorphisme défini par

¢(u) = g1(u)er + ga(u)es + pa(u)es + pa(u)es

pour tout u dans a, ol e, ...,e, est la base naturelle
du A-module libre A%, et si pry, pry, prs, pra: A*— A sont
les quatre projections de A* sur A, alors (pry+ pry) e p=1t.
Puisque S est un foncteur covariant, alors

S(pry + prs) = 8(¢) = 5(2).
Il en résulte alors que S(pry 4 prs): Ry, . o(a) = Ri(a) est

un épimorphisme et donc, on a la suite exacte

(0) - Ker (S(pry 4 pra)) = R, ..., o(@) = Ri(a) — (0).

3. Localisation de I’algébre de Rees.

Soient A un anneau, M un A-module et ¢ un homomor-
phisme de A dans un anneau B tel que ¢(1) =1. On
peut munir B d’une structure de A-module et donc, considérer
le produit tensoriel B® , M. Onsait (cf. [2]) que S(B® M)
est canoniquement isomorphe au produit tensoriel B ® , S(M).
En particulier, si S est une partie multiplicative de ’anneau
A et si I'on prend a la place de B I’anneau de fractions
S71A de ’anneau A i dénominateurs dans S, on obtient
S(STA®, M) =51A®,S(M), dou, S(SM)=S1(S(M)).
Celle-ci s’appelle la formule de localisation de Ualgébre symé-
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trigue. On rappelle ici qu’il existe un isomorphisme canonique
STA®,M—57M qui fait correspondre a I’élément (a/s)® z
I’élément (az)/s et l'isomorphisme réciproque, qui a zfs
fait correspondre I’élément (1/s)® z.

Prorosition 5. — Sotent A un anneau, M un A-module,
@15 -+ -y Pn des formes linéaires sur M et S une partie multi-
cative de A. Alors on a

S—I(R% cnen(M)) = Rl@?.a"-’l@%(S—IM)-

On remarque tout d’abord que, puisque les ¢; sont des
formes linéaires sur M, les 1® ¢, sont des formes linéaires
sur S'!M. On définit un homomorphisme ¢ de M dansle

A-module libre A" en posant o) = Z ¢i(z)e; pour tout =z
dans M et on considére I'algébre de Rees
Rq. ... (M) = Tm (S(¢)).

Puisque S7'A est un A-module plat, la suite exacte

(0) — Ker (5(¢)) > S(M) = R,, ..., 5,(M) = (0)
nous donne la suite exacte
(0) — S~ (Ker (S(z))) - S™(S(M)) — S(R,
Maintenant on considére ’homomorphisme

1®¢: SM — (SA)"

......

n

défini par (1®¢)(z/s) = 3 (1®¢,)(x[s)e; pour tout z/s dans

S*M, ou l'on note encore e, ...,e, la base naturelle du
module libre (S~A)". Son prolongement aux algébres symé-
triques est ’homomorphisme

S(1®9): S(SM) — (SA)[X,, ..., X,]

et comme 1® S(p) en est un autre prolongement, il en résulte
que S(1®9) =1®S(p). On a ainsi la suite exacte
(0) - Ker (1®5(¢)) = S(S7'M) — Rygs, ..., 165.(S7M) — (0)

et d’aprés la formule de localisation de I’algébre symétrique,

il suffit de démontrer que ’on a Ker (1® S(p)) = S—(Ker ()).
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S1 u est dans Ker (1®5(¢)), alors on peut écrire que
u =2 (afs)®u;
ou les a;/s sont dans S7'A et les u; sont dans M. On a

ainsi u= (E aiui> /s et donc, 0=(1® 5(9)) (u)= S(q:)(? aiui) /s.

i
Ceci veut dire qu’il existe un t dans S tel que

t5(¢) (Z aiui> =0,
c’est-a-dire, l

t(Z aiui) e Ker (5(¢)).
Il en résulte alors que

u= t(; aiui> /ts e STA ® yKer (5(9)) = S(Ker (5(g))).

Réciproquement, si u est dans S7(Ker (5(¢))), on peut
écrire que u = ) (a;/s;)®u; ou les afs; sont dans S—A

et les u; sont dans Ker (S(¢)). Ainsi,
(1®8(¢))(w) = 2 (afs) ® S(¢)(u) = 0
et donc, u est dans Ker (1®5(g)).

CoRrROLLAIRE. — Sotent A un anneau, a un déal de A,
R(a) lanneau de Rees de l'idéal a (cf. ch. 1, § 1) et S une
partie multiplicative de A. Alors, S7*(R(a)) = R(5™a).

En effet, soit ¢:a— A Ilinjection canonique. On sait
que R(a) = Im (S(¢)), c’est-a-dire, R(a) est I'algébre de
Rees Rg(a) du A-module g par rapport a la forme linéaire
9. D’aprés la proposition 5 on a

S7(R(a)) = 57 (Ry(a)) = Ruge(S7a).

Etant donné que 1®¢: S'g — S—1A est une injection et
que S7'g est un idéal de 'anneau S'A, 1l en résulte que
Rige(S™a) est 'anneau de Rees (cf. ch. 1, § 1) de I'idéal
S7a et done, S5 (R(a)) = R(5™a).

On remarque que si p est un idéal premier de ’anneau A,
alors le corollaire ci-dessus nous donne (R(a)), = R(aA,).
Si A est intégre et si a=~(0) est un idéal de A, alors
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(R(a))y = K[X], ou K est le corps de fractions de A.
En effet, puisque a 5= (0) et A est intégre, alors aq 5= (0)
et donc, aq = K. Il en résulte alors que

(R(a))o = R(aw) = R(K) = K[X],

c’est-a-dire, pour tout idéal a == (0) de A, l'anneau localisé
(R(a))e s’identifie & ’anneau de polyndmes K[X] & coeffi-
cients dans le corps K.

Prorosition 6. — Soient A un anneau, S une partie
multiplicative de A et M un A-module tel que M* soit de
type fini et SH(M*) = (SIM)*. Alors S1(R(M)) = R(SM).

Puisque M* est de type fini, alors S™(M*) D’est aussi et
donc, il en est de méme de (S~IM)*. D’autre part, si

?17 vy CPn
est un systeme de générateurs de M* sur A, alors
199y, ...,1®¢, est un systéme de générateurs de (S7IM)*

sur S7'A. Si ¢ est 'homomorphisme de M dans A"
défini par o(z) = Y ¢(z)e, pour tout z dans M et s1
i=1

R(M) est P’algebre de Rees de M par rapport & ¢y, ..., @,
et R(SM) [lalgébre de Rees de S™*M par rapport a
1®¢,, ...,1®¢9,, alors on a les suites exactes

(0) - Ker (9) - S(M) - R(M) — (0)
et
(0) — Ker (1®5S(g)) = S(5*M) — R(S*M) — (0).

Puisque S7'A est un A-module plat et d’aprés la formule
de localisation de I’algébre symétrique d’un module, il en

résulte que Ker (1®5(¢)) = S7'(Ker (9)), d’ou,
S7(R(M)) = R(57(M)).

Etant donné un anneau A, une partie multiplicative S
de A et deux A-modules M et M’, on peut considérer
I’homomorphisme

S-1(Hom, (M, M’)) — Homg*A(S—M, S-1M’)

qui a I’élément ofs fait correspondre I’homomorphisme
Z[t ~n— ¢(z)[st. Sile module M admet une présentation finie,
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c’est-a-dire, M est le conoyau d’un homomorphisme A? — A?
et ceci veut dire qu’il existe une suite exacte

AP > A7 —> M — (0),
alors 'homomorphisme ci-dessus est un isomorphisme et on
peut donc écrire S (Hom,(M, M’)) = HomsA(S—M, S1M’)
(cf. [14], ch. O, § 1, n. 1. 3). Cec1 est vérifié, par exemple,
si A est noethérien et le module M est de type fini donc

noethérien. En particulier, si 'on prend M'=A on a la
formule

S-1(Homs(M, A)) = Homs*A(S—1M, S—1A)
et comme Hom,(M, A) = M* et
HomsA(S—M, S-1A) = (S—1M)",

il en résulte que S7(M*) = (S'M)*. On a ainsi le lemme
suivant :

Lemme 2. — Soient A un anneau et S une partie multipli-
cative de A. Pour tout A-module M qui admet une présentation
finie, on a S M*) = (SIM)*.



CHAPITRE IV

LES ALGEBRES UNIVERSELLES D°UN MODULE PROJECTIF

Dans ce chapitre on va étudier les algébres universelles
d’un module projectif et, en particulier, le cas des idéaux d’un
anneau de Dedekind.

1. Les algébres universelles d’un module projectif.

On a déja vu le caractére fonctoriel des algébres tensorielle,
symétrique et extérieure d’'un module (cf. ch. 11, § 1, lemme 1).
Ceci nous permet de démontrer la proposition suivante :

ProrositioNn 1. — Soient A un anneau et M un A-module.
Une condition nécessaire et suffisante pour que M soit un
A-module projectif est que son algébre symétrique (resp. tenso-
rielle, extérieure) S(M) (resp. T(M), E(M)) le soit, en tant
que A-module.

En effet, si S(M) est un A-module projectif, alors S?(M)
est projectif pour tout ¢ >0 et donc, M = S*(M) est un
A-module projectif. Si M est un A-module projectif, il existe

un A-module libre L et deux homomorphismes M LM
tels que ¢’ o ¢ =1y et donc, S(¢’) o S(¢) = 1spry (cf. ch. 1,
§ 1, lemme 1). Ceci nous montre que S(L) = S(M) @ Ker (5(¢"))
et comme S(L) est un A-module libre, car c’est un anneau de
polyndmes, alors S(M) est un A-module projectif. On a
une démonstration analogue pour les algébres tensorielle et
extérieure. On remarque seulement que ’algébre tensorielle
d’un module libre est ’algébre des mots de la base (cf. [8],
ch. v, § 3, th. 7) et que I’algébre extérieure d’un module libre
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est I’algébre des polynémes anticommutatifs (cf. [15]). Donc,
les algébres tensorielle et extérieure d’un module libre sont
encore des modules libres.

CoroLLAIRE. — Sotent A un anneau intégre e¢ M un
A-module projectif. Alors Ualgébre symétriqgue S(M) est intégre.

En effet, S(M) se plonge dans un anneau de polyndémes a
coefficients dans ’anneau intégre A.

On voit que, étant donné un module M, si S(M) est pro-
jectif, alors S?M) I’est aussi pour tout ¢>0, ou SIM)
est le sous-module des éléments homogénes de degré ¢q de
S(M). On peut alors se poser la question suivante : supposons
qu’il existe un ¢ > 2 tel que Sq(M) soit projectif; on peut
se demander si S(M) l’est aussi, ou encore, compte tenu de
la proposition 1, si M est projectif. La méme question peut
étre posée pour les algébres tensorielle et extérieure. Plus
précisément, on va démontrer le théoréme suivant:

TutorimMeE 1. — Sotent A un anneau et M un A-module de
présentation finte. (1) S’il existe un entier q>2 tel que
TIM) (resp. SUM)) soit un A-module projectif, alors M est
un A-module projectif. (i) Soit m le plus grand entier tel que
E™(M) =~ (0) et supposons qu’il existe un entier q, 2 < q¢ < m,
tel que EIM) soit un A-module projectif. Alors M est un
A-module projectif.

On remarque tout d’abord que si M est de présentation
finie, alors il est de type fini. En effet, dire que M est de
présentation finie équivaut a dire qu’il existe une suite exacte
Ly > Ly—>M—(0), ou les L; sont libres de type fini. Il
en résulte aussitdot que M lui méme est de type fini. D’autre
part, on peut supposer que m > 2. D’apres la formule de
localisation des algébres universelles et le lemme 1, on se
raméne au cas ou 'anneau A est local. En effet, pour tout
idéal maximal m de A, ona (TYM)), = TYM,) et comme
T?(M) est un A-module projectif de type fini, il en résulte
que T¢M) est un A-module de présentation finie et T?(M,)
est un A, -module libre pour tout idéal maximal m de A.
D’aprés le cas local, le A,-module M, est libre pour tout

idéal maximal m de A et comme M est de présentation
finie, alors M est un A-module projectif de type fini. Les
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mémes remarques sont valables pour les algébres symétrique
et extérieure.

Cas local. Soient A local d’idéal maximal m et corps des
restes K= A/m, z;, ..., 2, un systéme minimal de généra-
teurs de M sur A et L un A-module libre ayant une base
61, ...,€, a n éléments. Si ¢: L > M est I’épimorphisme
défini par ¢(¢) = (i =1, ..., n) et si R = Ker (), alors
on a la suite exacte (0) >R —->L—->M— (0) avec RcmL.

En effet, si 'on prend z = ), ae; dans R, alors il en résulte
n i=1
que 0= Y az; et si on suppose que, par exemple, a, ¢ m,

1=1
n

alors ;= Y (— a;/a;)z;, ce qui contredit la minimalité de

i=2
Zy, ..., T, 1l en résulte alors que a; est dans m pour tout
¢ et donc, que RcmL. Cect nous donne R®,K = (0)
et donc, L® ,K=M®,K. (1) La démonstration est exacte-
ment la méme dans les deux cas (tensorielle et symétrique)
et nous allons la faire pour I'algébre symétrique. Soit alors
S(¢): S(L) - S(M) le prolongement de ¢ aux algébres
symétriques et pour chaque degré p, on considére I’épimor-
phisme induit S?(¢) : SP(L) — SP(M). Etant donné que S¢(M)

est un A-module projectif, la suite exacte
(0) > Ker (5%(¢)) - SL) — (M) — (0)
nous donne la suite exacte
(0) - Ker (5(¢)) ® xK = SY(L) ® 4K — /(M) ® K — (0).
D’autre part, étant donné que
SUL)® 1K = S(L® ,K), SY(M) ® s K = (M ® ,K)

et que L®,K =M®,K, alors on a Ker (5%(9)) ® ,K = (0).
Puisque S¢(M) est projectif de type fini, alors Ker (S%(¢))
est de type fini (projectif) et donc, Ker (5(¢)) = (0). Soit
maintenant z = ), a;; dans L tel que g¢(z) =0 et fixons

i=1

q—1 éléments w, ...,y,, de L. On voit que

SUe)(xys « - - Ygu1) = 9(@)6(Y1) - - - P(Yga) = 0
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et donc, zy, ...y, =0 dans SYL). Sil’on prend
Y= TYpa1=6

on a 0= Y aeel™ et cect nous montre que a;, =0 pour
i=1

tout t. On a ainsi R = Ker (¢) = (0) et donec, M =1L,

c’est-a-dire, M est un A-module libre. (i1) Les notations étant

les mémes a condition de remplacer le symbole S par E,

on obtient Ker (E¢)) = (0) et donc, ay, ...y, =0

dans E%L). On prend pour y, ...,y,; des éléments e,

J
tels que ¥, ... y,1 =e; ou J est une partie de {1, ..., q!

Y

a ¢—1 éléments. On voit alors que
O - .’L‘yl PR yq—l - 2 ai(ei/\eJ)
i=1

ou les ¢;/\e; sont nuls si teJ et linéairement indépendants
sur A si i¢J. On a ains1 a; = 0 pour tout t¢J et comme
ceci est vrai pour toute partie J de {1,...,q} a ¢—1
éléments, il en résulte que ;=0 pour t=1,...,n On
a ainsi montré que ¢ est injectif et que M = L est libre.

Le lemme suivant achéve la démonstration du théoréme :

Lemme 1. — Soient A un anneau e¢ M un A-module.
Les conditions suivantes sont équivalentes: (1) M est un A-
module projectif de type fini; (1) M est un A-module de présen-
tation finie et pour tout idéal maximal m de A le A,-module

M,, est libre (cf. [3], ch. 11, § 5, n. 2, th. 1).

Remarques. 1) Soient A un anneau et M un A-module.
Si M est de présentation finie, il en est de méme de S/M)
pour tout ¢ > 0. En effet, si A™ - A" —> M — (0) est une

. . : ") ot
présentation finie de M, A — A — SY(M) — (0)
en est une de SM). La méme remarque est vraie pour les
algébres tensorielle et extérieure.

2) Le théoréme 1 est encore vrai pour M de type fini, a
condition de supposer que ’anneau A soit intégre. Pour cela,
il suffit de voir que dans ces conditions le lemme 1 est vérifié
(cf. [B], lemme 5 a la page 249).

3) Le théoréme 1 est vrai si I'on suppose que A soit
noethérien (non nécessairement intégre) et M de type fini,
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car dans ces conditions le module M est de présentation
finie. En effet, si M est de type fini, il existe une suite exacte

0) >R —>A"-> M — (0)

et comme A estnoethérien et A" est de type fini, il en résulte
que le sous-module R de A" est aussi de type fini. Il existe
alors une suite exacte (0) > R,—>A"—>R —>(0) et en
composant A™ - R et R — A" on obtient une présentation
finie de M, a savoir, A™—> A"—> M — (0).

2. Cas d’un anneau de Dedekind.

Soient A un anneau intégre et K son corps de fractions.
On appelle idéal fractionnaire de A a tout sous-A-module
a de K tel qu’il existe un élément d dans A, d =40 tel
que dacA, c’est-a-dire, da est un idéal de A dans le sens
habituel. Les idéaux de A seront appelés alors idéaux entiers
de A. On dira qu’un idéal fractionnaire a de A est inversible
§'1l existe un idéal fractionnaire g’ de A tel que a.a’ = A.

Les deux lemmes suivants sont bien connus:

Lemme 2. — Soient A un anneau et M = (z;, ..., 2,) A
un A-module de type fini. Les conditions suivantes sont
équivalentes: (1) M est un A-module projectif; (i1) il existe

n formes linéaires ¢y, ..., ¢, sur M telles que = ) ¢,(z)x;
pour tout z dans M (cf. [1]). i=1

Lemme 3. — Sotent A un anneau intégre et a un idéal
fractionnaire de A. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) a est un A-module projectif de type fini; (i1) a est un idéal
inversible (cf. [3]).

ProrosiTion 2. — Soient A un anneau de Dedekind et
a 7 (0) unidéal fractionnaire de A. Alors a est un A-module
projectif de type fini.

En effet, puisque tout idéal fractionnaire non nul de A
est inversible (cf. [27], vol. I, ch. v, § 6, th. 12), il en résulte
que tout idéal fractionnaire g 5= (0) de A est un A-module
projectif de type fini.
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Remarque. Dans un anneau de Dedekind, tout idéal entier
a une base formée de deux éléments (cf. [27], vol. I, ch. v, § 7,
th. 16, corollaire 2).

TutoreEME 2. — Soit A un anneau de Dedekind. Pour tout
idéal entier a de A on a S(a) = R(a).

En effet, 1l n’y a rien & démontrer si a = (0). Si a =+ (0),
alors on sait que a est un A-module projectif de type fini
et done, S(a) est intégre. D’aprés le lemme 1 du chapitre 1
il en résulte que S(z) = R(a). On remarque que, puisque ga
est engendré par deux éléments, a = (ay, a;)A, alors

R(Q) = A[a'lx7 aZX]'

On peut alors dire que pour tout idéal @ = (a;, @;)A d’un
anneau de Dedekind A, on a S(a) = A[a,X, a,X].

On peut généraliser le théoréme ci-dessus de la maniére
suivante :

TatoriEME 2. — Soient A un anneau intégre et a un
idéal (entier) de A. Si a est un A-module projectif, alors
on a S(a) = R(a).

Pour cela, on n’a qu’a voir qu’on a toujours la suite exacte
(0) > Ker (S(a) - R(a)) - S(a) - R(a) — (0)

et comme A est intégre, alors Ker (S(a) > R(a)) = #(S(a))
(cf. lemme 1, ch. 1). D’autre part, si a est un A-module pro-
jectif, alors ¢(S(a)) = (0) et le th. est démontré.

3. Un exemple.

Soient A un anneau et L un A-module libre. On sait
(cf. [2]) que S(L) est une algébre de polyndmes et donc,
un A-module libre. On peut se demander, compte tenu de la
proposition 1, si la réciproque de ce résultat est vraie. On va
montrer qu’il n’en est pas ainsi si 'on se place en dehors de
la catégorie des A-algébres graduées. Précisément, on va
donner un exemple d’un A-module projectif de type fimi et
non libre et tel que son algébre symétrique (ot 'on ne tient pas
compte de la structure d’algébre graduée) soit un A-module

libre.



SUR LES ALGEBRES UNIVERSELLES 83

Pour cela, on rappelle tout d’abord le lemme suivant:

LemME 4. — Soient A un anneau de Dedekind e¢ M un
A-module projectif. (1) St M est de type fini et de rang n + 1,
n > 0, alorsilexiste unidéal entier a de A telque M=A"@a.
(1) St M n'est pas de type fini, alors M est libre (cf. [4]).

Soient alors A un anneau de Dedekind et M un A-module
projectif (non libre) de type fini et de rang n+ 1, n > 0.
Il existe un 1déal entier a =~ (0) de A tel que M = A"@a.
On sait que a est engendré par deux éléments a,, a, et donc,
S(a) = A[ay,X, a;X], sous-anneau de ’anneau de polyndémes
A[X]. D’autre part, si X; est I'image de e¢; par I'injection
canonique A" — S(A"), alors S(A") est I'anneau de poly-
némes A[X,, ..., X,], ol e, ...,e, est la base canonique
de A" Ceci nous montre que

S(M) = A[Xy, ..., X,]® sA[aX, a:X]
= A[Xl, ey Xn, a1X, ale.

Comme M est un A-module projectif, il en est de méme de
S(M) et comme S(M) n’est pas de type fini, alors il est libre.

4. Factorialité de 1’algébre symétrique d’un module projectif.

Soient A un anneau et L un A-module libre de type fim
ayant une base e, ...,e,, Si X; est 'image de ¢ par
I'injection canonmique L — S(L), alors on sait que

S(L) = A[X,, ..., X,]

et d’aprés le théoréeme de Gauss, st A est factoriel, il en est
de méme de S(L). On peut alors penser a cette méme question
si 'on remplace L par un A-module projectif. Plus précisé-
ment, on va démontrer le résultat suivant:

TutorgME 3. — Soient A un anneau factoriel e¢ M un
A-module projectif de type fini. L’algébre symétrique S(M) est
ausst un anneau factoriel.

Soient z, ...,xz, un systéme de générateurs de M sur
A, B=A[X;,...,X,] et R=S5(M). On va montrer que

R est un anneau factoriel. Pour cela on remarque que comme
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M est projectif, il existe un A-module projectif M’ tel que
A"=MoM' et donc, B = R®,S(M’). Puisque S(M’) est
projectif et SO(M') = A est un A-module fidélement plat,

alors S(M') =A@ Y SYM’) est aussi un A-module fidéle-
1

=
ment plat (cf. [3], ch. 1, § 3, n. 1, proposition 3). Par extension
des scalaires il en résulte que B = R® ,S(M’) est un R-module
fidélement plat. Supposons maintenant que ’anneau A soit
factoriel et soit a = Rbn Re lintersection de deux idéaux
principaux. On va montrer que I'i/déal a est principal. Comme
B est un R-module fidélement plat, alors aB = BbnBc et
comme B est factoriel, alors BbnBc= Bd, ou d=ppcm
(b,c) dans B. Etant donné que B/R est R-plat, alors
a=aBnR =BdnR. On remarque que l'on peut écrire
B=Reog, ou g estl'idéal de B donné par

s

(R® ,S(M)).

1

2:‘—

q

Done, deB se décompose d’une fagon unique
d=c¢e -+, ou eeR et fegq.

On va montrer que g = Re. En effet, comme b et ¢ divi-
sent d dans B, alors b et ¢ divisent e dans R et donc,
Reca. D’autre part, si ueBdn R, on peut écrire

u=(z+ glle+ 1) ol wzeR,geq.

Ceci nous donne u=u=xe¢ et af + gd = 0 et donc, ueRe.
Les inclusions Reca = Bdn R c Re nous donnent a = Re
et donc, R est factoriel.

- Par la suite, on donnera une deuxiéme démonstration du
théoréme 3 et pour cela on va démontrer le lemme suivant:

Lemme 5 (P. Samuel). — Soit B = )} B, un anneau gra-
dué factoriel. Alors B, est factoriel. *=°

En effet, dans un anneau gradué factoriel, tout élément
homogéne =0 est produit d’éléments premiers homogénes.
Donc, tout élément == 0 de B, est produit d’éléments de
B, qui sont premiers dans B, donc aussi dans B,.
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Deuxiéme démonstration du théoréme 2. — On considére sur
B, qui est factoriel en tant qu’anneau de polynémes a coeffi-

cients dans A, la graduation B = 2 B, ou B, = R® ,S/(M’)

pour tout ¢ > 0. D’apres le lemme 5 B, = R®,A =R est
aussl factoriel

TutoriME 4. — Sotent A un anneau et g un idéal
de A. St S(a) est factoriel alors A est factoriel et a est prin-
cipal.

En effet, si T'on considére P'anneau gradué factoriel

S(a) = E S%a), d’aprés le lemme 5, S°g) = A est aussi

factoriel. Comme S(a) est intégre, S(a) s’identifie & I'anneau
de Ress R(a). Etant donné que A est factoriel, il existe un
élément a dans g tel qu’aucun diviseur strict de @ ne soit dans
a. Alors élément aX de S(a) est irréductible dans S(a),
donc premier. Pour tout élément b dans a, on a b(aX) = a(bX)
et comme aX ne divise pas a dans S(a) (sinon,
0 =d°a) > d°(aX) =1, ol d° désigne le degré), alors il
divise bX dans S(a). Ceci nous montre qu’il existe un élément ¢
dans S(a), nécessairement de degré O(ce S°(a) = A), tel que
bX = ¢(aX) et donc, b = ca. On a ainsi g = Aa.

Finalement on va montrer que, en général, S(M) factoriel
n’entraine pas M projectif. D’aprés le lemme 5, on sait seule-
ment que si S(M) est factoriel alors SO(M) = A est aussi facto-
riel. Soient, en effet, k¥ un corps, A I’anneau local

' k[tb ] tn](t., ceas tp)? m = (tl, R tn)A
son idéal maximal et M un A-module de générateurs e,,...,e,

liés par la relation Z te; = 0. Comme les ¢, sont dans m,

ils sont non 1nvers1bles dans A et donc, e,,. . .,e, est un systéme
minimal de générateurs de M. Ceci nous montre que M n’est
pas libre (ni projectif, car A est local). On voit facilement que

S(M) = Alx,,...,r,] avec E ta; = 0. On va montrer que S(M)

. . N i=1
est factoriel. En effet, on considére ’anneau B = k[t,,. . .,t,;

no

n
Zy,. .., ou Ntx;,=0. Si n>3, B est factoriel car
i=1
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Blz; '] = k[ty,. . ., t,_y5 Ty,...,2,] [27*] est factoriel et d’apres
le théoréme de Nagata, il en est de méme de B. Puisque
S(M) =B,, il en résulte que S(M) est factoriel.

Note. — Depuis la rédaction de ce papier, des progrés ont
été faits sur la factorialité des algébres symétriques (cf.
P. Samuel, Anneaux gradués factoriels et modules réflexifs,
Bull. Soc. Math. France 1964 et P. Samuel, Modules réflexifs
et anneaux factoriels, Séminaire Dubreil 1963-1964, Exposé
du 27 janvier 1964).
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