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SUR LES ALQÈBRES UNIVERSELLES
par Artibano MICALI (1).

Introduction

1. On étudie ici certains problèmes particuliers qui se pré-
sentent dans les algèbres universelles. Pas mal de résultats
qu'on y trouve sont valables pour n'importe quelle algèbre
universelle, car ils ont un caractère fonctoriel (par exemple,
la projectivité d'une algèbre universelle d'un module projectif).
D'autres le sont encore par le principe de commutativité des
problèmes universels (par exemple, la localisation d'une algèbre
universelle). Mais, il y a un certain nombre de ces résultats
qui sont valables pour les algèbres universelles particulières.
Et, l'origine de ce travail est l'un de ces problèmes, à savoir,
celui de comparer, pour un idéal donné d'un anneau commu-
tatif à élément unité, son algèbre symétrique et son anneau
de Rees (chapitre i). La plus importante application des
résultats qu'on y trouve est une nouvelle caractérisation
des anneaux locaux réguliers. Ensuite (chapitre n) on attaque
le problème d'injectivité dans les algèbres universelles, c'est-
à-dire, étant donnés un anneau commutatif à élément unité A
et une suite exacte de A-modules unitaires 0 —> M' —> M,
étudier le noyau de l'extension de M' —^ M à l'algèbre uni-
verselle en question. Nous avons étudié ce problème pour
l'algèbre symétrique dans plusieurs cas particuliers. Le pas
suivant (ch. in) sera une généralisation de la notion d'anneau
de Rees et finalement (ch. iv) nous avons étudié de près les
algèbres universelles d'un module projectif.

Évidemment on est loin d'épuiser les questions qu'on y
trouve. Nous nous sommes placés dans le cadre de l'étude
des questions les plus élémentaires concernant les algèbres
universelles. C'est d'ailleurs ce qu'on va voir en lisant ce travail.

(1) Bolsista do Conselho Nacional de Pesquisas, Brasil.
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2. Certains problèmes n'ont pas été abordés. Ainsi, si A
est un anneau intègre de corps de fractions K et si a est
un idéal de A, on peut penser à trouver des conditions
nécessaires et suffisantes sur la suite d'idéaux g/1 (n^O entier)
pour que l'anneau de Rees (cf. ch. i, § 1) R(a) soit intégrale-
ment clos dans le corps K(X). Ce problème a été déjà étudié
dans [24].

3. Soit A un anneau commutatif à élément unité. Tout
A-module est unitaire, toute A-algèbre est munie d'un élément
unité et tout homomorphisme d'algèbre transforme élément
unité en élément unité. On désigne par M la catégorie des
A-modules unitaires, A la catégorie des A-algèbres, Aç celle
des A-algèbres commutatives et Aa celle des A-algèbres
anti-commutatives. Étant donné un A-module M, on peut
construire les algèbres tensorielle (TM), symétrique S(M)
et extérieure E(M) du module M et on obtient ainsi des
foncteurs covariants et exacts à droite T : M -> A, S : M -> Ac
et E : M -> Aa (cf. [2], [8] et [15]). En outre on doit signaler
qu'il s'agit d'algèbres graduées dont le groupe des degrés
est Z. Le sous-module des éléments homogènes de degré q
de T(M) (resp.S(M), E(M)) est noté par T^M) (resp. S^M),
E^(M)).

4. On sait (cf. ch. il, § 1) que l'algèbre symétrique est un
foncteur non-additif. Il n'entre pas dans notre propos de faire
de l'Algèbre Homologique non-additive et pour les questions
qui s'y rattachent, on renvoie à la littérature (cf. [9], [10], [11]
et [12]).

5. On remarque finalement que l'étude de l'algèbre symé-
trique nous permet de donner une théorie intrinsèque des
polynômes. Cette remarque a plutôt un caractère didactique
et pour cela on renvoie à la bibliographie (cf. [6], [13] et [15]).

Je n'aurais pas pu arriver au bout sans l'aide constante
et les encouragements de M. Samuel. Qu'il veuille accepter
mes remerciements sincères. Je tiens à remercier M. Dubreil
pour la possibilité qu'il m'a offerte d'exposer dans son sémi-
naire et d'avoir accepté de présider le jury. Mes remerciements
vont aussi à M. Bruhat pour avoir bien voulu me suggérer
le sujet de la seconde thèse, à M. Koszul pour m'avoir aidé
pendant une année passée à l'Institut de Mathématique de
Strasbourg et à tous les collègues qui m'ont aidé dans ma tâche.
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CHAPITRE PREMIER

SUR LES ALGÈBRES SYMÉTRIQUE ET DE REES D^UN IDÉAL

Dans tout ce chapitre, A désignera un anneau commutatif
à élément unité et pour tout idéal a de A, l'algèbre symé-
trique de a n'est autre que l'algèbre symétrique du A-module a.

1. L'anneau de Rees d'un idéal (cf. [23]).

Soit a un idéal de A et on considère le sous-anneau
R(a) de l'anneau de polynômes A[X] formé des sommes
finies CQ + CiX -)- ...-[- CqX? où c, est dans a1 pour tout
i ̂  0 (on pose a° == A et a1 = a). Il est clair que R(a)
est un sous-anneau de A[X] et on l'appelle Vanneau de Rees
de Vidéal a. On a, quelquefois, besoin d'un anneau de Rees
un peu plus « grand » et on prend alors l'ensemble des sommes
finies c_pX-P + • - • + c_iX-1 + CQ + c^X + . • • + c^ ou c,
est dans a1 et où l'on pose a1 = A pour tout i ̂  0. On
obtient ainsi un sous-anneau de l'anneau A[X, X~1] qui
n'est autre que R(a) [X'"1]. Mais, en général, nous n'aurons
rien à faire avec ce deuxième anneau de Rees.
' Si l'idéal a est de type fini engendré par des éléments
ai, .. ., On, alors on a R(a) == A[aiX, .. ., a^XI. Ceci nous
montre que si A est un anneau noethérien, pour tout idéal a
de A, l'anneau de Rees R(a) est aussi noethérien.

Dans le paragraphe suivant on va voir comment on peut
comparer, pour un idéal donné, son algèbre symétrique et
son anneau de Rees.
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2. Comparaison des algèbres symétrique et de Rees Vm idéal.

Soient a un idéal de A, R(a) son anneau de Rees et
S(a) son algèbre symétrique. L'application linéaire y de
a dans R(a) définie par ç(c) == cX pour tout c dans a,
se prolonge en un unique homomorphisme y de S(a) dans
R(a) tel que si / : a -> S(a) est l'injection canonique, alors
< p o y = = y. On va montrer que y est surjectif. Soit cX^ e R(a)
un élément homogène de degré q de R(a). Comme c est
dans a^, il suffit de supposer que c = Ci ... Cq où les c;
sont dans a et donc, ç(ci V • • • V Cq) = CiX . . . CgX == cX^.
On remarque ici que le symbole V désigne la multiplication
dans l'algèbre symétrique S(a). Pour le degré 0, on constate
que ç(A) == A. Le problème suivant se pose : caractériser
les idéaux a de A pour lesquels y soit une bijection. On peut
donner tout de suite la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — Soient A un anneau intègre et a un
idéal de A. Les conditions suivantes sont équivalentes : (i)
S(a) est intègre', (ii) S(a) est sans torsion', (iii) Vhomomor-
phisme ç est injectif,

En effet, (i) =^ (ii) trivialement et (iii) ==»- (i), car si l'on
a un produit u V ^ = = 0 dans S(a), alors 0 == y(uV^) =y(u)<p(^)
et comme ceci est valable dans R(a) qui est intègre, il en
résulte que ç(u) = 0, par exemple. D'après (iii), u = 0.
Pour montrer que (ii) ==^ (iii) nous allons montrer le lemme
suivant :

LEMME 1. — Soient A un anneau intègre et a un idéal de
A. Alors le noyau Ker (S(a) -> R(a)) est le sous-module de
torsion de S(a).

On commencera par démontrer le lemme dans le cas où a
est de type fini engendré par des éléments a^, . . ., a^ On
peut supposer que a ^= (0) et donc, par exemple, que a^^=0.
Si l'on prolonge l'épimorphisme évident A" -> a -> (0) aux
algèbres symétriques, on peut écrire que

S(a)-A[Xi,...,X,]/ç

où q est l'idéal de AfXi, . . ., Xn] engendré par les formes
linéaires &iXi + • " + &nXn telles que b^ + • • • + &A == 0-
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Maintenant on définit un épimorphisme A[Xi, . . ., X^] -> R(a)
par X; —AA/V-» a;X pour i = 1, . . ., n et si l'on désigne par
q^ (la notion q^ sera justifiée plus tard) son noyau, alors
on écrit R(a) == A[Xi, . . ., X^]/ç^. On voit que si f est un
polynôme homogène de A[Xi, . . ., X^], alors f est dans q^
si et seulement si f{a^ . . ., aj == 0. Il est clair alors que
q c q^ et que Ker (S(a) -> R(a)) == goo/î- O11 va alors démon-
trer que pour tout f dans q^ il existe un c dans A, c=^0
tel que cf est dans ç. On procède par récurrence sur le degré
q de /*. Puisque tout élément homogène de degré 1 de q^
est dans q, alors le lemme est vrai pour q = 1 et c== 1=^=0.
Supposons que pour tout polynôme homogène de degré
<^ q — 1 de q^ le lemme soit vrai. On écrit alors

f = XiA(X.i, ..., X,) + X^X^, ..., XJ + ... + X^(X^)

où les fi sont homogènes de degré q — 1 et on considère le
polynôme

g = Xi/i(ai, . . ., an) + Xa/2(^2, . . ., a^) + • • • + X^(aJ.

Comme g est un polynôme homogène de degré 1 de ç^,,
alors g est dans q et d'autre part on écrit

a^f—X^g = Xigi(Xi, ..., X,) + • • • + X^i. g,-i(X ,̂ X,),

où les g» sont des polynômes homogènes de degré q — 1
de q^. D'après l'hypothèse de récurrence, pour chaque i il
existe un Ci dans A, ^ ~=f^ 0 tel que Cigi est dans ç. Ceci
nous montre que l'on a alors Ci . .. Cn-i^^f dans g. Si a
n'est pas de type fini, pour tout élément u dans S(a), il
existe un nombre fini d'éléments ai, . . ., a^ dans a tels que
si a est l'homomorphisme de A[X^, . . ., X^] dans S(a)
défini par a(X;) == a^ pour tout i, alors u est dans Im(a).
Donc, si l'on a y^u) == 0 avec u dans S(a), comme on peut
écrire u == a(/*) avec /* dans A[Xi, . . ., XJ, le raisonne-
ment ci-dessus nous montre qu'il existe un c dans Ay
c =^= 0 tel que a(cf) == 0 et donc, eu = 0. Ceci achève la
démonstration du lemme.

On suppose maintenant que l'idéal a soit de type fini
engendré par des éléments a^, . . ., a^ et on considère l'ho-
momorphisme homogène A[Xi, . . . , X^, X] -> A[X] défini par
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X; ~^\AA^-» OiX pour i == 1, .. ., n et X - /̂w^-* X. Son noyau
est l'idéal de A[Xi, . . ., X^, X] engendré par les Xi — a^X
et, de plus,

Ker(A[Xi, ..., X, X] -> A[X]) n A[X^, ..., XJ = g,.
Si l'on pose

( n )
g. == J S (X; — OiX)/*, 6 çjrf!!:(/i) < s pour tout i[,

^=i )
où d°x{fi) est le degré de f, par rapport à X, on vérifie
facilement que pour tout 5, g, est un idéal homogène de
A[Xi, . . . , X^] et que dans A[Xi, . . . , X^] on a

q c go c gi c ... c q, c ... c q^

On vérifie aisément que Ço ^t l'ensemble des éléments

S X^ de A[X, .. . , X^], où les f, sont dans A[X^, . . . , X^],
4==1 "
tels que ^ a;/; = 0 et donc, q == Ço. En effet, si fe Ço alors

i=i " » ~~
on peut écrire que f == S X;/; tel que S ^i/i = 0 et comme

1=1 i=i
les f, sont dans A[Xi, . . . ,Xn] , on peut mettre

fi = S ,̂m,(X),

où les c;̂  sont dans A et les ^y(X) sont des monômes en
les indéterminées Xi, . . . , X^. La relation

0==5(5^,\m,(X)

entraîne ^ ̂ ij = 0 pour tout / et donc,

f= S(S^,X,\m,(X)eg.
J \ i )

II en résulte aussi de la construction faite ci-dessus que si l'on
a g, == ç^i pour un certain entier 5 ,> 0, alors ^ == q^
pour tout r ̂  1.

Soit a un idéal de type fini de A engendré par des éléments
^i, ..., a^ et on considère son algèbre symétrique
S(a) == A[Xi, . . ., X^]/ç. On dira que l'idéal a obéit à la
condition (I) (condition d'injectivité) ou que la condition (I)
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est vérifiée si toutes les fois qu'on a ^ a^ e g où les fi sont
i=l n

dans A[Xi, . . . , X n ] , ceci entraîne que S ^i/*i€= g-
1=1 ~"

Exemple. — Supposons que les éléments ai, . . ., a^ for-
ment une A-suite, c'est-à-dire, que Oi ne soit pas diviseur
de zéro dans le quotient A/(ai, . .., a^.i)A (où l'on pose
(ai, . .., <v.i)A = \0) si i == 1) pour i == 1, . . ., n. Alors
nous verrons plus loin que l'idéal a de l'anneau A engendré
par les a^ obéit à la condition (I).

PROPOSITION 2. — Soient A un anneau (non nécessaire-
ment intègre) et a un idéal de A de type fini. Les conditions
suivantes sont équivalentes : (i) y est injectif; (ii) g == goo r
(iii) la condition (I) est vérifiée; (iv) g == gi.

En effet, comme Ker (ç) == goo/g? alors (i) -^=> (ii) et d'autre
part, il est trivial que (11)===^ (iv). D'après la remarque faite
ci-dessus, si g = gi, la chaîne d'idéaux q == gi c • • . c ç^
est stationnaire et donc, q = q^. Ceci nous montre que
(iv)=^ (ii). Supposons maintenant que la condition (I) soit
vérifiée et montrons (ii). Si fe q^ est un polynôme homogène

n

de degré m, alors on peut écrire que /*== S (X»—^iX)/*i où
1=1

les f^ sont dans A[Xi, . . ., X^, X] et sont homogènes de
degré m—1. Ceci nous permet d'écrire que

f, = b^-1 + 6i,X^ + ... + fe^.X + b^,

où chaque bj^ e A[X^, . . . , X n ] est homogène de degré /.
Comme f est dans A[Xi, . . . ,XJ , alors on peut écrire
les identités f == ^ ^m-i, i X^, ^ fc^_i^ ; a^ == ^ &m-2, iX^,

i i t

S ^-2,1^' == 2 ^m-3,îXi, . . ., ^ ̂ .A == S ^l,i Xf?

S^i-^^iX, e t * 5&(ua/=0.
i i i

D'après (iii) on voit que

S ^0,1 ̂  = 0 e g ==^ 2 &o,fXi e q =^ ... ==^ ^e ̂
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Supposons maintenant que la condition (I) ne soit pas vérifiée.
Il existe alors des f, dans A[Xi, . .., XJ pour i = 1, . . . , n
tels que ^ a^ e q et ^ X^ ^ g. Étant donné que

2(X,—a,X)/; et S^.
î l

sont dans Ker (A[Xi, . .., X^ X] -> A[X]) alors il en est de
même de 2 X,/:. = S (X,—a,X)/; + X ^ ̂  et ceci nous

.l . l imontre qu'il existe un élément

S X^ ^ Ker (A[Xi, . . . , X,, X] -> A[X]) n A[X,, . . . , X^] = g,

tel que S X^ ^ g. Donc, q ̂  q^
i

THÉORÈME 1. — Soit A un anneau commutatif à élément
umté. Pour tout idéal a de A. engendré par une A-suite on
a S(a) = R(a).

En effet, d'après la proposition 2, il suffit de démontrer que
la condition (I) est vérifiée et pour cela on emploie le lemme
ci-dessus :

LEMME 2. — Soient a un idéal de A engendré par des
éléments a^ . . ., ̂  et S(a) == A[Xi, . . ., XJ/g son algèbre
symétrique. Si a^ . . ., a^ est une A-suite, alors q est l'idéal
de A[Xi, . . ., X/J engendré par les a^Xj — a,X;(i < /') et
réciproquement, si A est intègre et si q est l'idéal de
A[Xi, . . ., XJ engendré par les a^Xj— ajX,{i < /), alors
ai, ..., an est une A-suite.

En effet, q est engendré par les formes linéaires
&iXi + ' • • + b^X^ telles que

&iai + . . . + b^ = 0, d'où, b^ <= (ai, .. ., a^_i)A

et comme a^ n'est pas diviseur de zéro dans A/(ai, . . ., a/i_i)A,
alors b^ e (ai, . . ., a^_i)A. Il existe c,^ e A{i = 1, . . . , n— 1)

71—1

tels que &n == S ^.n^i et étant donné que a^i n'est pas
1=1

diviseur de zéro dans A/(ai, . . ., a^_a)A on obtient
n—2

bn-1 = —— Cn-l^n + 5 .̂n-l̂ i
i=l
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avec
^-1^(1 == 1, . . ., n —2).

Par récurrence sur n, on obtient
n j - l

bj== — S ^/.A + S ^j^(/ == 1) • • - 5 ^ ) »
i=;+l i=l

n n n n j—1

d'où, ^ ^^= =—2 5 c/,iaiX/4- ^ ^ CijâiXj et en rempla-
y=i y=i 1=74-1 ' y=i i=i

çant i par / dans la première somme, on obtient
n

S b j x • j = S ^j(^Xy——0,Xi).y=i »</
Réciproquement, puisque A est intègre, alors ai n'est pas
diviseur de zéro dans A (on prend ai =/= 0). Soit a^ == 0
dans A/OiA, où Cg s A/aïA. Il existe Ci e A tel que Ciâi + c^=0
et donc, CiXi + ^2X3 e ç. On peut écrire

CiXi + ^Xg == S dij{a,Xj — ajXi)
i<J

où les rffj e A et ceci nous montre que dij = 0 sauf pour
i = 1 et / == 2. Donc, CiXi + ^Xg == ^1,2(^1X2 — a^i) y
d'où, Ci == — ^1,2^ et ^2 === ^1.2^* O11 a ainsi montré que
Ça == 0. Démontrons qu'en général a^ n'est pas diviseur
de zéro dans A/(ai, . .., a^_i)A. Soit a^ == 0 dans

A/(ai, . . . , a^_i)A, où Cn e A/(ai, . . . , a^_i)A.'n—l

n

II existe des éléments Ci, . . ., ^_i dans A tels que ^ Ciai==0
7l 1=1

et donc, ^ c^Xi e g, c'est-à-dire,
1=1

n

S ^Xi == ^ dij{aiXj — ajXi)
1=1 t<j

avec les à^ e A. On obtient
n f—l

Ci = —— S ^Ai + 2 ^/<j(1 == 1? • • • » n)y='+i y=i
n—l

et donc, c^ == 2, a,d^ d'où c^ == 0.
y=i



44 ARTIBANO MICALI

n
Démonstration du théorème 1. — Soit ^ a^ e ç avec

1=1
/^A[Xi, ...,XJ(i=l, ..., n)

n

et montrons que 5 X^ s g. D'après le lemme 2 on peut écrire

SX^= S/^X.—a.XO
1=1 <</

avec les f^ <= A[Xi, . . ., XJ et comme a^ n'est pas diviseur
de zéro dans^ A[Xi, . .̂  XJ/(ai, . .., a^).A[X^ .. ., X,],

alors fn=—^ X,f^ + S ^g,, où les g^ e A[X^, . . . , XJ.
1=1 i=i

Puisque a; n'est pas diviseur de zéro dans

A[Xi, . .., X,]/(a,, . . . , a^)A[Xi, . . ., XJ

pour i = 1, . . . , n, par récurrence sur n on obtient
J'-l J--1 7i n

fj == — S X^j + S ^^.7 + S ^ifj\i — 2 îg; i avec les
l=l 1=1 î=;4-l i=y+l

g,,eA[Xi,...,X,].
Donc

SX/,=-5X.X/,,+ 5 aiX ,̂,+ S X.X/,,- 5 a,X.g,/
J—1 ^J t<j i<y i<j

où l'on a changé i en / dans la 3e et 4e somme. Ceci nous
n

donne ^ X/y = S (a,Xy — ayX^j <= g et la condition (I) est
vérifiée.

3. Un exemple.

Soient k un corps, ai, . . ., a^ des éléments algébriquement
indépendants sur /c, A == k[a^ . . ., aj et a l'idéal de A
«engendré par les a^. Alors, S(a) == R(a).

En effet, on peut écrire que S(a) == A[Xi, . . ., XJ/ç est où q
^est l'idéal de l'anneau A[Xi, . . . , XJ engendré parles formes
linéaires b^ + ... + &^X, telles que b^ + • - • + &A = 0.
Puisque les a, sont algébriquement indépendants sur k,
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il existe des éléments c^j dans A tels que l'on ait

S &A= Sc,/a,X,—a,XO.
i=i i<j'

Maintenant on montre que l'idéal g est premier et pour cela
on va démontrer le lemme suivant :

LEMME 3. — Soient k un corps, x^ . . ., x^ u, v des élé-
ments algébriquement indépendants sur k, V la k-wriété de
point générique (ux^ . .., ux^\ vx^ . . ., vx^) et p V idéal
de l^ anneau /c[Xi, . .., X^; Yi, . . ., YJ engendré par les déter-
minants X(Yy— XyY;(i < /). Alors p est Vidéal de la variété
V et donc, p est premier.

Soit I/c(V) l'idéal de la variété V. Si f est dans p, alors
f(ux', vx) ==0 et par conséquent, f est dans Ifc(V). Soit
maintenant f dans I^(V) et désignons par ^ ^s compo-
santes homogènes de degré r en les X; et de degré s en
les Yy. Puisque f = 2/*r,,, alors 0 === f{ux9, vx) ==2/^(^$ x)^^
et donc, /r,s(^; ^) == 0. On remarque que /*r,s(^; ^) == 0 si
et seulement si /^(ua;; ^) == 0. On est ainsi ramenés au cas
où f est homogène de degré (r, s) et pour montrer que f
est dans p on procède par récurrence sur le degré total r + s.
Si r + 5 = 1 on a f == 0 et donc, f est dans jg. Suppo-
sons que r et s sont ^ 1. Dans /*(a;; x), le terme en
a^* ... x^ provient des monômes X[1 ... X^"Y{1 ... Y^
tels que 1*1 + /i == ^i, • . ., in + J n = ̂  et si l'on désigne par
c^j le coefficient d'un tel monôme dans /*, alors ïiC^j = 0
(somme étendue aux systèmes i == (ii, . . ., ij et / == (/i, . .., /„)
tels que l'i + /i = t^ . . ., in + /n == ^). Il est clair que l'on
a aussi ii + • • • + in == r et /i + • • • + /\ == s. Fixons
l'un de ces monômes qu'on va désigner par

X?< . . . X^YÎ* . . . Y;Kpi + qi = ̂  . . ., pn + qn = <n;

Pi + • • • + Pn = r, qi + • • • + ̂  == s).

Son coefficient Cp^ vérifie la relation Cp^q = —Sc^y (somme
étendue aux systèmes (i, /) tels que i =7^= p et / =7^= ç) et
on peut donc écrire

/= -Sc,/Xî. ... X^Yî. . . . Y^» - Xï ... X;nY{. ... Y^n)
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pour i =/= p et / =^ ç. Le polynôme

g == X?< ... X^ ... Y^- Xï ... X^ ... Y^

vérifie la relation g[x\ x) = 0 et il suffit donc de montrer
que g est dans p. Si g est multiple d'une indéterminée,
par exemple de Xi, alors on peut écrire que g == Xi/i et
h satisfait encore la relation h(x\ x) == 0. D'après l'hypothèse
de récurrence sur le degré total, h est dans p et donc,
gep. Supposons que g ne soit multiple d'aucune indéter-
minée et soient M et M' deux parties de |1, . . . , n ^ définies
par pi» > 0 et q^ > 0 respectivement. Si i' e M on a
p^ > 0 et donc, ^ == 0 (sinon X;' est en facteur) et si
i' e M' on a g»' > 0 et donc, /i' == 0 (sinon Y;' est en facteur).
Pour tout i' dans ^ 1, . . ., n\ on a p^ + îr == ^r + /r? e^
donc M n M' == 0. En effet, si M n M' ^=f=- 0, alors il existe
un i1 e M n M' et par conséquent on a p^ > 0, q^ > 0, i^ == 0
et j\' = 0. Ceci nous montre qu'on a ^ == p ^ ' + ç;' > 0
et d'autre part ^ == n' + /r == 0- Après rénumérotation on
peut supposer que M = 11, . . ., m ̂  et M' == | m + 1, . . ., m' ^
où 1 <; m <; m' <; n. De plus, si i' ^ M u M' alors on a
p^. == ^, == 0 et donc, 0 == pi' + Ci' == ^i' == h' + /r- Ceci nous
montre qu'on a i;' === /i' ==0 et le polynôme g peut s'écrire
alors sous la forme

y _ -Y?, YpmYî/"^ Y^' _ Y71 Y^X1^* X17"'6 — ^1 • • • "m ^m-H • • • -•-m' l i . . . 1^ ^V^_,_i . . . YS.̂ ,

et en vertu des relations p^ + çr == k == ^1' + J r on peut
écrire g sous la forme

y — y,t, x^Y^ Y^' _ Y^ Y^X^-4-1 X^'& — l̂ • • • ^m ^-m+l • • • A m' 1! • * • L m ^m-}-l • • • ^m' •

On remarque ici que r = s, car

r = h + • • • + tm = tm+1 + ' " +t^==S

et comme r ̂  1 et s ̂  1, alors on peut supposer, par
exemple, qu'on a <i ̂  1 et ^' ̂  1. On peut finalement
écrire que g === (XiY^' - - X^Yi)gi + YiX^gg où

a — X^X4 X^Y^^ Y '̂-i Y^"1
gl — YS.1 ^Vg . . . YS.̂  •lm-4-1 • • • ^m'—l ^m'—l

et

a. — X^^X4 X^Y"1-^1 Y '̂-i Y^'~1
52 — ^^l ^2 • • • -'^w ^w+l • • • ••-m'—l -"-m'

_ Yî^Y4 Y^X^* X^'-^X^'"1
•-1 - 2 • • • ± m J•~•m•+-l • • • ^^m'—l^^m'
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Puisque ga est homogène en les X; et en les Y, et vérifie
la relation g^{x\ x) = 0, d'après l'hypothèse de récurrence
sur le degré total on a gg€= P ' Ceci nous montre que g e p et
la démonstration du lemme est achevée.

On remarque que, puisque Xi, . . . , X^ est une

k[X^ . .., Xn] -suite,
alors

S((X,, .... X,)) == /c[X,, ..., X,; Yi, ..., Y,]/p

et d'autre part, l'anneau des coordonnées de V sur k est

/c[Xi,...,X,;Yi,...,Y,]/I,(V).

D'après le lemme ci-dessus, on voit que l'anneau des coordon-
nées de la variété V sur k n'est autre que l'algèbre symé-
trique de l'idéal (Xi, . . . ,XJ de l'anneau de polynômes
/c[X,,...,X,].

Finalement, on remarque que la dimension (dans le sens de
Krull) de l'anneau de coordonnées de V sur k est n + 1.
En effet, p est un idéal premier de hauteur n — 1 et la
dimension de /c[Xi, .. ., X^; Yi, . . ., YJ est 2n. Donc,

dim(S((Xi, .... X,))) == dim(/c[Xi, . . ., X,; Y,, . . ., Y,])
—h(p) =2n—(n—l)==n+l .

4. Contre-exemples.

Dans ce numéro on va donner un certain nombre d'exemples
pour montrer qu'en général l'algèbre symétrique d'un idéal
n'est pas intègre.

1) Soient k un corps, p un idéal premier homogène de
l'anneau de polynômes /c[Ui, . . . ,UJ tel que

p c (U,, . . . , U^, A = /c[Ui, . . . , UJ/p = /c[u,, . . . , uj

où Ui est la classe de l'indéterminée U; modulo l'idéal p
et a l'idéal de A engendré par les u^ On va montrer que
Ker(S(a) -> R(a)) =^ (0) et donc, d'après le lemme 1,

Ker(S(a) -> R(a))

est le sous-module de torsion de S(a).
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En effet, on peut écrire que S(a) === A[Xi, . . ., X^]/ç où
q est l'idéal de l'anneau de polynômes AfXi, ..., X^] engen-
dré par les formes linéaires &iXi + • • • + b^n telles que
h^u^ + • * • "4" ^n^n = 0- Comme chaque ^ peut se mettre
sous la forme b^ = a(/() où a : /c[Ui, . . ., U^] -> A est
rhomomorphisme canonique et où chaque fi est dans
/c[Ui, . . . , U^], alors il en résulte que ^ Ui/i e p. Étant donné

que ? c (Ui, . . . ,U^) 2 , alors chaque /i n'a pas de terme
constant et donc bi = a(/^) e a pour tout i. On a ainsi
montré que gca[Xi, . . . ,X^]. Maintenant, à chaque poly-
nôme f= Sa^.^JU;1 ... V^ de /c[Ui, ..., Uyj on associe
le polynôme ^== 2a(a,,,^JXï ... X;. de A[Xi, ..., XJ
et soit p l'ensemble des jf tels que f est dans f). On véri-
fie que p est un idéal de A[Xi, ..., X^j et on va montrer
que p n a[Xi, ..., X^] == (0). En effet, le quotient par {>
de la suite exacte

(0) -> (Ui, ..., UJ -> k[V,, ..., U^] -> /c -^ (0)

nous donne la suite exacte (0) —> a —> A -> k —> (0) et il
est clair que si l'on compose A —> k avec la restriction de
a à À* on obtient l'identité dans k. Si l'on prend / dans
p na[Xi, .. ., X/J, alors on peut écrire

^=Sa(a,,...,^)X^... X^

où les ^^.....i,») sont dans a == Ker (A —> k) et donc,
a^ ^ = 0 pour tous les (i\, . . . , i 'n). Donc f = 0. On
considère l'homomorphisme y : S(a) ~> R(a) défini au n.î
et soit /*==I1^_^U^ . .. U^^O dans f) et homogène de degré
ç(i*i + • • • + ^71 ===?)• Puisque f est dans p == Ker (a), alors
a(/*)=0 et d'autre part, /==Sa(^_JX;1, . ..,X^=^0. Comme
on a D n a[Xi, . . ., XJ == (0) et ^ est dans p, alors jf
n'est pas dans a[Xi, ..., Xy] et, à fortiori, ^ n'est pas dans
l'idéal ç. Ceci nous montre que fmod q =^ 0 et comme
y(^mod q) = a(/*) X^ == 0, il s'ensuit que y n'est pas injectif.

2) Soit A* un corps et on considère l'anneau A === Â*[u, v\
avec la relation u3 + u2 + ^2 == 0. Il s'agit bien d'un
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anneau intègre et soit p l'idéal de l'origine, c'est-à-dire,
l'idéal de l'anneau A engendré par les éléments u et y.
On va montrer que l'algèbre symétrique S(p) du A-module p
n'est pas intègre. En effet, on peut écrire que

S(p) == A[X, Y]/g

où g est l'idéal de l'anneau de polynômes A[X, Y] engendré
par les formes linéaires aX + 6Y telles que au + b^ = 0. On
en déduit que vX. — uY et u{u + 1) X + ^Y sont dans q
et donc, u{{u + 1) X2 + Y2) est aussi dans q. Comme
çc^[X,Y], il en résulte que (u + 1) X2 + Y2" n'est pas
dans q et donc, u est un élément de torsion de S(p). De
même, on montre que v est un élément de torsion de S(p).

3) Plus généralement, soient k un corps, V une À*-variété,
À*[V] son anneau de coordonnées, p un point de V et p
l'idéal du point p, c'est-à-dire, f) est l'idéal premier de
l'anneau A'[V] formé d'éléments qui s'annulent au point p.
Il est facile de voir que si le point p n'est pas simple, alors
S(p) n'est pas intègre. On peut voir ceci directement en
montrant qu'il y a dans S(p) des éléments de torsion ou
encore, à partir du th. 2 du paragraphe 5. En effet, si S(p)
est intègre, il en est de même de (S(p))p= S(pAp) et ceci
nous montre que Panneau local Ap est régulier, c'est-à-dire,
que le point p est simple.

5. Une caractérisation des anneaux locaux réguliers.

On dira qu'un anneau noethérien A est un anneau local
s'il a un seul idéal maximal m. On vérifie aisément que m
est l'ensemble des éléments non-inversibles de l'anneau A.
Le corps quotient A/m s'appelle le corps résiduel de l'anneau
local A. On désigne par dim(A) la dimension (dans le sens
de Krull) de l'anneau local A et pour tout idéal a de A,
on désigne par h{a) la hauteur de l'idéal a. Etant donné
un idéal a de A, on sait que le quotient a/a. m est un espace
vectoriel sur le corps résiduel A/m([a/a.m : A/m] est finie,
car A est noethérien) et le nombre minimum d'éléments
d'une base de a est [a/a. m: A/m]. Ceci nous montre que
pour tout idéal a de l'anneau local A on a h(a) ̂  [ a / a . m : A/m]
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et en particulier, que dim(A) = h(m) ̂  [m/m2 '' A/m]. Si
dim(A) = [ml7712 '' A/m] on dira que A est un anneau local
régulier.

Par la suite, A est un anneau local d'idéal maximal m
et corps résiduel k == A/m et soit a^, . . ., a^ une base
minimale de l'idéal m (c'est-à-dire, n ==== [m/m2 : /c]). On
dira que des éléments q, . . . ,c, de m sont analytiguement
indépendants (cf. [2l], ch. iv, § 4.4; il existe d'autres notions
d'indépendance analytique (cf. [27], vol. II) qui ne coïncident
pas avec celle là) si pour tout polynôme homogène f de
l'anneau de polynômes A[X^, . . ., XJ tel que

f{c,, . . . ,^)==0,

alors tous les coefficients de f sont dans l'idéal m, c'est-
à-dire, f est dans m[Xi, . . ., XJ. On sait (cf. [21]) que A
est local régulier si et seulement si Oi, . . ., a^ sont analytique-
ment indépendants. On sait encore que si A est local régulier
Oi, .. ., a^ est une A-suite. Ceci étant, on peut donner le théo-
rème suivant :

THÉORÈME 2. — U anneau A est local régulier si et seule-
ment si V algèbre symétrique S(m) du A.-module m est intègre.

En effet, si A est local régulier, alors ai, . . ., a^ est une
A-suite et ceci nous montre (cf. th. 1) que S(m) = R(m).
Puisque A est intègre, car il est local régulier, il en est de
même de S(m). Supposons que S(m) soit intègre. On sait
qu'on peut écrire S(m) == A[Xi, . . ., XJ/ç où q est l'idéal
de A[Xi, . . ., X^] engendré par les formes linéaires

&A+ ... +&A

telles que b^a^ -[-...-)- bjfln = 0. Il en résulte alors que
çcm[Xi, . . . , X ^ ] et d'autre part, puisque q est un idéal
premier de A[Xi, . . . ,X^] , un polynôme homogène f de
A[Xi, . . ., X/j est dans q si et seulement si /*(ai, . . . aj == 0.
Ceci nous montre que O i , . . . , a ^ sont analytiquement
indépendantes et donc, que A est local régulier.

Soient maintenant A un anneau noethérien (non néces-
sairement local) et p un idéal premier de A. Puisque
(S(p))p == S(pAp), alors si S(p) est intègre il s'ensuit, d'après
le th. 2, que Ap est local régulier. On peut se demander si
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la réciproque de ceci est vrai. On verra, par les exemples
ci-dessous qu'il n'en est pas ainsi.

Exemples. — 1) Soient k un corps et A = k[[x, y]] avec
les relations xy == y2 = 0. On considère l'idéal p == Ay et
comme A/p = À*[[a;]] est intègre alors p est un idéal pre-
mier de A. On va montrer que pAp == (0). En effet si z e pAp,
il en résulte que xz == 0 et comme x ^ p, ifx e Ap et donc,
0 == Çllx)(xz) = z. On sait que (A/p)p = Ap/pAp = Ap est
le corps de fractions de A/p == A"[[^]], c'est-à-dire,

Ap = k{{x)).

Il en résulte que Ap est un anneau local régulier, mais comme
S(j)) contient A en degré 0, alors S(p) n'est pas intègre.

Dans le cas où l'anneau A est intègre, on a l'exemple
ci-dessous dû à P. Salmon (cf. [25]).

2) Soient À* un corps et A == À*[Xi, . . ., XJ l'anneau
de polynômes en les indéterminées Xi à coefficients dans k.

PROPOSITION 3. — Soient p un idéal homogène de A et
ai, . . ., a^ un système minimal de générateurs homogènes de p.
Si V algèbre symétrique S(^) est intègre, alors Oi, ...,a^
sont algébriquement indépendants sur /c.

En effet, on peut écrire S(p) == A[Yi, . . ., Y^]/ç où q
est l'idéal de l'anneau de polynômes A[Yi, . . ., Y^] engendré

m m

par les formes linéaires ^ b^Y^ telles que ^ b^ = 0. Si l'on
1=1 î==l

ordonne les a; par les degrés, 1 < dQa^ ̂  • • • ^ ^°^m? alors
q c (Xi, ..., XJ[Yi, . . . , Y^]. En effet, suposons que
bj ^ (Xi, . . ., XJA pour un /, 1 <^ /' <; m et soit s ̂  /

m
le plus grand entier tel que d°aj = d°a^ La relation ^ b^ == 0

s i=l
nous donne une relation ^ c^ = 0 où ^ e A pour

1=1
i == 1, . . ., 7—1 et c, e À*(i = /, / + 1, . .., 5).

5
Ceci nous montre que Oj? = — ^ (Ci/Cy)ai car Cy ^= 0,

i=i, i^y
ce qui contredit la minimalité de ai, . . ., a,n. Donc,

çc(X, , . . . ,X,)[Y, , . . . ,YJ.
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Puisque S(p) est intègre, alors q est un idéal premier de
A[Yi, . . ., Y^] et donc, si fe A[Yi, . .., Y^] est un polynôme
homogène, /*€= g -4==^ /"(ai, . . ., a^) == 0 (cf. Proposition 2). Ainsi,
pour tout polynôme homogène /*<= A[Yi, . . ., Y/J tel que
/'(ai, . . ., a^) == 0, tous les coefficients de f sont dans

(Xi , . . . ,X,)A.
Supposons qu'il existe un polynôme non nul

/l=^,,,,Yi<...Y^e/c[Y„...,Y,]

tel que /*(oi, . . ., a/J == 0. Soit (/i, . . ., /^) une m-uple
parmi les (i\, . . . ,^) telle que j\ + • • • + Jm a1^ ^a plus
petite valeur possible et considérons le polynôme homogène
(de degré j\ + • • • + /J

g = ̂ ..... ̂  • • • Y^? + S^,..., ̂ -•^-^•••^a^...
a^Yi< ... Y^Y^'"4-^-^-'^1^

(somme étendue aux m-uples (ii, . . ., i^) telles que

{h, • • • , i m ) =/= (/i » • • • 5 /m) et ii + • • • + i^ > /i + . • • + /^),

où
ii + • • - + ^

est le plus petit parmi les entiers i\,

^1 + Î2, il + ^2 + t's, . . . , il + • • • + im

qui sont plus grands que /i + • * • + J m ' Comme

^(01, . . ., aj == /'(ai, . . ., aj == 0,

alors ^ e ç et donc, tous ses coefficients sont dans

(Xi, ..., X^)A, absurde.

Donc, Oi, . . . , a^ sont algébriquement indépendants sur /r.
Supposons maintenant que p == (o^, . . ., a^)A soit un idéal

premier homogène de A avec m > n générateurs. Macaulay
a démontré l'existence de tels idéaux, qui est d'ailleurs clas-
sique (cf. [16]). Alors, Oi, . . ., a^ ne sont pas algébriquement
indépendants sur k et donc, d'après la proposition 3, S(p)
n'est pas intègre. D'autre part, on sait que Ap est un anneau
local régulier, car A est régulier.



CHAPITRE II

LE PROBLÈME DWJECTIVITÉ
DANS LES ALGÈBRES UNIVERSELLES

Dans ce chapitre, tout anneau est commutatif à élément
unité et tout A-module est unitaire. Certains résultats sont
valables pour n'importe quelle algèbre universelle, mais
notre étude portera sur l'algèbre symétrique.

1. Préliminaires.

Soient A un anneau et M un A-module. On considère
les algèbres tensorielle, symétrique et extérieure du A-module
M qu'on va noter respectivement par T(M), S(M) et E^M).
On sait qu'il s'agit d'algèbres graduées dont le sous-module
des éléments homogènes de degré q est indiqué par T^M),
S^(M) et E^M) respectivement. Le lemme suivant est bien
connu :

LEMME 1. — Les fondeurs T, S et E sont coloriants
et exacts à droite^ définis dans la catégorie des A-modules
unitaires à valeurs dans la catégorie des A-algèbres, des A-algèhres
commutatwes et des A-algèbres anticommutatives respectivement.

Nous entendons par « exact à droite » (resp. gauche) la
propriété qu'a le foncteur de transformer une surjection
(resp. injection) en une surjection (resp. injection).

Le foncteur S (ainsi que T et E) n'est pas exact à
gauche. En effet, si l'on prend l'anneau A == k[u, v\ avec la
relation u3 === p2, où k est un corps, et si on considère
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l'idéal premier jp == (u, ^)A de A, alors on peut écrire
S(p) = A[X, Y]/ç où q est l'idéal de A[X, Y] engendré
par les formes linéaires aX + &Y telles que au + bv == 0.
Ceci nous montre que q c p[X, Y]. Soit maintenant i : p->A
l'injection canonique et S(i) : S(p) —^ A[Z] son prolonge-
ment aux algèbres symétriques. Pour tout polynôme homo-
gène f de A[X, Y] de degré q on a S{i) (fmod q) =f(u, v}V
et donc, S(i) (uX2 — Y2 mod q) = (u3—^2 =0. Puisque
uX2 — Y2 n'est pas dans g, il en résulte que S(i) n'est
pas injectif.

Le fondeur S n'est pas additif. En effet, soit A un anneau
et on fixe deux éléments a, a' de A. On considère les
endomorphismes de A définis par y(c) = ac et <p'(c) == afc
pour tout c dans A, dont les prolongements aux algèbres
symétriques sont les homomorphismes 8(9) : A[X]->A[XT
et S(y') : A[X] —> A[X] respectivement. Puisque y(l) = a,
alors on a S(ç) (X) = aX et donc, S(y) (X^) == a^ pour
tout entier q > 1. De même, S(y') (X^) == a^ et

8(9 + 9') (X^) = (a + a')^X^

et étant donné qu'en général on a (a + a')^ =7^= a^ + a'9, il
en résulte que S(y + ?') ̂  8(9) + 8(9').

On remarque qu'il ne sera pas question dans ce chapitre
de problèmes d'algèbre homologique non-additive.

D'après le lemme 1, pour toute suite exacte

(0) -> M' -̂  M

de A-modules on a l'homomorphisme d'algèbres S(M') —> S(M).
Etant donné un A-module quelconque M sur un anneau
intègre, on désigne par ((M) le sous-module de torsion de M.
Supposons donc que l'anneau A soit intègre. Si l'on suppose
que S(M) est un A-module sans torsion, c'est-à-dire, que
((S(M))= (0), alors on a ((S(M')) c Ker(S(M') -^ S(M)). Dans.
les cas qu'on va étudier par la suite, on tâchera d'imposer des
conditions telles qu'on ait l'égalité ((S(M'))==Ker(S(M')->S(M)).
Si ceci est vérifié, on dira que l'injection M'—-M obéit à la
conditionÇT) (de torsion) ou encore, que l'injection M'->M est
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une (T)-injection. Il en résulte alors que étant donnée une
(^'injection M' —> M, une condition nécessaire et suffisante
pour que Vhomomorphisme S(M') -> S(M) soit injectif est que
S(M') soit sans torsion.

2. I/injectivité d'une forme linéaire et la x-condition.

Soient A un anneau, M un A-module et 9 : M —> A
une forme linéaire sur M. On va définir un homomorphisme
y de M (D A (somme directe externe) dans A en posant
~^(x -{- a) = y(rc) + a pour tout élément (rc, a) dans M ©A.
Il est facile de voir que y est surjectif, que Ker(y) est le
sous-module de M © A formé d'éléments x + a tels que
a == — <p(rc) pour x parcourant M et que si l'on désigne
par / : M —> M e A l'injection canonique, alors on a y o y == y.
Il s'en suit que S(y) est aussi surjectif, que Ker(S(y)) est
l'idéal de S(M)[X] engendré par les éléments x—y(a;)X, x
parcourant M et que, de plus, Ker(S(y)) == Ker(S(y)) n S(M).

00

On considère la graduation de S(M), S(M) == ^ S^M), et
î=o

tout élément u homogène de degré q de Ker(S(y)) peut
s^écrire sous la forme suivante :

u = S ̂  — y(^)X)(uo., + u^X + ... + u ,̂X^)
i

avec Mi» i dans S9"'1""1^ !̂) pour tout i et i'== 0, 1, . . . ,ç—1.
Etant donné que u est dans S(M), ou plus précisément
dans S^M), on a

u = 2 ̂ o.i, S ̂ M = S ?(^)^o,i • • - , S ̂ -i,î
i { t t

=== S 9(^)^-2, i» 2 î(^)^g-l.i = 0
i i"

Supposons maintenant que M =7^= (o) et que <p soit injective.
Alors, il existe un x dans M tel que y (a?) =7^= 0. L'élément x
est fixé par la suite et on voit que pour y dans M on a
tp(rc)î /—(f(y)xe Ker (y) == (0), c'est-à-dire, y(^)y == y(y)^
pour tout y dans M. Il en résulte alors que

y(^) u = S ?(^) ̂ 0.1 = ^ S î(^) ^o.f === ^ S -Wl.i
{ i i
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et par récurrence sur s, on a ^{x)5 u = x5 ^ x^Us^ où af
i

est le produit dans S(M). Puisque 1^-1,1 s S°(M) == A pour
tout i, alors on peut écrire 0 == ^ 9(^i) ^-i,i==<p^ 2 ̂ i^-ii)-
^ . . . . l v l

Étant donné que 9 est injective il en résulte que ^ ^u^_i^==0

et donc, (p^^u = â ""1 ̂  ^i^g-i.i == 0. Ceci nous montre
(

que si A est intègre, alors tout élément de Ker (S(y)) est de
torsion et d'autre part, on avait déjà vu que si A est intègre,
alors <(S(M)) c Ker(S(ç)). Donc, <(S(M)) == Ker(S(9)). On
a ainsi la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — Soient A un anneau intègre^ M un
A-module et ç une forme linéaire sur M. Si ç est injectwe^
alors ç est une (T)-injection.

La proposition ci-dessus redonne le lemme 1 du chapitre i.
En effet, soient a ^= (0) un idéal de A, ç : a -> A l'injection
canonique, S(ç) : S(a) —>• A[X] son prolongement aux algèbres
symétriques et R(a) === Im(S(y)) l'anneau de Rees de l'idéal
a. D'après la proposition 1, y est une (T)-injection et donc^
pour tout idéal a de A, le noyau de V épimorphisme S(y) :
S(a) —> R(a) est le sous-module de torsion de S(a).

On dit qu'une forme linéaire <p sur M obéit à la x-condition
s'il existe un x dans M tel que (f{x) -=/=0 et ^{x) y == y(y) x
pour tout y dans M. Il est clair que toute forme injective
obéit à la ^-condition (avec x dans M, x quelconque),
mais si y obéit à la r^-condition, ceci n'entraîne nullement
que ç est injective, mais seulement que Ker (y) c (0) : f(x) A.
On voit alors que si (0) : y(a;)A==(0), les deux notions
coïncident. Par la suite on donne un exemple de forme linéaire
qui obéit à la ^-condition mais qui n'est pas injective. Soient
A == Z l'anneau des entiers rationnels, M = Z X Z/(2)
(produit direct) et 9 la forme linéaire sur M définie par
ç((w, n)} = 2m pour tout (m, n) dans M. Il est clair que
<p est une forme linéaire sur M et si l'on prend l'élément
x = (1, 0) =T^= 0 de M, on a, pour tout y = (m, n) dans
M, ^{x)y=2{m, n) = (2m, 0) et f(y)x== 2w(l, 0) == (2m, 0).
Donc, y obéit à la (1, (^-condition. On remarque ici que le
noyau de y est le sous-module de Z X Z/(2) formé des
couples (0,0) et (0, 1).
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Si a est un homomorphisme de A dans un corps K tel
que a(l) == 1, alors K peut être muni d'une structure de
A-module d'une façon évidente. Pour tout A-module M, on
appelle OL-rang de M la dimension du K-espace vectoriel
M 0 A K et on note r^{M) = [M^K: K]. Si A est intègre
et si a : A -> K est l'injection canonique de A dans le corps
de fractions K de A, on parlera tout simplement du rang
de M et l'on notera r(M) == [M^K: K].

LEMME 2. — Soient A un anneau et
(0) -> M' -> M -> M" -> (0)

une suite exacte de A-modules. Si Tor^(M", K) == (0), alors
r,(M)=r,(M^+^(M").

En effet, puisqu'on a Tor^M", K) = (0), alors on a la suite
exacte d'espaces vectoriels

(0) -> M' ® ^K -> M 0 AK -> M" ̂  ^K -> (0)
et donc, ^(M) - r^M') + ^(M").

COROLLAIRE. — Soient A intègre et
(0) -> M' -> M -> M" -> (0)

une 5M^e exacte de A-modules. Alors r(M) = r(M') + r(M").

PROPOSITION 2. — Soient A un anneau intègre et M
im A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes: 1) I I
existe un élément x -=^ 0 rfan^ M tel que Ann(ixi) = (0) et
Ann(M/An?) =/= (0) ; 2) I I existe une forme linéaire y sur
M qui obéit à la x-condition, 3) r(M) == 1.

En effet, puisque Ann(M/Aa;) =7^= (0), il existe un a dans
A, a =/^ 0 tel que aM c Arc et donc, pour tout y dans M
on peut écrire ay = ̂ {y}x où y (y) est dans A et est fonc-
tion de y. Etant donné que ax •== f{x)x, alors

a—y(^)eAnn( |^ ) == (0)

et donc, a = (p(x) ^= 0. On a ainsi ^(x)y == ^(y^x pour tout
y dans M. Montrons que y est une forme linéaire sur M.
En effet, si l'on prend î/i et y^ dans M on a
î(!/i 4- y^x == y(rc) (î/i + 1/2) = y(a;)yi + y(a;)^

= î(2/i)^ + î(î/2)^ = (y(î/i) + ?(î/2))^
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et donc, 9(2/1 + 2/g) — 9(2/1) — 9(2/2) e Aim( |̂  ) = (0). Ceci
nous montre que 9(2/1 + 2/2) = f{yi) + 9(2/2)- D'autre part,
si c est dans A et y dans M, on a f(cy)x=^[x){cy)=c^{y)x
et donc, 9(cy)—°^{y} e Ann(jrc | ) = (0). On a ainsi

9(cy) === c9(2/).

On a montré de cette façon que 9 est une forme linéaire
sur M et donc, que 1) "̂  2). Soit maintenant 9 une forme
linéaire sur M qui obéit à la ^-condition. Il est clair que
x =/= 0, car (f(x) ^=f=- 0 et si l'on prend c dans Ann( |o; j ) ,
alors ex === 0 et donc, 0 == ^{cx) == c9(rc) et comme 9(rc) =7^=0,
il s'ensuit que c = 0. Donc, Ann( j r r j ) == (0). Si l'on suppose
que Ann(M/Arr) == (0), comme 9(^)y == f(y)x pour tout
y dans M, alors <f(x) e Ann(M/Arr) == (0) et donc <f{x) = 0.
On a ainsi montré que Ann(M/Aa;) =/= (0). Donc, 2) ==»- 1).
Supposons maintenant que r(M) === 1 et soit K le corps de
fractions de A. Alors M<^^K. est un K-expace vectoriel
de dimension 1 et soit x 0l une base de M 0 A K sur K,
où x =^= 0 est dans M. Comme x 01 =yé= 0 équivaut à x
est libre dans M (cf. [2], § 2, n. 3, th. 2), il en résulte que
Ann (^|) == (0). Si maintenant on prend y dans M, y =7^= 0,
alors il existe un élément a / b dans K, a et b =f=- 0, tel que
y < g ) l = (a/6)(o;0 1) et donc, (ax — by) <8> 1 == 0. Ceci nous
montre que ax — by n'est pas libre dans M et donc, il
existe un c dans A, c -=^ 0 tel que c(ax — by) == 0. On
a ainsi bc e Ann (MfAx) et comme A est intègre, bc =/= 0.
On montre de cette façon que Ann (M/Ao;) =7^= (0) et donc,
que 3) ===^ 1). Supposons que 1) soit vérifiée et par platitude,
la suite exacte (0) —> A.X —> M -> M/Arc -> (0) nous donne
r(M) == r{Ax) + r(M/Aa;). Puisque x =^ 0 et Ann (|^)==(0),
alors a; est libre dans M et donc, (Aa;)0AK est un K-espace
vectoriel de dimension 1, c'est-à-dire, r{Ax) = 1. Tout
élément z dans (M/Ax) 0 AK. s'écrit sous la forme z == ^ z; 0 c,

i
où les Zi sont dans M/Arc et les c^ dans K (somme
finie). Étant donné que Ann (M/Arc) =^= (0), il existe un c
dans A, c ̂  0 tel que c^i == 0 pour tout i et donc,

cz == S ( î) ̂  c; == 0.
i
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Puisque (M/Ax) 0 AK n'a pas de torsion, alors z === 0 et
ceci nous montre que (M/Arc) (^^K = (0). On a ainsi

r(M) == r{Ax) == 1 et donc, 1) ===^ 3).

PROPOSITION 3. — Soient A un anneau intègre, M un
A.-module, ç : M —>- A une forme linéaire sur M <°( S(ç) :
S(M) -> A[X] son prolongement aux algèbres symétriques. Si
<p obéit à la yL-condition, alors Ker (S(<p)) est le sous-module
de torsion de S(M).

En effet, comme A est intègre, on sait déjà que
<(S(M)) c Ker (S(y)). Soit maintenant ue Ker (S(ç)) un élé-
ment homogène de degré ç. Avec les mêmes notations que dans
la proposition 1, on peut écrire 9(0;)^"^ == x^1 ^ ^iUy_i^ et

i
donc, (p^u = x^ S ?(^)^<7-i,i == ̂  S î(^)^-i.i= 0. Puis-

i ' i
que <p(.r) =^= 0 et A est intègre, il en résulte que
U€E( (S (M)) et donc, t(S(M)) == Ker (8(9)).

3. I/injectivité d'une famille finie de formes linéaires.

Soient A un anneau, M un A-module, <pi, . . . , y ^ des
formes linéaires sur M et 9 : M -> A" l'homomorphisme de

1=1
M dans le A-module libre A71 défini par <p(a?) = ^ îi(^)^i

7l

pour tout x dans M, où <°i, . . . ,^ est la base naturelle
de A71. On définit un homomorphisme y de MeA" (somme
directe externe) dans A" en posant

n n

î(^ + S ̂ 0 = S (î.(^) + û,)̂
1=1 1=1

pour tout x dans M et pour tout (ai, ..., a^) dans A".
On vérifie aisément que 9 est surjectif, que Ker (y) est

n

le sous-module de M e A71 formé des éléments x — ^ îi (^)^o

x parcourant M et que si / î M - ^ M e A " est l'injection
canonique, alors ç p o y = = <p. H en résulte que S(y) est aussi
surjectif et que Ker (S(ç)) est l'idéal de S(M) [Xi, . . ., XJ

n

engendré par les éléments x — S yi(^) X^ x parcourant M.
1=1
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De plus, Ker (S(y)) n S(M) = Ker (8(9)). Si l'on suppose que
?i A • • • A î» ̂  0 (s1 A est un corps et M un espace vectoriel
sur A, ceci^ équivaut à dire que y i , . . . ,y , , sont des éléments
du dual M de M linéairement indépendants sur A), alors
il existe une suite x^, ..., ̂  d'éléments de M telle que
(TiA • • • A Ï") (a;!» •••,Xn}^=0. Soit alors

d == (îi A • • • A 9") (^ • • • ,Xn) == det (y.(a;,)) ̂  0(d e A)
et on considère les éléments de M

9i(a^) ... yi(a;,)

y;_i(a;i) ... 9i_i(a;,)
a;i ... a-,
9i+i(a;i) ... y.+i(a;,)

d,=. (i==l, ...,n)

î»(a'l) • • • fn(Xn)

" •*

On va montrer que dx — S d^(x) s ("~^Ker (y;) pour tout
l==l 1=1

a; dans M. En effet, comme (p/^) = d si / = i et == 0
y

si / ̂  ,, alors ^{dx — ̂  d^(x)) = d^{x) —d^{x) = 0, d'où
i=ï

le résultat énoncé. Supposons maintenant que y soit injectif,

c'est-à-dire, que (~~) Ker (y.) = (0). Alors on a dx = ̂  ̂ .(a;)
1=1 «=1

pour tout a; dans M. Soit u s Ker (S(y)) un élément homo-

gène de degré q. On peut écrire u = S (y, — | y,(y,) X,V u.

où les u. sont dans SÎ-^M) [X,, ..*., X,,] 'et1 où les y.
sont dans M. On a donc u. = ̂ .....,Xy ... X^» (somme
étendue aux (l'i,...,^) tels que ii + • • . + ̂  ̂  ç— 1)
où <)...,i„eS?-l-'<—-''•(M) pour tout i. On va montrer que
-7.Î-- V 7;. T.- ^< / • \ . *

^" 2 2/i<0 ....,, pour î\ + ... + ^ == et(?M= '̂1

O ^ ^ ^ ç — 1, en faisant une récurrence sur s, le cas s = 0
donnant u = S î/iMo'Lo est trivial, du fait que u<=S(M).
Supposons que l'on ait

d^u == ̂  . .. d^ S y.u^.... ̂  (^ + ... + (•„ == , — 1).
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Alors on a

d'u = d{d^u) = 2^ ... ̂  S û ...,,,, S ̂ (y.)
== 2 rf i<.. . 4 2 y.̂ .̂ l (ii + • • • + in = s).

i

La formule ci-dessus nous permet d'écrire

d9-lu=ïd['...d^y^„„^ (i'i+ ••.+i\==î-i)
i

et comme on a S y./^)^?...,^ === 0 pour
i

h + • • • + in = ? — 1 (/' = 1, ..., re),

alors on peut écrire 0 = Sî/î/iX?...,.,^ y/S ̂ ).....^)

pour / == 1, . . . , 7i, car u .̂..,';„ s S°(M) == A pour

h + • • • + i» = î — 1.
n

On a ainsi montré que ^ "^....i^i e ( ^ Ker (çy) == (0), c'est-1 /=1

à-dire, S u^...,.^ = 0 pour l'i + • • • + ^ = ?—1. II en
l

résulte alors que cP^u == 0. Si A est intègre, ceci nous
montre que Ker (S(<p)) c ((S(M)) et d'autre part on sait déjà
que ^(S(M)) c Ker (8(9)) si A est intègre.

Maintenant, une question de notation. Soient A un anneau,
M un A-module, <pi, . . . , 9 ^ des formes linéaires sur M et
9 rhomomorphisme de M dans A" défini comme ci-dessus.
Si 91 A ... A 9^ =/= 0, alors on notera rhomomorphisme 9
par 9 == (91, ..., 9^. On a ainsi démontré la proposition
suivante :

PROPOSITION 4. — Soient A un anneau, M un A-module
et 91, . . . ,9n des formes linéaires sur M. Si A est intègre
et rhomomorphisme (91, . . ., 9^) est injectif, alors (91, . . ., 9^)
est une ('T)-injection.

Supposons maintenant que M soit un A-module de type
fini et que M se plonge dans un A-module libre L aussi de
type fini. Soient ^i, . . ., e^ une base de L sur A et e[, . . ., e^
la base duale. On définit un homomorphisme 9 de M dans

n

le A-module libre A[Xi, . . ., X»], en posant 9(0;) = ^ e[{x)X,
i=i
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n

pour tout x dans M. Puisque | ] Ker (e[) = (0), alors y
i=i

est injectif et comme [e[/\ ... A^) (^i, ..., ej == 1, alors
e[ A . . . A e^^O et donc, y = (^i, . .., ^). Ceci étant, la
proposition suivante est un cas particulier de la proposition 4 :

PROPOSITION 5. — Si A est intègre, alors (^i, . . ., e'^) est
une (^-infection,

Remarques. 1) On a supposé que le module libre L soit
de type fini, mais cette hypothèse n'est nullement nécessaire.

2) Dans la proposition 5 on a supposé que le module M
soit de type fini. Si M n'est pas de type fini, la proposition
est encore vraie. En effet, on sait que pour tout élément u
dans S(M), il existe un nombre fini d'éléments x^ . . . ,o^
dans M tels que si p est l'homomorphisme de A[Yi, . . ., Y^]
dans S(M) défini par p(Y^) == Xj pour tout /, alors

ue!m(p)=p(A[Yi,...,Y,]).

A ce moment-là on est ramené au cas d'un module de type
fini.

4. Cas (Tun homomorphisme quelconque.

Soient A un anneau, M et M' deux A-modules et
(p : M —> M' un homomorphisme de M dans M'. On désigne
par IM la 1-forme alternée définie dans M à valeurs dans
M telle que IM^) == x pour tout x dans M. Supposons
maintenant qu'il existe une n-îorme alternée a(n ̂  1) sur
M' telle que IM* A a = = 0 et a o <p =^= 0, où a o <p est la n-forme
alternée sur M définie par

(ao<p)(^, . . ., x^) = a(9(.z:i), . . . 9(^))

pour tout élément {x^ . . ., x^) de M71. On va définir un
homomorphisme y' de M' dans M en posant

î'(^) =^{— l)1-^ '̂, y(^), ..., y«, ..., y(^))^i'—•«1=1
pour tout x ' dans M', où x^ . . ., x^ est une suite d'éléments
de M qu'on suppose fixée et où 9(^1)^ indique, comme
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d'habitude, que y(rCi) n'y figure pas. Puisque a o < p = ^ = 0 ,
alors on choisira la suite x^ . . ., x^ de telle façon que

( a o y ) (^, . . . ,^) =/=0.

On peut alors écrire

y'^))- ^(-ly-^aoy)^,^, ...,^ ...,^,1=1
pour tout x dans M et comme

(lMA(aoy))(o^, ...,^) == ( a o y ) (^ . . . , X n ) x
n

+ S (— l)1^ o 9)Cr, ̂ i, ..., x^ ..., ̂ ) ̂i=i
alors on a

( lMA(aoç))(^i , . . . ,^ ) == (aoç)(^, . . . ,^—ç'(9(a;))

pour tout x dans M. Étant donné que

9 o (IM A (a o ç)) == 9 A (a o ç) == (IM, A a) o 9 == 0,

si l'on suppose que ç soit injectif, alors on a IMÂ (a o y) ==== 0.
II en résulte alors que ç'(9(a;)) = (a o (p)(x^ . . ., Xn)x pour
tout rc dans M, c'est-à-dire, y' o y est l'homothétie de M
déterminée par l'élément (a o y)(a;i, . . ., x^) de A.

On considère maintenant le prolongement de y aux algèbres
symétriques et soit ueKer(S(y) ) un élément homogène de
degré ç. Puisque u est une combinaison linéaire de produits
de q éléments homogènes de degré 1, alors on peut supposer
que u soit un produit de q éléments homogènes de degré 1,
à savoir, u = Ui,.. . Uq (produit dans S(M)), où les u» sont
dans S^M) = M. On a ainsi 0 = S(y)(u) == <p(ui) ... y(u^)
et donc, 0 = ̂ (y^i)) ... ^(y^)). Comme, d'après ce
qu'on vient de démontrer ci-dessus,

<p'(y(u0) = (a o y)(^, . . ., Xn)u,, i = 1, . . . , ç,

alors il s'ensuit que (a o y)(a;i, . .., x^u = 0, Si A est intègre,
il en résulte que u est dans <(S(M)) et donc,

Ker (S(y)) c î(S(M)).
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On peut ainsi donner la proposition suivante :

PROPOSITION 6. — Soient A un anneau, M et M' deux
A-modules, ç un homomorphisme de M dans M' et suppo-
sons quil existe une a-forme alternée a sur Mf telle que
1 ,̂ A a == 0 e( a o <p =^= 0. 77 existe alors un homomorphisme
y' de M' cîan5 M ^ que, si 9 ^ inj'ectif, alors © / o <p e^ une
homothétie de M. .De p?u5, 51 A est intègre et S(M') est sans
torsion alors y est une (^-injection.

Il est facile de donner des exemples où les conditions de la
proposition 6 sont vérifiées. Nous en donnerons quelques-uns,
que voici :

1) Soient A un anneau, a =/= (0) un idéal de A et y : a —> A
l'injection canonique. Si l'on prend a == IA, alors il est
clair que IA A a == 0 et a o <p == y =^= 0. L'homomorphisme
<p' : A -> a est donc défini par ç^a) == ac pour tout a dans
A, où c =7^= 0 est un élément fixé de l'idéal a.

2) Soient A un anneau, M un A-module et y : M —> A une
forme linéaire sur M. Si l'on prend a == IA, alors il est
clair que IA A a == 0 et a o <p == <p =^= 0. Il est intéressant
de voir dans ce cas, comment l'homomorphisme y' : A —> M
est défini. Pour cela on remarque que

(IMÂÇ)^, y) = x^(y) — y^{x)

pour tout {x, y) e M2. Donc, I M A Ç = = O , si l'on suppose
que y est injective. Maintenant on fixe un élément y dans
M et on va poser 9'(a) == ay pour tout a dans A. On
voit que 9'(ç(^)) = ̂ {^)y === 9(y)^ pour tout x dans M,
c'est-à-dire, <p' o <p est l'homothétie de M déterminée par
l'élément (p(y) de A.

3) Plus généralement, soient A un anneau, M un A-
module, ç un homomorphisme de M dans un A-module
libre L de type fini, ^i, . . ., e^ une base de L sur A et
<?i, . . . ,^ la base duale. Si l'on prend a = = e i A . . . A ^ il
est facile de voir que a o <p =^£= 0 et que, d'autre part, IL A a==0.
On peut alors définir un homomorphisme y' de L dans
M tel que si y est injectif, alors ç' o <p est une homothétie de
M. Pour déterminer cette homothétie, on fixe une suite
rci, . . ., x^ d'éléments de M telle que l'on ait

( ^ o y A . . . A < o < p ) ( ^ , . . . , ^)=/=0
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et à ce moment-là, on a

9'(î(^)) == (^° ïA. . .A<o(F)(^ , ...,0a;
pour tout x dans M. On remarque encore que, puisque

n

Ker (9) = [ | Ker {e[ o y), alors y injectif équivaut à
i==l

F| Ker (^ o y) == (0).
1=1

Remarque. Dans les trois exemples donnés ci-dessus, on
remarque que si l'anneau A est intègre, et si ç est une
injection, alors y est une (T)-injection.

Note. — Sur le problème d'injectivité, voir la note de
D. Lazard, sur les modules plats, C. R. Acad. Sci.y 258 (1964)^
6313-6316.



CHAPITRE III

SUR I/ALGÈBRE DE REES DTFN MODULE UNITAIRE

Dans ce chapitre on tâchera d'étendre la notion d'anneau
de Rees d'un idéal tel qu'il a été défini au chapitre i, § 1 au cas
d'un module unitaire sur un anneau commutatif à élément
unité.

1. L'algèbre de Rees d'un module unitaire.

Soient A un anneau, M un A-module, ç-i, . . ., <?„ des
formes linéaires sur M, y l'homomorphisme de M dans

n

A" défini par ^{x) = 5 9i(^i pour tout x dans M, où

<?i, . . . ,^ est la base naturelle du A-module libre A", et
8(9) : S(M) -— A[Xi, . . ., X^] le prolongement de 9 aux
algèbres symétriques. On appelle algèbre de Rees de M par
rapport à 9i, . . ., 9n la sous-algèbre de A[Xi, . . ., XJ
définie par R^ ?n(M) = Im(S(ç)). Si 9i, . . ., ^n1 est un autre
système de formes linéaires sur M et si p : A.^1' —> A" est
la projection, alors on a la suite exacte

(0) -> Ker(S(p)) -^ Rç.,..,»,,;,..,^,(M) -> R,.,..,^(M) -> (0).

En effet, on considère l'homomorphisme y" : M -> A^71

n n'

défini par ç"(^) = ̂  Çî(^)^ + S îK^N P0111* tout x dans
î==l 1=1

M, où ^i, . . ., ̂  et 61 , . . . , e'^ sont les bases naturelles des
A-modules libres A" et A71' respectivement. Il est immédiat
que p o y" === y et comme S est un foncteur covariant,
alors on peut écrire que S(p) o S(y") = S(y). Donc, si v est
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dans R^ ,....^,ç,,...,9n.(M), il existe un u dans S(M) tel que
(; == S(<p")(u). Ceci nous montre que

S(p)(^)=S(y)(^)eR^,^M).

D'autre part, l'homomorphisme S(p) :

R,,.....9n.9——^M)^R^,,^(M)

est surjectif. En effet, si l'on prend u dans R^ œ^(M),
alors il existe un v dans S(M) tel que u == S(y)(^). Soit
w == S(y")(^) e R^ ^ ^ ^,(M). Il est clair que l'on a
S(p)(w) = u et ceci nous montre que S(p) est surjectif,
quand on le considère sur les algèbres de Rees en question.
Ceci nous donne la suite exacte ci-dessus.

PROPOSITION 1. — Soient A un anneau, M un A.~module
tel que le dual M* soit de type fini. Si Ci, . • ., 9n et

îl» • • • . în-

sont deux systèmes de générateurs de M* sur A, on a

R,,,^(M)=R^,,^(M).

En effet, si l'on montre que Rç^_^(M) = R^,...,<p,»,9i(M),
par récurrence on a R^ <p^(M) == R^.. . . ,<pn,<p, , . . . , (pn'(M) et
en échangeant les (p, et les (p;,, on a la proposition. Puisque
les <pi forment un système de générateurs de M* sur A,

n

on peut écrire Ci === S ̂ i ol1 l68 ^ sont dans A. Soit
1=1

^i, . . ., (°n la base naturelle de A" sur A. On définit des homo-
morphismes 9 : M —> A" et 9' : M —> A^1 en posant

9^) = 5 P î et ?'(^) ̂  î(^) + îl(^n+l

pour tout x dans M. On considère la projection

p : A"4-1 -> A"

et il est clair que p(en+i) === 0. D'autre part, on va définir un
homomorphisme p ' : A" —> A"4'1 en posant

p'((oi, . . ., a^)) = (ai, . . ., a^ OiCi + • • • + ûW»)
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pour tout (o i , . . . , a^) dans A71. Il est immédiat que
P'(^) = ^ + c^-n pour i == 1, . . ., n et donc, p(p'(^)) = ^
pour tout i. Ceci nous montre que p o p' === l^n et comme
S est un foncteur co variant, S(p) o S(p') = IA[X,,...,X»]. On a
ainsi que S(jo') est une injection. Maintenant on remarque
que p' o <p == ç' (on a aussi que p o y' == <p) et donc, que
S(p') o S(ç) == S(9'). Puisque S(p') est injectif, ceci nous
donne Ker(S(ç)) == Ker(S(ç')) et comme on a

R?.....?n(M) = S(M)/Ker(y) et Ry,...,^(M) - S(M)/Ker(y')

on achève la démonstration.
D'après la proposition 1, on voit que si le dual M* est de

type fini, l'algèbre de Rees de M par rapport à un système
de générateurs de M* sur A est indépendante des formes
linéaires prises sur M. Si ceci se vérifie, on notera l'algèbre
de Rees du module M par R(M). Il existe beaucoup
de modules M tels que le dual M* soit de type fini. En effet,
si A est noethérien et M est de type fini, donc noethérien,
alors le dual M* est aussi de type fini. Pour voir cela, on sait
qu'il existe un A-module libre L de type fini tel que

L -> M -> (0) '

soit une suite exacte et, par dualité, on a la suite exacte
(0) -> HomA(M, A) -> Hom^L, A), où Hom^M, A) = M* et
HomA(L, A) == L*. On sait que L* est un module libre de
type fini, donc noethérien. Comme M* est un sous-module
de L*, il en résulte que M* est aussi de type fini. En parti-
culier, ceci nous montre que pour tout idéal a d'un anneau
noethérien A, le dual a* est de type fini.

LEMME 1. — Soient A un anneau, M un A-module et
M* so n dual. Alors on a M* = /M/F"^ Ker (ç)V.

\ <peM* /
La démonstration est facile et classique. Rappelons-la

cependant.
Si l'on pose N == ^ ^ Ker (9), la suite exacte

yeM*

M -„ M/N -> (0)
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nous donne la suite exacte (0) -> (M/N)* -> M*, c'est-à-dire,
(M/N)* s'identifie à un sous-module de M*. D'autre part,
pour toute forme linéaire y sur M, on a <p(N) ==(0) et donc,
par passage au quotient, ceci définit une forme linéaire y sur
M/N telle que si a : M -> M/N est l'homomorphisme
canonique, alors y o a = = y . On a ainsi montré que

(M/N)* -> M*
est une bijection.

PROPOSITION 2. — Soient A un anneau et M un A-module
tel que le dual M* soit de type fini. Alors,

R(M) == R(M/ f̂ | Ker (y)).
yeM*

On note encore ici, N == ( \ Ker(y). Puisque M* est de
cpeM*

type fini et, d'après le lemme 1, M* == (M/N)*, alors (M/N)*
est aussi de type fini et on peut considérer son algèbre de Rees
R(M/N). Soit a : M -> M/N l'homomorphisme canonique.
Si Vi, .. ., Çn est un système de générateurs de M* sur A,
il existe des formes linéaires Ci, . .., Çn sur M/N telles que
y^ o a == yi(i == 1, . . ., n) et on va montrer que Ci, .. ., y»
est un système de générateurs de (M/N)* sur A. En effet,
si y est dans (M/N)*, alors y o a est dans M* et donc,

n
on peut écrire y o a == ^ c^, où les c, sont dans A. Étant

_ i=i
donné que y» == y; o a pour tout i, alors on peut écrire
/- n -A(ç — S ^iVi ) " a == 0 et comme a est surjectif, il en résulte
\ 1=1 /

n

que y—|^ c^ == 0. Ceci nous montre que les y; engendrent
1=1

(M/N)*. Ceci étant, on va démontrer que R(M) == R(M/N).
Pour cela on définit des homomorphismes

9 : M -> A" et y : M/N -> A"
n n

en posant y(^) = ^ Yî(^)^ et y(ï) = ^ ^(a^i pour tout
i=l _ i=l

x dans M et pour tout x dans M/N, où e^ . . . , e^ est la
base naturelle du A-module libre A". Il en résulte immédiate-
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ment que y o a == © et comme S est un foncteur covariant,
alors S(y) o S(a) == S(y). Comme a est surjectif, alors S(a)
l'est aussi et donc, Im(S(y)) == Im (S(y)).

COROLLAIRE. — Soient A un anneau noethérien et M un
A-module de type fini. Alors R(M) == R/M/ f ) Ker (y)V

\ 9eM* /
Soient maintenant yi, . . ., 9^ des formes linéaires sur un

A-module M telles que yiA . . . A y » =7^= 0 et on considère
rhomomorphisme ( ( p i , . . . , ç ^ ) tel qu'il a été défini au
ch. il, § 3. D'après la proposition 4 du ch. n, si A est intègre
et (yi, . . ., Çn) est injectif, alors Ker (S((yi, . .., y^))) est
le sous-module de torsion <(S(M)) de S(M) et ceci nous
permet de donner la proposition suivante :

PROPOSITION 3. — Soient A un anneau intègre, M un
A-module et Ci, . . ., <?„ des formes linéaires sur M telles que
9i A ... A ç^ =7^= 0. Si Vhomomorphisme (y^, . . ., y/») est injec-
tif^ une condition nécessaire et suffisante pour que Von ait

RÎ.....,Î,(M)=S(M)
est que V algèbre symétrique S(M) soit un A-module sans
torsion.

Une dernière remarque dans ce paragraphe c'est que, en
fait, la définition qu'on vient de donner d'algèbre de Rees
généralise celle d'anneau de Rees donnée au chapitre i, § 1.
En effet, soient A un anneau, a un idéal de A et y : a -> A
l'injection canonique. On sait que si l'on considère l'idéal a
comme un A-module, alors l'injection y est une forme liné-
aire sur a. D'autre part, si R(a) est l'anneau de Rees de
l'idéal a tel qu'il a été défini au chapitre i, § 1, alors on sait
(cf. ch. i, § 2) que R(a) est l'image de l'homomorphisme
S(y) : S(a)-> A[X]. Or, l'image de l'homomorphisme S(ç)
n'est autre que l'algèbre de Rees du A-module a par rapport
à la forme linéaire y et donc, R(ûQ = R®(^)- On a :

PROPOSITION 4. — Soit A un anneau. Pour tout idéal a
de A, V algèbre de Rees du A-module a par rapport à V injection
canonique y : a -> A est égale à l'anneau de Rees de Viàéal a.
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2. Un exemple.

Soit Zc un corps et on considère l'anneau A == k[x, y] avec
les relations x2 = xy = y2 = 0. On prend l'idéal a == (x, y)A.
de l'anneau A et on va montrer que si a* est le dual de a,
alors on a a* == HomA(a, A) = HoniA(a, a) = Hom^(a, a).
On a trivialement les inclusions HomA(a, a) c HomA(a, A) et
HomA(a, a) c Hom^(a, a). Si a est dans HomA(a, A) et c
est dans a, alors on a xc==yc=0 et donc, a;a(c) == ya(c) == 0.
Ceci nous montre que a(c) est dans a, c'est-à-dire, a est
dans HomA^, a). On a montré ainsi que

HomA(a, a) = HomA(a, A).

Soit maintenant a dans le /c-module Hom^a, a) et montrons
que a est A-linéaire. En effet, en vertu des relations

x2 = xy = y2 = 0,

tout élément z dans A peut s'écrire sous la forme

z = ax + by + c

où a, b et c sont dans le corps /c. Pour tout élément u dans
a et en tenant compte que a est /c-linéaire, on a

a(zu) == a(cu) == ca(u) == (arc + 6y + c)a(u) === za(u),

c'est-à-dire, a est A-linéaire. On a donc

HomA(a, a) == Hom^(a, a)

et ceci nous montre que a* est un /c-espace vectoriel. On va
désigner les générateurs de a en tant que A-module par
x^ et x^ et on considère les formes linéaires sur le A-module
a définies par Çi(^i) = x et 91(^2) = O? 92(^1) == 0 e^
92(^2) = y? 93(^1) = y et 93(^2) = 0, 94(^1) = 0 et 94(^2) == a^.
Si 9 est dans a*, alors on peut écrire 9(^1) == a^x -\- a^y et
(p(a;g) == 04^ + agi/, où les a; sont dans le corps /c. D'autre
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part, pour tout u dans a on peut écrire u ==== &i0^ + b^Xy,
où les &» sont dans A. On peut alors écrire

<p(u) == b^(x^} + fraî^) === 61^1^1(^1) + fciM^)
+ ̂ Œ )̂ + &2^2?2(^2) === ̂ Çl(&l̂ l + &2^2) + »2?2(&1^ + ̂ 2)

+ 0393(^1^ + ^2) + ^4(61^ + 62^2)
= (^lîl + «2Î2 + Û3Î3 + »4Î4) (^)

et ceci pour tout u dans le A-module a. Ceci nous montre
que a == Oi<pi + 02^2 4~ û^Ça 4~ ^4^4 où 1e'3 ^ sont dans À*,
donc que le A-module a* est un /c-espace vectoriel de dimen-
sion 4. On considère l'algèbre de Rees du A-module a par
rapport à Ci, ..., 94 et d'autre part, l'anneau de Rees de
l'idéal a, c'est-à-dire, l'algèbre de Rees du A-module a par
rapport à l'injection canonique i : a -> A. On voit facilement
que si <p : a -> A4 est l'homomorphisme défini par

<p(M) = Çi(u)(?i + 92(^2 + Î3(^3 + 94(^)^4

pour tout u dans a, où e^ ..., 64 est la base naturelle
du A-module libre A4, et si pr^ pr^ pr^ pr^ : A4 —> A sont
les quatre projections de A4 sur A, alors (pri+P^) o ç==i.
Puisque S est un foncteur covariant, alors

^P7! + P^) ° S(Ç) == S(l).

Il en résulte alors que S(pri + pr^) : î^^...,^{a) -> R((a) est
un épimorphisme et donc, on a la suite exacte

(0) ̂  Ker (S(pr, + P^)) -> R.,....^(a) -> R,(a) -^ (0).

3. Localisation de l'algèbre de Rees.

Soient A un anneau, M un A-module et y un homomor-
phisme de A dans un anneau B tel que ç(l) == 1. On
peut munir B d'une structure de A-module et donc, considérer
le produit tensoriel B^M. On sait (cf. [2]) que S(B0A.M)
est canoniquement isomorphe au produit tensoriel B0AS(M).
En particulier, si S est une partie multiplicative de l'anneau
A et si l'on prend à la place de B l'anneau de fractions
S^A de l'anneau A à dénominateurs dans S, on obtient
S (S^A ® A M) = S^A 0 A S (M), d'où, S (S^M) = S-1 (S (M)).
Celle-ci s'appelle la formule de localisation de Valgèhre symé9
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trique. On rappelle ici qu'il existe un isomorphisme canonique
S^A 0 AM ~> S^M qui fait correspondre à l'élément ( a J s ) 0 a;
l'élément {ax)ls et l'isomorphisme réciproque, qui à rc/5
fait correspondre l'élément (1/5)00;.

PROPOSITION 5. — Soient A un anneau^ M un A-module,
Ci? • • • ? în €^ formes linéaires sur M. et S une partie multi-
catiye de A. Alors on a

S^(R,,,,^(M)) = R^,..,^(S-^M).

On remarque tout d'abord que, puisque les y; sont des
formes linéaires sur M, les 10 y; sont des formes linéaires
sur S^M. On définit un homomorphisme <p de M dans le

n

A-module libre A" en posant y(a?) == ^ 91(^)^1 pour tout x
1=1

dans M et on considère l'algèbre de Rees
R,,, ,^(M)=Im(S(y)).

Puisque S^A est un A-module plat, la suite exacte

(0) -> Ker (S(ç)) -> S(M) -> R,.,.., ^(M) -> (0)

nous donne la suite exacte
(0) -> S-i(Ker (S(ç))) -> S-i(S(M)) -> S-̂ .,.... ̂ (M)) -^ (0).

Maintenant on considère l'homomorphisme

1 ® ç : S-^M -> (S^A)'"
n

défini par (l0ç)(a;/5) === S (l0?;)^/5)^ pour tout xjs dans
i=l

S^M, où l'on note encore e^ • • • , e n la base naturelle du
module libre (S^A)". Son prolongement aux algèbres symé-
triques est l'homomorphisme

S(l 0 y) : S(S-iM) ̂  (S-iA)[Xx, .... X,]

et comme 10 S(y) en est un autre prolongement, il en résulte
que S(l0y) == l0S(y). On a ainsi la suite exacte

(0) -> Ker (10 S(ç)) ->- S(S-^M) -^ R^,,,. i^(S-^M) -^ (0)

et d'après la formule de localisation de l'algèbre symétrique,
il suffit de démontrer que l'on a Ker (10 S(y)) == S-^Ker (y)).
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Si u est dans Ker (1 0 8(9)), alors on peut écrire que
u == S (a;/5)<8) ^i

i

où les ai/5 sont dans S^A et les u; sont dans M. On a
ainsi u = l ̂  a,u\ I s et donc, 0=(1 0 S(9))(u)=S(y)/S^i^ fs.

Ceci veut dire qu'il existe un ( dans S tel que

rô(9)/S^=0,
c'est-à-dire,

^Sa,uAeKer(S(9)).

Il en résulte alors que

u = (/S ̂ i) /^ ^ S-^A 0 AKer (S(y)) == S-^Ker (S(y))).

Réciproquement, si u est dans S'^Ker (S(ç))), on peut
écrire que u = ̂  (^i/^i) ̂  ^i où les a^s^ sont dans S^A

i

et les u^ sont dans Ker (S(<p)). Ainsi,

(1.0 S(9))(u) == S W ® S(9)(uQ = 0
i

et donc, u est dans Ker (1 <S) S(y)).

COROLLAIRE. — Soient A im anneau, a un idéal de A,
R(a) Vanneau de Rees de l'idéal a (cf. ch. i, § 1) et S une
partie multiplicative de A. Alors, S~l(R(a)) = R(S~la).

En effet, soit 9 : a —^ A l'injection canonique. On sait
que R(a) =-- Im (S(<?)), c'est-à-dire, R(a) est l'algèbre de
Rees R®(a) du A-module a par rapport à la forme linéaire
y. D'après la proposition 5 on a

S-i(R(a)) = S-i(R,(a)) = Rî (S-^).

Étant donné que 1 0 9 : S^a-> S^A est une injection et
que S"1^ est un idéal de l'anneau S^A, il en résulte que
Ri^S"1^) est l'anneau de Rees (cf. ch. i, § 1) de l'idéal
S-^ et donc, 8-^(0)) = R(S-la).

On remarque que si p est un idéal premier de l'anneau A,
alors le corollaire ci-dessus nous donne (R(a))p == R(aAp).
Si A est intègre et si a =^ (0) est un idéal de A, alors
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(R(a))(o) == K[X], où K est le corps de fractions de A.
En effet, puisque a =7^= (0) et A est intègre, alors 0(o) =7^= (0)
et donc, a^ == K. Il en résulte alors que

(R(a))«» = KM = R(K) = K[X],

c'est-à-dire, pour tout idéal a ̂  (0) de A, l'anneau localisé
(Rfa))(o) s'identifie à l'anneau de polynômes K[X] à coeffi-
cients dans le corps K.

PROPOSITION 6. — Soient A un anneau, S une partie
multiplicative de A. et M un A-module tel que M* soit de
type fini et S-^M*) = (S-^M)*. Alors S-^M)) = I^S-^M).

Puisque M* est de type fini, alors S'̂ M*) l'est aussi et
donc, il en est de même de (S^M)*. D'autre part, si

?lî • • • ? 9n

est un système de générateurs de M* sur A, alors
l09i, . . . ,109,1 est un système de générateurs de (S^M)*
sur S^A. Si y est l'homomorphisme de M dans A"

n

défini par ^{x) == ^ 9i(^)^- pour tout x dans M et si
i=l

R(M) est l'algèbre de Rees de M par rapport à 91, . . ., <?„
et R(S-1M) l'algèbre de Rees de S^M par rapport à
1 0 91, . . ., 1 0 9^5 alors on a les suites exactes

(0) -> Ker (9) -> S(M) -> R(M) -> (0)
et

(0) -> Ker (1 0 S(9)) -^ SÇS^M) ~> R(S-1M) -> (0).

Puisque S^A est un A-module plat et d'après la formule
de localisation de l'algèbre symétrique d'un module, il en
résulte que Ker (1 0 8(9)) = S-^Ker (9)), d'où,

8-^(^1)) == R(S-1(M)).

Étant donné un anneau A, une partie multiplicative S
de A et deux A-modules M et M', on peut considérer
l'homomorphisme

S-^Hom^M, M')) -> Homs-^S^M, S^M')

qui à l'élément 9/5 fait correspondre l'homomorphisme
xft -^AA^--» ^Çx)lst. Si le module M admet une présentation finie,
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c'est-à-dire, M est le conoyau d'un homomorphisme Ap -> A^
et ceci veut dire qu'il existe une suite exacte

AP^A^M-^O),

alors rhomomorphisme ci-dessus est un isomorphisme et on
peut donc écrire S-^Hon^M, M')) == Homs-^S^M, S^M')
(cf. [14], ch. 0, § 1, n. 1. 3). Ceci est vérifié, par exemple,
si A est noethérien et le module M est de type fini donc
noethérien. En particulier, si l'on prend M' === A on a la
formule

S-^Hon^M, A)) = Homs-^S^M, S^A)

et comme HoniA(M, A) === M* et

Homs-^S-1]^ S-^A) == (S-^M)*,

il en résulte que S^M*) == (S^M)*. On a ainsi le lemme
suivant :

LEMME 2. — Soient A un anneau et S une partie multipli-
cative de A. Pour tout A-module M qui admet une présentation
finie, on a S-^M*) = (S^M)*.



CHAPITRE IV

LES ALGÈBRES UNIVERSELLES D'UN MODULE PROJECTIF

Dans ce chapitre on va étudier les algèbres universelles
d'un module projectif et, en particulier, le cas des idéaux d'un
anneau de Dedekind.

1. Les algèbres universelles d'un module projectif.

On a déjà vu le caractère fonctoriel des algèbres tensorielle,
symétrique et extérieure d'un module (cf. ch. 11, § 1, lemme 1).
Ceci nous permet de démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — Soient A un anneau et M un A-module.
Une condition nécessaire et suffisante pour que M soit un
A-module projectif est que son algèbre symétrique (resp. tenso-
rielle, extérieure) S(M) (resp. T(M), E(M)) le soit, en tant
que A-module.

En effet, si S(M) est un A-module projectif, alors S^M)
est projectif pour tout q ̂  0 et donc, M == S1 (M) est un
A-module projectif. Si M est un A-module projectif, il existe
un A-module libre L et deuxhomomorphismes M -^ L -y^- M
tels que 9' o y = 1̂  et donc, S(y') o 8(9) = IS(M) (cf. ch. n,
§ 1, lemme 1). Ceci nous montre que S(L) == S(M) © Ker (S(ç'))
et comme S(L) est un A-module libre, car c'est un anneau de
polynômes, alors S(M) est un A-module projectif. On a
une démonstration analogue pour les algèbres tensorielle et
extérieure. On remarque seulement que l'algèbre tensorielle
d'un module libre est l'algèbre des mots de la base (cf. [8],
ch. v, § 3, th. 7) et que l'algèbre extérieure d'un module libre
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est l'algèbre des polynômes anticommutatifs (cf. [15]). Donc,
les algèbres tensorielle et extérieure d'un module libre sont
encore des modules libres.

COROLLAIRE. — Soient A un anneau intègre et M un
A-module projectif. Alors V algèbre symétrique S(M) est intègre.

En effet, S(M) se plonge dans un anneau de polynômes à
coefficients dans l'anneau intègre A.

On voit que, étant donné un module M, si S(M) est pro-
jectif, alors S^M) l'est aussi pour tout q ̂  0, où S^M)
est le sous-module des éléments homogènes de degré q de
S(M). On peut alors se poser la question suivante : supposons
qu'il existe un q ̂  2 tel que S^(M) soit projectif; on peut
se demander si S(M) l'est aussi, ou encore, compte tenu de
la proposition 1, si M est projectif. La même question peut
être posée pour les algèbres tensorielle et extérieure. Plus
précisément, on va démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 1. — Soient A un anneau et M un A-module de
présentation finie, (i) S9 il existe un entier q ̂  2 tel que
T^M) (resp. S^M)) soit un A-module projectif^ alors M est
un A-module projectif. (ii) Soit m le plus grand entier tel que
E^M) -=f=- (0) et supposons quil existe un entier q, 2 ̂  q ̂  m,
tel que E^(M) soit un A-module projectif. Alors M est un
A-module projectif.

On remarque tout d'abord que si M est de présentation
finie, alors il est de type fini. En effet, dire que M est de
présentation finie équivaut à dire qu'il existe une suite exacte
LI —> Lo -> M —> (0), où les Li sont libres de type fini. Il
en résulte aussitôt que M lui même est de type fini. D'autre
part, on peut supposer que m ̂  2. D'après la formule de
localisation des algèbres universelles et le lemme 1, on se
ramène au cas où l'anneau A est local. En effet, pour tout
idéal maximal m de A, on a (T^M))^ === T^MJ et comme
T^(M) est un A-module projectif de type fini, il en résulte
que T^M) est un A-module de présentation finie et T^(M^)
est un A^-module libre pour tout idéal maximal m de A.
D'après le cas local, le A^-module M^ est libre pour tout
idéal maximal m de A et comme M est de présentation
finie, alors M est un A-module projectif de type fini. Les
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mêmes remarques sont valables pour les algèbres symétrique
et extérieure.

Cas local. Soient A local d'idéal maximal m et corps des
restes K = A/m, x^ . . ., x^ un système minimal de généra-
teurs de M sur A et L un A-module libre ayant une base
^i, ..., e^ à n éléments. Si y : L —> M est l'épimorphisme
défini par y(^) = x,{i = 1, ..., n) et si R = Ker (y), alors
on a la suite exacte (0) —> R —> L —> M —> (0) avec R c mL.

En effet, si l'on prend x -== ^ a;̂  dans R, alors il en résulte
n i=l

que 0 == ^ 1̂̂ 1 et si l'on suppose que, par exemple, ai ^ m,
i=i

n

alors a;i== ^ (—a^a-^x^ ce qui contredit la minimalité de
l'=2

n;i, . . ., Xn. Il en résulte alors que a; est dans m pour tout
i et donc, que R c mL. Ceci nous donne R < 8 ) A K = = ( 0 )
et donc, L^K = M0AK. (i) La démonstration est exacte-
ment la même dans les deux cas (tensorieiïe et symétrique)
et nous allons la faire pour l'algèbre symétrique. Soit alors
S(y) : S(L) -> S(M) le prolongement de y aux algèbres
symétriques et pour chaque degré p , on considère l'épimor-
phisme induit S^y) : S^L) -> S^M). Étant donné que S^M)
est un A-module projectif, la suite exacte

(0) -> Ker (S^(y)) -> S^(L) -> S^(M) -^ (0)

nous donne la suite exacte

(0) -> Ker (S^(y)) 0 AK -> S^(L) 0 ̂ K -> S^(M) 0 JK -^ (0).

D'autre part, étant donné que

S^(L) 0 AK = S^(L 0 AK), S^(M) 0 AK - S^(M 0 AK)

et que L ^ A K == M^AK, alors on a Ker (S^y)) OAK == (0).
Puisque S^(M) est projectif de type fini, alors Ker (S^y))
est de type fini (projectif) et donc, Ker (S^y)) = (0). Soit

n

maintenant x = ̂  ^i<°i dans L tel que y(n;) == 0 et fixons
i=i

ç — 1 éléments î/i, . . . , î / ç_ i de L. On voit que

S^çH^/i ... î/,-i) = y(^)y(!/i) ... î(2/î-i)= 0
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et donc, xy^ ... y^ = 0 dans S^(L). Si l'on prend

Vi = = • • • = = yq-z = 6?i
7l

on a 0 = ^ a î̂ "1 et ceci nous montre que a; == 0 pour
i=i

tout i. On a ainsi R == Ker (y) == (0) et donc, M == L,
c'est-à-dire, M est un A-module libre, (ii) Les notations étant
les mêmes à condition de remplacer le symbole S par E,
on obtient Ker (E^y)) == (0) et donc, xy^ . .. y^_i = 0
dans E^L). On prend pour 2/1, ...,î/ç-i des éléments ej
tels que î/i . . • y^-i == ej où J est une partie de ^ 1, . . ., q\
à q — 1 éléments. On voit alors que

n

0 = xy^ ... y^i = S o^Aej)
1=1

où les Ci A ej sont nuls si i e J et linéairement indépendants
sur A si i « J. On a ainsi Oi == 0 pour tout i^ J et comme
ceci est vrai pour toute partie J de ^ 1, . . . , ç j à ç — 1
éléments, il en résulte que a» == 0 pour i == 1, . . ., n. On
a ainsi montré que y est injectif et que M == L est libre.
Le lemme suivant achève la démonstration du théorème :

LEMME 1. — Soient A un anneau et M un A-module.
Les conditions suivantes sont équivalentes : (i) M est un A-
module projectif de type fini; (ii) M est un K-module de présen-
tation finie et pour tout idéal maximal m de h. le ^-module
M^ est libre (cf. [3], ch. n, § 5, n. 2, th. 1).

Remarques. 1) Soient A un anneau et M un A-module.
Si M est de présentation finie, il en est de même de S^M)
pour tout q ̂  0. En effet, si A"1 -> A71 —> M —> (0) est une

(m+q—l\ (n+g—l\
présentation finie de M, A1 q ) -> A1 q ) -> S^M) -> (0)
en est une de S^M). La même remarque est vraie pour les
algèbres tensorielle et extérieure.

2) Le théorème 1 est encore vrai pour M de type fini, à
condition de supposer que l'anneau A soit intègre. Pour cela,
il suffit de voir que dans ces conditions le lemme 1 est vérifié
(cf. [5], lemme 5 à la page 249).

3) Le théorème 1 est vrai si l'on suppose que A soit
noethérien (non nécessairement intègre) et M de type fini,
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car dans ces conditions le module M est de présentation
finie. En effet, si M est de type fini, il existe une suite exacte

(0) -> R -> A" -> M -> (0)

et comme A est noethérien et A" est de type fini, il en résulte
que le sous-module R de A1 est aussi de type fini. Il existe
alors une suite exacte (0) -> Ro -> A7" -> R -> (0) et en
composant Am -> R et R -> A" on obtient une présentation
finie de M, à savoir, A7" -> A" -> M -> (0).

2. Cas d'un anneau de Dedekind.

Soient A un anneau intègre et K son corps de fractions.
On appelle idéal fractionnaire de A à tout sous-A-module
a de K tel qu'il existe un élément d dans A, d -=f=^ 0 tel
que da c A, c'est-à-dire, da est un idéal de A dans le sens
habituel. Les idéaux de A seront appelés alors idéaux entiers
de A. On dira qu'un idéal fractionnaire a de A est inversible
s'il existe un idéal fractionnaire a' de A tel que a.a = A.

Les deux lemmes suivants sont bien connus :

LEMME 2. — Soient A un anneau et M == (.z^, ..., x^) A
un A-module de type fini. Les conditions suivantes sont
équivalentes: (i) M est un A-module projectif; (ii) il existe

n
n formes linéaires <pi, . . ., Çn sur M telles que x = ^ fiW^i
pour tout x dans M (cf. [1]). l==l

LEMME 3. — Soient A un anneau intègre et a un idéal
fractionnaire de A. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) a est un A-module projectif de type fini; (ii) a est un idéal
inversible (cf. [31).

PROPOSITION 2. — Soient A un anneau de Dedekind et
a =7^= (0) un idéal fractionnaire de A. Alors a est un A-module
projectif de type fini.

En effet, puisque tout idéal fractionnaire non nul de A
est inversible (cf. [27], vol. I, ch. v, § 6, th. 12), il en résulte
que tout idéal fractionnaire a =/= (0) de A est un A-module
projectif de type fini.
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Remarque. Dans un anneau de Dedekind, tout idéal entier
a une base formée de deux éléments (cf. [27], vol. I, ch. v, § 7,
th. 16, corollaire 2).

THÉORÈME 2. — Soit A un anneau de Dedekind. Pour tout
idéal entier a de A. on a S(a) == R(a).

En effet, il n'y a rien à démontrer si a == (0). Si a -=f=. (0),
alors on sait que a est un A-module projectif de type fini
et donc, S(a) est intègre. D'après le lemme 1 du chapitre i
il en résulte que S(a) == Rfa). On remarque que, puisque a
est engendré par deux éléments, a == (a^, û^A, alors

R(a) = A[oiX, a^XJ.

On peut alors dire que pour tout idéal a = (ai, a^A d'un
anneau de Dedekind A, on a S(a) == A[oiX, a^X],

On peut généraliser le théorème ci-dessus de la manière
suivante :

THÉORÈME 2'. — Soient A un anneau intègre et a un
idéal (entier) de A. Si a est un A-module projectif, alors
<m a S(a) == R(a).

Pour cela, on n'a qu'à voir qu'on a toujours la suite exacte
(0) -> Ker (S(a) -> R(a)) -> S(a) -> R(a) ~> (0)

et comme A est intègre, alors Ker (S(a) --> R(a)) = t(S(a))
(cf. lemme 1, ch. i). D'autre part, si a est un A-module pro-
jectif, alors <(S(a)) == (0) et le th. est démontré.

3. Un exemple.

Soient A un anneau et L un A-module libre. On sait
(cf. [2]) que S(L) est une algèbre de polynômes et donc,
un A-module libre. On peut se demander, compte tenu de la
proposition 1, si la réciproque de ce résultat est vraie. On va
montrer qu'il n'en est pas ainsi si l'on se place en dehors de
la catégorie des A-algèbres graduées. Précisément, on va
donner un exemple d'un A-module projectif de type fini et
non libre et tel que son algèbre symétrique (où l'on ne tient pas
compte de la structure d'algèbre graduée) soit un A-module
libre.
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Pour cela, on rappelle tout d'abord le lemme suivant :

LEMME 4. — Soient A un anneau de Dedekind et M un
A-module projectif. (i) Si M est de type fini et de rang n 4- 1,
n ̂  0, alors il existe un idéal entier a de A tel que M == A" © a.
(ii) Si M n^est pas de type fini, alors M est libre (cf. [4]).

Soient alors A un anneau de Dedekind et M un A-module
projectif (non libre) de type fini et de rang n + 1, n :> 0.
Il existe un idéal entier a -=^ (0) de A tel que M === A" © a.
On sait que a est engendré par deux éléments ai, Og et donc,
S(a) = A[oi,X, û^X], sous-anneau de l'anneau de polynômes
A[X], D'autre part, si X, est l'image de ^ par l'injection
canonique A" -> S(A"), alors S(A71) est l'anneau de poly-
nômes A[Xi, ..., XJ, où ^i, ..., e^ est la base canonique
de A". Ceci nous montre que

S(M) = A[X,, . . . , X,] ® AA[O,X, a,X]
= A[Xi, . . . , X^, OiX, agX],

Comme M est un A-module projectif, il en est de même de
S(M) et comme S(M) n'est pas de type fini, alors il est libre.

4. Factorialité de l'algèbre symétrique d'un module projectif.

Soient A un anneau et L un A-module libre de type fini
ayant une base e^ ...,^. Si X^ est l'image de ^ par
l'injection canonique L —> S(L), alors on sait que

S(L)=A[XI,...,XJ
et d'après le théorème de Gauss, si A est factoriel, il en est
de même de S(L). On peut alors penser à cette même question
si l'on remplace L par un A-module projectif. Plus précisé-
ment, on va démontrer le résultat suivant :

THÉORÈME 3. — Soient A un anneau factoriel et M un
A-module projectif de type fini. U algèbre symétrique S(M) est
aussi un anneau factoriel.

Soient x^, . . . , a ;n un système de générateurs de M sur
A, B = A[Xi, ..., X^] et R = S(M). On va montrer que
R est un anneau factoriel. Pour cela on remarque que comme
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M est projectif, il existe un A-module projectif M' tel que
A " = = M e M ' et donc, B == R<8)AS(M'). Puisque S(M') est
projectif et S°(M') == A est un A-module fidèlement plat,

00

alors S(M') = A © ^ S^M') est aussi un A-module fidèle-
g==l

ment plat (cf. [3], ch. i, § 3, n. 1, proposition 3). Par extension
des scalaires il en résulte que B == R 0 ^S(M') est un R-module
fidèlement plat. Supposons maintenant que l'anneau A soit
factoriel et soit a = Rfc n Rc l'intersection de deux idéaux
principaux. On va montrer que l'idéal a est principal. Comme
B est un R-module fidèlement plat, alors aB == Bb n Bc et
comme B est factoriel, alors B & n B c = B û î , où cî===ppcm
(&, c) dans B. Étant donné que B/R est R-plat, alors
a .== aB n R = Bd n R. On remarque que l'on peut écrire
B = R © g, où q est l'idéal de B donné par

2= S (R®ASW).
ç=l

Donc, d e B se décompose d'une façon unique

d = e + /*, où ô e R et f^î-

On va montrer que a •===- Rô. En effet, comme b et c divi-
sent d dans B, alors b et c divisent e dans R et donc,
He c a. D'autre part, si u e Bd n R, on peut écrire

u == (a; + g){e + f), où r c e R . g e g .

Ceci nous donne u == xe et xf-{-gd==0 et donc, u e Re.
Les inclusions Re c a == Brf n R c Re nous donnent a == Re
et donc, R est factoriel.

Par la suite, on donnera une deuxième démonstration du
théorème 3 et pour cela on va démontrer le lemme suivant :

00

LEMME 5 (P. Samuel). — Soit B == ^ Bg un anneau gra-
dué factoriel. Alors Bo est factoriel. î=o

En effet, dans un anneau gradué factoriel, tout élément
homogène =^ 0 est produit d'éléments premiers homogènes.
Donc, tout élément •=/=• 0 de Bo est produit d'éléments de
Bo qui sont premiers dans B, donc aussi dans Bo.
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Deuxième démonstration du théorème 2. — On considère sur
B, qui est factoriel en tant qu'anneau de polynômes à coeffi-

00

cients dans A, la graduation B = ̂  Bq où By == R (g) ̂ (M')
^=0

pour tout q ̂  0. D'après le lemme 5, BQ = Ro^A == R est
aussi factoriel.

THÉORÈME 4. — Soient A un anneau et a un idéal
de A. Si S (a) est factoriel alors A e5( factoriel et a est prin-
cipal.

En effet, si l'on considère l'anneau gradué factoriel
00

S(ûQ == 2 S^a), d'après le lemme 5, S°(a) = A est aussi
î=o

factoriel. Comme S(a) est intègre, S(a) s'identifie à l'anneau
de Ress R(a). Étant donné que A est factoriel, il existe un
élément a dans a tel qu'aucun diviseur strict de a ne soit dans
a. Alors l'élément aX de S(a) est irréductible dans S(a),
donc premier. Pour tout élément b dans a, on a 6(aX) = a(6X)
et comme aX ne divise pas a dans S(a) (sinon,
0 = d°{a) > rf°(aX) = 1, où d° désigne le degré), alors il
divise 6X dans S(a). Ceci nous montre qu'il existe un élément c
dans S(a), nécessairement de degré 0(ceS°(a) == A), tel que
6X = c(aX) et donc, b == ça. On a ainsi a == Aa.

Finalement on va montrer que, en général, S(M) tactoriel
n'entraîne pas M projectif. D'après le lemme 5, on sait seule-
ment que si S(M) est factoriel alors S°(M) == A est aussi facto-
riel. Soient, en effet, k un corps, A l'anneau local

^•••^nL....,^^^^---?^

son idéal maximal et M un A-module de générateurs ^i,.. .,^
n

liés par la relation ^ tft^ == 0. Comme les ^ sont dans m,
1=1 —

ils sont non inversibles dans A et donc, ̂ ,.. .,e^ est un système
minimal de générateurs de M. Ceci nous montre que M n'est
pas libre (ni projectif, car A est local). On voit facilement que
S(M) = A[^i,.. .,^] avec ^ (^ == 0. On va montrer que S(M)

1=1
est factoriel. En effet, on considère l'anneau B==/c[(i,. . .,^1;

n
^ • • • î ^ n ] où S ̂ i = 0. Si n ^> 3, B est factoriel car

i=i
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B[^n"1] = M^i?- • •^n-i; ^i?- • •î^J [^n"1] est factoriel et d'après
le théorème de Nagata, il en est de même de B. Puisque
S(M) === B^, il en résulte que S(M) est factoriel.

Note. — Depuis la rédaction de ce papier, des progrès ont
été faits sur la factorialité des algèbres symétriques (cf.
P. Samuel, Anneaux gradués factoriels et modules réflexifs,
Bull. Soc. Math. France 1964 et P. Samuel, Modules réHexifs
et anneaux factoriels, Séminaire Dubreil 1963-1964, Exposé
du 27 janvier 1964).
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