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SUR LE PROBLEME INVERSE DU
CALCUL DES VARIATIONS :
EXISTENCE DE LAGRANGIENS ASSOCIES
A UN SPRAY DANS LE CAS ISOTROPE

par J. GRIFONE et Z. MUZSNAY

A la mémoire de M. le Professeur Joseph Klein

Introduction.

Le probléme qui consiste & caractériser les opérateurs différentiels
provenant d’un principe variationnel a été posé pour la premiere fois par
H. Helmholtz en 1887. Largement étudié par de nombreux auteurs, il a
abouti & une classification compléte des opérateurs différentiels variation-
nels. Il reste cependant largement ouvert si I’on s’intéresse non pas a 1’opéra-
teur différentiel, mais, comme il est d’ailleurs plus naturel, & 1’équation
différentielle elle-méme. Il s’agit du probléme des multiplicateurs variation-
nels, selon la terminologie utilisée par [1], et que 'on peut présenter comme
suit.

Considérons tout d’abord le probleme classique du calcul des varia-
tions. Dans le cas particulier qui nous intéresse ici, il peut étre formulé de
la maniére suivante. Soit £ = E(t,z,£%) un lagrangien, t désignant la
variable indépendante, z® (o = 1,...,n) les variables dépendantes, les
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les dérivées premiéres. Comme il est bien connu, une condition nécessaire
pour qu’une courbe paramétrée vy : z* = z(t) minimise la fonctionnelle

b
I = / E(t,2%(), 4°(t))dt

parmi les courbes & extrémités fixes z%(a) = A, z%(b) = B, est que FE
vérifie I’équation

dOE o8 _
dt 0z  dze
L’opérateur différentiel du second ordre
d OE OF
£alE) = T oge ~ Bam

est dit opérateur d’Euler-Lagrange. Le probléeme inverse du calcul des va-
riations, consiste & caractériser les opérateurs différentiels du second ordre
P,(t,z*, % %*) qui sont d’Euler-Lagrange, c’est-a-dire pour lesquels il
existe un lagrangien E tel que

Py = E4(E).

Le probléme des multiplicateurs variationnels consiste en revanche a clas-
sifier non pas les opérateurs variationnels, mais les équations variation-
nelles. Il peut étre formulé de la maniére suivante. Soit P, (t,z%,z%,Z%) un
opérateur différentiel du second ordre. En notant que les équations d’Euler-
Lagrange sont quasi-linéaires, on peut supposer que P, est quasi-linéaire.
Il est clair que pour toute matrice inversible B = [Bg](t, z*, %), P déter-
mine la méme équation différentielle que I'opérateur B3 P,. Le probleme
consiste donc a caractériser les opérateurs différentiels quasi-linéaires du
second ordre P,(t,z%,£%,i*) pour lesquels il existe une matrice inversible
B = [Bj](t,z,2%) et un lagrangien E tels que

BSP, = E(E).

On dit alors que le systéme d’équations différentielles P, (t,z*, £*,Z*) =0
est variationnel. C’est a ce probleme que nous nous intéressons dans cet
article.

Une élégante formulation géométrique en a été donnée par Klein [10).
Elle utilise la notion de spray. Soit S un spray, c’est-a-dire un champ de
vecteurs sur le fibré tangent TM de la variété M tel que JS = C, ou J
est ’endomorphisme vertical et C' le champ de Liouville. La donnée d’un
spray équivaut a la donnée d’un systéme d’équations du second ordre : les
solutions (dites chemins du spray) sont les courbes v sur M telles que 7
est une courbe intégrale de S. Comme il est bien connu, & tout lagrangien
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2

FE non-dégénéré — c’est-a-dire tel que la matrice (—
g q By*0yP

) est inversible —
est associé un spray S par I’équation
(1) isdd;E = d(E — LcF).

Les chemins de S sont justement les solutions des équations d’Euler-
Lagrange associées & E. Le probleme des multiplicateurs variationnels est
donc équivalent & la caractérisation des sprays variationnels, c¢’est-a-dire des
sprays S pour lesquels il existe un lagrangien non dégénéré E vérifiant (1).

La contribution la plus importante & ce probléme est I’article classi-
que de J. Douglas [4] ou, & 'aide de la théorie de Riquier, sont classifiés
les systéemes d’équations différentielles variationnelles du second ordre en
dimension 2, en d’autres termes les sprays variationnels lorsque dim M = 2.
Méme dans ce cas particulier le probleme est extrémement difficile, car 'on
est amené & étudier l'intégrabilité d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles largement surdéterminé et de nombreuses obstructions apparais-
sent. En dimension supérieure, Douglas lui-méme avoue 1'impossibilité de
traiter ce probleme par les méthodes qu’il emploie.

Dans cet article, nous donnons les bases d’une généralisation en
dimension n du travail de Douglas, d’une part en le présentant d’une
maniére intrinseque par ’utilisation du formalisme naturel du fibré tangent
(cf. [9]), et d’autre part en employant non pas la théorie de Riquier,
mais la version de Spencer-Goldschmidt du théoreme de Cartan-Kéahler.
Ceci permet de mieux comprendre la nature géométrique des formules
de Douglas, qui apparaissent liées au tenseur de courbure, et de donner
une interprétation cohomologique — par la cohomologie de Spencer — des
obstructions qui interviennent dans le probleéme.

Nous généralisons d’abord en dimension n le Théoréeme I de Douglas,
qui concerne le cas le plus simple de sprays — ceux pour lesquels le
tenseur de Douglas est proportionnel & ’endomorphisme vertical. Ces
sprays sont toujours variationnels. Notons que ce résultat a été déja obtenu
par Anderson et Thomson (cf. [2]) & laide de la théorie des systémes
différentiels extérieurs et par Sarlet, Crampin et Martinez & 'aide de la
théorie de Riquier (cf. [13]).

La partie la plus importante de cet article consiste a étudier le
premier cas, si I’on peut dire, ou des obstructions apparaissent pour que le
spray soit variationnel. Il s’agit des sprays que nous appelons & courbure
isotrope. Nous mettons en évidence leur signification géométrique : d’une
certaine maniere ils généralisent aux variétés munies d’un lagrangien non
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homogeéne les équations des géodésiques sur les variétés riemanniennes ou
finslériennes & courbure constante. Pour ce type de sprays nous étudions
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’ils soient variationnels.
Ces conditions dépendent de la géométrie de la distribution D définie par
le champ canonique et par le spray. Nous étudions ici le cas ou D est
intégrable (en particulier, les sprays homogenes et quadratiques vérifient
cette condition). Le cas non intégrable n’est pas essentiellement différent
et seuls les calculs sont plus compliqués : nous signalons & la fin de article
le type d’obstructions qui interviennent naturellement dans le cas général.

Remerciements. — Les auteurs tiennent & exprimer leur reconnais-
sance au referee pour les corrections et les précisions qu’il leur a signalées.

1. Préliminaires.

1.1. Le formalisme algébrique de la théorie des connexions.

On désigne par X une variété différentiable de dimension finie et
APT*X (resp. SPT* X) le fibré des p-formes antisymétriques (resp. symétri-
ques) sur M. Si E — X est un fibré vectoriel sur X, on notera C*°(E)
Pespace des sections C*® de E et Ji(E) le fibré des jets d’ordre k des
sections de E. On note 7 : Jg+1(E) — Ji(F) la projection naturelle.

Dans cet article, on travaillera le plus souvent dans le casou X = T M,
avec M variété différentiable de dimension n. S’il n’y a pas d’ambiguité,
TTM (resp. T*TM) sera noté plus simplement T' (resp. T*) et 1’espace
vertical sera noté 7.

Une p-forme w € ®PT™ est dite semi-basique si w(Xi,...,Xp) =0
chaque fois que 'un des vecteurs X; est vertical. De méme, une ¢-forme
L & valeurs vectorielles (L € ®T* ® T) est dite semi-basique si elle est &
valeurs verticales et L(X3,...,X¢) = 0 chaque fois que 'un des vecteurs
X; est vertical.

On notera APT) (resp. SPT;) l'espace des p-formes semi-basiques
antisymétriques (resp. symétriques) (pour p = 1 ces espaces sont notés Tor).

Dans cet article nous utilisons d’une maniére essentielle le formalisme
de Frolicher-Nijenhuis [5], ainsi que le formalisme algébrique de la théorie
des connexions introduit par [9] et repris ensuite par divers auteurs avec
des notations un peu différentes. En voici les éléments :
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Soit # : TM — M le fibré tangent &4 M et Il : TTM — TM le
fibré tangent & TM. On a la suite exacte

(2) 0—>TM;\<4TM—i—>TTMi>TMA>/<ITM——>O

. d S
ou i(v,w) = E(v + tw)‘ est 1’ injection naturelle dans le fibré vertical
et 7 = (II, 7). Le tenseur de type (1—1) J = i 0 j sur TM est appelé en-
domorphisme vertical (ou structure presque-tangente) et le champ vertical

2 € TM — C, = i(z,z) est dit champ canonique ou champ de Liouville.
Notons que J2 =0, [J,J] =0 et KerJ =ImJ = T".

On appelle spray un champ S sur TM tel que JS = C. Un champ
S est un spray si, et seulement si, dans les coordonnées locales naturelles
(z*,y*) de TM, il s’écrit

0 0
®3) S=y"%;+f°‘(x,y)@g-

On dit que S est homogéne si [C,S] = S et s’il est C*° sur TM \ {0}
et C! sur la section nulle; dans ce cas les fonctions f(z,y) sont homogenes
de degré 2 en les y®. Si de plus S est de classe C? sur la section nulle
les f*(x,y) sont quadratiques en les y*. On dira alors que le spray est
quadratique.

A tout spray est associé canoniquement un systéme d’équations
différentielles du second ordre sur M (et réciproquement & tout systéme
d’équations différentielles du second ordre correspond un spray) de la
maniére suivante. On appelle chemin de S une courbe v : I — M telle v/
est une courbe intégrale de S, c’est-a-dire Sy, = +”. En coordonnées locales,
si (z*(t)) est un chemin sur M, les z* vérifient ’équation du second ordre

2 p0x
d—d;— = f“(x,(ji—f), a=1,...,n.
Réciproquement, si I’on a une équation du second ordre, on définit le
spray par cette formule et I’on vérifie que la définition est invariante par
changement de coordonnées locales.

Si L est une ¢-forme semi-basique (scalaire ou vectorielle), £ > 1, on
note L° le potentiel de L, c’est-a-dire la (¢ — 1) forme définie par L° = igL,
ol S est un spray arbitraire. Il est clair que L° ne dépend pas du choix

de S.

DEFINITION 1.1.1 (cf. [9]). — On appelle connexion sur M un
champ de tenseurs T" de type (1—1) sur TM tel que JT = J et T'J = —J.
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La connexion est dite homogéne si [C,T'] =0 et si I" est C* sur TM \ {0}
et C° sur la section nulle. Si de plus T est C' sur la section nulle, on dit
qu’elle est linéaire.

9 9
Oz’ oy

( 65 0 )

Les fonctions I'§ sont appelées coefficients de la connexion. Si la connexion
B pp

est homogene les I'g sont homogenes de degré 1 en les y7; si la connexion

est linéaire, les I' sont linéaires en les variables y” : I'j(z,y) = y71‘§7 (z)-

Dans la base (

matrice

) une connexion est représentée par la

On vérifie facilement que I'? = I et que I’espace propre correspondant
4 la valeur propre —1 est Pespace vertical. On en déduit une décomposition
de TTM en somme directe

TTM =Tt T,
ou T" est ’espace propre correspondant & la valeur propre +1, appelé
espace horizontal. On note h et v les projecteurs horizontal et vertical :

1 1
h=3(I+1), v=3(I-T)

PROPOSITION 1.1.2 (cf. [9]). — Si S est un spray alors T = [J, 5]
est une connexion.

DEFINITION 1.1.3. —  On appelle torsion de la connexion la 2-forme
& valeurs vectorielles t = [J, h] et courbure la 2-forme & valeurs vectorielles

1
R=—3h,h]

Dans le cas d’une connexion linéaire, on retrouve & isomorphisme pres
la torsion et la courbure habituelles (cf. [9]).

Toute connexion I' sur M détermine une structure presque-complexe
F sur TM qui échange Despace vertical et l’espace horizontal; plus
précisément F est 'unique champ de tenseurs de type (1—1) sur TM tel
que F'J = h et Fh = —J. Alors F s’exprime en fonction du spray de la
connexion par

(4) F=h[S,h)—J.

Comme il est bien connu, a tout lagrangien conduisant & un probléme
régulier de calcul des variations est associé canoniquement un spray (cf. par
exemple [7], [9]), de la maniére suivante :
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DEFINITION 1.1.4. — On appelle lagrangien une application E :
TM — R de classe C*° sur TM \ (0) et C* sur la section nulle. On dit que
E est régulier si la 2-forme Q = dd E est de rang maximal (= 2n).

En coordonnées locales, le lagrangien E est régulier si, et seulement
si,
0’E
dot (52 ) g
AydyP 7
Par exemple, si g est une métrique riemannienne sur M, la forme quadra-

tique sur TM E(v) = % g(v,v) est un lagrangien régulier.

ProposITION 1.1.5 (cf. [7]). — Soit E € C*°(TM) un lagrangien
régulier. Le champ S sur TM défini par
(5) isQ =d(E — LcE)

est un spray et les chemins de S sont les solutions du systéme des équations
d’Euler-Lagrange défini par E :

d OE OE o=1 n
dt oz* Oz> S
Nous dirons que I' = [J,S] est la connexion naturelle associée &

E. En particulier, si F est la forme quadratique associée & une métrique
riemannienne, la connexion naturelle est la connexion de Levi-Civita. Si F
définit une structure finslérienne, la connexion I' = [J, S] est la connexion
canonique définie par [9].

On est ainsi amené & la définition suivante :

DEFINITION 1.1.6. — On dit qu’un spray S est variationnel, s’il
existe un lagrangien régulier vérifiant 1’équation Euler-Lagrange (5).

La caractérisation des sprays variationnels sur un voisinage de z¢ €
TM - c’est-a-~dire la caractérisation locale des équations différentielles du
second ordre qui proviennent d’un principe variationnel — revient donc
a étudier D’existence des solutions régulieres en g € TM de Popérateur
différentiel d’ordre 2

Py : C®°(TM,R) — C®(T?)
défini par
(6) P, = igddy +dLc — d.
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Nous utiliserons pour cela la version de Spencer-Goldschmidt du
théoreme de Cartan-Kéahler (cf. (3], [6]).

On fera souvent appel & la propriété suivante :

PROPOSITION 1.1.7. —  Soit Q un champ de (p+1)-formes scalaires
antisymétriques dans les derniers p arguments (c’est-a-dire Q2 section du
fibré T*M @ APT*M ), L € T*M @ TM et soit 7, : T*M @ APT*M —>
APHIT*M définie par

p+1 R
(29) (X1, ., Xpr1) = D _(-D)™'Q(LX;, X1, ., Xiy -, Xpy1)-
i=1
Si w € AP(M) est une p-forme scalaire s’annulant en un point ¢ € TM,
alors pour toute connexion linéaire V sur M on a

(7) (Tva)z = (de):,;

ot dj, est la dérivation de type d, associée a L.

En effet,
p+1 ' R
(dLw)e (X1, Xpr1) = D (D) LX) (WX, .., Xiy -, Xppa))
i=1
p+1

=Y (1) (Vw)e (LXi, X1, ., Xy, Xpy1)
=1

= (TLVw)z (LXi,Xl, . ,Xp+1).

2. Courbure sectionnelle d’un lagrangien convexe.

2.1. Tenseur de Douglas, courbure sectionnelle.

Dans son article (cf. [4], (3.2), (4.4)), Douglas a introduit un tenseur
qui joue un role essentiel dans la théorie. Voici sa présentation intrinseque
(cf. aussi [10]).

DEFINITION 2.1.1. —  On appelle tenseur de Douglas le tenseur
(1-1) sur TM
A =v[h, 5],
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ol h et v sont les projecteurs horizontal et vertical de la connexion [J, S].

On voit facilement que A est semi-basique et que
A=[h,S|+F+J,

ou F' est la structure presque-complexe associée & la connexion. Le tenseur
A est lié a la courbure par la relation

(8) R=3[7,4]
En effet
[J, A] = [J, [k, S]|+[J, F] = [h, [J, S]] -R
= —[h,I] - R = —2[h,h] — R = 3R.

En d’autres termes, le tenseur de Douglas contient toutes les informations
sur la courbure de la connexion.

Le but de cet article est de caractériser les sprays variationnels
dont le tenseur de Douglas est du type A = AJ + a ® C. Nous allons
donner maintenant une interprétation géométrique de cette restriction sur
la courbure.

Un lagrangien non dégénéré E permet de définir une métrique sur le
fibré vertical en posant

9(JX,JY) = Qg(JX,Y)

ou Qg = ddyE. Supposons que E est convexe, c’est-a-dire que la matrice
2

(—) est définie positive, ce qui se traduit par le fait que g est une
Oy dyP

métrique riemannienne sur le fibré vertical. Cette hypothese est nécessaire
uniquement dans ce paragraphe pour donner une interprétation géométri-
que de la notion d’isotropie; elle n’interviendra pas par la suite. On vérifie

facilement le lemme suivant :
_ LeEMME 2.1.2. — Soit L un tenseur (1—1) semi-basique sur TM et
kL : T"\{\C}rer — R la fonction définie par

_29(L°, JX)g(JX,C) — g(LX,JX)g(C,C)

~ 9(C,O)g(JX, T X)g(C,C) — g(C,JX)?]

SiiQg =0 et g(L°,C) = 0, alors pour toutes fonctions a,b € C*°(TM),
avec a(x) # 0 pour tout x, on a

9) kL(JX) =kr(aJX +bC).

kL(JX)
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Interprétation de ce résultat.

Soit TM xp TM —— T¥ Disomorphisme naturel. Considérons un
vecteur JX,, € TP et soit (z1,22) = i~ 'JX,,. Puisque i71C;, = (21,21),
JX et C sont indépendants en z; si, et seulement si, {21,22} forment
une famille libre dans Ty (,,)M. Soit P;x le 2-plan engendré par {z1,22}.
Puisque i} (aJX + bC) = {z1,a2z2 + bz1}, on a

PJX = PaJX+bC'

Ainsi la propriété (9) exprime le fait que kL ne depend que de 2; et d’'un
2-plan contenant 2.

Remarque. — Soit L un tenseur (1—1) semi-basique, tel que i1 Qg =

- g(L%,C)
Oetsoit L =L—=—=—>
9(C,0)

donner la définition suivante :

;alors igQp = 0 et g(L%; C) = 0. On peut donc

DEFINITION 2.1.3. —  Soit L un tenseur (1—1) semi-basique tel
que i g = 0. On appelle fonction sectionnelle associée & L I’application
krp = EE. En particulier, si F est un lagrangien convexe, on appelle courbure
sectionnelle la fonction sectionnelle k4 (notée aussi k) associée au tenseur
de Douglas.

Comme on vient de le voir, la courbure sectionnelle ne dépend que
d’un vecteur z € TM et d’un 2-plan contenant z. Un simple calcul montre
que

—g(LX IX)g(C, C)) + 29(L°, JX)g(C, JX) — g(JX, JX)g(L?, o)
M 4(C,0)[g(IX, IX)g(C, C) — g(IX, C)7]
Exemples.

1. Cas finslérien (E homogene).

Soit E homogene de degré 2 et R = —%[h, h] sa courbure, on a

R® = —%[h, h]° = —[hS, k] +h[S, h] = [k, S]— [k, vS] — hlh, S] = A—[h, vS).

Or ) .
S = —2-(I— [/, S5]S) = 5(5‘— [C,S]))=0
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car [C, S] = S, puisque E est homogene de degré 2. Donc R® = A et A% =0,
d’ou

g(R°X,JX)
9(C,IX)? — g(C,C)g(IX, IX)
On obtient ainsi la courbure sectionnelle que I’on définit habituellement
dans le cadre finslérien (cf. [12], p. 117).

k(JX) =

2. Cas riemannien (E quadratique).

Notons ( , ) le produit scalaire défini par E sur la variété M et
R(u,v)w = DyDyw — DyDyw — Dy, )w la courbure de la connexion de
Levi-Civita. Si JX = i(u,v), on a

g(R°X,JX) = (R(u,v)u,v), ¢(C,JX) = (u,v),
g(C’ C) = <u’u>7 g(JX, JX) = <’U,’U>,

d’out R
k(JX) = — R OwY)
<’U,, 'l)>2 - (u3 u><v1v>
2.2. Isotropie.
DEFINITION 2.2.1. — On dit qu’un lagrangien convexe est 3 cour-

bure isotrope en z € TM, z # 0, si la courbure sectionnelle ne dépend pas
du plan passant par z.

Exemple. — Un calcul simple montre que si A = AJ alors £k =0 et
quesi A = uicQe®C, alors k = p. Puisque kg, est une fonction C*°-linéaire
de L, on a ’

kxstpicosec = K-

PROPOSITION 2.2.2. —  Un lagrangien est a courbure isotrope k si,
et seulement si, le tenseur de Douglas est du type

A=A +aC+83A°

ou

9(A%C)
A==—=—"2=—kg(C,C),
gc0) ~FGO)
_(n 29(4°%C)y. 1
“= (= pc oy Jiofe + gagyat
1
8

= 9C, 0yt
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En effet, d’apres la définition de la courbure sectionnelle, le lagrangien
est & courbure isotrope si, et seulement si, pour tout JX € T? la forme
quadratique q donnée par

a(JX) = (kg(C,C) - 29(A°,C))[g(J X, I X)g(C,C) — 9(J X, C)’]
+9(AX, JX)g(C,C) —29(A°, JX)g(C, I X) + g(J X, JX)g(A°,C)
est identiquement nulle. En polarisant et en tenant compte du fait que

9(AX,JY) = g(AY,JX) pour tous X,Y € T, on trouve facilement
Pexpression de A.

Soit S est un spray variationnel dont le tenseur de Douglas est du
type
(*) A=) +a®C+BQA°
avec a et (B semi-basiques. La condition i4Qg = 0 donne a A icQg +
B Aigflg = 0. Si A° et C sont indépendants, d’aprés le lemme de
Cartan, on a : a = aicQg + bigoQ et B = bicQg + dijgofd. D’autre part
une condition de compatibilité de 1’équation (x) s’obtient en prenant le
potentiel des deux membres, ce qui donne A° = AC + a°C + 3°A°, donc

B° =1 et a® = —\. Puisque C et A° sont indépendants, les conditions

de la proposition sont satisfaites si, et seulement si, d = 0 (on prend
1 1 . 2g9(A°,C)

b= ,B = icQg et kK = a + ——=——=- pour la courbure
9(C,CY’" ~ g(C,C) T 9(C,C)?

sectionnelle). Par conséquent le lagrangien d’un spray variationnel dont le
tenseur de Douglas a la forme () n’est pas forcément & courbure isotrope.

En revanche si C et A° sont liés (donc A est du type A = A\J+a®C,
avec a 1-forme semi-basique), alors le lagrangien est & courbure isotrope.
En effet, puisque i4Q2g = 0,0n a: aAicQg = 0; dolt a = uicQE. Les
conditions de la proposition sont donc vérifiées et la courbure sectionnelle
vaut u, comme nous l’avons vu.

On est ainsi amené a la définition suivante :

DEFINITION 2.2.3. —  Un spray est dit isotrope si le tenseur de
Douglas est du type
(10) A=X]+a®C
avec A € C*°(TM) et a 1-forme semi-basique.

Comme on vient de le voir, si un spray isotrope est variationnel,
alors le lagrangien associé est & courbure isotrope. Le but de cet article
est d’étudier les conditions pour qu’un spray isotrope soit variationnel (et
donc qu'il soit le spray d’un lagrangien & courbure isotrope).
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3. Résultats généraux en dimension n.

3.1. Obstructions au premier relévement des solutions
d’ordre 2 de ’opérateur d’Euler-Lagrange.

On note 1y le fibré trivial en droites sur TM et Ry C J2(1g) 1’équa-
tion différentielle linéaire des solutions formelles d’ordre 2 de 'opérateur
d’Euler-Lagrange

(11) P, =igddy +dLc —d.
Notons que P, admet des solutions réguliéres d’ordre 2 en tout point

z € TM. En effet, soit p = jz(E)(z) € J2,5(1r). Alors p est une solution
formelle réguliére en x € T M si, et seulement si, localement on a

(12) Y iz + o —pi =0
det(pﬁ)#o7 ,j3=1,...,m,
. ; _OE ~_ O’E ¢ — 0’E Soit g
ol on note p; = %(x), P = W(x), et p; = '53,76—3;7(””) oit g;; une

matrice symétrique arbitraire telle que det(g;;) # 0. On pose p;; = gi;. On
choisit ensuite les p;; arbitrairement et les p; en résolvant les équations du
systéme (12).

PROPOSITION 3.1.1. —  Soit p = jo2(E)(z) une solution formelle
d’ordre 2 en x € TM \ {0} de R». Alors p se reléve en une solution formelle
d’ordre 3 si, et seulement si,

(13) ZI‘QE(.’L‘) =0.

Remarque. — Cette condition est équivalente & Qg(hX,hY)(z) =0
pour tous X,Y € T, comme on le voit facilement. Elle exprime donc le fait
que la distribution horizontale est lagrangienne par rapport a g, en .

Démonstration. — L’opérateur étant d’ordre 2, on est amené a étu-
dier la surjectivité de P’application 7y = 7r2| Rs dans le diagramme :
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o3(P1)
S3T* ._3_1, T*®T; _.2__4 Kl — 0

[ &€

i g p1(P1) g
Ry —— J(lg) —— J(Ty)

J T2 2 o

i P;
Ry — v n(g) 22N

ol K; = Cokeros3(P;). Un calcul simple montre que le symbole oo(P;) :
S2T* — T de P; est donné par

[o2(P1)a](X) = a(S, JX).

Il s’ensuit que le symbole du premier prolongement o3(P;) : S3T* —
T* ® T, est donné par

[o3(P)e](X,Y) = a(X, S, JY).

Notons que opérateur P, est régulier dans un voisinage de x € TM \ {0},
car S ne peut s’annuler que sur la section nulle.

Soit B € S3T*; alors B € g3(P)) si, et seulement si, pour tous
XY eT,

(14) B(X,8,JY) =0.
Si B ={h1,...,hn,v1---vp} est une base adaptée & la connexion T', c’est-
a-dire h; € T et v; = Jh; pour i = 1,...,n, alors les équations (14)

s’écrivent :

a) B(h,-,S,vj)=O, i,j=1,...,n
(15)

b) B(v;, S,v;) =0.

On voit facilement que, si  # 0 :
n(n+1)

5

Considérons I’application rr : T* ® T, — A2T™* définie par

(7rB)(X,Y) = B(JX,Y) — B(JY, X).

1
On a 17003 = 0 et dimKer rp = n? + n—(ﬁ—;——) Ainsi la suite
o3(P1) ™

(16)  ST* —— T*QT! —— AT:—— 0

rang o3(P;) = n? +
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est exacte. On peut donc identifier 'espace de obstructions K; a A%Ty.
Par conséquent, si V est une connexion linéaire sur T'M, une solution
d’ordre 2 jo(E)(x) se releve en une solution d’ordre 3 si, et seulement si,
o[V(P1E)]; = 0. En utilisant le fait que la 1-forme P, E est semi-basique
et s’annule au point z, on a, d’apres (1.1.7) :
Tl"[V(PlE)]Jc = d,](PlE)z = dJ(’isdeE + d(ﬁcE - E))x

= in(isdeE + d(ﬁcE — E))z = (ijdisdeE)z

= (i](ﬁs + isd)deE)z

= (iyLsdd;E); = (Lsisdd;E); +ify,5)(ddsE)z00

= (Lsd3E); + ir(ddyE): = (irQp)s
ce qui montre la proposition. O

3.2. Obstructions au premier reléevement des
solutions d’ordre 2 de 'opérateur P;,.

Si dim M = 1 la condition de compatibilité (13) est automatiquement
vérifiée; dans le cas général, on est amené & I'introduire dans le systéme et
a étudier 'intégrabilité de ’opérateur

Py,= (P, Pr): C®(TM,R) — C®(T & A’T)),

Pp = i[‘ddj . COO(TM, R) — COO(A2T,:).

Un calcul simple montre que le symbole o2(Pr) : S2T* — AT} est
donné par

(02(Pr))a)(X,Y) =2[a(hX,JY) — a(hX, JY)].
Comme 03(P,) = (03(P1),03(Pr)), on a
(03(P2)a)(X,Y, Z) = (a(X, S, JY),2[(X, Y, J Z) — (X, hZ, JY)])
aussi I’opérateur P,, comme Py, est régulier au voisinage de ¢ € TM \ {0}.

LEMMA 3.2.1. — L’opérateur P, admet des solutions formelles
réguliéres d’ordre 2 en tout z € TM \ {0}.

En effet, p = jo(E)(x) € J2-(1r) est une solution formelle d’ordre 2
réguliere en x € TM \ {0} si, et seulement si, localement on a
Y o + o —pi =0,
ofk of*
2(pji — pij) + By Pik ™ g PR3
det(p;;) #0, i,j=1,...,n.

(17)
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Soit g;; une matrice symétrique arbitraire telle que det(g;;) # 0. On pose
P3; = 9ij- Ensuite le systéme (17) se résout immédiatement, car les variables
pi sont des pivots dans le premier groupe d’équations et les variables p;;
sont des pivots dans le second groupe. m]

PROPOSITION 3.2.2. — Une solution formelle p = ja(E)(z) d’ordre
2 de I'opérateur P, en x € TM \ {0} se reléve en une solution d’ordre 3 si,
et seulement si, on a

7:A(ZE(:L') = Oa
(18) { irQE(z) =0,
ou Qg =ddyE.
Démonstration. — Considérons ’application

o (T*QTH & (T* @ A’°T}) — AT & A2 @ AT @ A3T
définie par 7 = (TI‘,TA,TR, T[J,J]), ou :
T(B,C){X,Y) = B(JX,Y) — B(JY, X)

T4(B,C)(X,Y) = B(hX,Y) — B(hY, X) — %C(S, X,Y)

(B,C)(X,Y, Z) = C(hX,Y, Z) + C(hY, Z,X) + C(hZ, X,Y)
710.0)(B,C)(X,Y, 2) = C(JX,Y, Z) + C(JY, Z,X) + C(JZ, X,Y)

et montrons que la suite
o3(P2) -
(19) 3 L (T T @ (T @ A2TY) 25 Ky — 0

est exacte, ou Ko désigne I'image de 3.

On voit facilement, tout d’abord, que 72 o o3(P;) = 0. D’autre part,
g3(P2) = g3(P1) N g3(Pr), donc B € S3T* est dans g3(P») si, et seulement
si, ’équation (14) et ’équation
(20) B(X,hY,JZ) - B(X,hZ,JY) =0

sont satisfaites pour tous X,Y,Z € T,. Soit A = {h;,v;}{; j=1...n) une
base de T, adaptée & la connexion T, c’est-d-dire telle que h; € T et
v; = Jh; € T¥. Un élément B € S3T™* est dans g3(P,) si, et seulement si,
les équations (15) et les équations

a) B(hi,hj,vk) = B(hi,hk,’l)j)
(21) , bhk=1,...,n,

b) B(vi, hj, 'Uk) = B(’U,’, hk,'vj)
sont satisfaites. D’aprés les équations (21), B € g3(Pr) si, et seulement si,
les blocs B;;z = B(hi, hj,vx) et Bz = B(hi,vj,vx) sont symétriques en
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i, J, k. Puisqu’aucune condition n’est imposée sur les blocs B(h;, hj, hi) et
B(v;, v, vk) qui sont aussi symétriques, on en déduit immédiatement que
B se décompose en 4 blocs symétriques, et donc que

n(n+1)(n + 2).

dim g3(Pr) =4 G

D’autre part un élément B € g3(Pr) appartient & g3(P;) si, et seulement
si, les équations (15) sont satisfaites. Compte tenu du fait que B € S3T™,

1
(15.b) donne m;—) équations indépendantes. De plus, puisque B €

93(Pr), les composantes de B intervenant dans (15.a) sont elles aussi

1
symétriques en 1, j, et donc les équations (15.a) donnent n(L;_———) relations.
Ainsi

1 2 1 1)(2
(22) dimgs(P2) = 4n(n + 6);(n +2) - 2n(n2+ ) = 4n(n + )3( nt1)

et

(23) rang o3(P;) = dim S3T* — dim g3(P,) = n(n + 1)3(2n + 1).

Considérons maintenant le systéme définissant Ker 7. Comme on le voit
facilement, les équations = 0, 74 = 0, 7r = 0 et 755 = 0 sont
indépendantes entre elles, car elles concernent des composantes différentes
dans (T*QT)®(T*®A2T}). Ainsi le rang de 7 est la somme des rangs des
applications 7r, 74, Tr et 7; 5. Un calcul facile donne : rang 70 = rang 74 =

1 1
En(n — 1) et rang Tg = rang 7(;,] = gn(n —1)(n — 2). Par conséquent
dimKerm, = dim (T* @ Ty) @ (T* ® A’T}))

_2n(n—-1) 2n(n—-1)(n-2)
2 6

n(n+1)(2n+1)
5 .

On a donc rang o3(P;) = dim Ker 72, ce qui montre que Im o3(P,) = Ker r,
et ainsi la suite (19) est exacte.

Soit maintenant V une connexion linéaire sur TM. Une solution
p = jo2(E)(z) d’ordre 2 en x de 'opérateur P, se reléve en une solution
d’ordre 3, si, et seulement si, [7,V(P2E)|, = 0.

Soit (wg)z = (isddjE + dLcE — dE),. En utilisant (1.1.7) et le fait
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que, (wg)z =0 et (irQg); = 0, on trouve :
[V(PLE)); = (djP,E); = (djwg)s = (irQg)z =0
1., . .
TA[V(PE)]s = (dhwE - -éﬁslr‘ﬂ)z = (i4ddsE),

. 1, .
TR[V(P2E)|z = (dnPrE); = dn(irQE)s = E(l[h,h]QE‘)z = (irRQE)«

1
74,5 [V(PE)|z = (dsPrE)s = dj(djwg)s = E(d[J,J]wE)z =0,
d’ou
(24) [TZV(P2E)]:E = (TI,TAa TR; T[J,J])[V(PfZE)]z = (0) iAQIHiRQ.’L‘, 0)

ce qui prouve la proposition. a

4. Etude de Pintégrabilité formelle dans le cas isotrope.

4.1. Le cas plat.

DEFINITION 4.1.1. —  Un spray sera dit plat si le tenseur de
Douglas est du type A = \J.

Il s’agit donc de sprays isotropes a courbure sectionnelle nulle. Ils cor-
respondent au cas envisagé par Douglas dans son Théoreme I. Le théoreme
suivant généralise le Théoréme I de Douglas. Anderson et Thompson [2] ont
déja obtenu ce résultat en dimension n a ’aide de la théorie des systémes
différentiels extérieurs de Cartan. Récemment, Sarlet, Crampin et Martinez
ont démontré le méme résultat a I'aide de la théorie de Riquier ([13]).

THEOREME 1. — Tout spray analytique plat est variationnel dans
un voisinage de ¢ € TM \ {0}.

Démonstration. — Comme on ’a vu, P, est un opérateur régulier
et admet des solutions régulieres d’ordre 2. D’autre part, toute solution
formelle d’ordre 2 de P, se reléve en une solution formelle d’ordre 3. En
effet si p = jo(F)(z) est une solution d’ordre 2 en z on a, au point z,

iAQEp = ixJQEp = MijQp = M3E = M|y 1 E =0.

D’autre part, d’aprés (8), on a

, . 1 1
ZRQE = “lé[,\J,J]QE = _gd[,\J’J]d_]E = —g(d)“]d‘z]E + dJ()\d?,E'))= 0.
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Ainsi 7 [VPE],; = 0, et donc toute solution d’ordre 2 se releve en une
solution d’ordre 3.

Nous allons montrer maintenant que le symbole de P est involutif en
construisant une base quasi-réguliére en x € TM \ {0} (cf. [6]).

Puisque g2(P2) = Ker 02(P,) = go(P1)Ng2(Pr), un élément B € S3T*
est dans go(P,) si, et seulement si,

a) B(S,JX) =0,

(25)

b) B(hX,JY) — B(hY,JX) = 0.
Dans une base adaptée & la connexion {hi,...,hn,v1,...,v,}, ol les
hi € T" sont horizontaux et v; = Jh;, pour i = 1,...,n, les équations

ci-dessus s’écrivent

a) B(S,v;)=0, i=1,...,n,
(26)

b) B(hi,'l)j) :B(hj,v,'), i,j:l,...,n.
Puisque ces équations sont indépendantes, on a
n(n+1) +n2,

2

Pour la suite du calcul il faut distinguer le cas ou le spray est
homogene et le cas ou il ne I’est pas. Notons que S est homogene si, et
seulement si, il est horizontal. En effet 'S = [J, S]S = [C, S] — J[S,S] =
[C, S], donc

dim g3(P;) =

27) v = (5 - 0 5))

e Cas ot le spray est homogeéne.

Soit B = {hi,v;}i=1,... n une base de T, ou les vecteurs hi,...,hp—1
sont horizontaux, h, = S et Jh; = v; pour tout ¢ = 1,...,n. Notons que
v, = C. Soit
(28) (az‘j bz‘j) _ (B(hi,hj) B(hi»vj))

bij  cij B(vi,h;) B(vi,v;)

Compte tenu des équations (26) et de la symétrie de B, on a a;; = ajj,
Cij = Cji, bij = bji, bm; = 0, pour 'L,] = 1, Ry (2

Considérons maintenant la base B = {e;,v; }i=1,... n, OU €; = h; + iv;,

n
pour i = 1,...,n — 1, et e, = h, + Y vgx. Dans cette nouvelle base la
k=1
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a;; by
bji  Gij

ol ¢jj = ¢i5, pour i, =1,...,n, et

matrice de B est

bij+z'c,~j, ,7j=1,...,n—1;

’I;“— Cin, J=n;
ij = n
> ckjy i=n
k=1

Ainsi les composantes du bloc (¢;;) s’expriment & l'aide des Eij par les
relations suivantes :

Cin = <bin, 1<n
(2

1 s - o
Cij:i—j(bij_ ji), 1<i<j<n
- 1~ -
Cii = bpi — Z 7 bk —bki), i<mn

k#1i
. 1~
crmzbnn_ZEbkn-

k#n

Ceci montre qu’un élément de g2(P2) est déterminé par le bloc @, qui est
symétrique, et par le bloc b. On a donc

—k)n—-k+1
dim(g2)€1“'€k = (n )(T; h ) +n(n - k),
dim(QZ)el---en,m-“m: = 07
pour k =1,...,n. Ainsi

dim g2(P2) + Z dim(g2(P2))e1-~-ek+ z dim('qQ(Pz))el~-~en,v1~~~vk
k=1 k=1

:n2+n(n+1) +X:(n——ﬂ)(n2—k+1) +Zn(n—k)
k=1 k=1

2

n? 4 n(n2+ 1) N n(n — lé(n +1) + n2(n2—— 1)
n(n+1)2n+1)

= 3 = dim g3(P2),

ce qui montre que la base B = {e;,v;};=1,... n est quasi-réguliére.
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e Cas ou le spray est non homogéne

Soit {hi,vi}i=1,...n—1 une base ot h, = hS et les vecteurs h; € T"
sont choisis de telle maniére que

(29) vS=> w, ot v;=Jh (i=1,...,n).

k=1
En utilisant & nouveau la notation (28) pour la matrice de B € g2(P;) on
a toujours a;; = aji, Cij = Cjs, by = bj; pour i,j = 1,...,n. D’autre part

n
compte tenu de (26.a) et (29), on obtient b,; = — Y cks.
Considérons maintenant la base B = {ei,vi}i=1,...,n, OU€; = h;+iv;,

pour i = 1,...,n. Notons a;j, b;; et ¢;; (¢,5 = 1,...,n), les coefficients de
la matrice de B dans cette base. On voit facilement que ¢;; = ¢;; et

b,-j=b,~j+ic,-j, ,j=1,...,n—1;

~ n

bin=—7Y Cknt+iCin, i=1,...,n—1;
k=1

~ n

bni =— Y, ki +nCin, t=1,...,n—1.
k=1

Aussi le bloc (¢;;) s’exprime & ’aide des coefficients du bloc (’51']‘) par les
relations suivantes :

'c}jz (b,] Jl) pour 1<j<i<m
~ n— .
(30) Cii = n— - zn) bnz + Z (bkz - bzk) 1 <i<n
k=1 k;éz
R 1 = n—1 1 N R
Con = ;ITI_ (bnn + kz_l m(bnk - bkn)-
En effet, si 1 < ¢ < n on a, avec (29)
i = bi +ncin = — chi + NCin = — Z Cki — Cii — Cni + NCin
k=1,k#£i

n—1
Z Cki — Cis + (N — 1)cin
k=1,ks#i
et donc, d’apres (30)

n—1
(n_l)cm— in — Z Cki

k=1,k#i

n—1-~ = n (bkz - bzk)
= —— (bni —bin) = bni - Z

k=1,k+#i
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D’autre part,

’I;nn = bnn + ncpn = — z Ckn + (n — l)c,m

et

n—1

Cnn = (b,m + Z ckn) (b,m + Z —1—(bnk - bkn)

Par conséquent dans la base ﬁ, un élément de go(P,) est déterminé
par les blocs @;; et b;j, ol le bloc @;; est symétrique. Donc, comme dans le
cas ou le spray est homogene, on trouve

(n—k)(n—k-{-l)+

dim(g2)e1--'€k = 2 n(n - k)v
dim(g2)e; e, w10 =0
pour k=1,...,n,dou
dim gg(Pg + Z dlm g2(P2) + Z dlIIl gg(Pg)) e 01 UK
k=1 k=1
= dim gs (Pz),
ce qui montre que la base B est quasi-réguliere. Ceci acheve la démonstra-
tion du théoreme. O

4.2. Cas isotrope non plat.

4.2.1. Généralités.

Nous allons étudier maintenant le cas ou le tenseur de Douglas est de
la forme A = AJ+a®C, avec a # 0. Commencgons par quelques définitions.

Soit L un tenseur de type (1—1), semi-basique sur TM. On pose
L=LF+FL,

ou F est la structure presque-complexe associée & la connexion [J,S]
(cf. (4)). Dans un systeme de coordonnées locales, si

3}
— I8 a
L =1L(z,y)dx ®8y5’

Z—( L? 0)
LTy -TALY LB

on a
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On en déduit que les valeurs propres de L sont les valeurs propres de la
matrice (L?) (comptées deux fois).

Remarques.

1. Si X est un vecteur propre de f/, alors F'X est aussi vecteur propre
de L pour la méme valeur propre. En particulier, si X est un vecteur propre
horizontal pour la valeur propre A, alors JX est aussi vecteur propre pour
la valeur propre A .

2. Soit x € TM et L(z) : T? — T2 l'endomorphisme défini par
L(z)JX = LX. Alors L(z)JX ne dépend pas du choix de X, car si
X' est tel que JX' = JX, on a X' = X + U, avec U vertical, donc
LX = LX'. On voit facilement que L, diagonalisable équivaut a L(z)
diagonalisable : si {vi,...,v,} est une base qui diagonalise L(z), alors
{vi,...,0n, Fy,,..., Fy_} diagonalise L, et réciproquement, si une base
diagonalise L, son image par J diagonalise L(z). En d’autres termes,

puisque (LZ)(x) est la matrice de L(z) dans la base { , L est

%}w

diagonalisable si, et seulement si, la matrice (L2) est diagonalisable.

DEFINITION 4.2.1. —  On dit que le tenseur (1—1) semi-basique L
est de type algébrique constant sur un ouvert U, si les degrés des diviseurs
élémentaires dans la décomposition de Jordan de L sont constants sur U.

DEFINITION 4.2.2. —  Soit FE un lagrangien; un vecteur v € TM
est dit de longueur nulle si Q(C, S), =0, ot S est un spray quelconque.

Cette condition ne dépend pas du choix de S. En effet, en coordonnées
locales, le vecteur v = (2%, 2°) € TM est de longueur nulle si, et seulement

i (z,2)z%2P =0, ou _ OB
si, gop(, 2)2%2P° =0, ol gop = 5y0y8
LEMME 4.2.3. — Si E est un lagrangien régulier, ’ensemble des

vecteurs de longueur nulle est d’intérieur vide. En particulier, soit f €
C>®(TM,R) telle que fQg(C,S) = 0 sur un ouvert U, alors f =0 sur U.

En effet, puisque icQg =dj(LcE—FE),onaQg(C,S) = Lo(LcE—
E). Si Qg(C, S) s’annulait sur un ouvert U, Lo E — E serait homogene de
degré 0 sur U et par conséquent, étant C° sur la section nulle, elle serait
constante sur les fibres de TM. On aurait donc dj(LcE — E) = 0, c’est-a-
dire icQp = 0, ce qui est exclu car Qg est non dégénérée. O
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Dans la suite nous nous intéressons a ’existence de lagrangiens locaux
qui vérifient cette propriété.

LEMME 4.2.4. — Soit S un spray isotrope non plat, c’est-a-dire
a#0,etzg € TM. Alors :

1. a(8)g, # 0 <= A,, est diagonalisable.

2. Si A est de type algébrique constant sur U et si S est variationnel
sur U, alors a(S); # 0 pour tout x € U et, en particulier, 0 ¢ U.

Démonstration.

1. Supposons Z,;o diagonalisable. Les valeurs propres de XIO sont
A(zo) et A(zo) + a(S)z,- Si a(S)z, s'annulait, A(zo) serait valeur propre
de multiplicité 2n et donc on aurait A,, = A(z)I, Cest-a-dire A = AJ en
Zo, ce qui est exclu car o, # 0. Réciproquement, si a(S)z, # 0 l’espace

(31) H=atNT}

et Pespace Vect(hS),, engendré par hS;, sont des espaces propres supplé-
mentaires dans T (correspondant aux valeurs propres A(zo) et A(zo) +

a(S)z,), on a donc
(32) T} =H & Vect(hS)sz,,

et on en déduit la décomposition de T, M en sous-espaces propres
correspondant aux valeurs propres A(zo) et A(zo) + a@(9)z, :

(33) Too = (H ® JH) © (Vect(hS)s, ® Vect Cs, ).
Par conséquent A;O est diagonalisable.

2. Si A est de type algébrique constant sur U, alors : A est diago-
nalisable en tout point de U, ou bien il ne I’est en aucun point de U.
En d’autres termes : soit a(S); = 0 pour tout € U, soit a(S); # 0
en tout point de U. Supposons que S est variationnel, et E est un
lagrangien non dégénéré associé. La condition d’intégrabilité i Qg = 0
(cf. Proposition 3.2.2) donne ixjiacS2e = 0, c’est-d-dire a A ic2g = 0.
Puisque a # 0, il existe pg € C°(U, R) tel que icQg = pga sur U, et donc
Q(C, S) = ppa(S). Sia(S)=0sur U, tout x € U serait de longueur nulle,
ce qui est exclu d’aprés le lemme 4.2.3. On a donc a(S)(z) # 0 pour tout
z € U. Enfin, comme on le voit immédiatement en coordonnées locales,
a(S)o=0,donc 0 ¢ U. O
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4.2.2. Le théoréme principal dans le cas non plat.

Dans ce paragraphe nous allons montrer le théoréme suivant :

THEOREME 2. — Soit S un spray isotrope analytique non plat. On
suppose que le tenseur de Douglas A = A\J + a ® C est de type algébrique
constant au voisinage de x et que la distribution engendrée par le spray
S et le champ canonique C' est intégrable. Alors S est variationnel sur un
voisinage de x si, et seulement si,

l.and' =0 (ou o =ipLlsa)
2.aNdja=0
3. a A Dpxa =0 pour tout X € Kera

ot D est la connexion de Berwald sur T M associée a S.

Rappelons que D est caractérisée par les propriétés suivantes (cf.
(9], II) :

DJ=0, DF=0, DpxJY =[hJY]|X, DyxJY =[J,JY]X.

Remarques.

1. Puisque le champ canonique C s’annule en 0, si S est de type
algébrique constant et non plat sur U alors nécessairement x # 0 sur U.
Ceci va assurer la régularité de I'opérateur différentiel. Par ailleurs, comme
nous Pavons vu, (cf. Lemme 4.2.4), si S est variationnel au voisinage de
z, alors nécessairement x # 0. Il est donc naturel d’étudier 'intégrabilité
formelle au voisinage de x # 0.

2. La 2-distribution D définie par le spray S et le champ canonique C
est intégrable si, et seulement si, il existe une fonction y telle que vS = uC.

En effet, (cf. (27)), vS = %(S’ —[C, S]). Par conséquent si vS = uC,
alors [C,S] = S — 2uC, donc D est intégrable. Réciproquement, si D est
intégrable, alors il existe des fonctions a et b telles que [C, S] = aS + bC.
D’autre part J[C,S] = JT'S = JS = C, donc a = 1. Puisque S — 2vS =

aS +bC, on avS = —gC. .
En particulier, si S est homogene, alors D est intégrable. Ainsi le

théoreme contient comme cas particuliers les systéemes d’équations ho-
mogenes et, plus particulierement, quadratiques.
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Démonstration du théoréme. — Comme nous I’avons vu (cf. Pro-
position 3.2.2), la condition (i4Qg); = 0, c’est-a-dire (@), A (icQg)s =0,
est une condition nécessaire pour qu’'une solution formelle p = j3(E)(x)
d’ordre 2 de I'opérateur différentiel P, se releve en une solution d’ordre 3.
On est ainsi amené & étudier 'opérateur

Py = (P, Pr, Pa): C®(TM,R) — C>®(Tr & A’T; @ A2)

avec
Pp =iaddy : C®°(TM,R) — C™(A2),

o A2 ={© e AN’T| 0eT::0=anb}.

Le symbole 02(P4) : S?T* — A% de P4 est donné par

(02(P4)G)(X,Y) = G(AX,JY) - G(AX,JY),
avec X,Y € T, G € S?T* et donc
(03(Pa)B)(X,Y,Z) = B(X,AY,JZ) — B(X,AZ,JY).

Aussi Pj est régulier, car on a supposé x # 0.

D’autre part, il est facile de voir que P3 admet des solutions réguliéres
d’ordre 2 en tout point x # 0. Notons en effet que si p = j2(E), est une
solution d’ordre 2 en z, la condition P4(E), = 0 s’écrit

pij A = Prj A}

ou p;; = —82—E
() 3ylay;]

gz le produit scalaire sur T, qui rend orthonormée cette base. On a
9z(A(2)X,Y) = g-(X, A(z)Y). Si (p;;) est la matrice qui exprime g, dans

. Soit {vi,...,v,} une base qui diagonalise A(x) et

la base {@}(121’“”” , on aura donc p;;A{c = p,-c;Af . On construit ensuite
les autres composantes de p en résolvant le systéme (17).

LEMME 4.2.5. — Soit S un spray isotrope non plat. On suppose que
le tenseur de Douglas A est de type algébrique constant sur un voisinage
U et que la 2-distribution engendrée par S et C est intégrable sur U. Alors
toute solution formelle d’ordre 2 de P3 en x € U se reléve en une solution
d’ordre 3 si, et seulement si, au point x :

l.aANdja=0
2.anNd =0 (ot o =iplsa)
3.aNADpxa=0 pourtout X € Kera

ou D est la connexion de Berwald sur T'M associée a S.
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Démonstration. — Calculons la dimension de g¢3(P3). Puisque
93(Ps) = g3(P2) Ng3(Pa) = g3(P1)Nga(Pr)Ngs(Pa), un tenseur B € S3T*
est un élément de g3(Ps) si, et seulement si, pour tous X,Y,Z € T, les
équations (14), (20) et I’équation

(34) B(X,AY,JZ) - B(X,AZ,JY) =0
sont satisfaites. Soit B = {hi1,...,hn,v1,...,v,} une base qui diagonalise
A, avec hy, ..., h,_ vecteurs propres horizontaux correspondant & la valeur

propre A, h, = hS et v; = Jh;, pour i = 1,...,n. En utilisant cette base,
B € g3(P3) si, et seulement si, les équations (15), (21) et
3.) B(hi7 Ca 'Uj) =0
(35) i=1,...,n, j=1,...,n—1
b)B(’Ui,C, ’U]‘) =0
sont vérifiées. Notons tout d’abord que, puisque D est intégrable, on a
vS = pC. Par ailleurs, les équations (35) s’expriment en fonction des autres
équations. En effet :
B(hi7 C’ vj) = B(hh Un, ’Uj) = B(vja hi, ’Un) = B(Ujv hS, vi)
= B(vj, S,v;) — B(vj,pC,v;) =0 pour i <mn,j=1,...,n,
B(hn,C, ’Uj) = B(hS, C, ’Uj) = B(C, hS, ’Uj)
= B(C, S, ’Uj) — B(C, /LC, 'Uj) =0.
D’autre part, une application simple de la méthode du pivot permet de

-1
voir que les nT)n + (n — 1) équations de (35.b) sont indépendantes

des équations de (15) et (21), car elles sont calculées sur trois vecteurs
verticaux et leurs variables n’apparaissent pas dans les autres équations.
On en déduit que

dim gs(Py) = 4dn(n + 1§(2n+ 1) ((n—21)n +(n— 1))
_4An3+3n’—n+6
B 6

et par conséquent,
4n +9n? +5n -6
5 .

Pour construire le conoyau du premier prolongement de P; on consi-
dere les applications :

Toa : (T*QTy) & (T ® A’T)) & (T* @ A2) — AT}
Ta (TP Ty) & (T" @ A°Ty) @ (T © AL) — ATy
i (T*RTY) @ (T QAN°T)) @ (T* ®AZ) — Ty T,

(36) rang g3(P3) = dim S3T* — dim g, (Ps) =
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définies par
T[J,A](BS’ BF, BA)(X)K Z) = BA(JXa },, Z) + BA(JY7 Za X)
+ Ba(JZ,X,Y),
Ta/(Bs, Br,Ba)(X,Y) = B4(S,X,Y)
- (BS(AX’ Y) - BS(AY’ X))v
ouX,Y,ZeT,et
7+(Bs, Br, Ba)(X,Y) = %BF(JY, X, S) + Bs(JY, X)

" 1
— mBA(JY’ S, X)— a_(S—)

pour tous X,Y € H, ot H = ot N T,

BA(th Sa Y)’

On voit facilement que si 73 = (72, T[J,4)» TA’, TH) €t K3 = Im 73 alors
la suite

P3)
(

( T:
(37 ST (T T @ (T* @ A2) @ (T* @ A2) s Ky — 0

est exacte. En effet, on vérifie tout d’abord que 73 o o3(P;) = 0. D’autre

(n—1(n-2)
2

équations et Kerty par (n — 1)? équations. Or toutes ces équations
sont indépendantes entre elles et indépendantes des équations définissant
Ker 72(P;), comme on le voit facilement. On en déduit que

dim Ker 73(P3) = dim Ker 72(P)

part Ker 7(; 4] est défini par équations, Ker 74/ par (n — 1)

+ [dim(T* ®A2) — (—"—_—l-zﬂ‘ﬁ —(n-1)—(n— 1)2]

_ 43+ 9% +5n—6
h 6
ce qui montre que la suite est exacte.

=rangos(P3) ;

Terminons maintenant la preuve du lemme. Soit V une connexion
linéaire sur TM. Une solution formelle p = jz(FE)(z) d’ordre 2 de ’opéra-
teur P3 se releve en une solution d’ordre 3 en =z, si, et seulement si,
[r3V(P3E)]; = 0. On a au point z :

wg =igddjE +dLcE —dE =0,irQdg =0 et i4Qp =0.

Ainsi

72[V(PsE)]z = 72[V(P2E)]; =0,

et
T4/ [V(P3E)], = (CsiAQE - dA(PlE))z = (14 Q)
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ol
(38) A =v[A,S)h
est la dérivée semi-basique le long de S du tenseur A. Or
A =v[S,Alh =v(LsA)J + A[S,J] — Lsa®C +a®[S,C])h

=NJ+d®C+a®vS=NJ+ (o +pa)®C

ou XN = L), et &' =h*(Lgca). On a donc
iaQg = (& + pa) AicQg.

Puisque (149QEg)z =0 et az # 0, il existe pg € R tel que

(39) (icQE)z = pEQS.
On en déduit que
(40) T4 [V(P3E)|z = (i49QE)s = (ppd’ A Q).

d’ot, en utilisant (8),

Ts,4[V(P3E)]z = (dsi4QE)z = (i[5,4)E)z — (dad3E); = 3(irQE)s-

D’autre part,
R= %[J,A] =djANT+dja®C —aAlJ,

et donc
(41) 7,41 [V(P3E)]z = (dja NicQE): = (pedja A 0),.
Enfin, si X,Y € H,on a :

V(P E)]a(X,Y) =—1-V(z'pQ)(JY X, S) + Vw(JY, X)

= S)V(zAQ)(JY S, X)

(S)
=§JY(i2h_ Qe(X,S) + JYw(X )

—V(i4Q)(hX, S,Y)

A v
- a(S)JY( AN(S, X) — (S)

=JY (inQg — Q)(X, S) + dw(JY, X)
— pJY ((C, X)) - hX(Q(C,Y)).

—hX(i4Q)(S,Y)

Soit X € Kera. On a
Qe(C, X))z =icQe(X)z = ppa(X), =0
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; pJYQC, X) =JYQr(uC, X) = JYQg(vS, X),
d’olr
(42) ™[V(P3E)|(X,Y) = JYQE(X,S) + dwg(JY, X) + hXQg(S, JY).
D’autre part,
dwg(JY,X) = LsQE(JY, X)
=JYQg(S,X) - XQ(S,JY) — Qgr(S,[JY, X])
ce qui donne enfin

(43) ™[V(P3E)s(X,Y) = isQ([X, JY])q.

Cette condition de compatibilité peut étre exprimée d’une fagon plus
claire & ’aide de la connexion de Berwald. Considérons une base adaptée
a la décomposition (33), donnée par {h;, Jh;}i=1,..n o0t h; € H, pour
i=1,....,n—1,et h, =hS.Enz€TMona,pouri=1,...,n—1:

Q5(S, ki) = Qg ((vS, ki) = pQg(C, hy)
_ k. N N
= ——a(S)ZAQE(S, h,) —-—a(S)ZJQE(S, hl) 0,
QE(S,v) = Qp((hS,v;) = Qg(C, hy)
1 . A
= mZAQE(S, h,) - a—(S—)ZJQE(S, hz) = 0,

ce qui montre que Q(S,[X,JY]) = Q(S,[X,JY]c), ou [X,JY]c est la
composante du vecteur [X,JY] sur C dans la décomposition (33). Par
conséquent, compte tenu de (43) et du lemme 4.2.4, on a

™[V(P3E)]; =0, si, et seulement si, [X,JY]c =0 au point z.

En utilisant la décomposition spectrale de Z, on voit immédiatement que
le projecteur sur I’espace propre correspondant & la valeur propre A+ a(S),
c’est-a-dire sur ’espace engendré par hS et C, est

_ 1

T A+ afS) - A

La projection sur ’espace engendré par C' dans la décomposition (33) est

p (Z—AI):a%j(ipaGbC—i—a@hS).

donc pc = ——ira® C, d’ou

a(S)

(X, JY]e = E(IS—)a(F[X, JY]) ®C.
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D’autre part, si D est la connexion de Berwald, compte tenu du fait que
XY € H=o0a'NT" et que a(F[X, JY]), ne dépend que des valeurs de
XetYenz,ona

a(F[X,JY)); = a(Flh,JY]|X), = a(FDrxJY)s
= a(FJDpxY )z = Dpxa(Y)s,
pour tout Y € H, ce qui montre que 7[V(P3E)], = 0 si, et seulement si,
(44) (DpxaNa), =0, VX € Keray.

Les équations (40), (41) et (44) nous disent donc que 73[V(P3E)]; = 0 si,
et seulement si, les conditions de la proposition (4.2.5) sont satisfaites. Ces
équations sont donc les conditions nécessaires et suffisantes pour que toute

solution d’ordre 2 de P;5 se releéve en une solution d’ordre 3. a
LEMME 4.2.6. — L’opérateur Ps est involutif.
Démonstration. — Comme la distribution D engendrée par C et S

est intégrable, il existe y € C°(T M) telle que vS = pC. D’autre part on
a g2(Ps) = g2(Py) Ng2(Pr) N g2(P4) ; un élément B € S?T* est donc dans
92(Ps) si, et seulement si, il vérifie (25) et ’équation

(45) B(AX,JY)—- B(AY,JX) =0 pour tous X,Y €T.

Considérons la base B = {h;,v;}i=1..n, o0 : h; € H = Kera N'T", pour
i=1,....n—1,h,=Set Jhy =v;, pouri=1,...,n.

En utilisant la notation (28) on trouve
a) ¢pi = B(vn,v;) =0, i=1,...,n—1,

b) bi = Bhn,vs) =0, i=1,...,n—1,
(46)
C) bpn = B(hn7vn) = U Cpn,

d) b;j — bji = B(hs,v;) — B(hj,v;) =0, i,j=1,...,n.
En effet
— de I’équation (45) calculée en X = S et Y = h;, on obtient :
0 = B(AS,v;) — B(Ah;,C) = a(S) - B(vp,vs),
pour i =1,...,n— 1, d’ou (46.a), compte tenu du fait que isa # 0;
— si ¢ < n, en utilisant (25.a), on a
bni = B(hn,v;) = B(S,v;) — B(vS,v;)
= B(S,v;) — uB(vn,v;) = B(S,v;) =0
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— enfin pour b,, on a
bnn = B(hn,vs) = B(S,C) — B(vS,C) = B(S,vs) — pB(vn,vn) = pcnn.
On en déduit

nn—1) 3n®-n+2
2 2 '

dim go(Ps) = dim S?T* —n — (n—1) —

Considérons maintenant la base B = {e;, v;}s j=1...n, OU

e1 = hy + vp,
ei=hi+(E—-1)v; pour i=2,...,n—1,

n
€n = h'n + E Vi,
=1

P . [ ai; by .
et montrons qu'elle est quasi-réguliere. Soit (Z“ E”) la matrice de
Ji ij

B € go(P3) dans cette base. On a
b11 bi2 cee bin-1 Cnn
bi2 +c12 bag + c22 e ban—1+c2n-1 0

B = : : 3 : :
(6i5) b1,n—1+(n—1)c1,n-1 b2 n_1+(n—1)c2n-1 -+ bp—1,n-1+(n—1)cn—1,n-1 0

n—1 n—1 n—1
> ea 3 e > cino1 Cnn
i=1 =1 i=1
Les ¢;; = c;; s’expriment 3 1’aide des Eij par les relations suivantes :
(Cin =0, 1<i<n;
Con = b1n ;
Eij:i—j(bij_bji)’ 1<i<j<n;
~ 1 ~ = .
cli=i_1(b’i1—bli)a z=2,...,(n—1);
~ n—l g rg . .
Cii = — % (bki — bik), i=j<m.
\ k=1k#i F—1

Les éléments de go(Ps) sont donc déterminés par les parametres a;; et EJ
Par conséquent, pour la base B, on a :

dim(g)e, = PS4 (n - 1),
dim(g2)e,...e, = gn_—_kl(gi—}_—_l)_ + (n—1)(n—k) pour k=2,...,n,

dim(g2)el...en,vl...vk =0 pour k= 17 ey,
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d’ou :

dim ga(Ps) + ) dim(g2(Ps)),, ..+ > dim(ga(Ps))
k=1 k=1

32 —-n+2 ~(n-—kn-k+1)
= 5 +y 5 +3 (n—1)(n—k)
k=1 k=1
3n? —n+2 + n(n—1)(n+1) N n(n — 1)2
2 6 2
_4n®+3n*-—n+6
B 6
ce qui montre le lemme et donc le théoreme. a

€1...€en,V1... Vg

= dim 93(P3),

Remarque. — Le calcul des caracteres de Cartan montre que la
solution générale dépend de n fonctions arbitraires de n variables.

Enfin, compte tenu d’un résultat de Szenthe (cf. [14]) et du fait que
les sprays homogenes sont caractérisés par vS = 0, on a en particulier :

COROLLAIRE 4.2.7. — Soit I' une connexion homogéne [resp.
linéaire] analytique sur un voisinage U de M. Alors ' est localement
la connexion canonique d’une structure finslérienne & courbure isotrope
[resp. la connexion de Levi-Civita d’une structure riemannienne a cour-
bure constante] si, et seulement si, le spray de I' est isotrope et le tenseur
de Douglas vérifie les conditions du théoréme 2.

Remarque. — Comme on vient de le voir, les obstructions au carac-
tere variationnel du spray dépendent de la distribution D engendrée par
C et S. Dans cet article nous avons étudié le cas ou D est intégrable,
ce qui revient au fait que la distribution A engendrée par C et vS est
de dimension 1 (cas qui comprend, entre autres, les sprays homogénes et
quadratiques). Nous nous limitons & donner ici quelques indications sur le
cas ou dim A > 2, qui fera I'objet d’un autre article. Essentiellement, les
obstructions dépendent du degré de non holonomie de A, c’est-a-dire de
la dimension de ’algebre de Lie engendrée par C et vS. Ceci s’explique
de la maniére suivante. Il est facile de voir que si S est variationnel et de
lagrangien associé F, alors on a : i4Qg = 0, i4Qp = 0,...,i4-Qp =
0...,ouAA" ... ,A",... sont les dérivées semi-basiques successives du
tenseur de Douglas (cf. (38)). Ceci implique des restrictions sur P’existence
des solutions d’ordre 2, ce qui est essentiellement le théoréme VIII de
Douglas. 1l est facile de voir d’autre part que pour toutes formes & valeurs
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vectorielles semi-basiques L et M telles que ifyQr = 0 et iyyQr = 0, on
a iz, a2 = 0. Ainsi, lorsque la dimension de la variété est plus grande
que 2, les obstructions au caractére variationnel du spray ne proviennent
pas uniquement des tenseurs A, A’, A”, ..., comme dans le Théoréme VIII
de Douglas, mais aussi de ’algebre de Lie graduée qu’ils engendrent par
le crochet de Frolicher-Nijenhuis. Dans le cas d’un spray isotrope, on
voit facilement que cette algeébre de Lie est déterminée par ’algebre de
Lie engendrée par C et vS, ce qui explique pourquoi le degré de non-
holonomie de A intervient. Dans le cas général des sprays non isotropes
cette algebre de Lie graduée est beaucoup plus large et c’est elle qui donne
des informations sur la solution du probleme.
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(3]
4
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(7]
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