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CATEGORIES ORDONNEES, HOLONOMIE ET COHOMOLOGIE
par Charles EHRESMANN (Paris)

Introduction.

Le but de cet article était de développer une théorie de
la cohomologie d’une catégorie ordonnée a valeur dans une
catégorie et de ’appliquer au cas d’un espace feuilleté. Mais
comme I’exposé complet de cette théorie s’est révélé trop long,
il a fallu remanier le plan, de sorte que seules les cohomologies
d’ordre 0 et 1 sont considérées ici.

Deux possibilités s’offrent pour définir la cohomologie dans
le cas considéré : 1) Généraliser les méthodes utilisées dans le
cas de la cohomologie pour un faisceau, en définissant les
classes de cohomologie par un procédé de récurrence a partir
des classes d’ordre 0. Il faut pour cela munir la classe de coho-
mologie d’un certain ordre d’une structure de méme espéce
que la structure initiale. Cela est possible en partant d’une
catégorie quasi-inductive, a condition d’utiliser une nouvelle
catégorie, a savoir celle des fusées. C’est la construction de
cette catégorie des fusées, qui est trés longue, qu’il nous a
fallu supprimer et qui sera publiée ultérieurement. 2) Généra-
liser la construction de la cohomologie d’un groupe, 4 I’aide
des foncteurs Ext". Le n® 4 indique rapidement comment
construire ainsi la cohomologie d’ordre 1. Nous montrerons
ailleurs que cette construction peut aussi se faire pour les
ordres supérieurs.

Comme ces deux méthodes, pour les cohomologies d’ordre
supérieur, ne s’appliquent que si I'on part d’une catégorie
quasi-inductive, le premier probléme est de plonger une caté-
gorie ordonnée dans une catégorie quasi-inductive. Nous mon-
trons que la catégorie des atlas réguliers résout cette question
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pour les groupoides ordonnés réguliers. Dans le cas général,
il faut utiliser des catégories quotient de la catégorie des fusées
et ceci se trouvera dans la suite du présent article.

Dans les n* 1 et 2 les résultats sur les atlas obtenus dans le
cas des groupoides sous-préinductifs [1] sont étendus au cas
des catégories et des catégories ordonnées réguliéres. Dans le
n® 3 est construit le groupoide d’holonomie complet associé
a un feuilletage localement simple, qui est un quotient d’un
sous-groupoide du groupoide des atlas du groupoide d’holono-
mie. Le n°® 4 est I'étude de la cohomologie d’ordre 0 d’une
espéce de structures (ordonnée). Le n® 5 est consacré
a la cohomologie d’ordre 1 d’une catégorie munie d’une
catégorie ordonnée d’opérateurs, ce qui généralise les résultats
connus dans le cas des groupes. Enfin quelques applications
aux structures feuilletées sont simplement esquissées (ces
questions seront reprises ultérieurement).

Nous reprenons les notations de [3]: une catégorie sur la
classe C est désignée par C’, le composé de f et g étant noté g.f.
La classe des couples composables est C'«C", la classe des
unités C;, le groupoide des éléments inversibles Cj, les
applications source et but sont « et 3, la loi de composition est
notée x. Le mot foncteur signifie foncteur covariant. Si
AcC et BcC, on désigne par A.B la classe des a.b, ou
aeA, beB, par A, la classe A nC,.

1. — Atlas dans une catégorie.

Soit €' une catégorie.

DeriniTIOoN 1. — Soit B un sous-groupoide de C*. On appelle
atlas de ¢’ compatible &4 droite (resp. a gauche) avec B une
sous-classe F de C vérifiant les conditions suivantes:

1) Byca(F) et F.B3=F (resp. BycP(F) et B.F =F).

2) Pour tout feF et tout f'eF tels que B(f) = B(f') (resp.
a(f) = a(f’)), il existe ge B tel que f=f".g (resp. f= g.f").

Si F est un atlas de C° compatible a droite avec %, on a
a(F) = ®,, puisque d’aprés la condition 2 pour tout feF
il existe ge B tel que f.g = .
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Remarque. — Si tous les éléments de F sont des monomor-
phismes (resp. des épimorphismes), il existe un et un seul
geB tel que f=f".g (resp. f = g.f’) si F est un atlas compa-
tible a droite (resp. a gauche) avec 3.

Prorosition 1. — Sott C une sous-classe de C; soit B un sous-

groupoide de C' tel que B soit la composante de «(C) dans R ;
st C vérifie la condition 2 de la définition 1 (dans laquelle on
remplace F par C), alors C.B est un atlas compatible a droite
avec B.
En effet, on a: (C.%).% = C.%. Supposons f,.geC.%,
out=12 ge® fieC et B(fi) =B(fa). Il existe geB tel
que fi=/f,.g et on trouve: f;.g =f;.8..(g"-8-&), donc
C.8 est compatible a droite avec %.

Prorosition 2. — Soit F un atlas de C° compatible a droite

avec B et & gauche avec B'. Si F (resp. $') est un sous-groupoide
de C contenant $ (resp. #') comme sous-groupoide plein et si

A (resp. A') est la composante de B dans & (resp. de %' dans %),
alors A’ .F.A est un atlas compatible & droite avec A et & gauche
avec A'.

Démonstration. — Soit e e A,; il existe ge $ tel que a(g) = e

et B(g) e B,. Soit f e F tel que a(f) = fP(g);on a f.ge A’.F.A,
d’ou A, ca(A’.F.A). On trouve évidemment :

(A’.F.A),A=A""F.A et A" (A" F.A)=A""F.A.

Soient gi.fi. ;1€ A’ F.A et g3.f;. 2. A" F.A ot g, €A, fieF
et gie A, tels que B(gi) = B(gy). Comme ®’ est plein dans &’,
on a:

g t.gpe®, d’ou g t.g.f,e® .F=F,
F étant compatible a droite avec %, il existe ge % tel que:
fi-g =g g
posons 8 = gil.g.g,; on obtient: ge A et:
(g1-hh-&1)-8=e-fr81-87-8-8=81-87" 8o 8= 8.2 8-

Donc A’.F.A est compatible a droite avec A. On montre de
méme que A’.F.A est compatible 4 gauche avec A’.



208 CHARLES EHRESMANN

Prorosition 3. — Soit F un atlas de C° compatible & droite
avec B et a gauche avec B'. Soit B une sous-classe de F. Soient
By et By les sous-groupoides pleins de B et B’ respectivement
ayant a(B) et B(B) pour classes d’unités. Alors F' = %;.B. %,
est un atlas de C' compatible a droite avec B, et a gauche avec H;.

- Démonstration. — On a évidemment

F' .8 =F et a(B,) = a(B) c a(F").

Soient gi.f.gieF, ou i=12 geB, geB, fieB et
B(g1) = B(g2)- Comme F’'cF, il existe ge B tel que

_ 8:-fo-8 = (81-11-81)-8;
les relations :

a(g) = a(gs)<a(B) et Blg) = «(z)e (B)

entrainent g € ;. Par suite F’ est un atlas compatible a droite
avec #;. On montre de méme que F’ est compatible & gauche
avec R;.

CoroLLAIRE. — Avec les hypothéses de la proposition 3,
st A désigne la composante de a(B) dans $ et A’ la composante
de 3(B) dans %', alors A’.B.A est un atlas compatible & droite
avec A et a gauche avec A'.

En effet, $, et $; sont des sous-groupoides pleins de A et A’
respectivement et le corollaire résulte de la proposition 2.

Remarque. — Avec les hypothéses de la proposition 3 et
de son corollaire, les atlas $,.B.%, et A’.B.A sont resp.
le plus petit atlas et le plus grand atlas contenus dans F
et contenant B. ‘

TutoriMe 1. — Soit ¢ un groupoide. Pour qu'une sous-
classe F de C soit un atlas compatible & droite avec un sous-
groupoide ® de C, il faut et il suffit que Uonait: F.(F1.F)=F;
dans ce cas, B est égal a F1.F et F est ausst compatible d
gauche avec F.F~1.

Démonstration. — Soit F un atlas de ¢* compatible a droite
avec $. Les conditions fe F, f' e F et B(f) = B(f’) entrainent :

f=F.(f"f e f=f.g ou geB
d’ou fl.f=ge®.
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Soit g'e®B; comme a(g’)ea(F), 1l existe f"eF tel que
a(f") = B(g'); par suite f".g'eF et g’ = f"1.(f".g')e F1.F.
Ainsi on trouve $ = F1.F.— Inversement, supposons que F
soit une sous-classe de C vérifiant la condition: F — F. (F—*.F).
La relation:

(F-1.F).(F-1.F) = F.(F.F).F = F\.F

montre que F~1.F est un groupoide tel que a(F*.F) = «(F);
la condition 2 de la définition 1 est évidemment vérifiée par F.
Donc F est un atlas compatible & droite avec F~1. F. De plus
comme

(F.F1).F=F.(F1.F)=F,
F est aussi un atlas compatible a gauche avec F*.F.

CororLLAIRE. — Soit C une catégorie. Si F est un atlas de
C- contenu dans Cy et compatible & droite avec un sous-groupoide
% de C*, alors F est un atlas de Cy compatzble @ droute avec F1.F
et on a $=F1.F.

Remarque. — Le théoréme 1 signifie que, si €* est un grou-
poide, F est un atlas de C* si, et seulement si, la classe réunion
de F et de 0 est un atlas complet [1] du group01de obtenu
en munissant le groupoide somme de € et d’'une unité 0 de
la relation d’ordre définie par:

f'<f si, et seulement si, f'=/f ou si f'=0.

Soit F un atlas de C* compatible a droite avec chacun des
groupoides %;, ou i e I. Alors F est aussi compatible a droite
avec le sous-groupoide $ de C* engendré par les sous-groupoides
#,. Le plus grand sous-groupoide a(F) de C: tel que F soit
compatible a droite avec a(F) est formé des ge Cy tels que

F.gcF.

DEriniTiION 2. — On appelle atlas de C* une sous-classe F
de C telle que F soit un atlas de C* compatible a droite avec le
sous-groupoide a(F) de Cy formé des geCy tels que F.gcF,
et compatible & gauche avec le sous-groupoide b(F) de Cy formé
des g’ tels que g .F cF.

Pour que F soit un atlas de €, il faut et il suffit que les condi-
tions sulvantes soient vérifiées, ou feF et f'eF:
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1) Si B(f) =B(f’), il existe ge Cy tel que F.gcF et f.g={";

2) Sia(f)=a(f"), il existe g'eCy tel queg’.FcFetg'.f={.

Il en résulte qu'un atlas de C* compatible a droite avec %
et 4 gauche avec ' est un atlas de €. D’aprés le théoréme 1,
si C* est un groupoide et si F est un atlas de €' compatible
a droite avec % et a gauche avec $’, on a $ = a(F) et ' = b(F)
et F est simplement un atlas de C-. .

Si €' n’est pas un groupoide et si (F);e est une famille
d’atlas de C-, alors la classe intersection des F; peut ne pas étre
un atlas de C.

Soit &(C*) la classe de tous les triplets (%', A, %) tels que %
et $’' soient des sous-groupoides de C* et A un atlas de C’
compatible & droite avec $ et & gauche avec %'

TrtoriME 2. — M(C*) est une catégorie pour la loi de composi-
tion définte par: (R", F', #;).(%', F, B) = (%", F'.F, %)
st, et seulement si, B; = B'; le groupoide des éléments inversibles

de Jo(C) est le groupoide Jo(Cy).

Démonstration. — Soit & un sous-groupoide de C'; on a:
B.B = RB; les conditions ge B, g' e B, B(g) = B(g’) entrainent
gt.g' «®; par suite (B, B, B)eB(C*). On a:

(%', F, B).(B, B, B) = (B', F, B) = (%', &', $'). (%, F, B),
car F est compatible & droite avec % et a gauche avec %'
Ainsi (%', F, &) admet (B, B, B) et (B', B', B') respectivement
pour unités a droite et a gauche dans Jlo( ‘). Soient

(B, F, B)eh(C) et (8" F, &) eh(C);
on a:

#".(F'.F) = (#". F").F = F'.F = (F".F).%.

Supposons f'.fe F'.F, f’ ?e F'.F et Bf’ B(f"); 1l existe
g'eR tel que f—f g'; comme g'.feR .F=TF et
a(f') = a(g') = B(f), il existe ge By, tel que g.f=7f-g;onen

déduit : _
f.f=r.¢g.f=rF-r1g

donc F’.F est un atlas compatible & droite avec #; de méme
on voit que F'.F est compatible & gauche avec %", d’ou

(®", F'.F, %) « B(C").
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Par conséquent J(C') est une catégorie, dont la classe des

unités sera identifiée a la classe des sous-groupoides de C-,
en identifiant (B, $, $) avec B.

— Soit (%', F, %) e M(C*) tel que FcCy. On a:
F1.8' = (%' F)1=F1!'=®&.F

et F~1 est un atlas compatible a4 droite avec %', 4 gauche
avec B. Comme d’aprés le corollaire du théoréme 1, on a

B=F1F et B = F.F1, on obtient:

(#, F, ®).(®, F1, §') = (&', F.F1, &) = (%', &', #)
et (B, F1 8).(®, F, %) =@, F1.F,8) = (% 8, 9).

Il en résulte que (#’, F, ) admet (#, F, ') pour inverse
dans J(C*). Inversement, supposons que (B, F’, &) soit I'in-
verse de (%', F, 8) dans &(C"). Soit ¢ € a(F); comme F'.F = &,
il existe feF et f'eF’ tels que e=f".f = a(f); puisque
F.F =& il existe feF et f'eF”" tels que f.f" = B(f). La
condition B(f) = B(f) assure Dexistence de ge®B tel que
f=f.g Par suite f.(g.f')=F.f =B(f). L’élément f, qui
admet f’ pour inverse 4 gauche et (g.f’) pour inverse & droite
dans €', estinversible dans C-. Pourtout f; € F tel que a(f;) =e,
il existe g’ € B’ satisfaisant a f = g’.f, d’ou f; € ;. Il en résulte
F c C; et &(C*) admet &(Cy) pour groupoide de ses éléments
inversibles.

CoroLLAIRE. — Soit b(C*) la classe des atlas de C*. L’applica-
tion: F— (b(F), F, a(F)), ot FeM(C"), tdentific S(C*) d une
sous-catégorie de J(C*) contenant Jo(Cy). Si n désigne Uapplica-
tion: (B, F, B)—TF de K(C*) sur H(C*), alors (0, M(C")) est
une extension inessentielle de Jo(C*) (définition 5-2-I1I, 1) [2].

2. — Catégories ordonnées.

Soit JMb, une classe de classes contenant avec une classe
toutes ses sous-classes, avec deux classes leur produit. Soit Jb
la catégorie des applications (M’, f, M), ou M e JMb,, M’ e Jb,

et ou f est une surjection de M sur une partie de M’.
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Soit Q, la classe des classes ordonnées (M, <), ou M e M,
et ou < est une relation d’ordre sur M. Soit Q la catégorie

des triplets
(M, <), f, (M, <))

tels que (M, <)eQy, (M, <)e B, (M, f, M)edb et que, si
zeM, 2’ e Met 2’ < z,onait f(z') < f(z). Soit w 'application :

(™', <), f, M, <)) > (M, f, M)

de O dans M. Alors (Mo, , Q, QY) est une catégorie d’homo-
morphismes résolvante a droite, & produits finis [3]. Si

M, <) e,

et si M; est une partie de M, le symbole (M;, <) désignera la

sous-structure de (M, <) au-dessus de M,;, c’est-a-dire la

classe M; munie de la structure d’ordre induite par (M, <).
Soit ()’ la sous-catégorie de { formée des

((M” <)’ f’ (M, <)) € Q

vérifiant la condition :
SizeM, 2’eM, 2’ <z et f(z) = f(a'), alors on a z =2,
Soit () la sous-catégorie de Q' formée des

(M, <), f,(M <) el

satisfaisant a Iax1ome
Si zeM, 27eM, 2"eM, 2/ <z 2" <z et f(z')={f(z"),
alors 2’ = 2. oL
Rappelons [3] qu’une catégorie Q(Q’, Q)-structurée est
appelée catégorie ordonnée. Pour que (€, <) soit une catégorie
Q-structurée (resp. catégorie ordonnée), il faut et il suffit
que les axiomes O,, O, et O; (resp. 0y, O, O3 et O,) suivants
soient vérifiés :
0,) C* est une catégorie et (C, <) e (),.
0,) Soient feC et f'el; si f'<f, on a a(f’) < a(f) et
B(f) <B()- .
0;) Sotent (g, f)eCxC et (g, f)eCxC; si f'<<f et
g <g, alors g'.f" < g.f.
0,) Soient fe Cet f e C; les conditions: f' < f, a(f) = a(f’)
et B(f) = B(f’) entrainent f=f".
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D’aprés la proposition 18, II [3], tout groupoide Q-structuré
est ordonné. L :

Une catégorie Q((Q;, Q)-structurée est appelée catégorie
s-ordonnée.

Soit (" la sous-catégorie de (} formée des

(M, <), f, M, <) =

vérifiant la condition :
Soit zeM; pour tout ye M’ tel que y < f(z), il existe
' <z, z'eM pour lequel on ait f(z') =y.

Deérinition 1. — On dira qu'une catégorie Q-structurée est
semi-réguliére si elle est Q((Q", Q"), Q)-structurée.

Pour qu’une catégorie Q-structurée (C-,<<) soit semi-régu-
liére, il faut et il suffit que soit vérifié ’axiome :

Og) Soit fe@, si e<oc(f), eeC,, 1l existe f' <<f tel que
a(f’)=e;sie’ e C; et e’ <B(f), il existe f” < ftel que B(f") =¢'.

Soit (M, <)e Qo. Soit C une sous-classe de M. Si C admet une
borne inférieure dans (M, <), nous 'appellerons l’tntersection
de C et la noterons nC. Si C est majoré par zeM et si C

admet une borne supérieure dans la sous-classe des z'e M
tels que 2’ << z, nous appellerons cette borne supérieure le
xz

z-agrégat de C et nous la noterons l |C; la classe des z-agrégats
de C, ou ze M, est appelée congrégation de C dans M et dési-

gnée par| JC; un élément de C est aussi appelé sous-agré-
Ue! U ,
gat de C. Si pour tout majorant x de C il existe l ’C et si

UC - 4, on dira que y est lagrégat de C dans M, noté UC
Soit (¢ la sous-classe de O, formée des classes sous-induc-

tives, c’est-a-dire [1b] des classes ordonnées (M, <) e (, admet-
tant un plus petit élément O et telles que toute partie C de M,
majorée dans (M, <), admette une intersection; alors C admet

un xz- agregat pour tout majorant z. Soit ( la sous- catégorie
pleine de  ayant (3 pour classe des unités.
Soit JY la sous-catégorie de (* formée des applications
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quasi-inductives, ¢’est-a-dire des triplets (M’, <), f, (M, <)) e (¢
tels que, pour toute partie C de M on ait:

f(UJe) < .

Cette derniére condition est équivalente a:
(U) Si C est une partie de M majorée par ze M, on a:

f (O C) = L:Jf(C), od  z=f(a).

Deérinition 2. — Une catégorie 3Y(3Y a (', 3Y)-structurée
sera appelée catégorie quasi-inductive. Une catégorie sous-
préinductive [3] (C-, <) telle que (C, <) soit une classe préinduc-
tive [1] est appelée catégorie préinductive.

Prorosition 1. — Soit (€', <) une catégorie ordonnée.
Pour que (€, <) soit une catégorie quasi-inductive, il faut et
il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées:

Q) (C, <) est une classe sous-inductive.

Q;) Soit F une partie de C majorée par f €C; on a:

alf) B

Uery=<(Jr)  « U =s(Jr)

La démonstration est analogue & celle du théoréme 5 de [3].
Soit (C*, <) une catégorie (-structurée.

DEriniTioN 3. — Soient geC et feC; soit {g, f) la classe
des couples composables (g', ') € C* *C- tels que g’ < getf <f.
St (g, f) admet un plus grand élément (g, f) dans (C* *C*, <),
on dira que g et f ont g.f pour pseudoproduit dans (€, <)
et on posera: gf = g.f.

Cette définition entraine que, si gf est défini, alors gf est le
plus grand élément de la classe x((g, [)).

_ Prorosition 2. — Soit (C-, <) une catégorie Quy, B,

Q")-structurée. Soient geC et f eC; si la classe x((g, f)) admet

un plus grand élément g.f, alors on a g.f = gf-
Démonstration. — Soit (g, f') e{g, f); comme g'.f' <3.f,

on a:

g.f=ga.f ou & <8 et h<T,
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car ((€, <), %, (€* %€+, <)) eQ”. Les relations: f, <f, f' <f
et a(fy) = a(f’) entrainent f; = f', puisque

(€, <), & (€, <)) e

De méme g = g’; donc f' <f, g <get (g, f) estleplus grand
élément de (g, f), c’est-a-dire g et f ont g. f pour pseudo-
produit.

Cororramre. — Si (C*, <) est un groupoide fonctoriellement
ordonné 3], le pseudoproduit gf est défini si, et seulement si,
la classe x((g, f)) admet un plus grand élément.

En effet, les conditions de la proposition 2 sont vérifiées,
en vertu de la proposition 20, II [3].

Prorosition 3. — Soit (C*, <) une catégorie quasi-inductibe.
Sotent feC et geC; si a(g) nB(f) est défint, alors le pseudo-
produit gf est défini.

Démonstration. — Soit G (resp. F) la classe des g’ (resp. f)
tels qu'il existe (g, f')e(g, f); posons E = «(G) = B(F).

S

g
Soit §=UG et ?=UF Ona:
() 6]

wp=Je e pH=JE

Puisque E est majorée par e = a(g) n B(f), 1l existe UE et
on a:

UJE =@ =87
Donc (g, f) est le plus grand élément de (g, f) et on trouve
ef =gf.

Cororrare. — St (€, <) est une catégorie inductive, deux
éléments quelconques ont un pseudoproduat.

Remarque. — Dans [3], nous disons que gf est le pseudopro-
duit de g et f dans la catégorie sous-préinductive (C-, <)
si, et seulement si, gf est le plus grand élément de la classe
x((g, f)). En général cette propriété n’entraine pas que gf
soit le pseudoproduit de g et f au sens de la définition 3;
mais si le pseudoproduit au sens de la définition 3 existe
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aussl, les deux pseudoproduits sont égaux. Toutefois, 1l résulte
des propositions 3 et 2 que les deux notions sont identiques dans
le cas des groupoides fonctoriellement ordonnés et des caté-
gories inductives.

ProrositioN 4. — Sotent f € C et e e Cy; st le pseudoproduit fe
est défini, alors fe est le plus grand élément de la classe F des

' <<f tels que a(f’) <e.

En effet, on a (fe,a(fe)) e(f,e). Comme les conditions

f'<f et a(f’) <<e entrainent (f’,a(f’))e{f,e), on obtient
f' <<fe. Donc fe est le plus grand élément de F.

Prorosiion 5. — Soit (C*, <) une catégorie O (Q, Q")-struc-
turée; sotent heC, geC et feC; si (hg)f et h(gf) sont définus,

on a (hg)f = h(gf). |
En effet, on a (hg)f = k.fi, o0 k<<hg et f; <f, dou:
k=h.g, hy <h et a<g
Par suite g .f;<<gf et (hg)f=N.g.i <h(gf). De méme
h(gf) < (hg)f.

Soit (, la sous-classe de ( formée des triplets

(M, <), f, (M, <)) e

vérifiant la condition suivante :
Soit ze M; pour tout y < f(z), la classe des 2’ <z tels
que f(z') <y admet un plus grand élément =z, vérifiant

f(zy) = y.
0, est évidemment une sous-classe de (”.

PropositioNn 6. — (O, est une sous-catégorie de Q, stable
par produit dans Q (définition 2-II-[3]).

Démonstration. — Soit
(M7, <), f, (M, <))elly et (M, <), f, M, <)) el

supposons ze€ M et z<<f'f(z). Soit y, le plus grand élément
de la classe des y' e M' tels que y' < f(z) et f'(y’) < z; soit
z,, le plus grand élément de la classe des z'eM tels que
¥ <zetfla) <<y, on a:

f’f(.xyz) = f’(yz) =
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La condition 2" <<z entraine f(w") < f(z); de plus si
f'f(z") <z on a f(2") <y, d’ou 2" < z,. Donc z,, est le
plus grand élément de la classe des 2" <<z tels que f'f(z") <z
et on trouve (M", <), f'f, M, <)) eQy. Ainsi O, est une

sous-catégorie de (), laquelle est évidemment stable par
produit.

DeériniTioN 4. — On dira qu'une oategorie Q-structurée
(€, <) est assez reguhere (resp. reguhere) st €, <) est une
catégorie Q((Qy, Qy), Q)-structurée (resp. Q((Qy, Qp), Q7)-struc-

turée).

Prorosition 7. — Pour qu’une catégorie Q-structurée €, <
soil assez réguliére (resp. soit réguliére), il faut et il suffit que
sotent vérifiées les conditions R, et R, (resp. Ry R, et R))
suivantes : :

(Ry) Pour tout feC et tout ee Cy tel que e < a(f), le pseudo-
produit fe est défini et on a af fe) = e.

(Ry) Pour tout feC et tout €' e ('3 tel que e’ < B(f), le pseudo-
produit e'f est défint et on a B(e'f) =¢'.

(R,) Soit (g, f)eC +C" etk < g.f; onak=2¢gf,oug <g
af<f

Démonstration. — Soient feC, eeCy et e < a(f). Supposons
les conditions R, et R, vérifiées. D’aprés la proposition 4, fe
est le plus grand élément de la classe des f* << f tels que a(f') <e,
c’est-a-dire on a: ((G, <), a, (6, <)) e (,; de méme

((eo, <)a Ba (C, <)) € Qr

L’axiome (R,) entraine ((C, <), %, (C**C*, <)) € Q", puisque
(€', <) est Q-structurée. Les conditions sont donc suffisantes.
Inversement soit (C*, <C) une catégorie Q-structurée réguliére.
Soient feC et e << a(f); soit (f',h) e (fie). Comme h <e,
on a f(h) = a(f’) < e et ' est majoré par le plus grand élément
f. de la classe des f' <<f tels que a(f') <e. Par définition
a(f.) = e, donc (f., e) est le plus grand élément de (f, e). Par
conséquent f et e admettent f, pour pseudoproduit. On voit
de méme que la condition (R,) est vérifiée.
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CoroLLAIRE. — Pour qu'un groupoide Q-structuré €, <)
soit régulier, il faut et il suffit que la condition R, soit vérifiée.
Par suite tout groupoide Q-structuré assez régulier est un grou-
poide ordonné régulier.

Démonstration. — Montrons que la condition R, est suffi-
sante. En effet, soient feC et ¢/ < B(f); on a: &'f = (f2e'),
car f' < f entraine f'~! << f-1. Si k< g.f, on trouve:

=g .(fa(k)), ou g =rk.(falk)* <g.f.f*=¢

Prorosition 8. — Soit (C*, <) une catégorie ordonnée assez
réguliére. Sotent e Cy et ' €Cqy; ene’ est défini si, et seule-
ment si, e et ¢ admettent une intersection e dans (Cy, <), et
ona:e=ence.

Démonstration. — Supposons e n e’ défini; on a:

alene) <<ené et Blene')<<ene,
d’ou
alene’) < Blene’) et Blene') < alene’),
c’est-a-dire a(ene’) = B(ene’); il en résulte
ene = alene’) =ce,
car (€', <) est ordonnée. Inversement supposons e défini.

Puisque (€, <) est une catégorie ordonnée régu]iére, il existe
ee tel que a(ee) =¢; comme ¢ <ee,ona e <f(ee) et il existe

e¢(ee) pour lequel B(e(ee)) = e. La relation ¢ << ¢(ee) entraine
a(e(ee)) —e, donc e(ee) —e Soit A un minorant de e et de €’
dans (€, <); «(h) et B(h) étant majorés par e et €', on trouve

a(h) <e et B < e, d’ou
h<e§ et h<é(e§)=—
Par conséquent e =ene'.

Proposition 9. — Soit (C*, <) une catégorie Q-structurée
assez réguliére; soit ge C et f € C; le pseudoproduit gf est défini
st, et seulement si, a(g) et B(f) admettent une intersection

e=°‘(g)®ﬁ(f) dans (G5, <);

dans ce cas, on a gf = (ge).(ef).
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Démonstration. — Supposons e défini; d’aprés la proposi-
tion 7, il existe ef et ge et on a:

2(ge) = e =P(ef), dou  (ge, ef)=(g, ).

Soit (g’, f') e{g, f); on trouve a(g’) <e, car a(g’) est majoré
par a(g) et B(f). Il en résulte: g’ = g’.a(g') < ge et f' < ef;
par suite g et [ admettent (ge).(ef) pour pseudoproduit.
Inversement, supposons gf défini et désignons par (g, f) le
plus grand élément de (g, f). Alors a(g) < a(g) et a(g) < B(f).
Soit e’ €Cy tel que &' < a(g) et & < B(f); comme €, <)
est une catégorie Q-structurée assez réguliére, il existe e'f < f,
ge’ < getona:fef) =¢ = a(ge’). On en déduit:

(ge'e'f) elaf), g <g ef<f et & <.

Par suite
(g) = «(g) Qﬁ(f)

Cororratre 1. — Soit (C*, <) une catégorie ordonnée assez
réguliére; soient geC et feC; le pseudoproduit gf est défini
st, et seulement si, e = a(g) n B(f) est défini.

Ce corollaire résulte des propositions 8 et 9.

CororrLatre 2. — Soit (C*, <) une catégorie ordonnée
réguliére telle que (C, <) soit une classe sous-préinductive.
Soient feC, geC et heC; si gf et hg sont définis, alors h(gf)
et (hg)f sont définis et égaux.

En effet, comme a(h) n 3(g) est défini et majoré par [3(g)

et que B(gf) < B(g), I'intersection (a(h) n B(g)) n B(gf) est défi-
nie et par suite égale a a(h)n (gf). Donc h(gf) est défini;
de méme (hg)f est défini et, en vertu de la proposition 5,
ces deux pseudoproduits sont égaux.

Prorosition 10. — Soit (€, <) une catégorie ordonnée
assez réguliére; alors (C*, <) est une catégorie s-ordonnée. St

(C*, <) est aussi une catégorie ordonnée assez réguliére, la caté-
gorie ordonnée produit (C* X C*, <) est assez réguliére.

Démonstration. — Supposons

feC <AL <faf)=elf')=e et B(f)=B(") =¢.
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Il existe fe et on a a(fe) =e, f' <<fe. Il existe e'(fe) et
on a B(e'(fe)) = e et ' <<é'(fe). Les relations:

e=olf) <ale(fe) et ale(fe)) <alfe) <e

entrainent e = a(¢’(fe)); de méme e’ = f(e’(fe)). Comme (C*, <)
est ordonnée, des condltlons

f'<elfe), ae(fe)) =alf’) et B((fe)) = B(f)

il résulte f' = €'(fe); de méme f” = é'(fe). Donc f' = f" et
(€, <) est une catégorie s-ordonnée. La deuxiéme partie de
la proposition se déduit du théoréme 13 [3] et de la propo-
sition 6.

Prorosition 11. — Soit (C+, <) une catégorie quasi-inductive.
Pour que (C*, <) soit assez réguliére, il faut et il suffit que (C*, <)
soit semi-réguliére.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire.
Si elle est vérifiée soient feC, eeCy et e < a(f). D’aprés la
proposition 3, le pseudoproduit fe est défini et a(fe) <e.
Puisque (€', <) est semi-réguliére, il existe f' << f tel que
a(f') = e; comme f' <<fe en vertu de la proposition 4, on
trouve e = a(f’) < a(fe), d’on «(fe) = e. On montre de méme
que si ¢’ < (f) on a B(e'f) = ¢

Prorosition 12. — Soit (C*, <) une catégorie Q-structurée
assez réguliére. Soit C une sous-classe de C admettant un sous-
agrégat g; alors a(g) et B(g) sont des sous-agrégats de «(C) et
B(C) respectivement dans (G5, <).

En effet, a(g) est un majorant de «(C); soit ee C, un autre
majorant de a(C) tel que e << a(g). Comme (C-, <) est réguliére
on a ge = a(ge). Pour tout ceC, on trouve:c < ge < g.
Par suite ge = g et ¢ = a(g) est un sous-agrégat de «(C) dans
(€ <)

Cororratre 1. — St (€, <) est une catégorie Q-structurée
assez réguliére, et si (C, <) est une classe sous-inductive, alors

(€, <) est une catégorie Qs(3v, QF)-structurée.
En effet, soit E une partie de C, majorée par ee Cy; soit

h = UE; on a a(h) = UE dans (Cy, <) et (€, <) est une
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classe sous-inductive. Si (g, [)eC-*C*, (g, f)eC*C" et
(g fi) < (g f) pour tout iel, alors:
a(g) [69)

{Ue) =Ueter = U =r).
d’ou <Lng” L:Jf,) eC *xC et (C+xC, e (. Le corollaire

résulte donc de la proposition 12.

Cororraire 2. — Sv (G, <) est une catégorie ordonnée
assez réguliére et si (C, <) est une classe sous-inductive, (C*, <)
est une catégorie quast-inductive.

En effet, soit E une sous-classe de Gy majorée par eeC,.

e

Soit h = UE; comme a(h) et B(h) sont les e-agrégats de E
dans (Cp, <), on a: a(h)=fB(h) et a(h) <<h, d’ou hel,,
puisque (€', <) est une catégorie ordonnée. Le corollaire 2
résulte alors des propositions 1 et 12.

Soit (€', <) une catégorie (d-structurée assez réguliére.

Une sous-catégorie Q((Q;, O,), Q)-structurée de (C-, <)
est une sous-catégorie C de C° qui, munie de la relation
d’ordre et de la loi de composition induites par (€, <) est
une catégorie ()-structurée assez réguliére (C*, <C). Nous aurons
a considérer des sous-catégories plus particuliéres de (€, <),

\

A savoir:

DeriniTioN 5. — On appelle sous-catégorie réguliére de
(€, <) une sous-catégorie C de C- vérifiant les conditions
suivantes : ' ' o

1) Soient feC et e Cy; st e < a(f) (resp. e < B(f)), on a:
fee C (resp. ef C). ‘

2) SteeCyete'eCyetst eme est défint, on aeme'eC{,

S1 C est une sous-catégorie de C*, saturée par induct(%on dans
(€, <), alors C est une sous-catégorie réguliére de (C*, <).

51 C est une sous-catégorie réguliere de (€, <C), alors
(€G-, <) est une catégorie (-structurée assez regullere

Prorosition 13. — Soit C une classe de sous- cateoones

réguliéres de la catégorie Q-structurée réguliére (€, ) telles
Colloque Grenoble. 16
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que Co =B pour tout CeC. Alors la catégorie Cg engendrée
par la classe réunion des C e C est une sous-catégorie réguliére
de (C, <).

Démonstration. — Un élément de Cz est de la forme

fo oo fa-fi, o0 fieC, et C,eC. Soit e < a(f,), eB; on a:
(fa-fi)e = f2(fie), d’aprés la proposition 5 et:

(fo-f)e = (f:B(fre)) - (fre)

en vertu de la proposition 9. Comme fiee C,, on en déduit:
B(fie) € B = a(C,), d’ot  ff(fie) e C,.
Par suite (f.fi)e e Cg. Par récurrence, on démontre

(fo --- f2-fi)eeCe.

Prorosition 14. — Si C est une sous-catégorie réguliére de
(€, <), alors C est stable par pseudoproduit.
En effet, soient g e C et f e C tels que gf soit défini; en vertu

de la proposition 9, on a gf=/ge).(ef), ou e=a(g)mﬁ(f);
comme eeCy, geeC et ¢f€C, on en déduit gf eC’.

TrEorEME 1. — Soit (C*, <) une catégorie ordonnée réguliére.
Si C est une sous-catégorie réguliére de (C*, <), alors (C*, <)
est une catégorie ordonnée réguliére.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que, si k < g.f,
ou gEC feC et keC, il existe g"eC et f"eC tels que
f"<f,g'<geth=g".f" Eneflet, pulsque (C*, <) est une
catégone Q(@’, Q")-structurée, il existe g <g et f'<f,
geCetf' el tels que k = g'.f’. Comme a(k) e C; et B(k) e C,,
on a fa(k)eC. Soit ¢ = B(fa(k)) € Cg; les relations f <f
et af’) = a(k) entrainent f’' << fa(k) et a(g’) =B(f) <
Puisque ¢’ < a(g), on a ge'eC, a(ge’) = ¢’ et g < geé, d ou

Bk) = B(g') < B(ge).

Par suite le pseudoproduit B(k)(ge’) = g" appartient a C;
cet élément vérifie les conditions: g’ < g” et B(g") = B(k)
Soit e" = a(g") < e'; il existe f* = e"(fa(k)) eC; des rela-

tions :
Bif) =a(g) <e” et f <falk),
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il résulte ' <f’, dou a(k) = a(f’) < a(f’) et a(f’) = a(k),
car a(f”) < a(k). Ceci prouve que g".f" << g.f est défini et

tel que:
a(g".f") =alk) et B(g".f") = B(k)

En vertu de la proposition 10, (C*, <) est s-ordonnée, de sorte
que l'on a: k= g".f", ot g"«C et f"eC. Par conséquent
(C*, <) est une catégorie ordonnée réguliére.

Tutorime 2. — Soit (€', <) une catégorie Q-structurée.

La catégorie Jo(C) (théoréme 2-1) munie de la relation d’ordre :
(B, Fy, B) < (B, F, B) s1, et seulement si, FycF et si %,
(resp. B;) est un sous-groupoide plein saturé par induction de
# (resp. &'), est une catégorie quasi-inductive réguliére.

Démonstration. — Soient
(B, F, B)eh(C") et (B, Fy, By) € B(C).

Montrons que si (%, Fy, $,) < (%', F, #), alors F, est une sous-

classe saturée par induction de F et ona: F; = §(F;).F.a(F,).
En effet, F; ¢ F entraine F; c B(F;).F.a(F;). Soit

feB(Fy).F.aF,).

11 existe f; € F; tel que a(f) = «(f;). Comme F est compatible
a gauche avec &', il existe g' e B’ tel que f=g'.f;; le sous-
groupoide $; étant plein dans &', g’ appartient a $; et par
suite feB;.F; = F; et B(F;).F.a(F,;) cF;. Ainsi

F, = B(F,).F.a(F,).

De plus les conditions f; € F; et fe F, f<f; entrainent a(f) € %,
et B(f) € B}, car a(B,) et «(H;) sont saturées par induction dans
a(B) et a(B') respectivement, d’ou:

f=B(f)-f-«(f) =« B(F1). F.a(F,) = F,.

Donc F; est saturée par induction dans F.
— Les relations (%;, Fy, %) < (®', F, %) et

(B, Fa, B,) < (%', F, B)
entrainent $; < B, B, < B et
F, = a(%;).F.a(%,) = B(F,).F.a(F;) = F,.
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Si on suppose aussi (%3, F;, ;) < (%", F’, #'), on trouve:
F;.F,cF'.F et :

(%;’ F{’ %1)~(%i7 Fl: EBI) < (%”’ F,’ g‘)’l) '('%,7 Fa '(B>‘

Par conséquent (M(C'), <) est une catégorie s-ordonnée.

— Soit H une sous-classe de J(C*) majorée par (®', F, %)
dans (&(C*), <). Le sous-groupoide plein ®By (resp. By) de
B (resp. B’) ayant pour classe de ses unités la classe réunion
des classes a(F;) (resp. B(F))), ou (B, F;, #,) € H, est un sous-
agrégat de la classe a(H) (resp. B(H)) dans (&(C-), <). Soit
Fy la classe réunion des F;; posons:

H = (Bu, Bu.Fu.Bu, Bu).

Puisque «(Fu) = «(®a) et B(Fu) = a(Bu), on a HeF(C'), en
vertu de la proposition 3-1. On en déduit que H est le
(®', F, ®)-agrégat de H dans (b(C'), <).

— Soient (%', F, B)eMb(C") et B, < B. Soit B, le sous-
groupoide plein de $’ ayant B(F.%,;) pour classe de ses unités.
On a:

F.% = F.a(%,), a(F.%,) = a(%,)
et
%i‘(F'g‘%l)'fBl = F.gt))l.

D’aprés la proposition 3-1, il en résulte
(33{, F"%l, g‘))l) EE(G)

Si (B, Fy, B,) < (%', F, B), on a: F; = (B,).F.a(B,), d’ou
FicF.%, et B; << B;. Par suite (B;, F.%,, B;) est le pseudo-
produit de (®', F, #) et de ®, dans (H(C'), <). De méme si
R < B, le pseudoprodmt By (B, F, B) est défini et admet B;
pour umte a gauche, de sorte que (Mb(C*), <) est une catégorie
quasi-inductive assez réguliére.

— Supposons (%', F, B)eh(C-), (B, F’ R') e B(C),
(B1, K, B;) e B(C*) et (531’, K, %) << (%", F' ®). Soit E’
la classe des ¢’ € B¢ tels qu’il existe fe F et f < F' vérifiant
les conditions :

«f ) =B(f)=¢, af)ex(K) et B(f) =B(K)

Soit ®; le sous-groupoide plein de %’ ayant E’ pour classe des
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unités. Pour tout eea(K), il existe ke KcF'.F tel que
a(k) =e, d’o0 k={[".f, feB,.F.B;, et feR].F'.%;. On en
déduit, en vertu de la proposition 3-1 et de ce qui précéde:

Fe®@), Fel) et F.F< (@, F.F, %),
en posant:
' = (B!, B..F.. B, B et F= (3, #.F.%, %).

Comme (Mb(C*), <) est une catégorie s-ordonnée d’aprés la
proposition 10, les atlas F’.F et (B}, K, #,), qui ont m&mes
unités a droite et a4 gauche %, et B] respectivement, et qui sont
majorés par (", F'.F, %), sont égaux. Par conséquent
(J(€*), <) est une catégorie quasi-inductive réguliére, car on a
F' < (8", F', %) et F < (%', F, B).

Cororraire 1. — M(C*) est une sous-catégorie saturée par
induction de (Jo(C*), <) et la relation d’ordre induite par << sur
K(C*) est définie par:

F, <F si, et seulement si, a(F;) et B(F,) sont des
sous-classes saturées par induction dans a(F)

et B(F) respectivement et si F, est plein
dans F, cest-a-dire st

F, = B(F,).F.a(F,).
__Démonstration. — Soit F e b(C*) et (B, F;, #,) <F dans
(f(€), <). Montrons que I'on a %, = a(F;) et B; = b(F,).
En effet, soit gea(F,;). Comme
a(g)ea(Fy) ca(F) et [(g) e a(F),
il existe f; e F; tel que a(f;) =f(g) etona fi.geF,.a(F,)=F,.
Soit feF et a(f) =[(g); il existe g’ e b(F) tel que f=g'.f;,
d’ou: :
f-e=4g.fi.gebF).F,cF.
On en déduit gea(F) et ge B,, car B, est un sous-groupoide
plein de a(F). De méme B, = b(F,), de sorte que
(B, By, ) € b(C)

et A(C') est une sous-catégorie saturée par induction
e.

de (K(C'), ).
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— Montrons que la relation d’ordre induite par (&(C*), <)
sur Jo(C*) est définie par:

F,<F si, et seulement si, F, = B(F,).F.a(F,).

En effet, si F; < F, on a vu au cours de la démonstration
du théoréme 2 que l'on a F; = (F;).F.«(F,). Inversement
soient F et F; deux atlas de C* tels que F, = f3(F;).F.a(F,).
Soit ge a(F,).a(F).a(F,); si fyeF; et a(f,) = B(g), ona:
fi.-geFy.a(F).a(F;) c B(F,).F.a(F;) = F,
d’ot gea(F;). De méme B (F;).b(F).B(F;) < b(F;). Comme
F, cF, il en résulte
(B(F1).b(F).B(F1), Fi, «(Fy).a(F).a(F,)) <F

dans &(C), et, d’aprés le début de la démonstration, F; <F
dans (H(C*), <).

CoroLLAIRE 2. — Soit (C*, <) un groupoide ordonné régulier;
alors (S(C*), <) est un groupoide quasi-inductif régulier admet-

tant pour sous-groupoide un sous-groupoide C> équivalent a
C-, sur lequel (S(C), <) induit une structure d’ordre isomorphe

a (€ <).

Démonstration. — (b(C*), <) est évidemment un groupoide
ordonné. Soit f e C et f> la classe des minorants de fdans (C, <);
sif <[, fo <fetB(f) =B(f), on a fi".f; < &(f); si de plus
fa < feta(fs) = a(fy), on obtient: f5.fi*.f <f.f.f=/{, donc
f~ eb(C), en vertu du théoréme 1-1. Soient feC et f'eC.

Si a(f') = B(f), on a:
=7 ="

car (€', <) est un groupoide ordonné régulier. Supposons

f' < f dans (€, <); soit f; <[ tel que a(f;) < a(f’) et

B(f) < B(F)-

fi = B(f)(fa(f)) <BF)(Ff) =

et par suite [~ est pleindans f~,d’ouf’> < f> dans (H(C'), <).
Enfin, si e e G et e < «(f), on trouve, par définition du pseudo-

produit
f7e” = (fe)”.

On a:
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Ceci montre que la bijection: f— f> identifie C* & un sous-
groupoide régulier de (&b(C), <).
Soit (€, <) un groupoide ordonné régulier.
DeériniTioN 6. — On appellera atlas régulier de (€, <)

un atlas F de C tel que a(F) et b(F) soient des sous-groupoides
réguliers de (C', <) et que U'on ait: Fa(F)c F et b(F)F c F.

Prorosition 15. — Pour qu'une sous-classe F de € soit
un atlas régulier de (C, <), il faut et il suffit que Uon ait:
F(FF)cF.

Démonstration. — Supposons F(F'F)cF. On a:
F.(F1.F)cF(F-'F)cF,
donc F est un atlas de €, en vertu du théoréme 1-1. De plus:
Fa(F) c F(F'F)cF.

Supposons ee a(F), ¢’ ea(F) et ene’ défini; il existe feF
tel que alf) = e et il existe f' e F tel que ¢’ = «(f’); comme
fe’ e Fa(F)cF, on a «(fe’) = e n ¢’ e a(F). Supposons g e a(F),
eea(F) et e <P(g); soit feF tel que a(f) = B(g). Les rela-

tions :

feeF et (fe)g e Fa(F)cF

entrainent h = (fe)™.(fe)g e F.F. Comme le pseudoproduit
est associatif, en vertu de la proposition 5, on obtient:

h = ef~'feg = eg, car ea(f)e = e.

Donc a(F) est un sous-groupoide régulier de (€', <); on a
aussi :

(FFY)F c F(F'F)cF,
car Fa(F)c F entraine
FF* =F.F;

ceci permet, par un raisonnement analogue, de démontrer que
b(F) est un sous-groupoide régulierde (C*, <) et que b(F)F c F,
de sorte que F est un atlas régulier de (C*, <).

— Inversement, soit I un atlas régulier de (€', <<). On a
Fa(F) cF. Montrons que a(F) = FF, d’ou résultera la
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proposition. En effet, soient fe F et f' e F. Si f~1f’ est défini,

on a:
o BAf eB(F)F<F,  B(f)feF
, 2 = BN B()f) e F.F,
d’ou

F1FcF.F.
Comme F-!'.FcF-'F, on en déduit a(F) = F'.F = F-'F
et F(F'F) = Fq(F)c F.

TrkoriME 3. — La classe M7(C', <) des atlas réguliers de
(€, <) est un sous-groupoide saturé par induction de

(@), <) et (M(C, <), <),
est un groupoide quasi-inductif régulier & un sous-groupoide
duquel s’identifie (C, <).

Démonstration. — Supposons F e &7(C, <) et F; < F dans
dans (b(C'), <). Les sous-groupoides a(F;) et b(F,) de (€, <)
sont réguliers, car ils sont saturés par induction dans les sous-
groupoides réguliers a(F) et b(F). Comme F,; est saturé par
induction dans F, on a F,a(F;)cF;, d’ou F, e &€, <) et
M€, <) est une sous-classe saturée par induction de
(H(€'), <). On a aussi F1e A"(C, <), car F1 e b(C) et

F2(F)7F1) = (FF'F)'c F7,
en vertu de la proposition 15. Supposons de plus F' e A"(C, <)
et a(F’) = b(F). On a F'.F e &b(C') et les groupoides
a(F'.F) = a(F) et b(F'.F) = b{F")

sont réguliers. Soient feF et f'eF tels que f'f soit défini.

On a:
f'f=(FB(f).(«f')f)«F".F

de sorte que F'FcF'.F. Ev1demment, F'.FcF'F, dou
F'.F = F'F. 1l en résulte:

~ (F'F)a(F) = F'(Fa(F)) = F'F =F'.F
et b(F')(F'F) = (b(F')F')F = F'.F. '
Par suite F'.Fe &"(C, <) et MH"(C, <) est un sous-grou-
poide de A(C'). _
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CoroLLAIRE. — Sout E, la sous-classe de M7(C:, <) formée
des atlas saturés par induction dans (C, <<). Alors (@f, <)
est un sous-groupoide saturé par induction de (b"(C, <), <),
d un sous-groupoide duquel s’identifie C* La relation d’ordre
induite par (b(C'), <) sur C, est définie par:

F' <F si, et seulement si, ona F' = B(F').F.a(F).

Démonstration. — Soient FeC, et F'eC. S1 F'<F, on a

= B(F").F.a(F’). Inversement si F' = B(F').F.«(F’), on
obtlent F’'c F et, «(F’) et B(F’) étant des sous- classes saturées
par induction de (Cos <), elles sont aussi saturées par induc-
tion dans «(F’) et B(F’) respectivement. Donc, en vertu
du corollaire 1 du théoréme 2, on a F’ << F. Le reste du corol-
laire est évident.

TrEtorkmE 4. — Soit (€, <) un groupoide fonctoriellement
ordonné. Alors (€, <) est un groupoide sous-inductif, ot &
est le sous-groupoide plem de €} dont les unités sont ma]orees
dans (C, <) (et par suite dans (C; <<)).

Démonstration. — Supposons (€, <) fonctoriellement
ordonné; alors (€', <) est un groupoide ordonné régulier [3].
Soit BeC; et F < ®. Comme % est majoré par e<C;, on a
FecBcC et (€, <) est fonctoriellement ordonné. Comme
¢ est saturé par induction dans (G, <), (€', <) est un
groupoide quasi-inductif (théoréme 3), donc sous-inductif.

Remarque. — Le groupoide #/(C') des atlas faibles complets
d’un groupoide sous-préinductif (€', <) considéré dans [1]
est un sous-groupoide saturé par induction de

(e, <)y <)

3. — Groupoide d’holonomie complet.

Soit (T, T') un feuilletage topologique localement simple
(nous supposons connues les notions de [4]).

DEriNiTioN 1. — Soient W et W' deux ouverts simples tels
que W’ soit distingué dans W et que I’ouvert obtenu par saturation
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de W' relativement a la relation d’équivalence sous-jacente &
(T, T')w soit identique a W. Alors nous dirons que le couple
(W', W), ou le couple (W, W’), est un chainon pur. On appelle
chaine pure une suite ['=(W,, ..., W;) telle que, pour tout
1 < n, le couple (W;, W) soit un chainon pur.

Cette définition est différente formellement de celle de [4].
A une chaine pure (W, ..., W;) correspond la chaine pure
au sens de [4): (Wy, ..., W,; Wi, ..., Wiy ,), ou Wi,
est contenu danq W, et dans W4, et égal a 'un de ces deux
ouverts. Inversement si on a une chaine pure

(WI; ey Wn; Wl.s, ey Wn—l,n)’
au sens de [4], alors la suite

(le Wl,za W29 W2,8, ceey n—l ny n)

est une chaine pure.

Soit J' le groupoide formé des triplets (U’, f, U) tels que U
et U’ soient deux ouverts simples et f un homeomorphlsme
de l’espace transverse U sur l’espace transverse U’, muni
de la loi de composition :

(Us, fi, Ua) (U, f, U) = (Uy, Af, U

si, et seulement si, U’ = U,. J’ est un groupoide ordonné pour
la relation d’ordre :

(U, fi, Up) < (U, f, U) si, et seulement si, U; est distingué
dans U’, U; est distingué dans U et u'fy = fu, ot u et u'
sont les injections canoniques de U, dans U et de Uj dans U’
respectivement. La classe des unités de J° est identifiée a la
classe des ouverts simples.

Soit H' le groupoide d’holonomie, qui est le sous- groupmde
de J’' engendré par les triplets (U’, f, U) tels que (U’, U) soit
un chainon pur et que f soit la bijection canonique de U sur U’.

Prorosition 1. — (H', <) est un groupoide ordonné régulier,
la relation d’ordre étant celle induite par (', <).

En effet, H' est évidemment un groupoide ordonné. Suppo-
sons U<<U, et h=(Uy f1, Uy). On a AU = (U’, U), o f

est la restriction de f; 4 U; et U’ est la réunion des plaques
de U; appartenant a f;(U).
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DériniTion 2. — On appellera groupoide d’holonomie
faiblement complet le sous-groupoide (H}, <) de (M(H', <), <)
formé des atlas F saturés par induction dans (H', <).

D’apres le corollaire du théoréme 3-2, (Hj, <) est un grou-
poide quasi-inductif régulier et H’' s’identifie & un sous-grou-
poide de (H;, <), en identifiant k< H’' & la classe des mino-
rants de h dans (H', <).

En particulier, soit U un ouvert simple de (T, T') et soit
(U)iex une famille d’ouverts saturés de U, telle que

Ju=u.

iel

Soit A la classe formée des minorants d’un élément quelconque
des U, Alors A est un élément de H}; mais les éléments A
et U” sont différents, si U=~ U; pour tout i e I. Toutefois
du point de vue holonomie ces deux éléments doivent généra-
lement étre considérés comme égaux. Nous allons montrer
qu'on peut construire un groupoide quasi-inductif régulier
quotient de (Hj;, <) dans lequel ces deux éléments sont
confondus.

Si fe H', nous désignerons par f I'isomorphisme de «(f)"

sur B(f)" tel que f= (B(f), £, «(f)).

DerinitioN 3. — Soit C une sous-classe saturée par induction
de (H', <). On dira que C admet f pour sous-agrégat admissible
st les conditions sutvantes sont vérifides:

1) C est majorée par f.

2) Soient zea(f) et y un point de la plaque f(z) de B(f);
il existe geC tel que x e a(g) et yefB(g)

En particulier si fe H’, alors f est le seul sous-agrégat admis-
sible de la classe des minorants de f.

Prorosition 2. — Si f est un sous-agrégat admissible de C,
f est le f-agrégat de C et a(f) (resp. B(f)) est Pouvert réunion des
ouverts appartenant d a«(C) (resp. a B(C))

En effet, soit f’ un majorant de C tel que f' <f; pour tout
z e a(f), il existe ge C tel que zea(g); il en résulte z e «(f’),
donc «(f’) = a(f). De méme B(f') = B(f); d’ou f' =f. Ceci
prouve que [ est un sous-agrégat de C
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Remarque. — Si une classe C saturée par induction admet

un sous-agrégat f tel que a(f) = Ua(C) et B(f) = UB(C) dans

@, il n’en résulte pas que f est un sous-agrégat admissible de C.

Prorosition 3. — Si C (resp. C’) admet un sous-agrégat
admissible f (resp. f') et si f'.f est défini, alors f'.f est un sous-
agrégat admissible de la classe C'.C des composés g'.g, ou
geC et gel.

Démonstration. — Soient
zealf), yef@ et yef'@) =N

Il existe ge C tel que z e a(g) et yef(g); il existe g'e C’ tel
que y e a(g’) et y' € B(g’). Soit U un ouvert distingué dans a(g’)
et dans f(g), contenant y; on a: (g'U).(Ug)eC'.C, rea(Upg)
et y' eB(g’U), donc f'.f est un sous-agrégat admissible de
C'.C.

DErinNiTioN 4. — On dira que C est une sous-classe compléte
de (H', <) si C est une sous-classe de H' saturée par induction
et telle que fe C st f est un sous-agrégat admissible d’une sous-
classe C' de C. L’intersection A des sous-classes complétes conte-
nant une partie A de H' sera appelée sous-classe compléte
engendrée par A.

Prorosition 4. — Si C est une sous-classe de H' saturée
par induction, la sous-classe compléte engendrée par C est la
classe C des sous-agrégats admissibles des sous-classes de C.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que C est saturée

parinduction. Soient fe C, f = UC' et f' < f. Soit C” la classe
des g' e C’ tels que g’ << f’. Soient z e «(f’) et y « f'(#). Comme
ye f(&), il existe geC tel que zea(g) et yeP(g). Soit U
un ouvert distingué dans «(g) et dans a(f’) et soit zeU;
on a yefB(gU) et yeB(f'U). Soit U’ un ouvert contenant y
et distingué dans fB(gU) ainsi que dans B(f'U); les éléments
U’(gU) et U'(f'U) sont égaux, car ils sont majorés par f, ont
méme unité a droite U; et méme unité a gauche U’. Il en résulte
U’(gU) e C”, donc f’ est un sous-agrégat admissible de C”

et f'eC.
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DiriniTioN 5. — On appelle atlas complet saturé de H’
un atlas A de H' tel que A soit une sous-classe compléte de

(H', <).

Soit H' la classe des atlas complets saturés de H'. Si A e H’,
nous désignerons par a@(A) (resp. b(A)) la classe compléte
engendrée par a(A) (resp. par b(A)).

Prorosition 5. — Soit A e H'; alors a(A) et b(A) sont des
groupoides tels que A.a@(A) = b(A).A = A.

En effet, les conditions he b(A), h' e b(A) et a(h') = B(h)
entrainent h'.h e b(A), en vertu des propositions 3 et 4. Donc
b(A) est un groupoide. Si fe A et B(f) = a(h), h.f est le sous-
agrégat admissible de la classe des composés A”.f", ou f” <,
h" <h et h"eb(A). Comme A".f"eA, on trouve h.feA
et B(A).AcA. Dot b(A).A = A et de méme A.a(A) = A.

Prorosition 6. — Si A est une sous-classe de H' saturée par
induction et st A.A"1.A = A, la sous-classe compléte A engen-
drée par A est un atlas complet saturé tel que a(A) = A~1. A
et H(A) = A.A.

Démonstration. — Soient feA, f'eA et f"eA. Si

g=f"F.f

est défini, g est le sous-agrégat admissible de la classe des
composés [".f"1.feA. A7 A=A tels que f<Ff,f <f et
f” <f”, en vertu de la proposition 3. Donc A.(A71.A)cA.
Comme A est saturé par induction, il en résulte A(A71A)c A
et par suite A est un atlas complet saturé. De méme la sous-
classe compléte engendrée par A.A~? est identique a la sous-
classe compléte b(A) engendrée par A.A-L

Tutorime 1. — (H', <) est un groupoide quasi-inductif
régulier, la loi de composition étant définte par:
(A, A) >~ A'OA = A".A si, et seulement si, a(A’) = b(A)

et la relation d’ordre par:

A'<<A st, et seulement st, A" =B(A"). A a(A).
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(H', <) est un groupoide quasi-inductif quotient [5] de (H), <)
par la relation d’équivalence p:

F'~F si, et seulement st, F =F.
Tout élément de H' est un sous-agrégat d’éléments de H'.

Démonstration. — Si AeH’, on a évidemment A—*eH’.
Supposons A’e H' et @(A’) = b(A). La classe A’.A est saturée
par induction, car (H’, <) est régulier. De plus:

A" A (A AT AT A=A"A. AL AL A A c AV B(A).GA").A

et
A’.B(A).a(A").A = A".GA").A = A’ .A.

La proposition 6 entraine A’OA e H’ et

a(A'OA) = (A".A)1.(A".A) = A1.a(A).A
=A-.b(A).A =AT.A =a(A).

S1 A; = A"O(A'OA) est défini, A; est la sous-classe compléte
engendrée par A”".A’.A, en vertu de la proposition 3, donc
A, = (A"OA")OA, et la loi de composition © est associative.
Par suite H' est un groupoide. Soit § l'application: F —F
de Hysur H. On a:

f(a(F)) = a(F) = a(F),  pour tout FeHj,,
et §(F'.F)=F.F=FOF = §(F)0§(F),

si F' e H} et a(F’) = b(F). Donc § définit un foncteur de H;
sur H' et, en vertu de la proposition 23 [5], H’ est un groupoide
quotient de Hj.

— D’aprés le corollaire du théoréme 3-2, la relation d’ordre
indiquée sur H' est celle induite par (H;, <). Une famille
(A)ia d’éléments de H’, majorée par A e H’, admet pour
sous-agrégat dans (H’, <) Patlas A; o A est le A-agrégat
de (A)ia dans H;. Donc (H’, <) est une classe sous-induc-
tive. De plus, on a (H', <), §, (H, <)) V.

— Soient AeH’ et A’eH’. Supposons A’ << A. Comme
a(A’') = a(A’).a(A).2(A’), on obtient, en utilisant la proposi-
tion

a(A') = a(A").a(A").a(A') = a(@(A")).G(A).x(@(A")),
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c’est-a-dire @(A’) < @(A). De méme b(A’) < b(A). Supposons
deplus A;e H', Aje H', A; <A, a(A;) =b(A) eta(A;) = b(A).
Puisque A;©OA’ est la sous-classe compléte engendrée par:

(B(AD). Ay o(AD). (B(A"). A a(A")),
elle est contenue dans la sous-classe compléte engendrée par
C=p3(A1).A . A.a(A).
Soient fy e A,, fe A et f;.feC. 1l existe f'e A’ tel que
«(f’) = a(f)

et on a: g =f.fleb(A). Il existe une sous-classe E de
a(A;) dont «(g’) est un sous-agrégat admissible, car

a(g’) & B(A') ca(Ay).

Pour tout e E, on a fig'e e A}, puisque A; est plein dans A,,
de sorte que f; =1{;.g" est un sous-agrégat admissible de la
classe fig'E et appartient & Aj. Il en résulte:

fi-f=(f1.87).(8.-f)=F.f <A A"
Donc AjOA’'=T et A;OA’<A;OA. Ceci montre que
(H', <) est ordonné. - .
— Supposons G < @(A) et GeH,. On a A.GeHj, et A.G
est le pseudoproduit de A et de G dans Hj. On en déduit

A.GeH' et par suite A.G est le pseudoproduit AG dans
(H', <); on a:

3A.G)=G1.A7.A.G=G.

De méme si G’ < b(A) et G'e Hy, on trouve G’'A = G'.A
et B(G’A) = G'. Par conséquent (H’, <C) est un groupoide
ordonné régulier et, a ’aide de ce qui précéde et du corollaire 2
de la proposition 12-2, on voit que (H’, <) est un groupoide
quasi-inductif régulier. H’ s’identifie au sous-groupoide de H’
formé des f>, ot fe H. Tout AeH’ est le A-agrégat de la
classe des f~, fe A.

_ DEriniTION 6. — Avec les notations du théoréme 1, on appellera
(H’, <) le groupoide d’holonomie complet.
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Remarque. — (H', <) n’est pas un groupoide sous-inductif,
car les relations A’ << A et A” < A n’entrainent pas:

B(A' n A”) = B(A") n B(A").

4. — O-cocycle au-dessus d’une catégorie.

Soit C* une catégorie. Soit X une classe. Nous supposons que
C' est une catégorie d’opérateurs [1a] sur X relativement & la
loi de composition K. Soit v = [, &, X] I’espéce de struc-
tures correspondante, ou © est I'application: z — e si K(z, ¢)
est défini, de X dans Cy. Si K(f, z) est défini, nous poserons :

K(f, z) = fa.

Soit ¥ la catégorie des hypermorphismes associée & 1, dont les
éléments [1 a] sont les couples (f, z) € C X X tels que K(f, z)
soit défini, la loi1 de composition étant définie par:

(f',z).(f, z2) = (f'-f, 2) si, et seulement si, 7' = fz.

Nous identifions la classe des unités de 2 4 X, en identifiant
(e, z) avec z; soit T le foncteur de X sur C défini par: (f, z) = f.

Dirinttion 1. — On appelle 0-cocycle sur une sous-catégorie
% de C un foncteur (X, ©, B) tel que TO(f) = f pour tout fe R.
Si (T, D, B°) est un O-cocycle, la sous-classe D(B,) de ¥ est
appelée une 7-section sur %. ‘

Si (T, O, #*) est un 0-cocycle, alors P(B) est une sous-caté-
gorie de 2.

Prorosition 1. — Pour qu’une sous-classe B, de X sout
une 1-section sur R, il faut et il suffit que la restriction w[%,
de T & B, soit une bijection sur B, et que [B°, ©[Ry, By] soit une
sous-espéce de structures [1 a] de [C, =, X]. :

Démonstration. — Pour- que [, =/B,, B,] soit une sous-
espéce de structures de [C, w, X], il faut et il suffit que, pour
tout fe B, on ait:

s = s, s1 se Ry, s’ eR,,

w(s) = off) et =ls') = B(f).
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Si (T, @, B°) est un O-cocycle, on a:
O(f) = (f,s), ou s=P(«f))

' = Q(B(f)) = B(R)) = fs.

— Inversement si les conditions de la proposition sont véri-
fiées, alors 'application® : f—(f, s), oufe B, s € B, et n(s) = a(f),
définit un O-cocycle (X, O, B-).

Nous désignerons par Z°(Z) la classe des O-cocycles sur les
sous-catégories de €. En particulier, Z°(2) contient la classe
des 0-cocycles (X, D, €*). Soit Z9(X) la sous-classe des 0-cocycles.
(T, O, B) tels que B soit un sous-groupoide de C'.

et

Tutoriéme 1. — La sous-catégorie pleine Z°(C') de Jo(C’)
formée des atlas (B', F, B) tels qu’il existe un 0-cocycle sur %
opére sur la classe ZY(X) relativement a la lot de composition :

((%,, F’ 531)’ (E" (D’ gB.)) —-> (E.-’ (D” 5()’,')
st, et seulement si,

B=%8 o V() =(gf)
st feF,s=0((f)) e  B(f) =g

La catégorie des hypermorphismes Z°(C')+Z3(X) est équivalente

d une sous-catégorie de Jo(X).

Démonstration. — Soit (2, D, B') e Z(Z) et (', F, B) e Z°(C*).
Soit g’ e #'; 1l existe fe F tel que B(f) = a(g’) et le composé fs,
ou s = ®(alf)), est défini. Posons: P'(g') = (g',fs). Soit
f'eF tel que B(f') = a(g’) et s; = P(a(f’)). Il existe geB

tel que f = f’'.g. Comme ¢ définit un foncteur, on a: s; = gs..

Il en résulte:
f'ss=f'(gs) = (f'-8)s = fs;

par suite ®’(g') ne dépend pas du choix de feF. Soit ausst
g" B tel que a(g") = B(g’). On trouve:

'(g") = (&", (8'-)s),
car g'.feF, et:
'(g".8") = (8”8, fs) = P'(g")- V(&)
Donc (-, ¢’, #’*) est un 0-cocycle.
Collogue Grenoble. 17
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— Supposons de plus (8", F', #')eZ°C"); on a:
(8", F'. F, ®) e Z°(C"),
de sorte que, pour tout (X, ®, ) e ZYZ), le composé :
Z, ¢, ®") = (", F'. F, B)(Z, D, &)
est défini. Puisque:
(f-Hs="F1(fs), si feF, feF e sel
on obtient:
&, o, B") = (B", F', B')(Z-, ¥, B").
Oon en déduit que Z°C') est une catégorie d’opérateurs sur
Zyg).SOit (®',F, R, (T, D, %)) e Z°(C*)*Z3(X) un couple compo-
sable dont le composé est (X, @, #"). Posons & = ®(%)
et B’ = Q'(®’). Soit F la classe des couples (f;s) e, ou
feF et se®B,. Montrons que (%', F, B) eb(X). En effet,
% et B’ sont des sous-groupoides de X et on a:
«(F) = %, et B(F) = Bs.
Soit (f, s)eF et (g, fs)e®'. On a:

(&, fs)-(f, s) = (¢'-f,s)eF, car g .feF;
'si (g, 8)e®R et gs; = s, on obtient de méme:
(s 5)-(8 s1) = (f g s1)€ F.

‘ASoient (f, s)eF et (f’,s)eF. Ilexiste g e B’ tel que f' =g'.f
et par suite:

(fys)=1(g,fs).(f,s), ou (g, fs) =P(g) =R

vEnﬁn, si(f',s))eF et f's;=Ffs il existe ge B tel que f={f".g
et 1l s’ensuit:

(fis)=(f",s).(gs), ou (g s)=0g)eB.
, F, B) eX(X). Soit w 'application :
h = ((53” F’ gs)’ (2.7 Q’ %.)) g (%,’ F’ Z;E)
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de Z°(C*)+Z3(X) dans J(X'). Si on a aussi:
B = (B, F,®), (X, ¥, &) eZC)«ZYZ),
on trouve:
iw(h'. h) = (R", F'. F, B) = (k). p(h),

car la restriction de © 4 F et 4 F’ est une bijection sur F et F’
respectivement. Par conséquent p. définit un foncteur de
Z°(C)*Z9(X) sur la sous-catégorie pleine de Jo(X°) ayant
pour unités les groupoides & tels que la restriction de T a #

soit une bijection sur ®($).
Nous désignerons par Z°%n) Despéce de structures

(Z°(C*), Z°(n), ZY(T)) ou Z°(w) est I'application :
-, 0, ) > R.

CoroLLAIRE. — Z°(v)) admet pour sous-espéce de structures
Uespéce de structures (Z°(C-), Z°(w), Z3(X)), ot Z%C*) désigne
la sous-catégorie de Z°(C*) dont les éléments sont les atlas de C- ;
la catégorie des hypermorphismes correspondante est équivalente
& une sous-catégorie pleine de Jo(Z*).

Démonstration. — 11 suffit de démontrer que, si

(@, F, &) e p(2°(C") « Z§(2))
alors on a: & = a(F) et & = b(F), le reste du corollaire résul-
tant facilement de ce qui précéde. Soit donc ge I tel que:
f.geF  pourtout feF.
Soit g = %(g). Si feF et a(f) = B(g), on a, par construction :
(f, (@) < F,
d’ou f'=(f,B(&).g<F et =(f)eF.
Par suite T(g)ea(F) et ge®. Il en résulte B = a(F). De
méme B’ = b(F).
Application. — Soit ¢ la classe des parties A de X telles

que A c #(e), ou ee . La catégorie C' opére sur 4 relative-
ment a la loi de composition:

(f, A) > fA = classe des fa, ol aeA,
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si, et seulement si,
n(A) = {a(f)}.

Soit H l'espéce de structures [C', =, ] correspondante, =
désignant aussi la projection canonique de ¥ sur Co; A — e,
si A cT(e). Soit J* la catégorie des hypermorphismes associée

a H.

Prorosition 2. — Il existe une bijection canonique Y, de
Z5(9) sur la classe des sous-espéces de structures [%H*, =, S]
de v telles que B soit un sous-groupoide de C-.

Démonstration. — Soit (J°, @, #*) un 0-cocycle de H et soit
S = U(I)(e). Supposons zeS, ge®B et w(z) = «(g). Comme
€Ro

e
ze O(a(g)) et que ® définit un foncteur de B vers J°, on a
gze ®(B(g)) € S. Donc [$, =/, S] est une sous-espéce de struc-
tures de v, en désignant par =’ la restriction de = & S. Inverse-
ment, soit [#°, ©', S] une sous-espéce de structures de 7 sur
le sous-groupoide # de C:. Pour tout e e C;, posons:

De) = SnT(e).

Soit geB, e=a(g) et ¢ =P(g). Si zeP(e), on a gzeS,
d’ou gze P(e'). Si 2’ eP(e’), on a de méme gz ePle) et
z' = g(g1z') e g0(e). Par suite P(e’) = gP(e) et ® définit un
0-cocycle.

Corovrraire. — Soit E la classe des sous-espéces de structures
[#:, 7', S] de telles que B soit un sous-groupoide de C'. La caté-
gorie Jo(C') est une catégorie d’opérateurs sur E, ainsi que la
catégorie Jo(C').

Démonstration. — Pour tout sous-groupoide $ de €, le
triplet [#, =, ¥(®)] est une sous-espéce de structures de v,
de sorte que, en vertu du théoréme 1, J(C') est la catégorie
d’opérateurs sur Z9(9) de Pespéce de structures Z°(H). Comme
y, est une bijection de ZJ(¥) sur E, la catégorie Jo(C') opere
aussi sur E, la loi de composition étant définie par:

<(9}5', F; 351)’ [%7 T:,’ S]) - [%I" T:”a S,]’

si, et seulement si, $; = %, en désignant par S’ la classe des fz
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tels que zeS, feF et (f, z)eX. En utilisant le corollaire
du théoréme 1, on voit de méme que J(C’) opére sur E.

Rappelons [3] qu’on appelle Q-espéce de structures un tri-
plet [(C*, <), =, (£, <)] vérifiant les conditions suivantes :

1) C* est une catégorie d’opérateurs sur X relativement a K
et [C', m, X] est 'espéce de structures correspondante.

2) (€, <) est une catégorie (-structurée et
(G <)y my (2, <)) e Q.
3) Ona: K=((Z, <), K, (%3, <))eQ, ot &+ est la

catégorie des hypermorphismes associée a [C*, =, X], la relation
d’ordre étant la relation induite par (€, <) X (£, <).

DEriNiTION 2. — On dira que 7§ = ((C*, <), w, (&, <))
est une espéce de structures ordonnée st ¥ est une ﬁ-espe‘ce
de structures, st (C*, <) est une catégorie ordonnée et si on a
Mo = (€, <), T, (T, <)) eQ’. On dira que 7 est une espéce
de structures quasi-inductive (resp. sous-inductive) st 7 est
une espéce de structures ordonnée, si f,€I' (resp. eJ) et
st (€, <) est une catégorie quasi-inductive (resp. sous-inductive).

ProrosiTion 3. — Si 7 est une espéce de structures quasi-
inductive (resp. sous-inductive) on a: KeJV (resp. ).
Démonstration. — Soient (f;, z)eC *X et (f, z)eC +2.

Supposons z; < z et f; <<f pour tout tel. Comme (C°, <)
J

est une catégorie quasi-inductive il existe | 'ﬂ, comme

z
(¥, <) est une classe sous-inductive, il existe| ’zi et on a,
puisque 7o eJY:

(Ut)=Ust =Usr=oUs). ot e=atn;
donc g = <Uf ><Oz,> est défini. Les relations :

~(g) = JB(f) = (Uﬁ>, o e = B().
(U ta) = Ui = Join
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et fiz;, < g pour tout iel entrament Ufz < g, d’ou, en

utilisant la relation 7, < (', Ufz = g. Donc KedY,

— Supposons que 7 soit une espéce de structures sous-induc-
tive. Supposons (f', z2')eC xX, (f", 2")eC *X, (f, z)eC *+X
<<fhif'<f, 2 <<z et z" <z Puisque:

af' 0 f") = a(f’) n alf”) = =(z') 0 w(z") = =(z" 0 2"),
ona (f'nf", 2 nz")eC +X. De plus les relations:
z=(f"nf"z' nz")<<f'Znfz"
™(z) = B(f' n [") = B(f") n B(f") = =(f'z" n ["2")

entrainent

et

7 = f/ f/l ” et K - J“'.

Cette proposition signifie que 7] est une espéce de structures
quasi-inductive (resp. sous-mductlve) si, et seulement si, 7
est une JY-(resp. J-) espéce de structures, si 7o« (' et si (€, <)
est ordonnée.

TrtoriME 2. — Si 7] est une espéce de structures ordonnée
(resp. quasi-inductive, resp. sous-inductive), alors ((C*X')", <)
est une catégorie ordonnée (resp. quasi-inductive, resp. sous-
inductive) et on a:

(€, <), % (C+3, <) el (resp. €Y, resp. ),
ou %(f, z) =f.

Démonstration. — D’aprés un théoréme de [3], ((C* *X), <)
est une catégorie Q-structurée (resp. JY-structurée, resp.
J-structurée). Supposons (f, z)eC+X, (f', Z')eC +Z, f' <,
7 <z alf, z) =7 et B(f, 2) =PB(f, z’). Ces conditions

entrainent :
z=17, «(f) = a(f’), B(f) = B(F) et  fa=f7

Comme (€', <) est une catégorie ordonnée, il en résulte f = 7,
d’ou (f, z) = (', z') et ((C'*X)", <) est une catégorie ordonnée.
D’aprés le méme théoréme de [3], on a aussi:

(€, <), T (C=*X, <)) e Q (resp. € JY, resp. e ).
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Si (f', ') < (f, z) et =(f’, ') = =%(f, z), on trouve:
f=r, 7 <z et n(z') = m(z), d’ou 7=z
et -
(€, <), = (C+X, <)) el
Soit 7 = [(C, <), = (¥, <)] une espéce de structures
ordonnée. Posons: v = [C, =, X] et X = (C +X)". Désignons
par ® la projection canonique: (f, z) = f de X sur C. Soit

Z°(v)) Pespéce de structures construite ci-dessus a partir de v
(théoréme 1). :

DiriniTioN 3. — On appelle 0-cocycle ordonné au-dessus
de (€, <) un 0-cocycle (X, ®, B*) tel que

(<), @, (®, <) eQ.

ProrositioNn 4. — Pour qu’'un O-cocycle (X, ®, B*) soit
ordonné, il faut et il suffit que les conditions: eeB,, ¢ R,
et ¢ << e entrainent ®(e') << D(e).

En effet, la condition est nécessaire. Si elle est vérifiée,
soient geB, g'eB et g < g Ona:

Dla(g')) < O(a(g)),  P(g) = (g D(x(g)))
D(g') = (g, P(x(g))) < V(g)-

Prorosition 5. — Soit 9| une espéce de structures quasi-
inductive (resp. sous-inductive). Si (X, O, #°) est un 0-cocycle
ordonné et si (B, <) est une partie sous-inductive faible, on a:

b= (T, <), 0 B, <)l

et

(resp. € JF).
Démonstration. — Les conditions g,e®, ge® et g << g

g
pour tout iel entrainent g’ = U geh et:
O(g) < (g) < 2(g)-

Comme (X, <<) est une classe sous-inductive, il existe :

(016}

LJ2) = (h,5) 2
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et on a:
g

B9
s === (L) 0(e)) = Jm0e) = ¢,
en vertu du théoréme 2. Puisque :
(hys) < ®(g") et Tk s) =T(D(e) = ¢,
il résulte du théoréme 2: (h, s) = ®(g’). Donc ® e V.

— Supposons de plus 7 sous-inductive. Soient ge B, g’ e B,
g'e®R, g <<ge g <<g On a gng'eB et, les éléments
P(g') et P(g") étant majorés par P(g), il existe

g)nQ(g") = (W, ¢') e L;
on a: O(g'ng") < (K, s'). D’aprés le théoréme 2,
(¢, <), =, (2: <)) e,
de sorte que l'on obtient:

K=zl s)=x0(g)nzl(g")=g'ng" =7 (g'ng").

On en déduit (', s') =P (g’ n g") et De.

Soit Z°(2) la classe des O-cocycles ordonnés (¥, ®, ®) tels
que % soit un sous-groupoide de C' et que (%°, <) soit un grou-
poide ordonné semi-régulier. Soit Z°(C') la classe des atlas
(', F, B)eR(C) vérifiant les conditions suivantes :

1) (B, <) et (B', <) sont des groupoides semi-réguliers.

2) SifeF, eeBy et e < a(f), 1l existe f' e F tel que f' < f
et a(f’) =e.

3) Si feF, eeBy et e <B(f), il existe f"eF tel que
fr<f et B = ) )

4) Tl existe des 0-cocycles ordonnés (X, D, #°) et (X, D', B").

Tukorime 3. — Avec les hypothéses précédentes, 7°(x)
admet pour sous-espéce de structures Uespéce de structures

[Z°e), Z°), Z°(Z)]. De plus
Zom) = [(Z¢), <), Z%x), (Z(D), <)]

est une espéce de structures ordonnée, la relation d’ordre sur

7°(Y) étant définie par: (T, ¥, B") < (T, D, B*) si, et seule-
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ment si, B’ < B et si D' est une restriction de P. Les hyper-
morphismes correspondants s’identifient & des atlas de X
vérifiant les conditions 1, 2, 3.

Démonstration. — Montrons que Z%(C') est une sous-catégorie
de &(C'). En effet, soient

(B" F', B')eZoC) et (B, F,B)eZoC).

Soient feF, f'eF’, a(f) = B(f) et e<<a(f). 1l existe feF
tel que f; <f et a(f;) = e; comme on a

Blh) =e' =a(F) =B(F) et o <af),
il existe fieF’ tel que fi <f' et a(fi) =¢'. Il en résulte
fi-fieF . F fi.fi <[f'.feta(fi.f) =e. De méme si " <B(f’),
il existe f;.f, e F'.F tel que fi.fy <f'.f et
B(fa-fo) ="

Donc (8", F'.F, %) appartient & Z°(C*) et Z°(C*) est une sous-
catégorie de Jo(C*). De plus (Z%C*), <) est une catégorie
ordonnée. . .

— Supposons (R, F, B) e Z9(C*) et (T, D, B') e Z°(X) et mon-
trons qu’alors le 0-cocycle (théoréme 1):

(T, ¢, B") = (&', F, B)(T-, D, B")

est ordonné. En effet, soient &' e By, e;e B, et e; < €'. Soit
feF et B(f) =¢'. Il existe fy e F tel que f; < f et B(fy) = e1.
Si s = ®(a(f) et s, = P(«(fy)), on a: s; < s. Puisque 7 est
une espéce de structures ordonnée, les conditions: s, <s
et fy <[ entrainent fis, << fs. Par construction: fs = ®'(¢’)
et fis; = ®'(e;), de sorte que P'(ef) < '(e’) et (T:, O, B")
est un O-cocycle ordonné. Il en résulte que Z°(C*) opére sur
Z°(%), 1a loi de composition étant la restriction de celle de
Z°(x).

(Y‘—) Supposons (B}, Fy, B,) < (B3, Fy, B,) dans (Z°(C*), <) et :

0, By) < (T, Dy, B)  dans  (Z9D), ).
Soit :
(-, 0, B) = (B, F, )", D, B)), ol i =1,2.
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Pour tout ¢’ ea(®;), il existe fieF; tel que B(f1) =¢ et
on a:

Di(e") = fiDi(e) = f1Dy(e) = P(e’), o e = a(fy),
car fie F, et @, et une restriction de ¢,. On en déduit:
(B, o, By) < (B, Dy, By).
Puisque Z%():
R, D &) >3

définit évidemment un homomorphisme strict, Z°(#) est une
espéce de structures ordonnée.

— Soit w((®', F, B), (B, , B)) = (B’
réme 1). La restriction de T a F, B et
sur F, &, et B’ respectivement, (%', F,

1, 2 et 3.

, F, &) (notations théo-
#' étant une bijection
B) vérifie les conditions

Remarque. — En general Z°(%) n’est pas une espéce de struc-
tures quasi-inductive car Z°(€*) n’est pas une catégorie quasi-

inductive.

DErFINITION 4. — On dira qu’une espéce de structures ordonnée
7 est réguliere st (X, <) et (C, <) sont réguliéres.

Prorosition 6. — Si (€', <) est un groupoide ordonné
régulier (resp st (€, <) est une catégorie ordonnée réguliére
et si 7o Q"NQY), alors Uespéce de structures ordonnée ¥ est
réguliére.

Démonstration. ——_Soit (€, <) une catégorie ordonnée régu-
liére. Soient (f, z) e X et 2’ < z. Comme =(z") << w(z), il existe
f'=1fn(z')eC et on a (f', Z)e Si (i, n)ed, z <z et

fi <[, on trouve f; < f’, d’ou (f1s ) < (f', &'). Done (f', 2')
est le pseudoproduit de (f, z) et de z’ dans (2, <). Si (€, <)
est un groupoide ordonné régulier, alors (¥, <C) est un grou-
poide ordonné, et, en vertu du corollaire de la proposition 7-2,
(2, <) est un groupoide ordonné régulier; ainsi 7 est une
espéce de structures ordonnée régulitre. Supposons 7, € 3"N{;.
Soit z” << fz et f" = =(z")f. On a «(f") < a(f) et, puisque la

restriction de = & la classe des minorants de z est une bijection
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sur a(f)”, 1l existe z <<z tel que w(z) = a(f”). Par suite

(f", z)eX. Les relations:
7<fr, fa<fi et w(f'n)=p(f") =)

entrainent f”z, = z”. Comme tout minorant de f est I'image
par © d’un minorant de (f, z), I’élément (f”, z,) est le pseudo-
produit z’(f, z) dans (¥, <<) et (X', <C) est assez réguliére.
Soient de plus :

(hyf)eE et (82 <(h-f,2)
On a: g=/f,.f,ouf;<fetf <{, donc:
(g, z) = (fl’ fz)(?, z)
et (X', <) est réguliére.

Remarque. — (C', <) peut étre une catégorie ordonnée régu-
liére sans que # soit réguliére, car ’axiome (R,) peut ne pas
étre satisfait dans (X, <).

DEriNITION 5. — On appelle espéce de structures ordonnée
(resp. quasi-inductive) étalée une espéce de structures ordonnée
(resp. quasi-inductive) 7, telle que Uon ait 7, Q"N

Cette définition généralise la notion d’espéce de structures
sous-préinductive étalée définie dans [1 a].

Soit 7§ une espéce de structures ordonnée réguliére telle que
(€, <) soit un groupoide ordonné régulier. Soit Z2(X) la classe
des O-cocycles ordonnés (X, @, #*) tels que B soit un sous-
groupoide régulier de (C, <). Soit Z(C') le sous-groupoide
plein de A"(C:, <) (théoréme 2-3) ayant pour unités les sous-
groupoides réguliers $ tels qu’il existe un O-cocycle

&, ©, B)eZAD).

Trktorkme 4. — [Z2(C), Z%(w), Z%()] est une sous-espéce
de structures de Z°(%) et Z2(%) = [(Z%(C"), <), Zx), (Z(2), <)]
est une espéce de structures quast-inductive réguliére; la catégorie
des hypermorphismes correspondante est équivalente & un sous-

groupoide de Mb7(Z:, <).
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Démonstration. — Soient BeZ(C)y et B, <A dans
A€, <). 11 existe (X, D, B)eZX) et on a

(X, Oy, By) e Z2(T),

ou @, est la restriction de ¢ & B,. Donc Z2C) est un sous-
groupoide saturé par induction de A"(C, <) et (Z%C), <)
est un groupoide quasi-inductif régulier, en vertu du théoréme
3-2. De plus Z2(#]) est une espéce de structures ordonnée.

— Si (T, D, B)eZX), T, D, B)eZYD) et:
Z, o, B) < (X, ¢, %) pour tout tel;
la classe des (X, O;, ;) admet (X, 1, B;) pour sous-agrégat,
R

ou By= UtB, et Oy est la restriction de @ a B;. Ainsi (Z2(X), <)
est une classe sous-inductive et on a: Z2(7) € V. Ceci montre
que Z2(7)) est une espéce de structures quasi-inductive. Comme
(Z%(€C"), <) est un groupoide ordonné régulier, il résulte de la
proposition 6 que Zo(#) est réguliére.

— Si (B, F, B) e w(Z%C) « Z%(X)) (notation du théoréme 1),
on a:

Fe Jlo"(ﬁ’, <),

car F est un atlas de X' d’aprés le corollaire de théoréme 1
et que, s1 z' <z, on a: T((f, 2) z') = %(f, z)%(z'), en vertu de la
démonstration de la proposition 6. La restriction de % a
Z3(C) » Z2(X) définit une équivalence de la catégorie des
hypermorphismes associée a Z%¥) sur le sous-groupoide
plein de A7(Z:, <) formé des atlas réguliers F tels que la
restriction de T a B = a(F) (et par suite aussi a ®' = b (F)) soit
une bijection sur ®(R) (resp. sur ®(R')).

CoroLLAIRE. — Soit ¥} une espéce de structures ordonnée
étalée. 12(W) admet pour sous-espéce de structures Uespéce de
structures quasi-inductive réguliére

iy =&, <), w, (23(D), <),

ouC; est la sous-catégorie pleine de C; (corollaire, théoréme 3-2)
dont les unités sont majorées dans Cq et ou Z)(X) est la classe des
0-cocycles ordonnés (2+, ®, B) tels que B € (E})o. De plus 7 s’iden-
tifie & une sous-espéce de structures de 7.
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Démonstration. — Comme éf' est un sous-groupoide saturé
par induction du groupoide quasi-inductif régulier (€;, <)
défini dans le corollaire du théoréme 3-2, (;, <) est un grou-
poide quasi-inductif régulier. Soit B e (;)o; il existe eeC;
tel que << e”; la restriction de © & la classe des minorants
d’un élément z tel que m(z) = e étant une bijection sur la
classe des minorants de e dans C;, I'application: g — (g, z’),
ol ge B, 2 <zetn(z') = a(g) définit un O-cocycle (X, ¥, &*).
Par suite $ « ZY(X). Soit F e & et (¥, @, a(F)") € Z%X). On a:

F(Z, Q, a(F)) = (T, ¥, b(F)") e Z}(2),

puisque I'image par ¢’ d’une sous-classe saturée par induction
de (€, <) est saturée par induction dans (3, <). Donc ¥,
est une sous-espéce de structures quasi-inductive réguliére
de Z%7). De plus 1 s’identifie & une sous-espéce de structures

de 7, en identifiant fe € & f> €&, et ze X au 0-cocycle
(T, @, (v(z)7))
tel que B(e') =2’ <z, si e = w(z).

Remarque. — Si 1 n’est pas une espéce de structures étalée,
7 ne s’identifie pas une sous-espéce de structures de Z(7).

§. — Cohomologie d’ordre 1.

Soit Y- une catégorie; soit C' une catégorie d’opérateurs
sur la classe X, relativement a la loi de composition K. Suppo-
sons vérifiées les conditions suivantes, dans lesquelles nous
désignons par C' +X la classe des couples (f, z) tels que K(f, z)
soit défini et ou nous posons K(f, z)=fz, si (f, z)eC =2:

1) Si seXy, on a fseX, si (f, s)eC xX.

2) Soit (z', z) € C'+C* on a (f, z’. z) € €'+ X si, et seulement si,

(f, s)eC =+ et (f, ') eC xX; dans ce cas: f(z'.2) = f7'.fz.

DEriniTion 1. — St les conditions précédentes sont vérifiées,
on dit que X est une catégorie munie d’une catégorie d’opé-
rateurs C* relativement 4 la loi de composition K.
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Les conditions 1 et 2 signifient que ’espéce de structures
déterminée par (C, X, K) est sous une espéce de morphismes
[3] (C-, F) et que la catégorie X est la catégorie somme des
catégories F(e), ou eeCy.

DériniTioN 2. — On dira que (X, <) est une catégorie
munie d’une catégorie ordonnée (resp. quasi-inductive, resp.
sous-inductive) d’opérateurs (C*, <<) la loi de composition
étant K, si les conditions suivantes sont vérifiées :

1) X- est une catégorie munie de la catégorie d’opérateurs C-,
relativement a la lov de composition K.

2) 7, =[(€,<), =, (X, <<)] est une espéce de structures ordon-
née (resp. quasi-inductive, resp. sous-inductive) réguliére, ou
[C:, =, X] est Uespéce de structures déterminée par (C*, X, K).

3) (X, <) est une catégorie Q-structurée assez réguliére.

Dans la suite, nous supposons que (X*, <) est une catégorie
munie d’une catégorie ordonnée d’opérateurs (€', <) relative-
ment 4 la loi de composition K. Nous désignons par [C, &, X] =1
Pespéce de structures déterminée par (€, X, K) et par 7} 'espéce
de structures ordonnée [(C*, <), =, (£, <)]. Soit v’ = [C, =’, Xg]
la sous-espéce de structures de v telle que = soit la restriction
de m & ¥;. Soit X* la catégorie des hypermorphismes (C*+X)-
associée & 1 et S* la catégorie des hypermorphismes (C**X;)
associée 4 v'. Soient T et T’ respectivement les foncteurs cano-

niques (f, z) — f de * et S* sur C-.

ProrosiTioN 1. — (X', <) est une catégorie fonctoriellement
ordonnée [3]. St 7) est une espéce de structures quasi-inductive
(resp. sous-inductive), (X, <<) est une catégorie quasi-inductive
(resp. sous-inductive).

Démonstration. — Soient ze X, z' e X, 2’ < z et a(z’) = a(z).
Les conditions: z’' <<z et:

7(z) = n(e(z)) = w(«(z)) = w(z')

entrainent z = z’, puisque 7 est ordonnée. De méme z’' <z
et f(z') = B(z) entraine z=12z". Il en résulte que (X, <)
est une catégorie ordonnée. Soit se; et z <s. Il existe
z = sa(z) et on a a(z’) = a(z). Comme z <<z', il en résulte
z=17z. Puisque a(z) <sa(z) on a a(z) <z dou z= az).
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Ainsi un élément de X majoré par une unité s e X, est une unité
de Y. Supposons z €2, a(z) =0(z) et 2" <z.z Il existe
des pseudoproduits za(z") et z=(z,.z)a(z") tels que

a(z0(2")) = a(z") = a(z),

car (¥, <) est assez réguliére. On a s’ = B(za(z")) < B(2)
sorte qu’il existe un pseudoproduit z;s’ tel que a(zs’) = s'.
Les éléments :
z" et z, = (%5'). (za(z"))

sont majorés par z et on a a(z) = a(z) = a(z"). En vertu du
début de la démonstration, il en résulte z, = z = z". Donc
Papplication : z — z” définit un foncteur généralisé de 2 vers
2 et (2, <) est une catégorie fonctoriellement ordonnée.

— Soit 7} une espéce de structures quasi-inductive; alors
(2, <) est une classe sous-inductive et, en vertu du corollaire 2
de la proposition 12-2; (¥:, <) est une catégorie quasi-
inductive.

— Soit 7] une espéce de structures sous-inductive. Supposons

2 <<zetz' <z On a:

a(z’ nz") < a(z’) n a(z”)
et

m(a(z’ n z")) = n(z’ n 2") = =(z’) n =(z")
— w(a(s')) n w(a(z") = w(a(z) n «(2)

d’ou «(z'nz") = a(z') n a(z"). De méme
B(z' nz") = B(z') n B(z"
Par conséquent (-, <) est une catégorie sous-inductive.
Soit ¥ la classe des triplets (z, f, s) tels que:
zed, (f,s)eS et a(z) = fs.

Tuatorime 1. — (3, <) est une catégorie ordonnée réguliére,
la lov de composition étant définie par:

(s s ). (5 f, 8) = (Z-f'% ['.f, s)

st, et seulement si, s' = B(z) et la relation d’ordre étant définie

par:
#, 5 s')<(z f, s)
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si, et seulement si, ' <f, 7 <zets <s.(B, <) et (S, <)
s’identifient & des sous-catégories réguliéres de (2, <). De plus
(C, <) est une catégorie ordonnée quotient [5] de (2, <),
le foncteur projection & étant défint par: (z, f, s) = f.

Démonstration. — Montrons d’abord que & est une catégorie.
Soient :

h=(zfs)eX e K =([f, s)e
Si s" = fB(z), on a:
(2. f'z) = «(f'z) = f'a(z) = ('.f)s,

de sorte que (z'.f'z, f’.f, s) € 3. Prouvons que 3 admet pour
unités les triplets (s, e, s) tels que ee Cy. En effet, si h.(s, ¢, )
est défini, on a:

h.(s, e, 8) = (z.fs, f.e, s) = h,
puisque fseX;. Si (s, e, s).h' est défini, on trouve:
s = B(z") et (s, € 8).h' = (s.ez’, e.f',s) =R
Par suite (s, e, s) est une unité; h admet pour seule unité a
droite (s, a(f), s) et pour seule unité & gauche (s', B(f), s’),

ot s’ = f(z). Le composé h'.h est défini, si1, et seulement si,

a(h’) = (s, a(f’), s') = B(k). Dans ce cas, on a:
a(h'.h) = a(h) et  B(R.h) = B(R).

Soit de plus 2" = (z", f", s"). Si les composés h".(h'. h)
et (h".h').h sont définis, ils sont respectivement égaux a:
h”. (hl-h) — <Z”, /I, S”) . (zl .flz, fl.f‘, S) — (z”'fﬂ(zl'f/z)’ f’l.fl.ﬂ S)
(h”‘hl) .h —_— (zll.fllzl’ fl/.fl’ S,) .<z, f, 'g”) . ; ’ ) ,

= &2 Af"-[)2 [, 5)-

Comme f"(z'.f'z) = ["Z'.(f".f')z et que la loi de composition
dans X' est associative, il en résulte :

K" .(K.R) = (h".K').h

et 3+ est une catégorie; & est un foncteur dont le noyau est la
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sous-catégorie de 5 formée des triplets (z, =(z), «(z)); nous
identifierons cette sous-catégorie a X°, en identifiant

(2, ©(z), a(z)) avec z;
en particulier les unités de 2 sont ainsi identifiées aux unités
de X-.
— S- s’identifie a la sous-catégorie de X* formée des tri-

plets (fs, f, s), ou ( f, )eS.
— Soit (', ', ') < (z, f, s) dans (£, <); on a:

a(z,f,s)=s <s=a(z,f,s)
Bz, f', s") = B(z') < B(z) = B(z f, 9)

Supposons aussi (2, f4, st) < (z, fis 51), s =B () et 5, = B(2)
Comme 1) est ordonnée, les relations : f* << fet 2’ << z entrainent
f'z’ < fz. Les catégories (X, <) et (€', <) étant Q-structurées,
on trouve:

et

a.fir <zu.fiz et fi.f <AL
Donc (z,, fi, 51). (', f', &) = (m1- 12, 1.1, ') < (31, 1, 81) - (3, [, )

et (L , <) est une catégorie ()-structurée.
— Si (2, f', ') < (3, f, 5) dans (3, <) et si on a

s =s et B(Z) =Pz
les conditions: f's <fs et
n(f's) = w(B(z')) = =(B(=)) = =(fs)

ont pour conséquence f’'s = fs, d’ou B(f') = B(f). La catégorie
(€, <) étant ordonnée, on en déduit ' = f. En vertu de la
proposition 1, on a aussi 2’ = z. Par suite (z/, f’, s') = (3, f, )
t (2, <) est ordonnée.

— Soit (z, f, s) e 5. Soit s'e X et & < s. Puisque (€, <)
est réguliére, il existe f' = fr(s’) et on a: a(f’) = =(s’); il en
résulte (f', s')eS et f's" < a(z). (X, <) étant assez réguliére,
il existe 2z’ = z(f's’) et on a: a(z ) f's’; par conséquent
(2, f, s')eZ. Supposons:

h=E1,5)<(sfs), WN=(Ef5<s et ak)=p®)

Colloque Grenoble. 18
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On a (k) < fet 7(h') < m(s’), ot ®(h.A')<<f et f <<f';on
trouve f2<f's’ et .z <<z(f's’)=17"; par suite h.h' << (2, f, §').
Ainsi (7', f', §") est le pseudoproduit de (z, f, s) et de s” dans
&, <). Soit "€l et s" < B(z). 1l existe z” = s"z et on a
a(z") < fs; par définition (2, <) est réguliére, de sorte qu’il
existe (f", s') = a(z")(f, s) et que ["s’= a(z"). Il s’ensuit
(z", f’, s')e ¥ et un raisonnement analogue au précédent
prouve que (2", f”, s’) est le pseudoproduit s"(z, f, s). Ceci
montre que (2, <() est assez réguliére.
— Supposons g = (2, f’, s'). (2, f, s) défim dans 5 et

g — ( " ”, s”) < g‘ | |
Il existe f <[ et fi <f tels qu'e‘f” = fi.f1, car (6" <) est
réguliére; on a: h = (z,, fl, e X, ou z; = z(f; s”). De I'éga-
hte :
z) = ©(x(z)) = B(h),

il résulte b’ = (zy, fl, B(z)) € 2, ou z; = Z'(fiB(z)). On trouve:
z" = z{.f1z, d’aprés la proposition 1, car:

a(z’) =["s" = filhs") = e(fiz), " <7f 'z
et
zl.flzl <7z.f'a

~

Donec h'.h = g" et (X, <) est une catégorie ordonnée
réguliére.

TrEtorEME 2. — Si 7] est une espéce de structures quast-induc-

tive (resp. sous-inductive), (3, <) est une catégorie quasi-
inductive (resp. sous-inductive) et & est un foncteur quasi-inductif
(resp. sous-inductif).

Démonstration. — Soient
hi= (2 fus)ed,  h=(sfs)eS et h<h
pour tout te I. Comme (€', <) est une catégorie quasi-induc-
tive, il existe f =LfJ fi; puisque (X, <) est quasi-inductive,
z s
en vertu de la proposition 1, il existe z = Uz,- et s = Usi.
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D’apreés le théoréme 2-4 on a (f, 5)eS et:
a(z)

Uﬁs -—U a(z) = a(z);

il en résulte k= (z, f, 5) e 3 et & est le h-agrégat des h,. Donc
(¥, <) est une classe sous-inductive et, en vertu du corol-
laire 2 de la proposition 12-2, (¥, <) est une catégorie quasi-
inductive. De plus % est un foncteur quasi-inductif.

— Supposons 7} sous-inductive. Soient h; = (z;, f;, s;)e X et
hi<<he, ou 1t =12 1l existe finfyeC, z nz, et s ns,,
car (€, <) et (2, <) sont des classes sous-inductives. En uti-
lisant le théoréme 2-4, on obtient:

(finf2)(s1 n8y) = fisy 0 fase = a(z) n a(z,) = a(z; n z,),
puisque (X', <<) est sous-inductive (proposition 1). On en
déduit :

k’=(21022,f10f2,6'1082)62 et kl=h1nh2.

Comme : a(h’) = s; ns, = a(h, ) n a(hy) et

B(R') = B(z1n 25) = B(z) n B(z) = B(ha) n B(he
(2', <) est une catégorie sous-inductive.

Soit (¥;, <<) une autre catégorie munie d’une catégorie
ordonnée d’opérateurs (C;, <C) relativement a K, l'espéce
de structures (resp. ordonnée) correspondante étant v,
(resp. 7).

DEriniTion 3. — On appelle application covariante ordon-
née de (¢, <), (5, <), K) vers (€, <), (%, <), Ky) un

couple (p, {) vérifiant les conditions:
1) p=1(C, p, €) et $=(Z;, 4, B°) sont des foncteurs.
2) (M1, (p, ¥), M) est une application covariante [1 a], ¢’est-a-
dire on a:
Wfz) = p(z) st (f,z)<k
3 p=1(C, <) p (6 <el e
4‘ ( }Jl’ 4*, (2 < Q
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Prorosition 2. — St (p, §) est une application covariante
ordonnée de ((C*, <), (X, <), K) vers

(€5, <), (25, <), Ky),
Uapplication ¢ Xxp:
(5 f,5) > 4@, pF), Ys),  od (5 f,9)e,
définit un foncteur ordonné de (2, <) vers (5, <)
Démonstration. — Soit h = (z, f, s)eE;0n a (p(f), Y(s) e S,

et:

«(Y(2) = $(a(z)) = $(fs) = p(F)¥(s),
dott ($(2), p(f)s $(s)) e L1, En particulier ¢ Xx p(s) =(s), si
se . Soit k' = (7', f’, s') e X et s’ = 3(z). On obtient:

b Xx p(h'.k) = ($(z'.f'2), p(f'.f), ¥(s))
(¥(=) - $(f'2), p(f').P(f), b(s))
= ¢ Xx p(h'). 4 Xx p(h),

car Y(f'z) = p(f')¥(z). Donc ¢ Xk p définit un foncteur.

I

DEriniTION 4. — Avec les hypothéses du théoréme 1, on
appelle (5], <) le produit croisé ordonné de (€', <) et de

(2, <) et on pose: (X, <) = (& XxC,<). St (p, }) est une
application covariante ordonnée de ((C, <), (X, <), K) vers

(63, <), (Z5, <), Ky), on appelle (gi, Y Xxp, 2) (proposition 2)
le produit croisé de (p,

ProrosiTionN 3. — Soit C une sous-catégorie de C'. Pour
que (X', ®, C) soit un foncteur tel que wO(f) = f pour tout
feC, il faut et il suffit que Uon ait: ®(f) = (¢(f), [, ¢(«(f))),

ou ¢ est une application de C dans X vérifiant les conditions :
(H) e =0;  9(C)c

et

o(f' . =9(f).f'ef)y st (', fleC=+C.

Démonstration. — Soit (2, ®, C) un foncteur tel que

=®(f) = f. Posons:
¢l =z si  Of)=(sf )
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On a =g(f) = B(f). Si ee(,, la relation D(e) e 5, entraine
¢(e) e X;. Soit feC, f'eC et a(f’) = B(f). On trouve:

Of".f)=(&f" 1) [-f, 9=2F").QF) = ()9 {'-f, )

de sorte que (H) est vérifiée. Inversement soit ¢ une applica-
tion de C dans ¥ satisfaisant a la condition (H). Soit feC
et «(f) = e. Posons: ®(f) = (¢(f), f, ¢(e)). On obtient:

#(f) = ¢lf-) = ¢(f)-fole),  don  a(e(f) = f3(e)
et (I)(f) e . Si de plus f' e C et a(f’) = B(f), on a:
(). 2(f) = (3(f")-F'9(f), F-f, 9(e)) = Rf".f).
Par suite.(i', ®, C) est un foncteur.

Cororratre. — St (S+, @, C-) est un 0-cocycle de v’, Uapplica-
tion: f— ®B(f)), ou feC, vérifie la condition (H).

DeriNiTioN 5. — On dira qu'une sous-catégorie C de C
engendre (C, <) st C est une sous-classe saturée par induction
de (C, <) et sz, pour tout fe ¢, il existe une sous-classe F de C

telle que f= UF

Remarquons que cette définition est surtout intéressante
dans le cas ou (€', <) est une categorle quasi-inductive.

Si C; et C, sont deux sous- categorles de C' engendrant
(€, <), alors C; n C, engendre aussi (€, <).

DErFiniTioN 6. — On appelle 1-cocycle ordonné un triplet
(X, @, C), o C est une sous-catégorie engendrant (C:, <)
et ol ¢ est une application de C dans X vérifiant la condition (H).
Le foncteur (3, ®, C*) correspondant sera appelé foncteur croisé
associé a (X, ¢, C).

Nous désignerons par Z! (2, C*) la classe de tous les 1-cocycles
ordonnés ¢ = (2, ¢, C*) et par Z l'application: § — &, @, C),
ou (2, P, C:) est le foncteur croisé associé a (X1, ¢, C'). Nous
écrirons aussi ¢(f) au lieu de ¢(f), si feC.

D’apres le corollaire de la proposition 4, tout 0-cocycle ®
de v’ sur une sous-catégorie C engendrant (€', <) détermine

un 1-cocycle ordonné, qui sera dit associé a P.
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DEriniTiON 7. — On appelle équivalence croisée ordonnée
un triplet (9, T, 91) vérifiant les conditions suivantes:

1) 9= (X, 95, Ci), ov 1t = 1,2, sont des 1-cocycles ordonnés.
Soit C = C; nC,.

2) = est une application de Cy dans Xy telle que

€)-a(f) = ef).fr(e) st feC, e=a(f), & =B(f)

Dans la suite nous dirons équivalence croisée au lieu de
« équivalence croisée ordonnée ».

Prorosition 4. — Sotent g, = (2, ¢;, C;) deux 1-cocycles
ordonnés et C = C; n C,. Pour que (3;, T, §;) soit une équiva-
lence crotisée, il faut et il suffit que (D,, ©, ;) soit une équivalence
naturelle, ov. O, est le foncteur restriction de %(3;) a C.

En effet, soit feC, e = a(f) et ¢’ = B(f). On a:
©(€') . (#1(F), f; ga(€)) = (9a(f), [ pale)).7(e)
si, et seulement si, t(e').9:1(f) = 92(f).f7(e).
TutorkmE 3. — Soit § = (X, ¢, C*) e Z}(2+, C*). Les condi-

tions suivantes sont équivalentes :

1) (2, ¢', C), 7, P) est une équivalence croisée.

2) 7 est une application de C.{, dqns Xy telle que a('r(e))‘= o(e)
pour tout e Cqy et ¢’ est Uapplication de C dans X définie par:

?'(f) = (') - ¢(f) - fe(e) ™,
st feC, e = a(f), e = B(f).
Démonstration. — Si la condition 1 est vérifiée, la condition 2
est évidemment satisfaite. Inversement supposons la condition

2 vérifiée et montrons qu’alors (2¢, ¢’, C:) est un 1-cocycle
ordonné. En effet, soit ee C;. On a:

¢'(e) = (e) . 9(e) .3(e) ™ = B((e)) & L.

Soit feC, e = a(f) et ¢ = B(f). Comme P est un homomor-
phisme croisé, on trouve:

a(w(e') = (') = Ble(),  «(fv(e)) = fa(e) = a9(f),
de sorte que t(e’).¢(f).ft(e)™* est défini. Supposons
(f,f)eC+C et B(f) =e".
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Le composé ¢'(f').f'¢'(f) est défini, car:
Bf'e'(F) = B(f's(e") = a(e’(f"));
et on a:

'(F)-'9'(F) = (e"). <P(f) f'a(e).f'(x(e) . 9(F) - fr(e) ™)
= (e")-9(f")-F'9(F)-(F -F)s(e “=§°'(f'-f)-

Ainsi ¢’ définit un 1-cocycle ordonné et (3', 7, §) est une équi-
valence croisée, ou ¢’ = (¥, ¢’, C) car:

©(e')-9(f) = ¢'(f)-fx(e)-

CoroLrLAIRE. — Soit C une sous-catégorie engendrant (C:, <).
Soit © une application de Cq dans Xy telle que :
a(t(e’) =falt(e)) st feC,  e=«(f), = B(f)

Soit ¢- l’applzcatwn f—> fr( e').fx(e)r. Alors (3., 7, aif) est
une équivalence crotsée, ot . = (X°, @, C*).

En effet, lapphcatlon f—(f, a(z(e))) définit un 0-cocycle
de n' et, en vertu du corollaire de la proposition 3, I'appli-
cation- wc@ de C dans X définit un 1-cocycle ordonne Le
corollaire résulte donc du théoréme 3.

DeErinitioN 8. — On appelle 1-cobord ordonné un 1-cocycle
ordonné  tel qu’il existe une équivalence croisée (g, ©, Z71(P)),
ot @ est un 0-cocycle ordonné de 7'. ‘

Les 1-cobords ordonnés sont donc les 1-cocycles ordonnés
9. du corollaire du th. 3 tels que ((2, <), a1, (G <)) & Q.
Si 1’ est un 0-cocycle ordonné de 7 tel que fBt" = ar, alors le
1-cobord 3. peut aussi étre représenté par le symbole P ..

Soit B!(X:, €°) la classe des 1-cobords ordonnés. En vertu
de la proposition 3, ¢ est un 1-cobord ordonné si, et seulement
si, il existe un O-cocycle ordonné @ de %' et une équivalence
naturelle (%(3), 7, D).

ProrositioN 5. — La relation ¢ définte sur Z1(¥-, C') par:
¢~ 9 si, et seulement si, il existe une équivalence croisée
(@', 7, 9), est une relation d’équivalence et B'(X-, C') est saturée
relativement a p.

Démonstration. — p est réflexive car (¢, @, §) est une équi-
valence croisée, ou @y(¢) = §(e) pour tout ¢ C,. Soit (3, 7, P)



260 CHARLES EHRESMANN

une équivalence croisée; les relations :

©(e).3(f) =F(f).file) et (e)edy
entrainent :
fr(e) e Zy et B(f).fx(e)™ = =(e") . %' (f),
de sorte que (9, 771, §’) est une équivalence croisée, ol
7l (e) = t(e)
Ailnsi p est symétrique. Soient (3;, T, 9;) et (@3, 7', P) deux
équivalences croisées et @, = (X, ¢, C;). Posons
C=0CnCnCs.
Soit feC, e = a(f) et ¢ = B(f); on a:

v(€').7(e") . 0a(f) = 7'(€)) . 92(f) . fr(e) = Pa(f).f7'(¢") - fr(e)
= %(f) f( (¢) ().

Donc (93, 7’.7, ¢;) est une équivalence croisée et ¢~ Ps.
Ainsi p est une relation d’équivalence.

DeriniTION 9. — On appelle classe de cohomologie d’ordre 1
une classe d’équivalence g mod p, ot § e Z1(2-, €). Sout H (X, €*)
la classe des classes de cohomologie d’ordre 1.

Soit § = (X, ¢, C) un 1-cocycle ordonné. Il résulte du
théoréme 3 que la classe g mod p est la classe des triplets
(X, ¢, C;) construits de la fagon suivante: soit C; une sous-
catégorie engendrant (€', <) et soit C; = Cn C;; soit 7 une
application de (C;), dans Xy telle que a(t(e)) = ¢(e) pour tout
ee a(C;); alors ¢’ est une application de C; dans X vérifiant
la condition (H) et telle que, pour tout feC, on ait:

() = =) .9(f).fx(e), ou e=ual(f), ¢ =f(f)

Supposons que 7 soit une espéce de structures quasi-induc-
tive. Soit $ une sous-catégorie réguliere de (C:, <) telle que

(%, <) soit quasi-inductive. Soit /% = = (B,). Alors
(Z/#), <)

admet (#°, <) pour catégorie ordonnée d’opérateurs; soient



CATEGORIES ORDONNEES. HOLONOMIE ET COHOMOLOGIE 261

27X B, B) et HY(X: /B, B) la classe des 1-cocycles ordonnés
et la classe de cohomologie d’ordre 1 correspondantes.
Soit NY(C:, <) la classe des triplets (¥, ¢, %) tels que:

1) ¥ est un foncteur quasi-inductif de la sous-catégorie
$#° sur une sous-catégorie #’* de C'.

2) (ig.¥, ¢, i@) est une transformation naturelle, ou i3
désigne le foncteur injection de %° dans C-.

3) ((6’ <)a ‘Py (g‘,’o, <))53U‘.

NY(C:, <) est une catégorie pour la loi de composition :
W, 4, 8).(F, ¢, B) = .V, ¢'T.y, B)
si, et seulement si,
B =W®), ou (YT )e) = (¥(e)) ble)

(c’est-a-dire pour la multiplication latérale des transformations
naturelles correspondantes).

Prorosition 6. — NY(C:, <), est un groupoide d’opérateurs
sur | JZAE (B, #°) et sur [ JHH(E /B, B).
Démonstration. — Soit (¥, ¢, B)e NY(C, <)y,
7= ((Z/%), 9, B*) e Z1 (X%, &) et B = Y(R).
La catégorie ¥(B) engendre (%', <). Soit ¢’ I'application :
g Ue)3(F(g), ou  geW(B) et ()= Bg)
Soit g« ¥(B) et a(g’) = B(g); on a:

ou W(e") = B(g'), car (e").W1(g') = g'.Y(¢'). Par suite
(ZB'), o lI"(B)) est un 1- cocycle ordonné, qui définit le
compose de (¥, ¢, B) et de 3.
— Si he HY(Z:/®, B) et §eh, le composé (¥, §, B) h est la
classe :

((Z/B'), ¢’, ¥(B)") mod. p.
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6. — Applications.

A) Cohomologie a valeurs dans un faisceau de groupoides:

Soit E un espace topologique et € la catégorie ayant pour
éléments les couples (U’, U), ot U et U’ sont deux ouverts
de E et U’ c U, la loi de composition étant définie par:

(U”, U).(U', U) = (U", U).
C- est munie de la relation d’ordre définie par:
(U, U;) < (U’, U) si, et seulement si;, UjcU’ et U;cU.

Soit X' un groupoide muni de la catégorie d’opérateurs C:
relativement a la loi de composition K; soit = [, =, X]
I’espéce de structures correspondante. (X¢, <C) est munie de
la catégorie quasi-inductive d’opérateurs (C:, <) relativement
a K, la relation d’ordre sur X étant définie par:

7 <z si, et seulement si, ' = (n(z"), ©(2))z.

L’espéce de structures quasi-inductive 7 est étalée.

Les 0-cocycles ordonnés sur € s’identifient aux sections de ©
sur E. Toute sous-catégorie pleine saturée par induction C
de C- dont la classe des unités forme un recouvrement de E
engendre (C, <). ‘

Pour que 2 soit un faisceau de groupoides sur E [6], il faut
et il suffit que 7] soit une espéce de structures compléte [1 a].
Supposons qu’il en soit ainsi.

TatoriME 1. — Il existe une bijection canonique de H!(X:, C)
sur le premier ensemble de cohomologie [6] & valeurs dans le
fatsceau de groupoides X-.

Démonstration. — La notion de 1-cocycle ordonné est diffé-
rente de la notion de 1-cocycle au sens de [6]. En effet, un
1-cocycle au sens de [6] peut étre défini, en utilisant notre
terminologie (différente de celle de [6]) de la fagon suivante:
soit C une sous-catégorie engendrant (C:, <<). Soit I un
ensemble d’indices. Soit Y; un groupoide dont les éléments sont
des triplets (U, j, 1)e Cg X I X I, la loi de composition étant
définie par:

(U, 7, ¢). (U, 7, 0) = (U, j', i) si, et seulement si, U' =U, j=1".
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Nous supposons que les conditions (U, i, 1) e X, et (U, j, j) e,
entrainent (U, j, i) e %, ; de plus C opére sur % relativement
a la lo1 de composmon K,: (U, U)(U 7, 1) = (U’ j, 1) (c’est-
a-dire: si (U, j, 1) e X, alors (U’, j, ¢) € £; pour tout U’ < U)

Munissons 2; de la relation d’ordre:
(U, ', V)< (U, j, ¢) si, et seulement si, U' c U, j’=jeti’ =1.

Alors (¥;, <) admet (C:, <) pour catégorie ordonnée d’opé-
rateurs relativement a K;. Un 1-cocycle au sens de [6] s’identi-
fie & une application covariante (ic, ) ordonnée de

(€, <), (Z, <), Ky)  vers  ((€, <), (E, <), K).

Soit § = (X, ¢, C) e Z}(Z, C); soit X; le groupoide formé
des triplets (U”, U, U") et (U”, U’, U) tels que

U'cU' e, U e Cy;
¢ détermine I’application covariante (ic, ¢) telle que
(U7, U, U) = (U, U)e(U’, U)

(= « restriction » de ¢(U’, U) a U”"). Inversement soit (ic, §)
une application covariante définissant un 1-cocycle au sens
de [6]. Pour tout U e C,, choisissons un (U, i, 1) € £; et posons
#(U) = (U, i 9 5i U U et si () = §(U, , j) posons
¢(U", U) = (U, j, 1). Alors (2+, ¢, C*) est un 1-cocycle ordonné.
Le théoréme résulte donc de la définition de p et de la défini-
tion de la relation d’équivalence sur I’ensemble des 1-cocycles
de [5].

Nous discuterons dans un autre article le rapport entre les
notions de feuilletages de seconde espéce définis par des atlas [4]
ou par des classes de cohomologie d’ordre 1 dans un faisceau
de groupoides [6].

Remarquons que la définition de [6] utilise essentiellement
le fait que les seuls morphismes de C* sont les couples définis-
sant la relation d’ordre et que X' est un groupoide et ne pourralt
pas s’étendre au cas général que nous considérons ici.

B) Structures transverses d’un feuilletage :
Soit (T, T’) un feuilletage topologique localement simple
sur E. Soit H’ le groupoide d’holonomie complet construit
au n° 3.
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DirinitioNn 1. — On appelle groupoide d’holonomie rela-
tivement complet le sous-groupoide plein A’ de H' ayant
pour unités les atlas complets saturés qui sont majorés par un
élément de Hi.

Comme F’ est une sous-classe saturée par induction dans
(H’, <), le groupoide (H’, <) est quasi-inductif régulier.

Supposons que 7| = [(H’, <), =, (¥, <)] soit une espéce

de structures ordonnée et soit X' la catégorie des hypermor-
phismes associée & [H', =, X]. Soit X la classe des 0-cocycles
ordonnés (X-, @, #) tels que B e Hy, que nous munissons de
la relation d’ordre induite par (Z%(X), <) (th. 4-4). Soit &
la restriction de Z2(w) a X.

Une sous-classe n-compléte de X est une sous-classe C de X,
saturée par induction et par agrégation et telle que:

n(sns’) = =n(s) nw(s’),

siseC, s'eC etsisns estdéfini. On dira que 7 est compléte
[1 a] si toute sous-classe w-compléte C telle que ©(C) admette
un sous-agrégat admissible dans H' admet un agrégat dans X.

Prorosition 1. — St 7} est étalée et compléte,

f=[, <), % & <]

est une espéce de structures quasi-inductive étalée, dont ¥ est
une sous-espéce de structures.

Démonstration. — Soit Fe H' et Z, o, E(F)f)eg. Soit :
(2, ¥, b(F)) = F(Z, ®/a(F), a(F)),

ou ®/a(F) est la restriction de ¢ & a(F) (notations corollaire
du th. 4-4). Soit g = (U,, g, U,) e b(F); il existe une sous-classe
C de b(F) dont g est un sous-agrégat admissible. Comme ¢’
est une bijection de C sur ®’(C), les classes ®’(«(C)) et ¢'(B(C))
sont complétes et, puisque 7 est supposée compléte, elles
admettent des agrégats ¢ et ¢’ respectivement. On a: ¢’ = go,
car g's’ <C go pour tout g’ € C et s" € «(C). Par suite, en posant
®'(g) = (g, o), on obtient le 0-cocycle ordonné (X, ¢’',b(F)")
de 7. Un raisonnement analogue & celui du théoréme 4-4 et



CATEGORIES ORDONNEES. HOLONOMIE ET COHOMOLOGIE 265

. A . O .
de son corollaire montre que H’ opére sur X relativement
a la lo1 de composition:

F(E.’ P, a(F)) = (2.1 P, B(F))
et que 7 est une espéce de structures quasi-inductive dont 7
est une sous-espéce de structures.

DirintTION 2. — Si M) = [(f{', <), %, (2, <)] est une espéce
de structures quasi-inductive, un 0-cocycle ordonné de v sur H'
sera appelé #-structure transverse du feuilletage (T, T').

On peut ainsi construire par exemple une structure diffé-
rentiable transverse sur (T, T’). Si U est un ouvert simple, soit
7(U) la classe (supposée non vide) de toutes les structures r

fois différentiables sur les ouverts de I’espace transverse U
(dont la topologie est la topologie quotient de la topologie
induite par T). Soit ¥ la classe réunion des =(U). Le grou-
poide H’ opére sur X, le composé (U’, f, U)s, ou =(s) = U,
étant par définition la structure r fois différentiable image
de s par 'homéomorphisme f. Munissons X de la relation
d’ordre :

s’ <s si, et seulement si, U = =n(s’) < =n(s) = U et
si I'image de s’ par D'injection canonique u de U’ dans U
est la structure différentiable induite par s sur wu(U’).
n=[H, <), w (¥, <)] est une espéce de structures
ordonnée étalée compléte. Un O-cocycle ordonné o de ¥ sur
% H; sera appelé structure r fois différentiable transverse

sur #. D’aprés la proposition 1, H opére sur la classe X des
structures r fois différentiables transverses; soit 7 l’espéce
de structures quasi-inductive correspondante. Un 0-cocycle
ordonné de 1} sur H' sera appelé structure r fois différentiable
transverse de (T, T'). D’apres la proposition 1, une telle struc-
ture transverse s’identifie 4 un 0-cocycle ordonné de 7 sur H'.

Soit (¥, @, H’') une telle structure r fois différentiable.
Considérons sur le groupoide ®(H’) I’espéce de structures
dont les structures se projetant sur s e ®(Hg) sont les formes
différentielles de degré p sur s. Soit 7P 'espéce de structures
ordonnée correspondante, qui est définie facilement. Un
0-cocycle ordonné de 7 peut étre appelé forme différentielle
transverse de degré p. Les formes différentielles transverses
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forment un module différentiel gradué £* = (4*) relativement
a Popérateur d. On définit par la méthode classique la coho-
mologie H*({*) en posant:

HM (&) = Z0(4)/BY(¥),
ou Z"(4*) est le noyau de l'application d de 4" dans 4! et
ou B*(%*) est I'image d(4"7) c 4"

On définirait de méme les notions de champ de vecteurs
transverses, de champ de tenseurs transverses, de structures
riemanniennes transverses, de connexion transverse,... (voir
aussi [5]). ‘

‘Une construction analogue & partir de 'espéce de structures
[H', =, 3] telle que = (U) soit I'ensemble des topologies sur U
plus fines que la topologie de U conduit a définir les structures

topologiques transverses d’un feuilletage. En particulier on a
la structure topologique transverse canonique en associant

a U la topologie de U. On peut également construire les struc-
tures de feuilletages transverses: a une telle structure est
associé un feuilletage (T, T;) sur E tel que (T,, T’) soit aussi
un feuilletage. '

C. Eléments transverses en un point ou le long d’une feuille :
~Soit H” le groupoide d’holonomie pointé, dont les éléments
sont les (2, U’ f, U, z) tels que:

(U,f,U)eH, zeU, 27U et z'ef(d)
muni de la loi de composition:
(", U", f, U, 2.2/, U, f, U, ) = (2", U”, f'f, U, z).

Si F est une feuille de (T, T’) la classe des (2’, U’, f, U, z)
tels que z € F est un sous-groupoide de H”, noté H"(F). Soit V
la classe des éléments (U, z, s, ¢), o U est un ouvert simple,

ze U, s est une structure r fois différentiable sur U et ¢ un

vecteur sur (U, s), de source . H” opére sur V (si cette classe
n’est pas vide) par la loi de composition :

(', U, f, U, 2)(U, z, s, v) = (U, &, fs, fv).

Soit v D’espéce de structures correspondante. Un O-cocycle
de v sur H"(F) est appelé vecteur transverse le long de F. Un
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O-cocycle de v sur le sous-groupoide H"(z) formé des
(z, U’, f, U, x) est appelé vecteur transverse en z.

Soit ¢ = (X, ®, H') une structure r fois différentiable
transverse de (T, T’). Soit V(¢) ’ensemble des vecteurs trans-
verses associés a o, c’est-a-dire I’ensemble des vecteurs trans-
verses ¥, tels que:

Y, (U) = (U, g, s, »), ou s e O(Hy).

V(o) est muni d’une structure d’espace fibré vectoriel de base E.
On étend de méme les autres notions de Géométrie diffé-
rentielle.

D. Catégorie d holonomie :
Soit H' la catégorie dont les éléments sont les triplets

(U, f, U) tels que I'on ait (U”, f, U)e H' et que U” soit un

ouvert saturé de U’. On munit H’ de la loi de composition :
(U, f1, Uy) (U, f, U) = (Ug, f1f, U) si, et seulement si, U;=U’,
et de la relation d’ordre:

(Us, fo, Uy) < (Uy, fi, Uy) si, et seulement si, U; < U;

et
( Z) fz, U2) < ( '{9 ﬁl, Ul)a Oﬁ (U:,’ fi’ U,) € H/-

Alors (H', <) est une catégorie ordonnée réguliére.

DiriNiTION 3. — On appelle (A, <) la catégorie d’holonomie
associée a (T, T').

Soit (£, <) une catégorie admettant (H’, <) pour catégorie
ordonnée d’opérateurs relativement a K. On peut alors définir
les 1-cocycles ordonnés, les 1-cobords ordonnés et les classes
de cohomologie d’ordre 1 correspondantes.
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