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SUR LES FONCTIONS ENTIERES
A DOUBLE PAS RECURRENT

par N. BRISEBARRE(") et L. HABSIEGER(

1. Introduction.

Lors de l'exposé de son article [Gral] & Oberwolfach, D.W. Masser
[Mas] posait & F. Gramain la question suivante : les solutions entiéres f du
systéeme d’équations aux différences

Z P, (2)f(z + ma) =0,

0<m<M

> Qn(2)f(z+nB) =0,

0<n<N

(1)

(o (Pm)o<m<M €t (Qn)o<n<n sont des suites finies de C[z] avec PyQn #
0, « et B étant des nombres complexes linéairement indépendants sur R)
sont-elles nécessairement des polynomes exponentiels, i.e. des fonctions de
K
la forme Y Hy(z)e®** avec Hy dans C[z] et 6; dans C pour tout k?
k=1
Dans un premier article [BéGral], J.-P. Bézivin et F. Gramain don-
naient une réponse négative a cette question en considérant ’exemple de
la fonction f(z) = (e® — 1)/z, et montraient que si a/8 appartient & C\R
et si les coefficients de 'une des deux équations sont constants, alors f est
un polynéme exponentiel. De plus, ils prouvaient, en supposant toujours
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o/ appartenant & C\R, une série de résultats partiels qui leur permet-
tait de conjecturer que toute solution entiere d’un systéme a coefficients
polynomiaux quelconques est le quotient d’un polynéme exponentiel par
un polynome. Cette conjecture a été démontrée ainsi que d’autres résultats
dans un deuxiéme article [BéGra2] :

THEOREME 1.1 [J.-P. Bézivin — F. Gramain]. — Soit f une fonction
entiére solution du systéme (1), alors f est le quotient d’un polynéme
exponentiel par un polynéme.

En fait, on peut remplacer les deux membres de droite de (1) par des
polynomes exponentiels. Il suffit de remarquer, comme dans le lemme 2.5
de [BéGral], que pour tout nombre complexe a et pour tout polynéme
exponentiel ®, il existe une relation finie de dépendance linéaire sur C(z)
entre les translatées de ® par « (on dit alors que « est un pas récurrent
pour la fonction entieére ®, selon la terminologie due & Masser).

Dans la section 2 de ce travail, nous prolongeons le résultat de [Gra2]
concernant les équations & coefficients constants au cas a/(3 appartenant a
R\Q. Cela permet d’étendre tous les énoncés de [BéGra2] au cas /3 ap-
partenant & C\Q. La preuve donnée dans cette deuxiéme section permet de
généraliser aussi le résultat donné par le théoréme 1.1 au cas des fonctions
C>°(R) ayant deux pas récurrents a et [ linéairement indépendants sur
Q. Ensuite, nous proposons une nouvelle maniere d’aborder la question de
D. Masser. Cela nous permet de prouver un critére impliquant la réponse
attendue et de retrouver une partie des résultats de [BéGra2]. Cela sera
fait dans les sections 3 et 4. Enfin, la derniére partie sera consacrée a la
détermination algorithmique des solutions entiéres du systéme (1). Si nous
remplagons, dans la deuxiéme équation de (1), les translatées de f par g
par des dérivées de f, l’algorithme, légérement modifié, permet encore de
déterminer les solutions entieres de ce systeme.

Nous souhaitons vivement remercier J.-P. Bézivin et F. Gramain : le
premier pour avoir exhibé un contre-exemple & ce que nous avions imaginé
initialement, le deuxiéme pour les commentaires détaillés qu’il a faits sur
notre travail et qui nous été ont fort utiles dans la rédaction de cet article.

2. Cas ou les deux équations sont a coefficients constants.

Soient «, 3 des nombres complexes non nuls, soit f une fonction
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entiére solution du systéme d’équations aux différences suivant :

Z am f(z + ma) = ®(2),

0<m<M

> baf(z+nB) = 0(2),

0<n<N

(2)

ol (@m)o<m<m €t (bn)o<n<n sont des suites de nombres complexes (avec
apmby #0), les fonctions ® et ¥ étant deux polynomes exponentiels. Dans
[Gra2], on prouve que si o/ appartient & C\R, alors f est un polynéme
exponentiel. Nous allons montrer dans le lemme suivant que l'on peut
étendre ce résultat au cas o/ € R\Q.

LEMME 2.1. — Si a/f € R\Q, alors toute solution entiére de (2)
est un polynéme exponentiel.

Preuve. — Nous pouvons nous restreindre au cas ® = ¥ = 0.
Cela vient du fait que, comme le lemme 2.5 de [BéGral] nous le dit,
les translatées d’un polynéme exponentiel par tout nombre complexe ~y
non nul sont linéairement dépendantes sur C. Si la combinaison linéaire

M
> amf(- + ma) = 0 est non triviale (i.e. card{a,, # 0} > 2), alors
m=0
vect{f(- + ma),m € Z} = vect{f(- + ma),m € {0,...,M — 1}}, ol
vect{ f(- + ma), m € Z} désigne l'espace vectoriel engendré sur C par la

N
famille de fonctions (f(- + ma))mez. De méme, si > b, f(- + nB) =0 est

n=
non triviale, vect{f(- + ng8),n € Z} = vect{f(- + nB),n € {0,...,N — 1}}.
Si 'une des deux équations est triviale, nous avons nécessairement f = 0.
En écartant ce cas, nous avons alors

V i=vect{f(- + ma+ngB),m,n € Z}
=vect{f(- + ma+nB),0<m<M-1,0<n<N -1},
ce qui montre que le C-espace vectoriel V' est de dimension finie. Comme
a/B appartient & R\Q, le sous-groupe additif Z(a/B3) + Z est dense dans
R. En particulier, il existe une suite (hg)reny d’éléments de Za + Zf qui
tend vers 0. Soit (gk)ken la suite de fonctions de V' définie par
_fth)—f
k T
pour tout k& € N. Nous savons (nous pouvons le déduire du théoréme

de Taylor) que la suite (gx)xen converge vers f' pour la topologie de
la convergence uniforme sur tout compact de C. L’espace V étant de
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dimension finie sur C, toutes les normes définies sur V sont équivalentes : la
suite (gk)ren converge donc bien vers la fonction f’ dans V. Une récurrence
évidente donne I’appartenance de f & V pour tout i € N. Nous en
déduisons que la famille (£, f/,..., f(4mcV)) est liée sur C. La fonction f
vérifie donc une équation différentielle & coefficients constants : la solution
entiere f est un polyndéme exponentiel. O

Remarque 2.2. — Comme ’a noté J.-J. Loeb [Loeb], cette preuve
s’adapte aisément au cas des fonctions C*°(R) : la convergence simple est
en fait suffisante dans la preuve qui précéde comme l'indique ’adaptation
suivante du Lemme 1 de [Loeb] :

LEMME 2.3. — Soit X un ensemble, soit F(X) l’ensemble des
fonctions de X a valeurs dans K (K désignant R ou C) muni de la topologie
de la convergence simple. Alors tout sous-espace vectoriel E de F(X) de
dimension finie est fermé pour cette topologie.

Un argument de régularisation par convolution permet ensuite &
J.-J. Loeb de montrer que le résultat du lemme 2.1 reste valable si ’on
suppose seulement que la fonction f est continue de R dans R.

Remarque 2.4. — Tous les énoncés de [BéGra2] peuvent se prolonger
au cas a/f0 appartenant & R\Q. En effet, les preuves consistent en des
manipulations algébriques permettant de se ramener, & partir du cas
général, au cas des systemes a coefficients constants. Ces opérations exigent
seulement l’irrationalité du quotient /8 et n’imposent aucune condition
sur la nature de la fonction f solution. Pour cette raison, les résultats de
[BéGra2] sont aussi vérifiés lorsque I’on suppose /8 € R\Q et f seulement
continue de R dans R.

Nous pouvons regrouper la proposition 1 de [Gra2], le lemme 2.1 et
la remarque 2.2 dans I’énoncé suivant.

COROLLAIRE 2.5. — Soient o, 8 € C\ {0} avec a/8 ¢ Q, et f une
fonction entiére solution du systéme

Z am f(z + ma) = &(2),

0<m<M

Y buf(z+n) = U(2),

0<n<N

3)

ol (am)o<m<m €t (bn)o<n<n sont deux suites finies d’éléments de C telles
que apby # 0, et ou ® et ¥ sont deux polynémes exponentiels. Alors f



SUR LES FONCTIONS ENTIERES A DOUBLE PAS RECURRENT 657

est un polynéme exponentiel.

De méme, si I'on considére o, 8 € R\ {0} avec o/B ¢ Q et f une
fonction de la variable réelle de classe C™ satisfaisant le systéme (3) avec
(am)o<m<m €t (bn)o<n<n deux suites finies d’éléments de R telles que
apmby # 0, alors f est un polynéme exponentiel.

Remarque 2.6. — Nous nous sommes apercus que le résultat donné
par le corollaire 2.5 dans le cas des fonctions entiéres est en fait une
conséquence directe d’un résultat de Gel’fond [Gel] qui est en remarque
p. 367 (& la suite de la preuve du Théoréme VI p. 365). Cela dit, la preuve
du théoreme de Gel’fond requiert I’analyticité de la fonction f alors qu’une
adaptation de notre preuve permet de traiter le cas des fonctions continues
de R dans R (cf. remarque 2.2). Nous pouvons énoncer le résultat comme
suit.

THEOREME 2.7 [Gel’fond]. — Soit f une fonction entiére solution
des deux équations L(f) = 0,L;(f) = 0, ot L et L, sont des opérateurs
normaux dont les fonctions caractéristiques respectives ¢ et ¢ n’ont qu’un
nombre fini de zéros communs, alors f est un polynéme exponentiel.

Précisons la remarque 2.6. Nous désignons par D l'opérateur de

+oo
dérivation. Soit T' = ) a,D™ un opérateur différentiel d’ordre éventuel-
n=0
lement infini, la fonction caractéristique de l'opérateur T est la fonction
+o00
z+ Y. an2". Nous dirons que ’opérateur est normal si sa fonction carac-
n=0
téristique est entiere. Comme dans [BéGral], nous notons e*? et efP les
opérateurs différentiels d’ordre infini de translation par a et par 8 . Nous
avons alors ici L = P(e®P) et L; = Q(efP), o0t P(X) = Y amX™
0<m<M

et QY)= > b,Y"™ sont les polynémes non nuls dont les coefficients
0<n<N

complexes proviennent du systéme (3). Pour avoir le résultat énoncé, il
suffit de remarquer que si nous avons /8 ¢ Q, alors les fonctions ca-
ractéristiques ¢(z) = P(e®?) et ¢1(z) = Q(e”?) n’ont qu'un nombre fini de
zéros communs.

3. Un lemme technique.

Nous allons avoir besoin du lemme suivant :
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LEMME 3.1. — Soient o, 8 € C\ {0} avec a/8 ¢ Q, soient A, B €
C(2)\{0} telles que

) A(z+,@)_B(z+a).

A(z) ~  B(2)
Alors il existe a,b € C, R € C(z) tels que
Q A =t 5 B,

De plus, a et b sont uniques et R est unique a multiplication par un nombre
complexe pres.

Si I'on suppose o, § € R\ {0} avec o/ ¢ Q et A, B € R(2) \ {0}
vérifiant la condition (4) alors il existe deux nombres réels a et b uniques et
une fraction rationnelle R € R(z) unique & multiplication par un nombre
réel prés tels que A et B s’écrivent sous la forme (5).

Preuve. — Quitte & normaliser, nous pouvons supposer a@ = 1 et
0 irrationnel. Toutes les fractions rationnelles considérées dans la preuve
de la premiere partie du lemme sont & coefficients complexes. Pour toute
fraction rationnelle U et toute classe ¢ de C/Z, nous posons

N(c,U) = Card{z € c| 2z zéro ou péle de U compté sans multiplicité}.
Nous allons tout d’abord montrer qu’il existe deux fractions rationnelles R
et S telles que
R(z+1)

(©) A(z) = S(2) =75

Soit A un systéme de représentants des classes de C/Z. 1l est clair que nous
pouvons écrire A sous la forme

A(z) =a [] Ax(2)

AEA

et Ve € C/Z, N(c,S) <1.

ota€Cet Ax(2)= [[ (=X — m)"rxn avec les 7\, € Z presque tous nuls.
mEZ
Pour ’étude de chacun des Ay, nous nous ramenons par translation de la

variable au cas ou A = 0. Nous pouvons donc nous restreindre & 1’étude des
fractions de la forme
A = [ = my
mezZ

avec les 1, presque tous nuls. Soit o 'entier relatif 3 r,,. Il existe une
mMmEZL
fraction R telle que

A(z) = 2* H (z—;m)r"‘zza%l_)'

meZ\{0}
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En effet, pour tout m de Z \ {0}, nous avons
z—-m (2—1)(z=2)---(z—m)

z  z2(z=1)--(z=m+1) stm 2 1
z—m (2+1)(z+2)---(2—m) _
et z  zz4+1)---(z—=m—1) sim < —1.

11 existe donc une famille (Ry)xea de fractions rationnelles presque toutes
égales a 1 telle que

Ax) =a [ -y [T e D

AEA AEA Ra(2)

Posons
S(z) =a H(z —A)* et R(z) = H Ry\(2).
XeA AEA

Nous avons bien la forme (6) désirée puisque, par construction de S, nous
avons N(c, S) < 1 pour toute classe ¢ de C/Z.
Soit V(z) = B(2)R(z)/R(z + (). L’égalité (4) entraine la relation

) S(z+ 0) _ V(z+1)

S(2) V(z)
Supposons S non constante, i.e. non périodique, la fraction V ne peut
pas alors étre constante, en vertu de 1’égalité précédente. Soit 2y un zéro
ou un pole de V. L’ensemble des entiers relatifs h tels que zp + h soit
un zéro ou un pole de V(z + 1)/V(z) est une partie finie non vide de
Z, qui admet un minimum et un maximum distincts. Ceci montre que
N(z5,V(z+1)/V(2)) > 2. Nous avons donc, en utilisant (7),

(8) N(z,S(z +B)/5(2)) = 2.

Rappelons que N(c,S) < 1 pour toute classe ¢ de C/Z. Nous voyons
facilement que

(9) NG, S(z+8) = N (= B.5(2)) .

Si N(zg,S(z)) = 0, la relation (8) implique N(Zp, S(2+ 3)) > 2, ce qui est
absurde puisque N(zg, S(z+8)) = N (20 — 3, 5(2)) < 1. De méme, il n’est
pas possible d’avoir N (zg, S(z + 3)) = 0. Nous avons montré que

(10) N(#5,5(2)) = N (35, 8( + ) = 1.

Les relations (9) et (10) entrainent I'égalité N (zo — kB3, S(2)) = 1 pour
tout entier naturel k. Les classes (20 — kf3), oy étant disjointes (puisque
B est irrationnel), la fraction S, qui n’est pas constante, admet donc une
infinité de zéros ou de poéles. C’est impossible et nous en déduisons que
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S est égale & la constante a. Nous avons alors la forme voulue pour A.

L’égalité (7) nous dit que la fraction V est périodique de période 1 : elle

ne peut étre qu’'une constante complexe b. L’unicité de a provient du fait

que a = | liim A(z). Le méme argument donne I'unicité de b. Quant 2 la
Z|—00

fraction R, si nous supposons l’existence d’une autre fraction U convenable,
nous obtenons en particulier I’égalité :

R(z+1)  R(2)

Uz+1) Uz)
Les seules fractions rationnelles périodiques étant les constantes, nous en
déduisons qu’il existe u dans C tel que U = uR.

Montrons maintenant la deuxiéme partie du lemme. Nous supposons
donc a,8 € R\ {0} avec o/ ¢ Q et A, B € R(2) \ {0}. Nous venons de
prouver qu'’il existe a,b € C uniques et R € C(z) unique & multiplication
par un nombre complexe pres tels que

Riz+ o) R(z + )
(1) () = a5, By = b
Les nombres a et b sont en fait réels puisque a = |llim A(z) et b =
zZ|—0C

'I’im B(z). La fraction rationnelle A étant & coefficients réels, si nous
zZ|— 00

notons R la fraction rationnelle conjuguée de R, nous avons, en vertu de
(11),
R(z+ a)
(12) A(z)=a R0
puisque a, z € R et A(2) € R(z). Nous déduisons de (11) et (12) que la frac-
tion rationnelle R/R est périodique donc constante. Cette constante étant
nécessairement de module 1, nous pouvons, quitte & multiplier R par un
nombre complexe convenable, supposer que R = R. La fraction rationnelle
R peut donc étre choisie a coefficients réels. Les mémes arguments que ceux
utilisés dans le cas complexe nous donnent I'unicité de a et b et 'unicité de
R a multiplication par un nombre réel pres.

4. Etude du critere.

Nous considérons un systéme de la forme

Z P, (2)f(z+ma) =0,

o<m<M

> Qu(2)f(z+np) =0,

0<n<N

(13)
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ou f est une fonction entiére (resp. une fonction de C*°(R)), a et 3 sont
deux nombres complexes (resp. réels) linéairement indépendants sur Q, et
(Pm)o<m<m €t (Qn)o<n<n sont des suites finies d’éléments de C[z] (resp.
R[2]) avec PyQn # 0.

Les deux équations du systéme (13) nous permettent d’exprimer la
quantité f(z + Ma + Nf3) de deux fagons différentes. En effet, nous avons
fz+NB+Ma)= > Am(z+NB)f(z+ma+Np)

0<m<M-1
et
fz+Ma+NB)= > Bn(z+Ma)f(z+ Ma+np),
0<n<N-1
ot Ay, = —Pp/Py,0<m<M—1et B, =—-Qn/QnN,0<n<N-1.En
utilisant & nouveau les données du systéme (13), nous obtenons la relation
¥ ((Am(z + NB)Bp(z + ma) — Am(z + nf)Bu(z + Ma))

0<m<M-1
0<n<N-1

f(z+ma+ng) =0.

4.1. Enoncé et preuve du critére.

Nous avons le résultat suivant :

CRITERE 4.1. — Soit f une fonction entiére (resp. C*°(R)) solution
du systéme

Z P (2)f(z + ma) =0,

0<m<M

Z Qn(2)f(z +nB) =0,

0<n<N

(14)

ol o et 3 sont deux nombres complexes (resp. réels) linéairement indépen-
dants sur Q et (Pp)o<m<m €t (Qn)o<n<n des suites finies d’éléments de
C[z] (resp. R[z]) avec PuQn # 0.

Posons Ay = =P /Py,0<m <M —1et B, =—-Qn/Qn,0<n <
N -1.

Si, pour tout couple d’entiers naturels (m,n) tel que0 <m < M —1,
0 < n < N —1, les fractions rationnelles

Cmn(2) = Am(z + NB)Bp(z + ma) — Apn(2 4+ nB)Br(z + Ma)
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sont nulles, alors, f est le quotient d’un polynéme exponentiel par un
polynéme.

Preuve. — Si les hypotheéses du critére sont vérifiées, nous avons les
relations

Am(z+ NB)Bn(z +ma) = Apn(z + nB)Bn(z + Ma)

pour tout couple (m,n) € N2, 0 <m<M-1,0<n < N-1.8Sif est
entiére (resp. C*°(R)), le lemme 3.1 nous dit que, pour tout couple d’entiers
(m,n) eN2,0<m<M-1,0<n<N -1, tel que A,,B,, # 0, il existe
deux nombres complexes (resp. réels) am n,bm, » €t une fraction rationnelle
R, dans C(z) (resp. R(z)) tels que

A (2) = a Rpn(z+ Ma) Rpn(z+ Np)

" " R (2 + ma) Rpyn(z+np)’

Ces égalités et argument d’unicité de la preuve du lemme 3.1 permettent
d’affirmer D’existence de deux suites finies (am)o<m<m—1 €t (bp)o<n<n—1
d’éléments de C (resp. R) et d’une fraction rationnelle non nulle R de C(z)

(resp. R(z)) telles que
R(z+ Ma) R(z+ Np)
m(2) = amo5——— —_,
R(z 4+ ma) R(z +np)
Nous avons donc transformé le systéme (13) de départ en le systéme
suivant :

et Bn(2) =bmn

et B,(z) = by,

B R(z+ Ma)
fz+ Ma) = OstS:M 1amm)l—)—f(z+ma),
feang) = S b RN )

TL
0<n<N-1 R(z +np)

(
ol R appartient & C(z)\{0} (resp. R(2)\{0}). Posons g = f/R. Nous
obtenons alors le systéme

g(z+ Ma) = Z amg(z + ma),

(15) 0<m<M-—1
g(z+NB) = > bng(z+np).
0<n<N-1

Nous allons montrer que g est entiere lorsque f ’est. En effet, la fonction

= f/R est clairement méromorphe avec un nombre fini de poles. Si
I’ensemble des pdles de g n’est pas vide, il existe un pole z; de g(-+ Ma) qui
n’est pole d’aucun élément de la suite de fonctions (g(- + ma))o<m<m—1 :
il suffit de considérer un nombre complexe z; qui réalise le minimum de
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R(2/a) parmi les poles de g(. + Ma). La contradiction vient alors du fait
que z; est une singularité pour le premier membre de la premiére équation
du systéme (15) et n’en est pas une pour le second membre. La fonction g
est donc entiere et elle est solution d’un systeme d’équations aux différences
a coefficients constants.

Si nous supposons f dans C*°(R), nous voyons, en remarquant que
toutes les dérivées de g satisfont le systéme (15), que le méme raisonnement
permet de montrer que nous pouvons prolonger la fonction g par une
fonction § de C*(R) elle aussi solution d’un systéme d’équations aux
différences a coefficients constants. Le corollaire 2.5 entraine alors, dans
tous les cas, que g est un polyndme exponentiel et I’égalité f = Rg nous

permet de conclure. O

Remarque 4.2. — Comme le montre la preuve, le critere 4.1 reste
valable si ’on suppose seulement f continue de R dans R (il faut alors
utiliser la remarque 2.2).

Remarque 4.3. — En fait, ce critére s’applique pour toute fonction
f qui s’exprime comme quotient d’'un polynéme exponentiel ¢ par un
polynéme P : les coefficients d’un systeme quelconque dont f est solution ne
vérifient pas en général les hypotheéses du critére mais on est sir en revanche
qu’il existe un systéme non trivial satisfait par f dont les coefficients
vérifient les hypotheses du critére. En effet, le nombre complexe o étant un

pas récurrent pour g, il existe ag, ay,...,ap dans C tels que
M
Z amg(z +ma) =0.
m=0

Nous posons alors Pp,(2) = amm P(z + ma) pour m € N,0 <m < M. Nous
avons donc la relation

M
3" Pu(2)f(z +ma) = 0.

m=0
De méme, il existe b, b1, ...,by dans C tels que, si nous posons Q,(z) =
bnP(z + nf) pour n € N;0 <n < N, nous ayons

N
> Qn(2)f(z +nB) =0.
n=0

Nous voyons alors facilement que les fractions rationnelles Cy, ,, sont identi-
quement nulles. Les hypotheses du critére sont évidemment satisfaites dans
le cas ou les deux équations sont & coefficients constants et elles le sont aussi
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lorsque M ou N vaut 1 (cf. la preuve du théoréme 4.4). Initialement, nous
pensions que, lorsque M et N étaient minimaux, les fractions rationnelles
Cm n étaient toutes nulles. J.-P. Bézivin et F. Gramain nous ont fourni les
contre-exemples f(z) = (e* —1)/z+ 1 et f(2) =€ + 2.

4.2. Résultats partiels obtenus.

Nous étudions quelques cas particuliers dans lesquels le critere s’ap-
plique.

THEOREME 4.4. — Soient «, deux nombres complexes (resp.
réels) non nuls tels que a/B ¢ Q, et soit f une fonction entiére (resp.
C>(R)) solution du systéme

Pi(2)f(z+ @) + Po(2) f(2) = @,
(16) Y Qu@)f(z+nB) =¥,
0<n<N

ot Py, P1,Qo,...,Qn sont dans C[z] (resp. R[z]) avec BobPiQoQn # 0 et
ou ® et ¥ sont deux polynémes exponentiels. Alors

i) si @ est nul, f est le quotient d’un polynéme exponentiel par un
polynéme;

ii) si Py ou Py est constant, alors f est un polynéme exponentiel.

Supposons f entiere et non identiquement nulle. Les mémes calculs
que ceux faits au début de cette section nous permettent de déduire du
systéme (16) la relation
(17)

H(z) Y (A(z+NB)Bu(2)— A(z +nB)Bn(z +a)) f(z+nB) = &1(2),
0<n<N-1
ou H est un polynéme non nul et ¢; un polynéme exponentiel.

Supposons ® nul. Il est toujours possible de supposer au départ ¥ nul
car 3 est un pas récurrent pour le polynéme exponentiel ¥ (cf. Introduction)
puis N minimal. La fonction ®; qui est une combinaison linéaire sur C[z]
de translatées de ® et de U est par conséquent nulle. La minimalité de N
entraine la nullité des coefficients des fonctions (f(- + 1)) ., <y, d2ns
la relation (17). Le critere 4.1 s’applique et donne le résultat annoncé.

Nous traitons maintenant le deuxiéme point. Nous supposons N
minimal. La relation (17) et la minimalité de N impliquent que les fractions
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A et (Bp)o<n<n—1 ont la forme donnée dans le lemme 3.1 : il existe un
nombre complexe a, une suite finie (b, )o<n<n—1 d’éléments de C et une
fraction rationnelle non nulle R de C(z) tels que A(z2) = aR(z + a)/R(z)
et Bo(2) = byR(z + NB)/R(z + nB). Nous en déduisons en particulier
que lim A(z) = a. La fraction A étant égale au rapport —P,/P;, les

Z|—00
polyrIl(‘l)mes Py et P; ont méme degré et sont donc simultanément constants :
nous pouvons poser R = 1. Nous tirons alors de (16) le systeme
fz+a) —af(z) = A0(2),
(18) f(z+ NB) - 2 bnf(z +npB) = ——\I-/(L),
0<neN-1 Qn(z)
avec A € C. Nous voulons montrer que la fonction ¥(z)/Qn(z) est en fait
un polynéme exponentiel, ce qui entrainera le résultat escompté d’apres
le corollaire 2.5. Pour cela, nous allons utiliser &4 nouveau le procédé
initial : nous translatons les variables des deux équations du systéme et
nous transformons les expressions ainsi obtenues, ce qui donne la relation
suivante :
U(z + ) U(2)
(19) A®(z+ Np) oggv_l b A®(z 4 nf) oG “One)
Soit v un nombre complexe et soient F,G les coefficients polynomiaux
(éventuellement nuls) respectifs de e?" dans A® et ¥. La famille de fonctions
(€)sec étant libre sur C(z) (cf. [Wal]), la relation (19) nous donne
(20)
F(2+ NB)e™Nh — Z boF(z+nB)e™ = Gt a) o a G(z) .
0<n<N-1 Qn(z+a) Qn(2)
Posons T' = G/Qn. Nous allons montrer que la fraction rationnelle T est
nécessairement un polynéme. En effet, s’il n’en est pas ainsi, la fraction T’
admet au moins un pdle zy qui n’est pas un pole de T(z + «). Cela est
absurde puisque le membre de gauche de I’équation (20) est une fonction
entiere. Nous avons donc prouvé que @y divise le coefficient polynomial
de €7 dans ¥, c’est-a-dire que ¥/Qn est bien un polynéme exponentiel.
Les deux seconds membres du systéme (18) sont donc des polynémes
exponentiels. Le corollaire 2.5 nous dit alors que la fonction entiére f
solution de ce systéme est bien un polynoéme exponentiel. Une adaptation
immédiate de cette démonstration permet de traiter le cas des fonctions

C(R). 0

Nous déduisons de ce théoréme une nouvelle preuve du théoréme 5.1
de [BéGral].
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COROLLAIRE 4.5. — Soient o, 8 deux nombres complexes non nuls
tels que o/ appartient & C\Q, et f une fonction entiére solution du
systéme

S amflz+ma) = 8(),

0<m<M

Y ba(2)f(z +n8) = U(2),
0<n<N
ol (am)o<m<m €st une suite finie d’éléments de C et (b,)o<n<n une suite
finie d’éléments de C[z] avec aprby # 0, les fonctions ® et ¥ étant deux
polynémes exponentiels. Alors f est un polynéme exponentiel.

(21)

Preuve. — Nous pouvons, comme précédemment, supposer
apmbynagby # 0 et @ = ¥ = 0. Si M = 1, le théoréme 4.4 donne alors
le résultat. Nous supposons donc M > 2 et la propriété vraie jusqu’au
rang M — 1. Notons X l'opérateur de translation par «, Y l'opérateur de
translation par 8 et Z opérateur de multiplication par z. Le fait que o/
soit irrationnel entraine que X et Y sont algébriquement indépendants sur
C(Z) (cf. [BéGral]). Nous écrivons le systéme (21) sous la forme

Py(X)f =0,

R(Z,Y)f =0,
avec Py € C[X] (deg Py = M), et R(Z,Y) € C(Z)[Y]. Soit A € C
une racine de Py et Pp—1 le polynéme en X de degré M — 1 défini
par Py (X) = (X — A)Pp—1(X). Introduisons la fonction entiere g =
(X =N f = f(- + @) — Af. Comme l’espace vectoriel engendré sur C(z)
par la famille de fonctions (f(- +ma + nf3))(m,n)ecz est de dimension finie
(grace au systéme (22)), il existe un polyndéme non nul R;(Z,Y) tel que g
soit solution du systeme

(22)

Py-1(X)g =0,
Ri(Z,Y)g = 0.
L’hypotheése de récurrence entraine alors que g = f(- + a) — A\f est un
polynéme exponentiel, ce qui permet d’écrire un systéme de la forme
fz+a) = Af(z) = ®1(2),
Y ba(2)f(z+nf) = ¥(2),
0<n<N
ot ®; est un polynéme exponentiel. Il ne reste plus qu’a appliquer le
théoreme 4.4 pour conclure. a
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5. Détermination algorithmique des solutions entiéres.

Nous supposons que la fonction entiere f est solution du systéme

S Pu()f(z+ma) =0,

0<m<M

Y Qu@)f(z+np) =0,

0<n<N

(23)

ol (Pm)o<m<m €t (Qn)o<n<n sont deux suites finies d’éléments de C|[z]
avec PyQn # 0 et toujours a/F ¢ Q. Quitte & normaliser, nous pouvons
supposer a = 1 et [ irrationnel. Nous allons développer dans cette section,
inspirée du chapitre 8 de [PWZ], un algorithme donnant la forme explicite
des solutions entieres f du systéme (23).

Posons d; = oJhax, deg(Pp,) et do = pmax, deg(Qr). Nous cherchons

f sous la forme

5
(24) z sz(z)eész avec ; # 0; si it # j, et z, € C(2).

s=1

E‘tape 1 : Détermination des fréquences 65 des exponentielles. — La
famille de fonctions (e®) scc st libre sur C(z). Nous avons donc, en
injectant f sous la forme (24) dans la premiére équation du systéme (23),

M
(25) Z Pp(2)zs(z +m)ed™ = 0,

m=0
pour tout s € {1,...,S}. Ceci implique

M

3 Pn(2) 2s(z+m) sm _

mmo 20 ws(?)
En notant a,, le coefficient de z9* dans P,,(2) et en faisant tendre z vers

M

I'infini, nous obtenons Y. a,,e®™ = 0, qui est une équation polynomiale

m=0
en e®. De méme, en notant b, le coefficient de 2% dans @, (z) et en faisant

N

tendre z vers I'infini, nous obtenons Y bne®s™ = 0 qui est une équation
n=0

polynomiale en e®#. Nous résolvons donc les équations polynomiales en

X=ebetY =eP

M N
m o __ n _
m .
E amX™ =0et E b, Y" =0
m=0 n=0
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Nous obtenons I (< M) classes distinctes de solutions dans C/2iwZ pour
la premiére équation qu’il faut comparer aux J (< N) classes distinctes
de solutions dans C/2im3~'Z pour la deuxiéme équation. La comparaison

M
s’opére comme suit. Soient z; une racine du polynéme P(X) = 3 ap,X™
m=0

et y; une racine du polynéme Q(Y) = f: b,Y™. Nous associons & z; une
n=0
fréquence 6; de la forme log z; + 2imk; et & y; une fréquence 5; de la forme
(log y1 + 2imk;) /B ol log désigne la détermination principale du logarithme
complexe et ol kl,kll sont dans Z. On est donc ramené & résoudre les
équations en k et k' € Z
(26) log z + 2irk = (logy + 2iwk’) /3
ou z décrit I’ensemble des racines de P et y ’ensemble des racines de Q.
Du fait de l'irrationalité de (3, nous sommes assurés de trouver un nombre
fini S; de fréquences complexes § convenables. La résolution des équations
(donc la comparaison des classes) ne peut étre faite avec un ordinateur
que dans le cas ou [ n’est pas réel. En effet, si elle est facile dans le cas
ou 3 n’est pas dans R (il faut utiliser (26) et sa conjuguée), elle n’est pas
possible si 3 est réel irrationnel : le sous-groupe Z + Zf est alors dense
dans R et il faudrait avoir une idée de la taille de k et k' pour pouvoir
les déterminer, en utilisant 1’algorithme LLL par exemple. Or, nous ne
pouvons pas avoir un tel renseignement dans la situation étudiée ici. La
résolution des équations (26) nous permet d’exhiber, en cas d’existence de
couples (k, k') solutions, un nombre fini de fréquences 61, ..., §s, de formes
respectives logz, + 2imks,...,logxgs, + 2imks, et dans le cas contraire
d’assurer que 0 est seule solution entiére.

Etape 2 : Détermination des fractions rationnelles x4(z). — Nous
utilisons un algorithme de S. Abramov [Abr] pour trouver un polynéme D
que divise le dénominateur de chaque fraction rationnelle =, solution de
léquation (25). Ensuite, nous déterminons, grace & P’algorithme Poly de
M. Petkovsek [PWZ], toutes les solutions polynomiales y,(z) de ’équation

o~ _Pul2) o
Soit ys(z) un polynéme solution de cette équation, posons zs(z) =
ys(2)/D(z). Nous vérifions alors si z(z)e®* est solution de la deuxiéme
équation de (23).

Etape 3 : Etant donné z,(2)e®*?,...,z5(2)e®s* les S solutions méro-
morphes déterminées a I’aide des étapes précédentes, trouver les coefficients
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s
complexes Ay, ..., g tels que la fonction z — f(2) = Y A\sxs(2)ed* est

entiére. — Nous disposons depuis I’étape 2 d’un dénomisrzateur D commun
aux zs(z) et dont nous connaissons, par sa construction, les racines et
leurs ordres de multiplicité. Il s’agit & cet endroit de trouver les A; pour
lesquels les racines de D sont aussi racines (comptées avec multiplicité)

du polyndéme exponentiel gy, . ig(2) = Z AsD(2)zs(2)e%=. Si nous

notons 21, 29,..., 2, les racines de D d’ordres respectlfs P12y -« - lry lES
coefficients Ag seront les solutions du systéme formé par les équations

(t5)
{g)\l, As ZJ) _0} 1<j<r

0<l;<pj=-1

Nous pouvons adapter facilement cet algorithme au cas ot la fonction
entiere f est solution du systéme

Z Ppn(2)f(z+ma) =0,

0<m<M

D Qu(2)f™(2) =0,

0<n<N

(27)

olt (Pn)o<m<m €t (@Qn)o<n<n sont deux suites finies d’éléments de C[z]
avec Py @Qn # 0 et a un nombre complexe non nul. Nous savons alors, par
le théoreme 1.3 de [BéGra2], que f est encore le quotient d’un polyndme
exponentiel par un polynéme. Nous normalisons en supposant o = 1. Nous
injectons f sous la forme (24) dans la deuxiéme équation du systéme (27).
Nous obtenons, toujours gréce a la liberté sur C(z) de la famille de fonctions
(e%)s <o les relations

N
(28) Z Qn(2) (ms(z)e‘ssz)(n) =0,

pour tout s € {1,...,S}. La formule de Leibniz donne, pour tout n € N,
n
(@e()e) ™ = e 3 (ot o).
k=0
Les relations (28) entrainent
k
>0 (3 (1)o7 ) =
n - b
n=0 k=0 z5(2)

pour tout s € {1,...,S}. En notant toujours b, le coefficient de 2%
dans Qn(2) et en faisant tendre z vers l'infini, nous obtenons ’équation
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N
> bpés™ = 0. 1l nous faut alors modifier légeérement la premiére étape de
0

n=
I’algorithme. L’étape 1 devient

Etape 1. — Nous résolvons les équations polynomiales en X = e’
et Y =96
M N
Y amX™ =0 et » bY"=0.
m=0 n=0

Nous trouvons ainsi I (< M) classes distinctes de solutions dans C/2inZ
pour la premiére équation que nous comparons aux J (< N) solutions
distinctes dans C de la deuxiéme équation. Cela nous permet de trouver
encore un nombre fini de fréquences complexes § convenables.

L’implantation de ces deux algorithmes, qui est discutée dans [Bri], a
été réalisée en MAPLE. Les programmes sont disponibles & ’adresse www
http://wuw.math.u-bordeaux.fr/ brisebar/Pasrec/pasrec.html.
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