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QUELQUES VALEURS PRISES PAR
LES POLYNÔMES DE MACDONALD DÉCALÉS

par Michel LASSALLE

1. Introduction.

Soient q et t deux indéterminées, et considérons l'algèbre des poly-
nômes symétriques de n variables à coefficients rationnels en q et t. Les
polynômes de Macdonald P\(q,t) forment une base de cette algèbre,
indexée par les partitions A de longueur inférieure ou égale a n [7].

Dans un précédent travail [3], nous avons défini pour tout couple

de partitions (A, ^} un coefficient binomial généralisé ( j associé à ces
V^q,t

polynômes. Nous avons donné les propriétés générales de ces coefficients
binomiaux généralisés et obtenu des formules analytiques explicites pour
les plus élémentaires d'entre eux.

Le but de cet article est d'expliciter plusieurs autres familles de coef-
ficients binomiaux généralisés. Nous obtenons en particulier tous ceux qui
correspondent à des partitions de longueur deux ainsi qu'à leurs conjuguées.
Il est tout à fait remarquable que les expressions obtenues fassent apparaître
la fonction hypergéométrique généralisée 3<% de base 1/q.

Simultanément et indépendamment de [3], les coefficients binomiaux
généralisés associés aux polynômes de Macdonald ont été introduits par

Mots-clés : Polynômes de Macdonaid (décalés) - Formule du binôme généralisée - Coef-
ficients binomiaux généralisés — Fonctions hypergéométriques.
Classification math. : 33C50 - 33C20.
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Okounkov par une méthode très différente [9]. Celle-ci repose sur la notion
de polynôme de Macdonald "décalé" introduite par plusieurs auteurs
([2], [8], [12]). Dans cette approche nos résultats s'interprètent comme
donnant la valeur des polynômes de Macdonald décalés en certains points
particuliers.

Les polynômes de Jack J\(a) sont la limite, lorsque t tend vers 1,

des polynômes de Macdonald P^t^^t). Dans cette limite ( ) définit
w^"(

un coefficient du binôme généralisé ( ] associé aux polynômes de Jack.
V^Va

Nous obtenons ainsi plusieurs formules explicites pour les coefficients bi-
nomiaux généralisés associés aux polynômes de Jack. Ces expressions, au-
paravant annoncées dans [5], font apparaître la fonction hypergéométrique
classique 3^2-

Notre travail met, pour la première fois, en évidence les liens étroits
qui existent entre les polynômes de Macdonald et les fonctions hy-
pergéométriques. Il serait intéressant de disposer d'une meilleure compré-
hension de ce phénomène.

2. Fonctions hypergéométriques.

Soient a et q deux indéterminées. On note

(a;ç)oo =\\(ï-aq^),
i>0

et pour tout entier k > 0,

( ' \ k
/ \ ^'iQ)oo TT/i i—l\^^w^^w q )"

On rappelle que la fonction hypergéométrique généralisée 3^2 de base q
est définie par

s^^^;.,,;.)^^^^^^-^,
^ Wq)k(y',q)k WQ)k

pour toutes les valeurs de x et y où le dénominateur a un sens.

L'outil central de cet article est le résultat suivant qui explicite une
"relation de contiguïté" pour la fonction hypergéométrique s^9 .
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THÉORÈME 1. — Soient a, b, c, x, y cinq variables réelles assujetties
à la condition xy = o^bc. Alors on a la "relation de contiguïté"

((1 - b) + ̂ (1 - c)) (l - ̂ )^\a^c -^y ;a)

^'^'^^^î^r^^^^^^^^
, / - i ^ { y - a ) { y - b ) (g)/

( /—v(l - y)——302 (^çc ;^^ ;û).

On observera que

(('-^-^-^-O1-^-^-^
La relation de contiguïté du théorème 1 est donc parfaitement symétrique
dans l'échange des variables (b,x) et (c,y). La preuve du théorème 1 sera
donnée à la section 9.

Soit (a)k le coefficient hypergéométrique classique défini pour tout
entier k > 0 par

^^l^'n^-i)-
La fonction hypergéométrique classique

3^^;.,,;.)=^(^^
^ Wk(y)k k\

satisfait la relation

3^2(0,6, c ;^T/ ;^) = \ïm3^q\qa,q\qc ;^,ç^ ;;,).
g—^l

Dans cette limite nous obtenons facilement le résultat suivant :

COROLLAIRE. — Soient a, b, c, x, y cinq variables réelles assujetties
à la condition x-^-y=2a+b-i-c. Alors on a la "relation de contiguïté"

(b+c) 3^2(0,6,c;^;l)^ ( x - ^ - ^ ) 3F,(a ,6+l ,c ; : r+l^; l )
x[x — a — c)

+c(^a)l^)3f2(a•&'c+l;a:'^/+l;l)•
Soient maintenant a-, y , z trois variables réelles et r, 5 deux entiers

positifs ou nuls. On pose

F^ (x, y , z, r, s) = ̂ (rc; q)r-k(y\ q)s-k{z\ l/ç)fc(<77'; l/q)k
k'^0 7^

(î'îl/^fcTT———.-T——.
(1/î; l/î)fc
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La sommation est bien sûr finie, et la fonction F^ est un polynôme en les
variables x, y et z. Dans toute la suite de cet article, cette fonction jouera
un rôle fondamental.

PROPOSITION 1. — Pour toutes les valeurs de x et y distinctes de
(^ (k entier > min(l — r, 1 — s)), on a

F^^y^z^s) = ̂ q)r(y^q)s ̂ ^(z. çW; ̂ -W"1; ̂ ).

Preuve. — Conséquence immédiate de la relation élémentaire

^q\,,= ^[q)r . D
{xqr-l',l/q)k

Nous utiliserons le théorème 1 sous la forme suivante :

THÉORÈME 2. — Soient x, y , z trois variables réelles assujetties à la
condition xy = q2zl2. On considère une suite de fonctions Ur,s(x, y , z) (avec
r et s entiers positifs) définie par

i) la condition initiale HO,O = l?

ii) la relation de récurrence

((1 - (f) + ̂ -^(l - 98)) fl - ^Ç8-1-1)^,,\ z / \ z /

=qs[\- (f) (l - ̂ ç1-'-) (1 - ̂ -^^-M
\ X ^

-^(1 -^(l - ̂ -^(l -^-r-1)^-!.

Alors on a Ur,s {x, y , z) = F^ (x, y , z, r, s).

Preuve. — En vertu de la proposition 1 et du théorème 1, la fonction
F ^ { x , y , z , r , s ) satisfait la relation de récurrence pour presque toutes les
valeurs de x et de z/, et donc pour toutes par la continuité de F^. D'où le
résultat par récurrence. D

Remarque 1. — On observera que, F ^ Ç x ^ y ^ z ^ r ^ s) étant un poly-
nôme en x^ y et z, le théorème 2 implique qu'à chaque étape de la
récurrence, le membre de droite soit divisible par

((i - ?') + ̂ -^(i - <?5)) (i - y^s~r~l)
= -((1 - ç5) + ̂ -^(l - <f)) (l - î<f-s-l)•
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De manière analogue on pose

G(x, y , z, r, s) = ̂  ,,Wr-k{y)s-k{z)k(-r)k(-s)k'
feX)^

La sommation est également finie et la fonction G est un polynôme en les
variables x, y et z. Pour toutes les valeurs de x et y qui ne sont pas des
entiers > min(l — r, 1 — s}, on a

G(x, y , z, r, s) = (x)r(y)s 3^2^ -r, -s ; 1 - x - r, 1 - y - s ; 1).

On a facilement
F^(ax nV a z r ^G(r ?y z r ^ — lim W ^ ^ ^ ̂C^^r^-^m———(i _ ç).+s———•

On en déduit le résultat suivant, obtenu à partir du théorème 2 en prenant
la limite q —> 1.

THÉORÈME 3. — Soient x, y , z trois variables réelles assujetties a
la condition x + y + 2z = 2. On considère une suite de fonctions 14^5 (a*, y , z)
(avec r et s entiers positifs) définie par

i) la condition initiale HO,O = 1,

ii) la relation de récurrence

(r + s)(y + z + s - r - l)ur,s = -r(x + z + r - l)(x + r - s - l)ur-i,s

+s(y + z + s - l)(y + s - r - l)ur,s-i'

Alors on a Ur,s(x, y, z) = G(x, y, z, r, s).

Remarque 2. — De manière analogue, on observera que, G (a;, ?/, z, r, s)
étant un polynôme en x, y et z^ le théorème 3 implique qu'à chaque étape
de la récurrence, le membre de droite soit divisible par (y+z+s— r— 1) =
-(x+ z-\-r - s- 1).

3. Coefficients binomiaux généralisés.

Soient q et t deux indéterminées. On considère l'algèbre des polynômes
symétriques de n variables a-i, 3:2, . . . , a^n, à coefficients rationnels en q et t.
Les polynômes de Macdonald P\(xi, x^ , . . . ,Xn\ ç, t) forment une base de
cette algèbre, indexée par les partitions A de longueur inférieure ou égale
à n. Nous renvoyons le lecteur au Chapitre 6 du livre de Macdonald [7]
pour leur définition et leurs propriétés.
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Rappelons que, étant donnée une partition A, c'est-à-dire une suite
décroissante finie d'entiers positifs, on dit que le nombre n d'entiers non
nuls est la longueur de À. On écrit À = ( A i , . . . , \n) et n = £(\). On dit que

£W ^W
|A| = ^ \i est le poids de À. On pose n(A) = ^ (z — l)\i.

i=l z=l

On note /x Ç À lorsque /^ <: \i pour tout i. Soit fji Ç A avec
|^| = |A[ — 1. Il existe alors un entier j tel que /^j = Aj — 1 et /^ = \m
Çrn 7^ ^). Dans cette situation on note indifféremment fi = \çj\ et A = ̂ \

Dans [3] pour tout couple (A,/z) de partitions, nous avons défini un

coefficient binomial généralisé ( ] par la relation
Wg,t

P^(x^,x^...,Xn\q,t} vj^ i
————————^—————————ll^zî^oo

^ î==l _\^fx\ .nM-nWP^X^X^"'^n\q^^u; ^
où b\ est une quantité combinatoire appropriée. Cette définition généralise
aux polynômes de Macdonald la propriété classique

xk x _ v^ /^\ xn&re =àw^•
Nous renvoyons le lecteur à [3] pour l'exposé de notre méthode, et

rappelons seulement ici les trois résultats fondamentaux de [3] dont nous
aurons besoin :

a) Les coefficients binomiaux généralisés ( | sont nuls sauf si
Wg,t

/ / Ç A .

b) On dispose d'une expression analytique explicite pour ( j dans
Wg,é

la situation élémentaire où |//| = |A| — 1. On a en effet ([3], théorème 4)

/ A \ ^ i_, l-q^t^-^ ̂  l-g^-^-^1 'yr l-q^-^t^-1

Iw^"^ ^-^ i1 i-^-^^-1 41, i-^-^^ •
Cette expression peut s'écrire de manière plus condensée

( > \ ^ ,i-ew l-q^W-^ ̂  l-^-^-»+i

\\3}}gt ^î n ^-<lxl-xiV-i '
w
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c) II existe une relation entre les divers coefficients binomiaux
généralisés, et celle-ci permet en principe de les calculer tous, par récurrence
sur |A| - |^|. Au théorème 9 de [3] nous avons en effet démontré la

Relation de récurrence fondamentale. — Pour tout couple (A,/^) de
partitions on a

( \ / ^ \ ^(^O+i / \ \ / (i\\
E ^-l*l-^) ( ) - E t ̂  ^ ) ^-l-(^_/ A/<, éï V^U/J^

Dans [3] cette relation de récurrence nous a déjà permis d'expliciter

( j lorsque À est une équerre ou un rectangle. Le but de cet article est
^/q,t

d'étudier d'autres cas particuliers.

4. Premier exemple.

Nous donnons d'abord ( ) dans le cas où \i = /^ sauf pour un seul
Wç,<

indice j. Etant donnés une partition A = ( A i , . . . , \n) et un entier r >_ 0, on
note À(^) la partition fi définie, si elle existe, par ̂  = \j —r et /^ = \rn
(m ̂  j). On a À = A(^O) et À^-) = À(^I).

THÉORÈME 4. — Pour toute partition \ et tout entier 1 < j < £{\),
on a

( x \ _ ^l-.(A)). (^^^-^ 1/g). ̂  (^-^^-+1; g).

^ÀO,r)^^ (Ç;ç)r n (Ç^-^^——g). •
i^J

Preuve. — La propriété est vérifiée pour r = 0,1. La relation de
récurrence fondamentale s'écrit

( i: '•-)'-' G') -G ' ) M <A•-r'-i.
V,=^r+l / ^a7-)^ V^-IV^A ^O^) ^g,t

En effet parmi les partitions (A(^))^, la partition \(j,r-i) est la seule telle
que (A^r))^ c A- On applique donc la propriété a).

En appliquant la propriété b), la relation précédente s'écrit
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( \ \ ^ ( X \ ^^l-q^-^W-^ ̂  l-^-A^-i^+i
^U^j^ \\^r-l)}^ 1-Ç7- H l-^-À.+r-l^-z •

W

D'où l'assertion. Q

5. Le résultat principal.

Nous explicitons maintenant ( ) dans la situation où À, = a,
Wç,, ^

sauf pour deux indices j et k (j ^ k). Étant donnés une partition
A = ( A i , . . . , A^) et deux entiers r, s > 0, on note \^r;k,s) la partition ^
définie, si elle existe, par ̂  = A^- - r, ̂  = A/, - 5 et ̂  = A^ (m ^ j, k}.
Voici notre résultat principal (on retrouve le théorème 4 lorsque 5=0) .

THÉORÈME 5. — Pour toute partition A et tous entiers 1 ^ j
k < ̂ (A), (j ^ A:), on a

/ A \ _^(A))(r+.) (gÂ^(A)-^^ (^^-^l/g),

\\j,r;fc,.)y^ g^ (q',q)r (ç;ç),

f ïT (çA^-AJ•^-^+l;g).(çÀ^-Àfc^-^+l;g)^
n {q^-^t^qW^t^q),

\W,k )

F^)(^-A,^-fc+l^A,-A^fc-,+l^^^^

(ç^-^-5^-^; ç)^(ç^-^-^-J; ç ) ^ •

Preuve. — La relation de récurrence fondamentale s'écrit

(ï E ^'i.-'+f E '-)'-')(, A )
VV-A.-r+l / \z=Àfc-s+l / j\\3^k^)^

=( x \ (\^r-^\ .̂-^-,
\^o,r-i;A;,5)/^\ A^;^^) y^^

+ f x A ) f^'^-1^ g^-^-^.
\^0,r;fc,5-l)/ç^\ \j^k,s) )^
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En effet parmi les partitions (A(^;^s))^\ les partitions \j,r-i;k,s) et
\j^k,s-i) sont les seules telles que (A(^;^))^) Ç A. On applique donc
la propriété a).

En appliquant la propriété b) la relation précédente peut s'écrire

(^-^l-ç^-^+^-^l-^^-^f À ) t^-1

v / \\j^ks)^^t

=^-r^-,( ^ \ (l_çA,-r+l^(A)-,)

\Â(j,r-l;^)/^

1 _gAfc-À,+r-3-l^-fc+l i _çA,-A,+r-l^-H-l

1 _ q\k->j-^-r-s-l^j-k 11 1 _ n>i-\j-^-r-l^j-i
W^

^^-s^l-kf ^ \ (i_çA.-.+l^(À)-/c)

\\j^k^s-l}}^

1 _ gAj-Àfc+s-r-l^-j+l 1 _ ^Az-Àfc+s-l^-î+l

1 _ q\j-\k-^-s-r-l^k-j 11 1 _ Q\i-\k-^-s-l^k-i '
W^

On va rechercher une solution à cette relation sous la forme
/ A \ _^(A))(^) (^(A)-^/^ (^(A)-fc^^

VÂ(^;fc^)^^ ç^ (q\q)r (q\q)s

1TJ (gÀ^"ÀJ^-^+l;g)r(9À^-Afct/c-^+ l ;g)/

^llfc (^-^^-"Ç)^^-^^-1 ;Ç).

_________B(r^)_________
(Ç^-À,-.^-^ g)^(çA,-À,-r^-^ ^ ̂  •

En utilisant les relations

{qa;q)n = (a; g)^ aq ,
l1 aJ

(a; ç)^ = (a; ç)n-i(l - aç'1"1),

on voit facilement que

f À )
VA(,,^_i;fc,,)^, ^ _^ 1-g7' /,-r l-g^.-^+^-ltJ-»

/ A \ - l_gA,-r+l^(À)-j 1 11 l_oÀ,-À,+r-l^-î+l
( > 1 V^,A ^
\\3,r;k,s)/^t

, ^,+r-s-i^-k. l-q^-^t^ B(r-l,s)
'1-q^-^-r+s^k-j B(r,s) '
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et de même
( A \
VA(^^_I)^ ^ ^X)-l.r 1-<?5 /TT l-g^-^-1^ '
/ A \ ' l_gÀfc-s+l^(À)-A; l 11 l_^-Àfc+s-l^-H-l
1 . » \W,A;
\ÂO-,r;fc,5)/^

. Â,-A.+.-r-i^-n 1-^-^-^-fe B(r^-l)
)\-q>k-\,-s+r^j-k B(r,s) '

En portant ces expressions dans la relation de récurrence, plusieurs
simplifications permettent d'obtenir rapidement

((1 - f) + ç^-^-^l - ç^-^) (1 - q^-^-^^-^B^ s)

= ^(1 - ̂ (l - ̂ -^-^-^(1 - ̂ -^+r-s-4J-fc+l)B(r - 1,5)
- ̂ (1 - ̂ ^(l - ̂ -^-^-^(1 - g^-Àfc+s-r-4A-J+l)B(7^ s - 1).

On reconnaît là l'équation de récurrence qui, en vertu du théorème 2,
caractérise F^Çq^-^t^-^^q^-^t^^^t/q.r.s). D'où l'assertion. D

Remarque 3. — Le théorème 5 peut s'écrire sous la forme condensée
suivante. Soient K = ( / t i , . . . , /^) et À = ( A i , . . . , An) deux partitions telles
que K,i -^ \i pour au plus deux indices i. On a

//A _t(l-nWK\-W)^(^tn-i•,l/q)^

Wg,t f[(Ki-\i) " (î;9)»(.-À,

g.=i

TT F(g)(^-^-J+i,^.-^-'+i,f/g,^ - A,,^. - A,.)

iJ^n (^•-^^-"^K.-A,^-'1-*1^;^..-^

Malheureusement cette expression n'est pas générale. Elle est fausse lorsque
KÎ 7^ Ai pour au moins trois indices.

Le théorème 5 permet de déterminer tous les coefficients binomiaux
généralisés associés aux partitions de longueur <: 2. On a immédiatement le

THÉORÈME 6. — On a

( (Ai,^) \
\(ki-r,k'i-s)}^

1 (q^l/q^r (g^ ;!/<?)« ^^)(gfc^-<^',gfcl-fc^2,t/g,r,5)
ç^^ (q;q)r (q;q), (qk2-k,-s/t^q^q^-^-^q),'
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De même la relation de dualité suivante (cas particulier du théorème
1 de [3]) :

/ (2^1-) \ ^ / (n+m,n) \
^-^ im-s)^ {(n+m-(r-^s)^n- r)}^^

implique immédiatement le

THÉORÈME 7. — On a

( (2^1-) \ _ r(r^)^s (^-"Vg; t)^s (t-^ t)r

V(27l-r, ̂ -s)}^ q (1A; lA)r+s (1A; lA)r

F^/^^^-^^^r+^r)
^m+r; l/^,+,(r+s-m^; i/t)r'

6. Polynômes de Jack.

Etant donnée une indéterminée a, les polynômes de Jack J\(x\a)
forment une base de l'algèbre des polynômes symétriques de n variables
x = x\^ a ;2 , . . . , Xm à coefficients rationnels en a ([7], chapitre 6, section 10).

Les coefficients binomiaux généralisés ( ) associés à ces polynômes ont
Wa

été introduits dans [4] et [5], et ultérieurement étudiés dans [1] par une
autre méthode.

Dans [3], section 14, nous avons démontré les propriétés annoncées
dans [4] par le passage à la limite

=^(x} .
t-<iWt",(

Dans cette limite nous obtenons immédiatement les résultats suivants,
auparavant annoncés dans [5].

THÉORÈME 8. — Pour toute partition \ et tous entiers 1 <, j,
k ^ ^(A), (j ^ k), on a

( x } =-L^-r+l+(£(\)-j)/a)r{\k-s+l+W\)-k)/a),
^(jirïk.s)/^ ' • S -

^ (\i-\,+(j-i+l)/a)r(Xi-\k+(k-i+l)/a)sn \Ai—Aj-t-{J—l-t-l)/U)r\^i~^k~t-^~l'-f-i)/U

.„ (À,-À,+0-î)/û),(À,-Àfe+(A-î)/a),i=l
i^3,kWj, k

G(Xk-\j+{j-k+l)/a,\j-\k+(k-j+l)/a,l-l/g,r,s)
(\k-\j-s+(j-k)/a)r(\j-\k-r+(k-j)/a)s
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COROLLAIRE. —— On à

f (A;i,/C2) \ 1 (Â; i - r+ l+ l / a ) . ( f c2 -g+ l ) .
VÂ;I - r, A;2 - 5)^ r!^! ( k ^ - k ^ - s - l/a)r(k^ - k^ - r + l/o^

G(Â;2 - A;i, A;i - fe + 2/a, 1 - 1/a, r, s)
et

/ (2^1^) \ _ 1 1 (n^m-r-s^l-^ a)r+s(ri - r + l)r
^2n-r•, l771-5)^ - r! (r 4-^)! (-m - r - a)r+s[rn - r - s + a)r

G(—m^ m + 2a, 1 — a, r + 5, r).

Pour plus de détails sur les polynômes de Jack, d'autres résultats et
d'autres références, nous renvoyons le lecteur à [3], section 14.

Remarque 4. — Le théorème 8 pourrait être établi directement à
partir de la relation de récurrence fondamentale ([3], section 14)

(N-I^G) =T(;>) (":')•
^^û ^=1 V" /a \ ^ /a

En procédant de manière entièrement analogue à la démonstration du
théorème 5, on aboutit à la caractérisation du théorème 3 pour GÇ\k ~
Xj + (j - k + l)/a, Xj - \k + (k - j + l)/a, 1 - 1/a, r, 5).

7. Polynômes de Macdonald décalés.

Simultanément et indépendamment de [3], les coefficients binomiaux
généralisés associés aux polynômes de Macdonald ont été introduits dans [9]
par une méthode très différente. Celle-ci repose sur la notion de polynôme
de Macdonald "décalé" introduite par plusieurs auteurs ([2], [8], [12]).

Pour toute partition À de longueur inférieure ou égale à n, on désigne
ainsi le polynôme P^(x\,x^,..., Xn\ q, t) qui est

i) symétrique dans les variables Xzt1''1 (1 < i < n),

ii) de degré |À|,

iii) tel que P^;^) = P^1,^ . • . ,^71; ̂ t} ¥- 0 =^ A Ç /,.

Ce polynôme est unique à une constante multiplicative près, spécifiée par
la valeur de P^^'.q.t).



POLYNÔMES DE MACDONALD 555

Dans [9] les coefficients binomiaux généralisés sont introduits à partir
de la généralisation suivante de la formule classique du binôme :

P^(x-t,X2,...,Xn',q,t)

=^0 ^tl^^^-1^...,^1-^;.^),
^ Wl/g,!/^^ W^^

c'est-à-dire à partir du développement sur les polynômes de Macdonald du
polynôme de Macdonald décalé. On a en particulier

/X\ ^P^(q^q^t)
Wç,t P^(q^q^t)'

Compte-tenu de cette relation, le théorème 5 peut être interprété
en termes de polynômes de Macdonald décalés : il donne la valeur du
polynôme P^ (x\ ç, t) en tous les points de la forme x = (q^, q^ , . . . , q^ )
avec Xj = fJij + r, \k = ̂  + s et \m = f^m (^ 7e ̂  ^)-

La même interprétation est possible dans le cas des polynômes de

Jack. Dans [10] les coefficients binomiaux généralisés ( ] sont introduits
Wa

à partir des polynômes de Jack "décalés"

J;(^^2,...^n;a)=^m[(ç-l)-IÀIp;(ga;l,^2,...,^n;g^)].
t—*i

On a en particulier
/A\ ^ ^(A;a)

Wa J^ (^ a)

Interprété en termes de polynômes de Jack décalés, le théorème 8 donne
donc la valeur du polynôme J^ (x\ a) en tous les points de la forme
x = (Ai, \2,..., An) avec \j = ̂  + r, \k = ̂  + s et \m = ̂ m (^ ̂  j , k).

Pour d'autres résultats et références sur les polynômes de Jack
décalés, nous renvoyons le lecteur à [6], [10].

8. Relations de contiguïté.

Dans cette section nous établissons des "relations de contiguïté"
pour la fonction hypergéométrique ^(pf (a, 6, c ; .r, y ; z). Ces relations sont
certainement connues, mais nous n'avons pu les trouver dans la littérature.

Dans toute la suite, on écrit (/) pour 3<%9 (a, 6, c ; a*, y ; ̂ ), ç'>(ç^) pour
3(f)^\a,qb,c \x,y \z), (f)(qx) pour s^^a.^c \qx,y \z\ et (f)(qb,qx) pour
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3^ (a,qb,c \qx^y \z). On a des notations analogues si on échange a,6,c
ou a;,î/. On écrit de même 0(6/ç) pour s^Ça.b/q.c \x,y \z) et ainsi de
suite.

On note A^ l'opérateur aux différences finies défini par ^zf(z) =
/(^) - /(^). On écrit

^S^^

c'est-à-dire
^ ^ (a;g)n(^g)n(c;g)n

{x',q)n(y',q)n

PROPOSITION 2. — On à

A,0 = ^—^(^(ça) - 0) = ̂ ((^(^ - ̂ ) = l:^^(gc) - (f>).
a o c

Preuve. — On a

A^=^c»(l-ç")———,
^i (î^)"

^(^-^^cjl-^-l)———.
^ V 1 - 0 ^(Ç;ç)n

COHOLLAIRE. — On a

i) (c - 6)<A = c(l - b)(j>(qb) - 6(1 - c)4>(qc),

ii) c(l - b)^(j>(qb) - 6(1 - c)A^(çc) = (1 -&)(!- c)((A(çc) - <^(g6)).

PROPOSITION 3. — On a

K'-^'CT^1-^1-^1-^)

.ra^1-^1-^1-^"'
+ —^(xy(ab -\-bc-\-ca- abc) - abc(x + y)).a; y

Preuve. — On vérifie facilement que
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c^i _ (l-aq^l-bq^l-cq71)
Cn (1 - xq^Çl - yq^

= ^_ fl _ ^fi - ̂ YI - ̂  1

x - y \ x } \ x } \ x^Çl-xq71)

+ -J^ fl _ ^fi - ÈVi - ̂  __2__ + ̂ (i _ .n)• 2 / - ^ l 1 2/A1 ^A1 î /^i-^7 1) '^1 1 9 ;

+ ^ ^ (xy{ab +bc-{- ça— abc) — abc(x + î/)).
^ î/

D'autre part, on a

^=^c^-qn)-z——=z^c^-cnz——.
él (î^)" ^o c» te 9)"

D'où l'assertion. D

PROPOSITION 4. — On a^b/q) = .(l-^)(ac0-, (Q-")(C^)^)+ ̂ "^r'^^))-\a;î/ a;(l-.r)(a:-î/) y(l-y)(y-x) ' I
. . , . , , . / ab , (a—x)(b—x) , , . (a—y\(b—y\ , .\A.,(c/,) = ,(1-./,)(̂ ,+^^ )̂+^^ (̂,,)).

Preuve. — On vérifie facilement que
^ (l-aç^l-o?71)

71 (l-a;gn)(l-^n)
_ ac (a — x)(c — x) 1 ( a — y ) ( c — y ) 1

rri/ x{x - y ) (1 - a^ç71) 2/(î/ - x) (1 - î/^) '
Mais d'autre part on a

A,W,) » E^-fl^ (^ î̂ "f1-6/" £/"•'" (ifi):-
D'où la première relation. La preuve de la seconde est analogue. D

PROPOSITION 5. — On a
/ abc z\ , , / , / x b ( (a—x)(c—x) , , . (a—y)(c—y) , , .\
(l-—— -^WçH-^——-——-0 ̂ H ., w ^ ̂  ^V ^ ç/ 9 \a-(l-:r)(a;-2/) y(l-y)(y-x) ' )

, , . c / (a—a;)(&—a;) / . (a—v)(b—y) , .\
= (̂  c/ç +-^(-^—j±——L^ ^)+—T-——-—0^))-

q \x(l-x)(x-y) y(l-y)(y-x) f )

Preuve. — Conséquence immédiate des propositions 2 et 4. D
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9. Preuve du théorème 1.

Nous allons démontrer le théorème 1 sous la forme plus générale
suivante (on retrouve le théorème 1 en faisant xy = a2bc).

THÉORÈME 9. — On a la relation de contiguïté

(c-b+^l-^-^d-b^^^a^c^y;^-)\ y x / ~ \ abc/
( x - a ) ( x - c ) (g ) / xy\

=-(1-6 - — — 7 V 3 ^ 2 ' [ ^ q b . c ;qx,y ; — )
x{l — x) \ abc/

+^^Jtwy^•b•9c••x•9v••S•
Preuve.— On note désormais 0o = ^y^a.b.c ; x , y ; - ,—)• En

substituant b à b / q (resp. c à c/q) dans la première (resp. seconde) relation
xy

de la proposition 5, puis en faisant z = ——, on obtientabc
/ i \ ac ± (a-x)(c-x) {a-y)(c-y)(1) --—^o = ———————-<M<^ qx) + —,——————-Mqb, qy ,xy x ( l - x ) ( x - y ) y{l - y)(y - x)
/o\ aï) ± (a-x)(b-x) ( a - y ) { b - y )(2) -—0o ^ —,—————-0o(gc, qx) + ——————-0o(çc, qy).xy x ( l - x ) { x - y ) y(l - y)(y - x)

En substituant qb à b (resp. qc à c) dans la proposition 3, puis en
X1J

faisant z = ——, on a de même
abc

ra^-^-fX1-^-'
-(ï-^1-^1-^1-^--'
+ —7—ç-(xy(aqb + qbc + ça — qabc) — qabc(x + y))

x~y~

(3) =ab^(l-q)A^o(qb),xy

'(^î^1-^1-^1-'^-'

+;—^—i(•-'>)(l-t)(l-3£)*•(«!•l"')( y - x ) ( l - y ) \ y / \ y / \ y /

4- —TT-r^yÇ^ + qbc + qca — qabc) — qabc(x + y))
x y

(4) = ^(1 - ç)A^o(çc).xy
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En comparant (1) et (3) on a immédiatement

(^_a)(._^)^^^
-' a;(l - a;)

^ _^W.^y(aqb + qbc + ça - qabc) - qabc(x + y))
xy ,

+abc{l - g)A,<Ao(<?fr) + ac(l - ^-)<^o.

De même en comparant (2) et (4) il vient

(y_")(y_È)^(^^)
y(i - y)

^ _^W^y(ab + qbc + qca - qabc) - qabc{x + y))
xy ( <Ï^A

+abc(l - ç)A^o(<?c) + ab[l - -^)4>o-

On en déduit que

_0 . nfc-Hî-W,.) + d - ̂ '̂'-ï̂ .̂̂
x\^\- x )

^ ï^(^q^(xy{aqb + qbc +ca- qabc) - qabc(x + y))
qb \ xy h \

-abc(l - g)A^o(çb) - ̂  - ̂ )^°)

l_c (_^l^y(ab + qbc + qca - qabc) - qabc(x + y))
qc \ xy

i qc\ \
+abc{l - q)^o{qc)) + ab[l - - y : ) ^ ) -

En appliquant successivement les corollaires ii) puis i) de la proposi-

tion 2, le membre de droite s'écrit

(l-ô)(^)("^—+^-^+î/))-ac^4)^) ^
4-(l-c)(-^c)(^^o-^-^^))-<,-l)^)

^"(l - g)(l - b)(l - c){^o{qb) - 0o(çc))
q

=^-b)(a+ ̂ ) ̂ b) - (1 - c) (a + ̂ ) ̂ (qc)

^a^ _ ̂  _ ̂  _ c){<f>o(qb) - <M<?c))
q
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+((l-a-^+y)(c-6)+û<)(l-c^4)
-ac(l-^4))^o

-(Gd^^-1)^—^^))^-5)
+a6(l - c)(-1- - 1} - ac(l - & ) f 1 - 1))^.\qc x ) \qb y } )

On conclut facilement. D

En passant à la limite q —> 1, et en développant le membre de gauche
de la relation du théorème 9 à l'ordre 2 au voisinage de q = 1, nous obtenons
facilement le

THÉORÈME 10. — On a la relation de contiguïté
{b(a - x) - c(a - y)) 3^2(0, b, c ; x, y ; 1)

= —{x-a)(x-c) sF^b+l.c'.x+l.y ; 1)x
-}-^(y-a)(y-b) s^a^c+l ' , x , y + l ;1).

Ce résultat était certainement connu mais nous n'avons pu le trouver
explicitement formulé dans la littérature.
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