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QUELQUES VALEURS PRISES PAR
LES POLYNOMES DE MACDONALD DECALES

par Michel LASSALLE

1. Introduction.

Soient q et t deux indéterminées, et considérons algebre des poly-
noémes symétriques de n variables a coefficients rationnels en ¢ et t. Les
polynémes de Macdonald Py(q,t) forment une base de cette algebre,
indexée par les partitions A de longueur inférieure ou égale a n [7].

Dans un précédent travail [3], nous avons défini pour tout couple

de partitions (A, #) un coefficient binomial généralisé ( ) associé a ces

q,t
polynomes. Nous avons donné les propriétés générales de ces coefficients

binomiaux généralisés et obtenu des formules analytiques explicites pour
les plus élémentaires d’entre eux.

Le but de cet article est d’expliciter plusieurs autres familles de coef-
ficients binomiaux généralisés. Nous obtenons en particulier tous ceux qui
correspondent a des partitions de longueur deux ainsi qu’a leurs conjuguées.
Il est tout a fait remarquable que les expressions obtenues fassent apparaitre
la fonction hypergéométrique généralisée 3¢§1/ 9 de base 1 /q.

Simultanément et indépendamment de [3], les coefficients binomiaux
généralisés associés aux polynomes de Macdonald ont été introduits par

Mots-clés : Polynémes de Macdonald (décalés) — Formule du bindme généralisée — Coef-
ficients binomiaux généralisés — Fonctions hypergéométriques.
Classification math. : 33C50 — 33C20.
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Okounkov par une méthode trés différente [9]. Celle-ci repose sur la notion
de polynéme de Macdonald “décalé” introduite par plusieurs auteurs
([2], [8], [12]). Dans cette approche nos résultats s’interprétent comme
donnant la valeur des polynémes de Macdonald décalés en certains points
particuliers.

Les polynémes de Jack Jy(«) sont la limite, lorsque ¢ tend vers 1,

A
des polynémes de Macdonald Py (t*,t). Dans cette limite ( ) définit
te,t

un coefficient du binéme généralisé ( associé aux polyndmes de Jack.

Nous obtenons ainsi plusieurs formules gxplicites pour les coefficients bi-
nomiaux généralisés associés aux polynomes de Jack. Ces expressions, au-
paravant annoncées dans [5], font apparaitre la fonction hypergéométrique
classique 3 F5.

Notre travail met, pour la premiere fois, en évidence les liens étroits
qui existent entre les polynémes de Macdonald et les fonctions hy-
pergéométriques. Il serait intéressant de disposer d’une meilleure compré-
hension de ce phénomeéne.

2. Fonctions hypergéométriques.

Soient a et ¢ deux indéterminées. On note

(@3 9)o0 = [[(1 - ag?),

i>0
et pour tout entier k£ > 0,
(a;9) :
yY)oo i—1
a;q) = ———— = | [(1 —ag"™").
(a9) (ag*; ) oo 1

i=1

On rappelle que la fonction hypergéométrique généralisée 3¢§") de base ¢
est définie par

() R e (T ) T G ) A X
3¢2 (aabvc YT, Y 72) - kzz-:o (-qu)k(y,q)k (q7 q)k,

pour toutes les valeurs de z et y ol le dénominateur a un sens.

L’outil central de cet article est le résultat suivant qui explicite une
“relation de contiguité” pour la fonction hypergéométrique 3q5§q).
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THEOREME 1. — Soient a, b, ¢, x, y cinq variables réelles assujetties
a la condition xy = a%bc. Alors on a la “relation de contiguité”

((1—b)+ (l—c))( —) 69 (a,b, ¢ 2,y ;a)

(1—b>%——) 6 (a,qb,c 1 g2,y ;a)
+a_@@—@@—w

(Q)
a,b,qc ;z, a
T0-9) (a,b,9c ;z,qy ;).

On observera que

((1—b)+ (1“3))(1‘3%) =—((1—c)+%(1—b))(1—é%).

La relation de contiguité du théoréme 1 est donc parfaitement symétrique
dans 1’échange des variables (b, z) et (c,y). La preuve du théoréme 1 sera
donnée a la section 9.

Soit (a)x le coefficient hypergéométrique classique défini pour tout
entier k£ > 0 par

(@ = tim 5D _ T+ i-1)
k—lm(l_) ZA=1a i .

La fonction hypergéométrique classique

(@) (®)r()r 2~
sFy(a,b,c;z,y ;2) = ;0 RO

satisfait la relation
sFy(a,bc;z,y52) = (}gnl 305 (4%, ¢% 4 545, ¢¥ 3 2).

Dans cette limite nous obtenons facilement le résultat suivant :

COROLLAIRE. — Soient a, b, ¢, x, y cinq variables réelles assujetties
a la condition x 4+ y = 2a + b+ c. Alors on a la “relation de contiguité”
(b+c) sFa(a,bc;z,y;1)=b %(_x;)%x__))_ sF(a,b+1,¢c;0+ 1,y ;1)
(y—a)(y—b)

+c
y(y—a—1>)

sF(a,b,c+1;z,y+151).

Soient maintenant z, y, z trois variables réelles et r, s deux entiers
positifs ou nuls. On pose

FO(z,y,2,m,8) = Y (2;0)r—1(¥; 0)s—k(2:1/9)k(q"5 1/q)x B
k>0

(@%1/9)k YT
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La sommation est bien siir finie, et la fonction F(9) est un polynome en les
variables z, y et z. Dans toute la suite de cet article, cette fonction jouera
un role fondamental.

PROPOSITION 1. — Pour toutes les valeurs de = et y distinctes de
¢® (k entier > min(1 —r,1—s)), on a

FO(z,y,2,7,8) = (2;0)r (4;0)s 3657 (2, 0", ¢% 24"}, yg° L5 2).
Preuve. — Conséquence immédiate de la relation élémentaire
(z;9)r
TiQ)r—k = T T 0
(zi0) (zq"=1;1/q)x
Nous utiliserons le théoréme 1 sous la forme suivante :
THEOREME 2. — Soient z, y, z trois variables réelles assujetties a la

condition xy = q?22. On considére une suite de fonctions u, s(z,y, z) (avec
r et s entiers positifs) définie par

i) la condition initiale ug o =1,
ii) la relation de récurrence
((1 _ qr) + fqr—s—l(l _ qs)) (1 _ gqs—r—l)uns
z z
Z 1—r r—Ss—
=¢°(1- q’")(l -—d )(1 —2q" " Nup_1s

z q_ e
-q"(1- qs)(l - aq‘ s)(l -yq° 1)ur,s_1.
Alors on a ur s(x,y, 2) = FO(z,y,z1,s).

Preuve. — En vertu de la proposition 1 et du théoréme 1, la fonction
F(9(zx,y, 2, s) satisfait la relation de récurrence pour presque toutes les
valeurs de et de y, et donc pour toutes par la continuité de F(?). D’ot1 le
résultat par récurrence. a

Remarque 1. — On observera que, F' (Q)(a:,y,z,r, s) étant un poly-
noéme en z, y et z, le théoreme 2 implique qu’a chaque étape de la
récurrence, le membre de droite soit divisible par

(=) +Zr=ta=g9) (1= Lor)

= —((1 -q¢°)+ gqs_r“l(l - q’)) (1 - Eq"s‘l).
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De manieére analogue on pose
1
G(2,4,2,7,5) = D 25 (@)r—k(®)s=r(2)r(~T)k(~ )i
k>0
La sommation est également finie et la fonction G est un polynéme en les
variables z, y et z. Pour toutes les valeurs de = et y qui ne sont pas des
entiers > min(l —r,1 — s), on a
G(x,y,z»ﬂ 8) = (x)’!‘(y)s 3F2(Z, -r,—=S; l—z— T, 1 —Yy—S5; 1)
On a facilement

F@(¢® q¥,q"%,1,5)
G(z,y,z,r 8) = lim LA PR L
( y ) g—1 (1 — q)r+s
On en déduit le résultat suivant, obtenu & partir du théoréme 2 en prenant
la limite ¢ — 1.

THEOREME 3. — Soient z, y, z trois variables réelles assujetties a
la condition z +y+ 2z = 2. On consideére une suite de fonctions u, s(z,y, z)
(avec r et s entiers positifs) définie par

i) la condition initiale ugo =1,
ii) la relation de récurrence
(r+8)y+z+s—r—NDups=-r(@+z+r—1)(c+7r—s—1Lu—154
+s(y+z+s—1)(y+s—7—1Dups_1.

Alors on a uy s(z,y,2) = G(z,y, 2,7, ).

Remarque 2. — De maniére analogue, on observera que, G(z,y, 2,7, 3)
étant un polynéme en x, y et z, le théoreme 3 implique qu’a chaque étape
de la récurrence, le membre de droite soit divisible par (y+z+s—r—1) =
—(z+z+r—s-—1).

3. Coefficients binomiaux généralisés.

Soient q et t deux indéterminées. On considere ’algebre des polynémes
symétriques de n variables z1, o, ..., Z,, a coefficients rationnels en q et ¢.
Les polynomes de Macdonald Py(z1,%s,...,Tn;q,t) forment une base de
cette algebre, indexée par les partitions A de longueur inférieure ou égale
& n. Nous renvoyons le lecteur au Chapitre 6 du livre de Macdonald (7]
pour leur définition et leurs propriétés.
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Rappelons que, étant donnée une partition A, c’est-a-dire une suite
décroissante finie d’entiers positifs, on dit que le nombre n d’entiers non
nuls est la longueur de A. On écrit A = (A1, ..., \,) et n = £(A). On dit que

£(n) )
|Al = >° A; est le poids de A. On pose n(A) = Y (i — 1)\;.
=1

=1

On note 4 C A lorsque p; < A; pour tout ¢. Soit p C A avec
[u] = |A] — 1. II existe alors un entier j tel que p; = Aj — 1 et fi, = Ay
(m # j). Dans cette situation on note indifféremment p = X et A = p0).

Dans [3] pour tout couple (A, u) de partitions, nous avons défini un

coefficient binomial généralisé par la relation
q7t

Pu(xl,xz, 3 Tnsq, t) ﬁ(w q)—l
i1 9) oo

b
B =E (A) tn()‘)_n(#)P)\(xlyx%"~>xn;q,t)
x gt 2 ,

ol by, est une quantité combinatoire appropriée. Cette définition généralise
aux polynémes de Macdonald la propriété classique

i=1

zk

n\ z"
_-em N ( ) nl’
k! Té k) n!

Nous renvoyons le lecteur & [3] pour I'exposé de notre méthode, et
rappelons seulement ici les trois résultats fondamentaux de [3] dont nous
aurons besoin :

a) Les coeflicients binomiaux généralisés ( sont nuls sauf si

q,t
uCA

A
b) On dispose d’une expression analytique explicite pour dans

th
la situation élémentaire ol |u| = |A\| — 1. On a en effet ([3], théoréme 4)

( A > i 1—ghi N =i j-1 1—gi—Xigi=i+1 N 1—ghi—Aigi=i=1
q,t

AG) 1—q 1—ghi=Xii— 1—gh—Aigi=i

i=1 i=j+1

Cette expression peut s’écrire de maniére plus condensée

A _ -t l-q)‘jte()‘)—j £(N) l—q’\i_)‘jtj_i"'l
)‘(j) a.t - l1-gq l—gri—2igi—i

i=1

i#j
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¢) I1 existe une relation entre les divers coefficients binomiaux
généralisés, et celle-ci permet en principe de les calculer tous, par récurrence
sur |A| — |u|. Au théoréme 9 de [3] nous avons en effet démontré la

Relation de récurrence fondamentale. — Pour tout couple (A, u) de
partitions on a

£(p)+1 ;
Z 1) (A Z A Q) 1
H/ gt K qe N B T

(i,3)EA—p i=1

Dans [3] cette relation de récurrence nous a déja permis d’expliciter
< ) lorsque A est une équerre ou un rectangle. Le but de cet article est
q,t

d’étudier d’autres cas particuliers.

4. Premier exemple.

A

Nous donnons d’abord ( ) dans le cas ou \; = p; sauf pour un seul
B gyt

indice j. Etant donnés une partition A = (A1,.--,An) et un entier r > 0, on

note A(; - la partition p définie, si elle existe, par p; = A\j —7 et pm = Apy
(m 75 j) Onal= A(j,O) et A(]) = >‘(j,l)'

THEOREME 4. — Pour toute partition X et tout entier 1 < j < £()\),
on a

£(N)

( A) _ a—eor (@75 1/g) 1 (@ NP ),
q,t

AG,r) (¢;9)- L (M TrtTh ),
i#j

Preuve. — La propriété est vérifiée pour r = 0,1. La relation de
récurrence fondamentale s’écrit

Aj

BRI
i=A;—r41 )‘(],7') q,t A(.7’7"'_1) q,t A(J’T) q,t

En effet parmi les partitions ()\(j,r))(i), la partition A(; ,_1) est la seule telle
que ()\(j‘,))(") C A. On applique donc la propriété a).

En appliquant la propriété b), la relation précédente s’écrit
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( A ) —_-( A ) tl—z(,\)l—qxj_’“te(*)—f KO e hr-Lyg—it
Aan/ae \ar-1/g, l—q" L—ghi— A Hr—Tgi—i

i=1

i#]

D’ou Dassertion. O

5. Le résultat principal.

A
Nous explicitons maintenant ( ) dans la situation ou A; = p;
K/ gt
sauf pour deux indices j et k (j # k). Etant donnés une partition
A= (A1,...,An) et deux entiers 7,5 > 0, on note A(j ) la partition p
définie, si elle existe, par pj = Aj — 7, g = A — S €t fy, = Ay, (M # 4, k).
Voici notre résultat principal (on retrouve le théoréme 4 lorsque s = 0).

THEOREME 5. — Pour toute partition A et tous entiers 1 < j,
k<t\),(j#k),ona

( A > t(1—€(X))(r+s) (q)‘ﬂte(’\)'j;l/q)r (qkktl(A)—k;l/q)s
q,t

AGirikss) e (¢ 9)r (@:9)s
W (@ Ati=i ) (R )
(@Mt ) (gl AR g)
i#j,k
F(Q)(qkk—kj tj—k+17 qA,—Aktk—j+1’ t/q,r, 8)
(gre—i=sti=k; q), (gP =M Tth=d; q)s
Preuve. — La relation de récurrence fondamentale s’écrit
Aj Ak
i=A;—r+1 i=Ap—s+1 ’\(j,r;k,S) q.t

_ ( A ) <)\(j,r—1;k,s)) Aj=rl=j
= q
AGr=15k,9)/ g1 \ AGirik,s) /g4

+ ( A ) ()\(j,r;k,s—l)) q’\k_stl_k.
AGiriks=1)/ g s \ AGirikes) /g4
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En effet parmi les partitions (/\(j,r;kys))(i), les partitions A¢jr_1;k,s) et
A(j,rik,s—1) sont les seules telles que ()\(j,r;k,s))(i) C A. On applique donc
la propriété a).

En appliquant la propriété b) la relation précédente peut s’écrire

j—T T\+1—7J —s s - A -
(q*’ L=t 7+ g™ (1= ¢t ’“)( ) -1

)\(jv'r;ks) q,t

_ q)\j—rtl—j< A ) (1= g1 =d)
q,t

AGor—1ik,s)
1— q/\k—)\j-l-r—s—ltj—k-f—l 1— q/\i—/\j+'r—1tj—i+1
_ grk—Aj+r—s—14j—k 1— A,-—)xj+r—1tj—i
1=q BT e 1

+ q)\k—stl—k( A ) (1 _ q/\k—s+ltl()\)—k)
)‘(j,r;k,s—l) ot

1— q/\j—-/\k+s—‘r—1tk—j+l 1— in—)\k-i-s—ltk—i-l—l

1— )\j—)\k+s—r—1tk-j 1— Ai—)\k+s—1tk—i :
9 i#i k a

On va rechercher une solution & cette relation sous la forme

( A ) _ ) (gRa b N30 /), (MR 1),
AGorik,s)/ g1 q° (¢;9)- (¢;9)s

(qA —Aj¢i— z+1 ) ( Ai =g ph—i+1 ;q)s
11 (@2t =5 q)p (g etk 5 ),
B(r,s)
(gr=ri=sti=k; q), (g}~ e=Tth=d 5 q)s

i#5,k

En utilisant les relations

(905 @)n = (a; q)n(—l(l—_—azz—),
(@;Q)n = (a5@)n—-1(1 — ag™™ "),

on voit facilement que

A
()\(j,r—l;k,s))qyt O)-1 s /\ —Aj+r— 1t]—z
( A ) =t 1 1—q —T+1t€(>\) J H 1 q)\ —Ajtr—1l¢j—itl
AGirik,s) Jy

A= Ae—rpk—j
(1=~ Atr=s=1gi—ky 1-3"/\ A B(r—1,s)
=g =757 " B(r,s)
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et de méme
o)
(A(j,'r;k,s—l) at _ tlo‘)_lqr 1-¢° H l—in_)‘k"'s*ltki'i
< )\ ) l_qu—s+1t£(A)—k ik l_in—Ak+S—1tk—1+1
’\(j,r;k,s) q,t

1—gM~X=sti=%  B(r s—1)
1—-gre—Ai=strti=k  B(r;s)

(l_qu—Ak+s—-T‘—ltk—j)

En portant ces expressions dans la relation de récurrence, plusieurs
simplifications permettent d’obtenir rapidement

((1 —q") + N1 - qs)tj"k)(l — @M MTTHeth=I) B(r, 5)
— qs(l _ qr)(l _ q)\j—kk—rtk—j)(l _ q)\k—)\j+r—s—1tj—k+1)B(,r _ l,s)
—q (1= ¢°)(1 — g5 7k) (1 — gt~ wFemr=lgk=itB(r s — 1).

On reconnait 14 I’équation de récurrence qui, en vertu du théoréme 2,
caractérise F(D) (gM—Aigi—k+1 ghi—Aegh—=i+1 ¢ /g r s} D’olr assertion. O

Remarque 3. — Le théoréme 5 peut s’écrire sous la forme condensée
suivante. Soient k& = (K1,...,kpn) €6 A = (A1,..., A,) deux partitions telles
que k; # A; pour au plus deux indices i. On a

<K> _ AR D B (grin—ii 1 /g) ey,
A q,t ﬁ(m—)\i) i=1 (q;Q)ni_)\i
q=1
I1 F(q)(qnj_Niti_j_Jrll’ g b/g, K — Niy Ry = Xy)
(q/\fi—lﬁjt.]_l;q)nj_Aj(q)\j—N,‘tz—];q)Ki—Ai

1<i<j<n

Malheureusement cette expression n’est pas générale. Elle est fausse lorsque
K; # A; pour au moins trois indices.

Le théoréme 5 permet de déterminer tous les coefficients binomiaux
généralisés associés aux partitions de longueur < 2. On a immédiatement le

THEOREME 6. — On a

(o :)—>)

_ 1 (g"t1/g)r (d51/q)s FO(gh—k, gh=ket2 1 /q, 7, 5)
gt (g (6:9)s (@ F=3/t;9)r(¢F—F2="t;q)s
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De méme la relation de dualité suivante (cas particulier du théoréme
1de [3]) :

((2’531:: i:)_s))q,t - ((n + m(i -E_TT‘, Z)), n— 7’))1/t,1/q

implique immédiatement le

THEOREME 7. — On a
( (zn’ lm) ) — tr(r+s)q2r+s (t—n_m/Q§ t)r+s (t-n; t)r
@r=r1m=s) ) o (1/6:1/t)rgs  (1/1:1/8),
FA/M@m =™ /g2 t/q, 7+ s,7)
(gt™*m; 1/t)rqs(tHe—m/q; 1/t),

6. Polynémes de Jack.

Etant donnée une indéterminée , les polynomes de Jack In(z; @)
forment une base de ’algébre des polyndomes symétriques de n variables
T = I1,T2,.- ., Tn, & coefficients rationnels en a ([7], chapitre 6, section 10).

. o e A o s A
Les coefficients binomiaux généralisés associés a ces polynoémes ont

«
été introduits dans [4] et [5], et ultérieurement étudiés dans [1] par une
autre méthode.

Dans [3], section 14, nous avons démontré les propriétés annoncées
dans [4] par le passage a la limite

= lim .
BJo 1 \B/ tay

Dans cette limite nous obtenons immédiatement les résultats suivants,
auparavant annoncés dans [5].

THEOREME 8. — Pour toute partition \ et tous entiers 1 < j,
k<t(\), (j#k),ona
A 1 .
(1) = om0 =) ) (ums L4 (6N B) ),
)\(j,’r;k,s) a TS

“ﬁ’ (A=A +(—i+1) /@), (M~ Mt (k—i+1) /@),

A=A+ =1)/a)r (Ni—Ae+(k—i) /)5

i=1
i#j,k

G(M\e—Aj+(i—k+1)/a, \j—=Ae+(k—j+1)/a,1-1/a, T, 5)
(Ae=Aj=s+(j—k)/a)r(Aj=Ae—1+(k—j)/a)s '




554 MICHEL LASSALLE

COROLLAIRE. — On a
(K1, k2) ) 1 (kh-r+l+la)(kr—s+1)s
(k1 —rka—5s)), rls! (ka—ki—s—1/a) (k1 —ko—7+1/0)s

G(k2 — k1,k1 — ke +2/a,1 —1/a,1,8)
et

(2m,1m) 211 (ntm-r—s+l4+a)is(n—r+1)
2n=r 1m=s) )l (r+8)!  (-m—7T—Q)rps(m—T— 5+ ),

G(-m,m+ 20,1 — a,7 + s,7).

Pour plus de détails sur les polynémes de Jack, d’autres résultats et
d’autres références, nous renvoyons le lecteur & [3], section 14.

Remarque 4. — Le théoreme 8 pourrait étre établi directement a
partir de la relation de récurrence fondamentale ([3], section 14)

(1AL = lul) (2>a = “gl (ﬁi))a (ﬂ;(j))a'

En procédant de maniére entierement analogue a la démonstration du
théoreme 5, on aboutit & la caractérisation du théoréme 3 pour G(\; —
Ni+G—k+1)/a,\j— e+ (k—j+1)/a,1-1/a,1,s).

7. Polynomes de Macdonald décalés.

Simultanément et indépendamment de [3], les coefficients binomiaux
généralisés associés aux polynomes de Macdonald ont été introduits dans [9]
par une méthode tres différente. Celle-ci repose sur la notion de polynéme
de Macdonald “décalé” introduite par plusieurs auteurs ([2], [8], [12]).

Pour toute partition A\ de longueur inférieure ou égale a n, on désigne
ainsi le polynéme Py (z1,Z2,...,%n;¢,t) qui est

i) symétrique dans les variables z;t'~* (1 < i <n),
ii) de degré |A|,
i) tel que Py'(¢*;q,t) = Py (g",¢"2,...,¢"";q,t) #0 = A C p.

Ce polynéme est unique & une constante multiplicative pres, spécifiée par
la valeur de Py (g*;q,t).
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Dans [9] les coefficients binomiaux généralisés sont introduits & partir
de la généralisation suivante de la formule classique du binéme :

P)r\v(wly$2a"'1mn;q7t)

= Z ()\) }—;’\T(MPM(:cl,t—lxg, oot g, t),
w 12 1/q, 1/t 1 (07Qvt)
c’est-a-dire a partir du développement sur les polynémes de Macdonald du
polynéme de Macdonald décalé. On a en particulier
()\) _ Pr(ghat)

War  Brla#at)

Compte-tenu de cette relation, le théoréme 5 peut étre interprété
en termes de polyndémes de Macdonald décalés : il donne la valeur du
polynéme P, (x;q,t) en tous les points de la forme z = (¢*,¢%2,...,¢*")
avec A\j = p; + 7, Ap = pp + S €t Ay = i (M # 4, k).

La méme interprétation est possible dans le cas des polynémes de

A
Jack. Dans [10] les coefficients binomiaux généralisés ( ) sont introduits

[e3
a partir des polynomes de Jack “décalés”

Jy (21,22, a3 @) = lim [(g = D)7PPC (g™, 6%, g™ 0,0)).

t—1

Interprété en termes de polyndémes de Jack décalés, le théoréme 8 donne
donc la valeur du polynéme J; (z;a) en tous les points de la forme
T =(A1,A2,...,An) avec X\j = p; +7, A = pp + 5 et Ay = oy, (M # 5, k).

On a en particulier

Pour d’autres résultats et références sur les polynomes de Jack
décalés, nous renvoyons le lecteur & [6], [10].

8. Relations de contiguité.

Dans cette section nous établissons des “relations de contiguité”
pour la fonction hypergéométrique 3¢§q)(a, b,c;z,y ; z). Ces relations sont
certainement connues, mais nous n’avons pu les trouver dans la littérature.

Dans toute la suite, on écrit ¢ pour 3¢§Q)(a, b,c;z,y ;z), ¢(¢b) pour
3¢§Q)(a, gb,c;z,y ;z), ¢(gz) pour 3¢gq)(a, b,c;qz,y ;2), et ¢(gb,qx) pour
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(q) (a,gb,c ;qz,y ;z). On a des notations analogues si on échange a,b,c

ou z,y. On écrit de méme ¢(b/q) pour 3¢§4)(a, b/q,c ;x,y ;2) et ainsi de
suite.

On note A, l'opérateur aux différences finies défini par A, f(z) =

f(2) = f(gz). On écrit
ch (g5 q)n

n>0

c’est-a-dire
_ (39n(59)n(c0)n

T T @ 0w 0)n
PROPOSITION 2. — On a
Bb =22 (9lga) ~ ) = 15 (6(ab) ~ §) = ~5(6(a0) - 9).
Preuve. — On a
B:0= ,;c"(l (q, q)n
olae) =6 = Foen =L ) D
COROLLAIRE. — On a

i) (c—b)¢ = c(1-b)d(gb) — b(1 - c)¢(ge),
ii) ¢(1—-b)A.¢(gb) —b(1—c)Azep(gc) = (1-b)(1 - c)(d(gc) — B(gb)).

ProrosITION 3. — On a

S(1- %Z)M = e -2)0- 2)(1-5)étan)
a b
OS] w;u(l =) (1- g) (1- 5) (1- ;,)4’(‘”/)

¢
+ —z2y2 (zy(ab + bc + ca — abc) — abe(x + y)).

Preuve. — On vérifie facilement que
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eny1 _ (1—ag™)(1—bg")(1 — cq™)
Cn (1-=zq")(1-yq)
b 1
- xfy(l_ g)(l_;)(l—g) (1—zqn)
* ygw(l_g)(lws)(l_5)(1~1W‘) +%€(1_qn)

1
+ W(wy(ab + bc + ca — abe) — abe(z + y)).

D’autre part, on a

Cn+1 2"
cn(l— =z
a0 = Z n( Qa Q)n Z Cn

n>1 n>0 (q; ?n

D’ou ’assertion.

PROPOSITION 4. — On a

8:66/0) = 2(1-b/0) (5o 1 g+ S qy)),
(e/a) = 2(1-c/0) (o LA = p(ae)+ EI ).
Preuve. — On vérifie facilement que

(1= ag)(1-cq")
" (- zgM) (1 -yg)
_ae (@=)c=n) 1 (a=yle=y) 1
zy z(z-y) (1-zq") yly-=) (1-yg")
Mais d’autre part on a

) 2" b/ ) )

z¢ b q cn(1- q =2z(1-b q CplUn 77—

(/) = e ( (@@)n (1—bgn=1) 14 )n>0 (q; Dn
D’ou la premiére relation. La preuve de la seconde est analogue.

0O
PROPOSITION 5. — On a
(l—a—bc E)¢> ¢(b/q)+- (((al 2))(((; :Ey))qﬁ(qav)er((a1 y))(( 2)¢(qy)),
= olc/ay+ (ST plaay+ LU g ).
Preuve. — Conséquence immédiate des propositions 2 et 4. O
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9. Preuve du théoréme 1.

Nous allons démontrer le théoréeme 1 sous la forme plus générale
suivante (on retrouve le théoréme 1 en faisant zy = a®bc).

THEOREME 9. — On a la relation de contiguité
(c—b+ %Iz(l —c)— %(1 —b)) 3¢§q)<a,b,c T,y ;%)
=—(1 —b)—($ ;((;)Exx; ) 3¢50 (a gb,c ;qx,y ; x;Jc)
+(1 —C)%%;—Q 3 é‘”(a,b,qc T, qy g—gg)

. x
Preuve. — On note désormais ¢g = 3¢§q) (a, b,c ;z,y ,—-;—J—) En
c
substituant b & b/q (resp. ¢ & ¢/q) dans la premiére (resp. seconde) relation
x
de la proposition 5, puis en faisant z = a_;/c’ on obtient

ac,  (a—z)(c—2) . (a—y)(c—1y)
M) %= s P+ T = oy P ),
) o, _ a-2)0-2) e=p)b-y)

zy”  z(l-2)(z—y) dolae,q2) + _(T%(qc, qy)-

En substituant ¢b & b (resp. gc & ¢) dans la proposition 3, puis en
T
faisant z = —y, on a de méme
abc

s (-3 (- D) (1~ £)ewtaban

* (y xjy(l — ) (1 y) (1 - qé)) (1 N §)¢O(qb’qy)

(y ab) (zy(agb + gbc + ca — qabe) — gabe(z + y))
(? = 221 ). do(ab),
e

- 9020 Dt
+ (i/w(l - 5) (1- g) (1- %)qﬁo(qc, ay)

n ¢0(q )

5~ (zy(ab + gbc + gca — qabe) — qabe(z +y))

(4) = 21— 9)ALdo(go).

Ty
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En comparant (1) et (3) on a immédiatement

pE=9E =09

20—2) bo(gd, qz)

b
= -%(azy(aqb + gbc + ca — qabc) — qabe(z + y))

qb
+abe(l — q)A,¢o(gb) + ac(l - —y—)q&o.

De méme en comparant (2) et (4) il vient

=0 -b)

Ji-7) bo(qc, qy)

= —?O—JS;—C) (zy(ab + gbe + gea — gabe) — qabe(x + y))

+abe(l — q)A,do(ge) + ab(l - q?f)%'
On en déduit que

TG G P w-a)w-b
(- =D gt + (- U

_1 (;;) b <¢0:£qb) (zy(agb + gbc + ca — gabc) — qabe(x + y))

do(qe, qy)

—abe(1l — q)A,po(gb) — ac 1 - =)o

1—c¢
+__._..

" (-%Zc)(xy(ab + gbc + geca — gabe) — qabe(z + y))

+abe(1 — q)A,po(gc)) + ab(l - gg)q&o).

En appliquant successivement les corollaires ii) puis i) de la proposi-
tion 2, le membre de droite s’écrit

(1-1b) (¢0(qb)(a+c —ac+ —q—g - %( +y)) - ac(% - %)(]50)

+(1—c)( ¢0(qc)( +b+a—ab~—-(:c+y))—ab(i—l)%)

+=(1 = g)(1 = b)(1 — c)(do(gb) — po(gc))

N

= (1= 9)(a+ 2)an(at) - (1- ) (a+ 22) n(ao
21— a)(1 = B)(1 — €)(9o(ab) — (ac)
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+<(1—a— -z%(m+y)(c”b)+ab(l _C)(i h %)

—ac(1 —b)(qib - le))qso
= ((g(%+%+q—1)+1—a——x%(a:+y)>(c—b)

+ab(1—¢) (i - %) —ac(l - b) (% - i))q&o.

On conclut facilement. 0

En passant a la limite ¢ — 1, et en développant le membre de gauche
de la relation du théoreme 9 a I’ordre 2 au voisinage de ¢ = 1, nous obtenons
facilement le

THEOREME 10. — On a la relation de contiguité
(b(a - :E) - c(a - y)) 3F2(a)bvc LY S 1)
b
= —;(:v—a)(x —c) sFy(a,b+1,c;z+ 1,y ;1)

c
+§(y—a)(y—b) sFy(a,bye+15z,y+151).

Ce résultat était certainement connu mais nous n’avons pu le trouver
explicitement formulé dans la littérature.
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