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DIMENSION GLOBALE
ET CLASSE FONDAMENTALE D^UN ESPACE

par Youssef RAMI

Introduction.

Soit S un espace 1-connexe pointé et Q5 son espace de lacets. Si K
désigne un corps, Phomologie H^(^îS\K) est une algèbre (de Hopf). Il est
naturel d'associer à cette algèbre les deux invariants numériques suivants :

prof(^(0^)) = inf{fc/Ext^*^^(^;^(^;^)) ^ 0},

gldim(^(Q5;^)) = sup{Â;/Ext^^(^;X) ^ 0}

qui sont reliés à la catégorie de Lusternik-Schnirelman de l'espace S (dont
la définition est rappelée au §1) par les relations suivantes ([5], Th. A et
Th. A') :

proî(H^S',K)) <cat(S'),

PTOÎ(H^ÇIS;K)) = cat(5') ̂  pïoî(H^S',K)) = gldim(^(^5;^)).

Lorsque 6' est K -elliptique et g\dim(H^(fl,S^K)) < oo, l'algèbre de
Pontryagin H^(fl,S'^K) est isomorphe en tant qu'espace vectoriel à une
algèbre de polynômes. Ce résultat est une conséquence du théorème B
de [12], qui étend au cas des algèbres de Hopf graduées le théorème de
AusIander-Buchsbaum-Serre :

Mots-ciés : Espace X-elliptique - Dimension globale - Profondeur - Application d'éva-
luation.
Classification math. : 55P35 - 57T25.
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THÉORÈME ([2l], Th. 9, §IV). — Soit A un anneau local, alors,
gldim(A) < oo si et seulement si A est régulier.

Dans cet article nous donnons plusieurs caractérisations des espaces
J^-elliptiques tels que g\dïm(H^(^ÎS',K)) < oo. Rappelons qu'un espace
r-connexe (r >: 1) est K -elliptique si

1) dimH^S', K) < oo pour tout i >: 0,

2) cat(6') < oo,

3) il existe un entier k et une constante C tels que dim HrÇ^S-, K) <
CT^, r > 1.

Notons Q^K) le plus petit entier non inversible dans K (si o(K) < oo,
g{K) = caractéristique du corps K ' , sinon K est de caractéristique zéro).

Lorsque 5' est un CW-complexe r-connexe de type fini tel que
(0 : dim(S) < rg(K)^ g(K) > 3,

nous dirons que (5,JC) est dans le domaine d'Anick. Dans ce cas il
existe une algèbre de Lie E ([16], Th. 10.1), telle que UE ^ H^S^K).
Lorsque Q{K) = oo (dim 5' peut être infini), E ^ TT^Ç^S) 0 K et nous
retrouvons alors le théorème de Cartan-Serre. Lorsque la caractéristique
est non nulle, l'algèbre de Lie E (qui dépend fonctoriellement de S) n'a pas
d'interprétation en termes de TT^(^ÎS) 0 K. Par contre, comme dans le cas
rationnel, et sous l'hypothèse (^), l'algèbre de Lie E est calculable à partir
du modèle minimal (A.V,d) de l'espace S ([16], §10), qui sera défini au §1.

Précisons simplement ici que

a) AV désigne l'algèbre commutative graduée libre engendrée par
i=oo

l'espace vectoriel gradué V = Q) V^ avec dim^) < oo,

î==00

b) AV = ^ A2 Y, où ^V désigne l'espace vectoriel des mots de
î=0

longueur î,

c) d^ÇA^l^'diTA'V.
i=2

Rappelons d'autre part que H*(S\K) est une algèbre à dualité
de Poincaré de dimension formelle n, s'il existe un élément uj tel que
IfÇS.K) = ujK (uj est appelée classe fondamentale de 5), îi\S\K} = 0
Vz > n et la multiplication dans H * ( S - , K ) induit une forme biliniaire non
dégénérée

< - , - > : H^S-, K) (g) H^ÇS-, K ) - ^ K avec x U y =< x, y > uj.
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Notons que ([10], Th. A, cf. aussi Lemme 3.1) si S est JC-elliptique
alors H* (S-, K) est à dualité de Poincaré et nous complétons ce résultat par

PROPOSITION A. — Soit K un corps de caractéristique non nulle et
S un espace r'-connexe, dans le domaine d'Anick, alors, S est K-elliptique
si et seulement si dim(£') < oo.

Plus récemment L. Bisiaux ([2], Th. A) a démontré que pour tout
CW-complexe 1-connexe de type fini de la forme S = Y \J e71 et pour tout

y
corps K, on a

pToî(H^S^K))<^eK(S)^

où eK(S) désigne le plus grand entier n tel qu'il existe un quasi-
isomorphisme (T(y),d) ^ C * ( S ' , K ) et une classe de cohomologie non
nulle dans Jf*(r(Y),d) représentée par un cocycle dans T^ÇV). L'entier
CK^S) est en fait l'invariant introduit par G. H. Toomer (cf. §1) en 1974.

Nous établissons :

PROPOSITION B. — Si H" {S',K) est une algèbre à dualité de
Poincaré, alors, g\dim(H^(fl,S',K)) est finie si et seulement si e^(S') =
prof(J^(a5;^)).

THÉORÈME C. — Soit S un CW-complexe r-connexe de type fini,
K-elliptique, dans le domaine d'Anick, alors, pTof(H^^S^K)) = CK^S) si
et seulement si prof (^(^5;^)) est égal au plus grand entier p tel qu'il
existe un modèle minimal (AV, d) de S dans lequel la classe fondamentale
est représentée par un cocycle homogène de longueur p.

La classe fondamentale d'un espace J^-elliptique S dont l'algèbre de
Pontryagin H^ (^25; K) est de dimension globale finie est représentée par
un cocycle particulier qui est facilement calculable, car il s'obtient à l'aide
d'un modèle minimal pur associé à S.

Soit (AV, d) un modèle minimal de 5, le modèle pur associé est obtenu
de la manière suivante : si Q = yP^ et P = y1131?̂

(AV, d^) = (AÇ 0 AP, d^) ; d^Q) = 0 et (d - ̂ )(P) Ç AÇ 0 A+P.

Dans le cas rationnel, S. Halperin a montré ([15]) que si dim(y) < oo,
alors

dim(Jf(Ay,d)) < oo ^=^ dim(Jî(AV,^)) < oo.
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Ce résultat ne se généralise pas au cas où dim(V) = oo (cf. Exemple VI.
(6))-

Néanmoins nous montrons :

THÉORÈME D. — Soit (AV,d) une algèbre différentielle graduée
commutative 1-connexe, de différentielle décomposable et telle que
dïm(V) < oo, alors, dimH(AV, d^) < oo si et seulement si dïmH(AV, d^)
< oo, ou d^2 désigne la partie quadratique de d^.

Remarquons que si (AV, d) désigne un modèle minimal de l'espace S,
alors (cf. Proposition 2.2)

g\dïm(H^S',K)) <oo^=^ dïm(H(AV, ̂ )) < oo.
A l'aide de cette équivalence et de la suite spectrale définie au §IV, nous
déduisons du Théorème D :

THÉORÈME E. — Soit S un CW'-complexe r-connexe, K-elliptique,
dans le domaine d'Anick et tel que gldim(^(n,?; K)) < oo, alors, la classe
fondamentale de S admet le même représentant que celle d'un modèle pur
associé.

Le reste de l'article est divisé comme suit :
1. Préliminaires.
2. Preuve des propositions A et B.
3. Preuve du théorème C.
4. Suite spectrale impaire, é'xt-version.
5. Preuve des théorèmes D et E.
6. Exemples.

1. Préliminaires.

Rappelons brièvement les principales notations utilisées dans le texte.

Le corps de base considéré, K, est supposé de caractéristique ^ 2. Le
degré d'un élément x homogène dans un objet gradué sera noté \x\.

1.1. Modèle minimal [11], [16], [22].

Une algèbre de Sullivan est une algèbre différentielle graduée commu-
tative (ADGC en abrégé) (AV,d), où KV désigne l'algèbre graduée com-

mutative libre engendrée par l'espace vectoriel gradué V = ©V. Une
i=2
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t——UU

telle algèbre est dite minimale si dV Ç K^V = @ t^V \ i.e. il existe un

quasi-isomorphisme (morphisme induisant un isomorphisme en cohomolo-
gie) m : (AV, d) ^ (A, d) de source une algèbre de Sullivan minimale. Si
H°(A) = K, ̂ (A) = 0 et dimJr(A,d) < oo pour tout i ̂  0, alors ([16],
Th. 7.1), rADGC (A,d) possède toujours un modèle minimal.

Modèle minimal d'un espace topologique. Soit S un espace
topologique r-connexe (r > 1) vérifiant la condition ($). Le complexe de
chaîne C* (Q5'; K) est une algèbre différentielle graduée. Dans [1] Anick
a montré l'existence d'une algèbre de Lie (L,6) telle que L == (I^)^i et
dont l'algèbre enveloppante U(L^ 6) est une algèbre de chaînes équivalente
à l'algèbre C^flS, K). Notons G*(L) = (A^L)^ d = di + d^) le complexe
de Cârtan-Chevalley-Eilenberg de l'algèbre de Lie L, où s : Z^_i —^ (sL)i
désigne la suspension de L, (sL)^ = Hom(5L, K) et

< d-iV, sa >= (-1)^1 < v, s6a >', a ç L, v ç (5L)V,

< d2V, sa.sb >= (-1)1614-1 < v, s[a, b] >; a, b ç L, î; e (sLf.

En dualisant la bar construction nous obtenons la suite de quasi-
isomorphismes d'algèbres de cochaînes ([16], §10) :

(AV.d) ^C7*(L) ^-B^ÇC^S^K)) ^C^S^K),

où (AV, d) désigne un modèle minimal de (7*(L). Par définition (AV, d) est
appelé un modèle minimal de S.

D'autre part tout morphisme (f) : (AV.d') —> (AV,d) entre deux
modèles minimaux de l'espace 5" induit un morphisme 0i : (AV,^) —^
(AV,d^) défini par ̂  : V —> V avec 0 - 0i : V —> A^V. Le morphisme
(s^i^ : E' = (5V/)V -^ E = (sV^ est un morphisme d'algèbres de Lie.
En particulier si (j) est un isomorphisme, (5^1^ l'est aussi et permet alors
d'identifier E et £". Comme d'après ([16], Th. 10.1) UE ^ H^S'.K), E
est une sous-algèbre de Lie des éléments primitifs de H^(fl,S', K). L'unique
algèbre de Lie E telle que C*(E) = (AV,^) est appelée V algèbre de Lie
d'homotopîe de (AV,d).

Lorsque gÇK) = oo, nous retrouvons le modèle de Sullivan rationnel
qui est unique à isomorphisme près. En général il n'y a pas a priori unicité
du modèle minimal.
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1.2, L'application d'évaluation [8], [19].

Soit (A,d) une algèbre différentielle graduée (ADG) et (M,d) un
(A, d)-module. Notons A* l'algèbre graduée sous-jacente de A.

(i) Un (A, d)-module différentiel (M, d) est semi-libre s'il existe une
filtration par des A-modules : 0 = F_i Ç FQ C ... telle que M = U,F, et
Fi/Fi_^ est A^-libre sur une base formée de cocycles de M.

(ii) une résolution semi-libre d'un A-module M est un quasi-isomor-
phisme (P, d) -^ (M, d) de (A, d)-modules avec P semi-libre. Pour tout
A-module différentiel (M,d), il existe une telle résolution et HomA(P,-)
préserve les quasi-isomorphismes. Si en plus la différentielle de K (S)A P est
nulle, on dit que P est minimale.

Exemple 1.2.1.— Posons A = (AV,d) et M = [(AV.d)^. Si
dimH(AV,d) < oo et V = V^, il existe un idéal différentiel I et un
quasi-isomorphisme de ^-modules semi-libres (f) : AV ^ A V / I . Il s'en-
suit ([11], Prop. 6.7) que Hom^, K) est aussi un quasi-isomorphisme et par
suite ([AV/IY^^ = 0 (où n est tel que H^ÇAV.d) == (AV/I)^ = 0).
Il résulte alors de ([8], Lemme A.3) une A-résolution semi-libre de M =
[(AV, d)}^ qui peut être choisie minimale.

Exemple 1.2.2. — Soit (AV,d) une ADGC 1-connexe. Il existe [13],
[16] une ADG acyclique (AV 0 IW, D) où T(sV) désigne l'algèbre des
puissances divisées de sV (s : V1^ ^-> {sV)^ étant la suspension de Y), D
est une r-dérivation telle que D{sx,) = Xi+s(dxi) ; s(dxi) ç AV<,(8)IW<,.
L'ADGC (AV0IW, D) est donc un (AV, d)-module semi-libre et par suite
(AV 0 IW, 2^) —^ jf est une résolution semi-libre de K en tant que
(AV, d)-module. On l'appelle clôture acyclique de (AV,d).

(iii) Soit (7V, d) un autre (A, d)-module. Le fondeur Ext (différentiel)
est défini par

8xtA(M,N) = H(îîomA (P,AQ).

(iv) Une ADG augmentée par A -^ K est de Gorenstein si
dim^xtA(^, A) = 1. Un espace est de Gorenstein si un modèle minimal de
cet espace est de Gorenstein.

(v) Soit (A,d) une ADG augmentée par A -^ K, l'application
d'évaluation de A est l'application K -linéaire naturelle : €VA : £xtA(K,A)
—> ^*(A), définie par : si a = [/] ç £xtA(K,A) est représentée par



DIMENSION GLOBALE ET CLASSE FONDAMENTALE D'UN ESPACE 339

le cocycle f : P —> A (P ^ K résolution semi-libre de K), alors,
evA^) = [/(?)], p étant un cocycle représentant 1 dans K.

THÉORÈME 1.2.3 ([8], Prop. 3.4 et [19], Th. A). — Soit A une ADG
de la forme (AV, d) avec d décomposable et V de dimension finie, alors,

(i) A est de Gorenstein.

(11) evA 7^ 0 si et seulement si Jf*(A, d) est de dimension finie.

1.3. L-S catégorie et invariant de Toomer [3], [17], [23].

Soit S un espace topologique.

(i) La catégorie de Lusternik-Schnirelmann de S, notée cat(S'), est
par définition le plus petit entier n tel que 5' peut être recouvert par n + 1
ouverts contractiles dans S.

(ii) L'invariant de Toomer de S est défini comme suit ([3], §1.4) :

eK(S) =sup{e(a),a e H^S.K)},

où chaque entier e(o) est défini de la manière suivante. Notons (^S')*71 le
joint itéré n-fois, GnS l'espace des orbites de (fl.Sy71 sous l'action naturelle
de fl,S et (pn '- GnS —> GooS = B^ÎS l'application canonique intervenant
dans la définition du classifiant du monoïde O.S. Nous posons

e{o)<.n si ff*(^)(a)^0.

Ces deux invariants numériques vérifient (pour tout corps K) l'inégalité
([23], Th. I B2 et [3], Prop. 1.4) :

CK(S) < cat(^).

Soit maintenant (AV,d) une algèbre de Sullivan minimale. Notons
AVÇ^AW —> AV/A>my le modèle relatif ([11], § 14) de la projection
(AV, d) —> (Ay^^.d) et j l'inclusion : AV ^ AV(g)AW. Par définition
([13] et [17]) cat(AV,d) est le plus petit entier m tel que j admette une
rétraction r d'ADGC (i.e. : r o j = id). Si r est seulement un morphisme
de J^-modules, l'entier m est noté ec(AV,d).
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2. Preuve des propositions A et B.

Dans ce paragraphe, (AV,d) désigne une ADGC 1-connexe avec d
décomposable. On note par L son algèbre de Lie d'homotopie. Dans le cas
topologique, si S désigne un espace r-connexe (r > 1) vérifiant la condition
(^), son algèbre de Lie d'homotopie est notée par E.

PROPOSITION A. — Soit K un corps de caractéristique non nulle et
S un espace r "connexe, dans le domaine d'Anick, alors, S est K-elliptique
si et seulement si dim{E) < oo.

Preuve. — Signalons tout d'abord que, puisque Q(K) < oo, la
condition (^) entraîne que H*(S\K) est de type fini et que cat(5') < oo
([18], Prop. 5.1) et par suite ([5], Th. A) proî(H^S',K)) < oo. D'autre
part ([9], Ex. 1.3) UE ^ H^S'.K) est elliptique si et seulement si
dïm(E) < oo. On conclut alors en utilisant [9], Th. C. D

Avant d'aborder la démonstration du la proposition B, nous établis-
sons dans ce qui suit une condition de finitude de la dimension globale de
H^S;K).

PROPOSITION 2.1. — Si L est de dimension finie, alors

g\dim(UL) < oo ^===^ ev^v,d^ ¥- °-

Preuve. — Par définition de L, (AV, d^) = C*(L) et Ext^(X, K) c±
^f*'*((7*(L)). La condition gldim(î7L) < oo est équivalente à la condition
dimAT(Ay,^2) < oo. Or dim(y) = dim(5L) < oo. La proposition résulte
donc du théorème 1.2.3. D

En appliquant 2.1 au modèle minimal de l'espace 5' nous obtenons

gldim(^(^5';Jf)) < oo 4=^> ev^y^) ̂  0.

PROPOSITION B. — Si H* (S-, K) est une algèbre à dualité de Poin-
caré, alors

g\dïm(H^^S',K)) < oo ^=> CK (S) = prof(^(n5';X)).

Preuve. — Puisque H* (5'; K) est à dualité de Poincaré, S est de
Gorenstein ([8], Th. 3.1) et par suite gldim(^(^5';^)) < oo entraîne
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([12], Section 3 et [5], Th. A')) prof {H^ÇlS'.K)) = Mcàt(S',K) =
gïdim(H^S',K)). Or d'après ([6], Th. 3) e^S) = Mc8it(S',K) et
donc pToî(H^(fl.S',K)) = eic(S). Pour la réciproque on utilise de nou-
veau l'égalité CK^S) = Mc8Lt(S',K) qui entraîne que proî(H^{fl,S',K)) =
g\dïm(H^S',K)). D

Remarque 2.2. — La première implication de la proposition précé-
dente reste valable si l'on suppose seulement que S est de Gorenstein. En
effet dans ce cas, g\dim{H^(fl,S',K)) < oo entraîne que Mcot{S',K) < oo
et par suite H*{S'<, K) est une algèbre à dualité de Poincaré.

3. Preuve du théorème C.

Nous adoptons les mêmes notations qu'au §2. Démontrons tout
d'abord :

LEMME 3.1. — Si dim(V) < oo et dimH(AV,d) < oo, alors,
H(AV, d) est à dualité de Poincaré.

Preuve.— D'après le théorème 1.2.3, (AV,d) est de Gorenstein.
D'autre part (cf. Exemple 1.2.1) [(AT^d)^ admet une (AV, d)-résolution
semi-libre minimale. On termine alors comme dans [8], Th. 3.6. D

Remarque 3.2. — Si K est de caractéristique non nulle et S est K-
elliptique, en utilisant la proposition A, on déduit du lemme précédent que
H*{S\ K) est à dualité de Poincaré.

La démonstration du lemme suivant repose sur les deux suites spec-
trales de Milnor-Moore suivantes : ((**) a été introduite par A. Murillo
[19]) :

(*) £^-î = ffP-9(AV, dî) =^ HP-q(AV, d),

(.*) e^-" = fxt^7 ̂  (K, (AV, da)) =^ ̂ xt^ (K, (AV, d))

qui sont définies respectivement à l'aide des filtrations : F1' == (A^V) et
J-P = {/ e HomAv(Ay®r(sV),AV)//(rsy) Ç A^V}. On vérifie alors
que l'application

ev : (Hom(Av,d)[(Ay®r(sV),£»),(AV,d)],-D) —— {AV,d)
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définie par ev(f) = /(l) préserve les filtrations. D'où le morphisme de
suites spectrales, noté (Er{ev))^<r<oo tel que E^(ev) = ev^y^)'

LEMME 3.3.. — Soie (AV,d) une ADGC 1-connexe telle que d soit
décomposable, dim(y) < oo et dim H(AV^ d) < oo, alors, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) ev^y^) 7e 0,
(ii) E^{ev)^0,

(iii) E^(ev) = ev^y^y

Preuve. — (iii) implique (ii) d'après le théorème 1.2.3 . (ii) implique
(i) provient de la convergence des suites spectrales. Supposons maintenant
que ev^y,d2) ¥" 0; ce qui équivaut à dim H(AV, d^) < oo. Le lemme
précédent entraîne donc que HÇAV^d^) et H(AV^d) sont à dualité de
Poincaré de dimensions formelles respectives m et n. D'autre part nous
avons le diagramme suivant :

^-q == fxt^^; (AV,d2)) E2^ E^ = J^(AV,d2)

%-^=£xt^(^;(Ay,d)) E^ E^

puisque dim^'~9 == 1 = dim%~9, du fait que (AV,^) et (AV,ûî) sont de
Gorenstein (Théorème 1.2.3). Ceci entraîne que m = p — q = n et donc
que E^-9 = jr^AV,^). Il en résulte que Eoo(ev) = ev^v,d)' D'où : (i)
implique (iii). D

THÉORÈME C. — Soit S un CW-complexe r-connexe de type fini
K-elliptique, dans le domaine d^Anick, alors, pToî(H^(^ÎS'^K)) = e^ÇS) si
et seulement si proîÇH^ÇfîS^K)) est égal au plus grand entier p tel qu7!!
existe un modèle minimal (AV, d) de S dans lequel la classe fondamentale
est représentée par un cocycle homogène de longueur p.

Preuve. — Supposons que prof^^î^X)) = ej<(5) = p; ce qui
équivaut d'après les propositions 2.1 et B à ev^y^-2) ¥" 0. On déduit
alors du lemme précédent que Eoo(ev) = ev^y^) e^ P^ suite la classe
fondamentale uj de S vérifie : uj = A[Aoo(l)] € %~9, où A e K - {0}
et [hoo] désigne le générateur de %~9. De plus p est le plus grand entier
vérifiant cette condition. Réciproquement, si p désigne le plus grand entier
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tel que uj ç. E^, alors, ^^(AV, d) = Ep^~q (n = p — q désigne la dimension
formelle de S) et par conséquent uj = A[/i(l)] = A[/ioo(l)]- O11 en déduit
que Eoo(ev) : <%~9 —^ -%~9 est non nulle. On utilise une fois de plus le
lemme précédent et la proposition B pour conclure. D

COROLLAIRE 3.4. — Si S vérifie les hypothèses du théorème, alors,
e^ÇS) = proî{H^S',K)) entraîne e^S) == ec(AV,d).

4. Suite spectrale impaire, fxt-version.

Dans l'introduction nous avons rappelé la définition de PADGC pure
(AV^d^ associée à une ADGC 1-connexe (AV,d). Rappelons d'autre part
([15]) que la filtration

F^-9 = (AV)^'-9 avec (AV)5'-9 = (AQ 0 A9?)5-9,
où Q = V^ et P = y111^11-, définit la suite spectrale impaire
(*)<, E^ÇAQ 0 AP) = JP'-^AÇ 0 AP), d^ ===^ jFP-^AÇ (g) AP, d^).

4.1. Clôture acyclique de (AV,d^).

Soit maintenant (AV, d) une ADGC 1-connexe et (AV 0 TsY, D) la
clôture acyclique de (AV^d) (Exemple 1.2.2). Nous déterminons dans le
lemme suivant celle de (AV^da) :

LEMME 4.1.1. — UADGC (AV^FsV, Da) est une clôture acyclique
de (AV, dff) lorsque Dy est définie par

D(T = dff sur V et D^(sx) = x — s(d^x).

Preuve. — On procède par récurrence sur k = dim(V). Pour k = 1 ;
on a daX\ == 0. Ainsi pour D^(sx^) = a:i, PADGC (Aa;i 0 Tax^^D^)
est une résolution acyclique de (Aa;i,0). Supposons que la résolution
(AV^fc 0 rsV<k,Da) -^ -^ est construite pour un k > 2 et considérons
(AV<fc+i 0 r^V^fc+i)- Clairement do-(a;fc-n) est un cocycle dans AV<^k 0
r5y<fc. Par hypothèse, D^s^sd^ = id-6 sur (AV<fc), d'où D^(sda Xk+i) =
^(^fc+i). Posons alors : Da(sxk+i) = ^fc+i - ̂ a-fc+i. Ceci implique que
D^s-\-sdy = id —e sur Ay<fe+i. Par suite {AV^k+i^^^^k+i^Da) est donc
une clôture acyclique de (Ay<fc+i,d^). D
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4.2. Filtration.

Avec les notations précédentes, posons

(AV 0 IW)^ = ^ (AÇ 0 r^Q (g) A02? (g) r^P)5,
ai ,03 ,03

r=ai+a2+2a3

où 5 désigne le degré total et r le degré filtrant. Une filtration du complexe

(A,P) = (Hom(Av,d)[(AV0r^D),(Ay,d)],P),

où P(/) = d o / + (-l)1-^1/ o D est donnée par

JFP(A71) = e.,. Hom(Av,d)((Ay 0 IW)^, (FP+^+^AV))^8)

pour chaque n.

Cette filtration vérifie les propriétés suivantes :

LEMME 4.2.1. — (i) (^7P) est décroissante.

(ii) yo(An)=J^P(An).

(iii) P(^(A71)) Ç ^(A71).

Preuve. — La propriété (i) est évidente. Pour (ii) on remarque que

(F^+^Ay))^5 = {(AÇ^AP)^5-^'*}71-^
= C (AÇ (g) ^p^s+r+^-r-k

=e(AQ0AP)n+s+g'-9

9

={(AÇ(g)AP)>n+s'*}n+s

= (AV)^5.

Enfin pour (iii), soit / e ^(A71) ; on a V(f) = / o D + (-l)^!4-1^ o /. Or
dpP Ç FP ; donc dofe ^(A71). D'autre part / o D = f o (D^y ̂  1) 4- / o
(l(g)D(r.v). Mais^AQ^A02?) Ç (AQ(g)Aa2- lP)©(AÇ(gA>a2P)); donc
(D|Ay(g)l) envoie ÇAV^rsV)^ sur (Ay(g)^5V)^+ïe(Ay0^sy)^l et par
conséquent / o {D^y ̂  1) ^ ^(A71). Pour / o (10 Djrsv), notons d'abord
que D(sP) Ç P © (AV (g) 5?) C (AV (g) sQ) et D(sÇ) Ç Ç e (AV 0 sQ) C
(AV (g) sP). Ceci implique que 1 0 ̂ jrsy envoie aussi (AV 0 rsV)^ dans
(AV 0 rsVY^\ C (AV 0 r^Y)^:1 , et par suite / o (1 0 D|r,y) e ̂ (A71).
D'où / o D appartient à ̂ (A^. D

Posons maintenant î^cr = da ^ 1 + 1 0 Da et notons (<?^,Po) le
complexe défini par la filtration précédente. Puisque D^(sQ) Ç Q et
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Da(sP) Ç P(B(AÇ05Q), il résulte de la démonstration du lemme précédent
que Pô = P(T et par suite

£1 =H(£^Vo) =fxt(Av^)((AV0r5V,P,),(Ay,d,))).

Puisque la filtration est bornée, la suite spectrale ainsi construite est
convergente; (**)o- ^

fxt(Av,d,)((AV0r5y,p<,),(Ay,^))^<?xt(Ay,d)((AV0r5V,P);(Av,d)).
Les conséquences immédiates de la convergence de cette suite spectrale
sont :

PROPOSITION 4.2.2. — Si La (resp. L) désigne l'algèbre de Lie
d'homotopie de (AV,d^) (resp. (AV,d)), alors, prof(î/L^) ^ prof((7L).

PROPOSITION 4.2.3. — Soie (AV, d) une ADGC 1-connexe. Avec les
notations précédentes, si la partie linéaire d\ de d est nulle sur P et V est
de dimension finie, alors, (A Y, d) est de Gorenstein.

Preuve. — On a (c^)i(Ç) = 0. D'autre part di(P) Ç Q entraîne que
(^)i(P) = di(P) = 0 et par suite dy est décomposable. Le théorème 1.2.3
permet alors de conclure. D

5. Preuve des théorèmes D et E.

Nous rappelons l'énoncé du théorème E :

THÉORÈME E. — Soit S un CW-complexe r-connexe K-elliptique,
dans le domaine d'Anick et tel que gldim(^(^S; K)) < oo, alors, la classe
fondamentale de S admet le même représentant que celle d'un modèle pur
associé.

La démonstration de ce théorème repose sur les suites spectrales
précédentes et le théorème suivant. Il généralise le résultat de A. Murillo,
concernant la classe fondamentale des espaces purs [20].

THÉORÈME D. — Soit (AV,d) une algèbre différentielle graduée
commutative 1-connexe, de différentielle décomposable et telle que dim(V)
< oo, alors, dïm H (A.V, d^) < oo si et seulement si dimH(AV,da,2) < oo,
où da,2 désigne la partie quadratique de da.
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Preuve. — Par définition de PADGC pure, on a d^ = da,2' Par suite
l'implication réciproque résulte de la considération de la suite spectrale
impaire (*)o-. Supposons maintenant que dimHÇAV.d^) < oo. Puisque
dimV < oo, si (a;i,...,a^) désigne une base de V, le théorème 1.2.3 et
le lemme 3.3 (iii) de [19] entraînent que dimJf(A(rc2,...,:Kn),d2) < oo. On
conclut comme dans [3], Prop. 5.2 à l'aide d'un raisonnement par récurrence
sur n utilisant le modèle relatif :

(Aa;i,0) -^ (A(;n,....^),d2) -^ (A^, ...^n),^)).
D

II en résulte facilement :

COROLLAIRE 5.1. — Avec les hypothèses du théorème D, 022 a
eVÇAVM 7e 0 <^ ^(AV,d,,2) 7e 0.

Preuve du théorème E. — Soit (AV, d) un modèle minial de S'. Puis-
que les différentielles sont décomposables et V est de dimension finie, alors
(Théorème 1.2.3) les complexes (AV, d), (AV, d^), (AV, ^2) et (AV, d^) sont
de Gorenstein. On déduit donc des suites spectrales (**) et (**)cr les iso-
morphismes suivants :

^1 : ̂ A^,.)(^ W ̂ ,2)) ̂  ̂ xt^^(^, (AV, d,)),

^2 : ̂ ^^(^ (A^ d,)) - ̂ xt^(^, (AV, d)),

^ : ̂ ^^(^(Ay.d^)) ̂ fxt^^(^(Ay,d2)),

^ : <?xt^^, (AV, d,) ̂  ̂ xt^(^, (AV, d)).

D'autre part, puisque gldim(^(^5;J<T)) est finie, on a ev^y^) + 0
(Proposition 2.1) et ev^y^^ -^ 0 (Corollaire 5.1). En reprenant alors
le même argument que celui utilisé pour démontrer le lemme 3.3, on déduit
à l'aide des suites spectrales (*) et (*)<, que si [h], [h^], [h^ et [h^] sont les
générateurs des différents fxt, alors la classe fondamentale [h(l)] de (AV, d)
vérifie

[/,(!)] = [^2)(1)] = [^2^3(^,2)(1)] et que [^(1)] = [^(h^){l)}.
D'autre part, on a ^40^1(^,2) = ̂ o^[h^). Donc [/i(l)] = [^(^)(1)].
Mais [^a(l)] est en fait la classe fondamentale de (AV,d^) puisque
HÇAV.da) est à dualité de Poincaré et [ha] est l'unique générateur de
^À~v^)(^ (A^, ̂ )) (cf. [8], section 1). D
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Exemples.

Dans cette section, nous allons donner des exemples d'espaces K-
elliptiques pour lesquels g\dïm(H^(fl,S'^K)) est finie et d'autres pour les-
quels celle-ci est infinie. On suppose que (5', K) est dans le domaine d'Anick;
i.e. vérifie la condition (ç).

(1) Si S est un espace 1-connexe I^-elliptique tel que impair = O?
alors la différentielle du modèle minimal (AV, d) est nulle et la classe
fondamentale de S est représentée par 2/1. 2/2 ...2/m, où 1/1, 2/2,... et y m forment
une base de V^^ et m = pToî(H^S', K)). Il résulte du théorème B que
gldim(^(aS';JO) est finie.

(2) D'après la proposition 2.1, tout espace 5', 1-connexe, J^-elliptique,
de différentielle quadratique (d = d^) vérifie gldim(ff^(^5'; K)) < oo.

Exemple 2.1. — K = Q et S == Sp(5)/5E/(5). Son modèle minimal
est de la forme

(A(^6, ^10,2/11,2/i5,2/19)^); ̂ 6 =cbio =0, ch/ii = o-j, A/15 = x^o
et ^2/19 = X^Q

et sa classe fondamentale est uj = [2/11^0 ~~ 2/15^6-^10] •

Exemple 2.2. — K = Q et 5 = S77(6)/5T/(3) x 5'[/(3) de modèle
minimal
(A(x^X6, y7, y9,yn),d); dx4 = dxç = 0, dî/y == -a-j, dp/g = -2a;4a'6

et c^n = -.rj
Sa classe fondamentale est uj = [ygx^xç — 2î/7^j].

(3) La somme connexe S = CP(2)^CP(2) admet un modèle de
Sullivan de la forme

((Ao;i, 7/1) e (Ax2,1/2) e ̂ n, d)
avec | x\ |=[ a;2 |= 2, da;i = da;2 = 0, dy\ = x^ dy^ = a;|, et dn = x\ — x^.
Son modèle minimal est par suite

(A(a:i,a;2,^,^),d) avec du = ̂  — rrj et dî; = a;ia:2

et sa classe fondamentale est uj = [^^"^i]- Donc eo(S) = prof(ff*(^5'; Q)).
gldim(^(îî5; Q)) est donc finie et est égale à 2.

(4) L'espace homogène S = U{4)/U(Î) x U(Ï) admet un modèle
minimal de la forme
(A(a:2, X4,2/5,2/y), d) ; dx'2 = dx4 = 0 ; ^2/5 = ^J - 2x^x4 ; ^2/7 = ̂  - ̂ 1^4.
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Sa classe fondamentale est [-^4] e HS(U(4,)/U(2) x U(Ï))', i.e. e^{S) =
3. Comme prof (H^(^îS\ Q)) = dim(7rimpair(*S')) = 2, le théorème B entraîne
alors que gldim(JEf^(f2S';Q)) est infinie.

(5) L'espace projectif complexe CP71 admet pour modèle minimal sur
tout corps K

(A(a;,?/),d) avec [ x |= 2, | y \= n + 1, dx = 0 et dy = ̂ rl+l.

Nous obtenons alors

e^ÇS) = n et prof(^(^5;^)) = 1 et gldim(Jf,(n5';^))

est donc infinie. En remarquant que l'algèbre de Lie d'homotopie E est
abélienne, nous retrouvons ce résultat.

Nous terminons cette série d'exemples par deux espaces dont le
modèle minimal admet une algèbre d'homotopie de Lie de dimension infinie.
On se restreint au cas rationnel.

(6) Soit S la variété M^ = S" x fi'̂ ...^71 x S " , somme connexe
de g copies de S71 x S71, avec n impair. Dans [4], Prop. 7.7, Y. Félix et
S. Halperin ont calculé son modèle minimal. Pour (n >_ 3 et g >_ 2) ce
modèle est de la forme : (AV, d) avec V concentré en degrés impairs et
d = c?2. En particulier dimH(AV,da) = oo. Or catQ(AV,d2) = gldim(£/£1)
([7], § 3) et catQ(Ay,d2) ^ sup{n | ̂ (^.Q) ^ 0} ([4], Th. 4.7), S est
donc un espace à dualité de Poincaré tel que g].dïm(H^(ÇlS^K)) < oo. De
plus, pToî(H^S',K)) = eK(S) = catQ(S) = 2.

(7) Considérons la somme connexe S = M#M, où M = U{4)/U(Ï) x
U(2). D'après ([14]) M est un espace formel et par conséquent ([4],
Prop. 7.4) S l'est aussi. Son modèle minimal est donc celui de

(A(a:2, x^ y5,2/7)) © (A(a;2, ̂  V^V'j) © Q^ D)

avec Du = x^ — x\ (pour les autres générateurs, D coïncide avec la
différentielle d de l'exemple (4)). Le calcul des premiers générateurs du
modèle minimal (AV,d) de cet espace, montre que dim^11111^11') > 9.
Par conséquent dim(V) = oo, sinon S serait elliptique et par suite
PTOÎ(H^S',Q)) = dirn^1"^11') < catQ(5) ^ 8. D'autre part le co-
cycle a;2 représente une classe non nulle dans (AV,^)' Ceci entraîne
que gldim(^(f26'; Q)) est infinie, puisque dans le cas contraire on au-
rait gldim(^(^;Q)) = prof(^(0?;Q)) = catQ(5). Or, ([6], Th. 2),
catQ(5f) = eo(S) = 3 et (Proposition 2.1) gldim(f^(î"2S'; Q)) = sup{A;/
H^ÇAV.d^) ^ 0}. On en déduit aussi que prof^^f^Q) < 3 sinon,
catQ(S') == gldim(^ (f^5'; Q)) serait infinie.
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