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COURANTS KAHLERIENS ET SURFACES COMPACTES

par Ahcène LAMARI

Introduction.

Le but de cet article est de donner une démonstration unifiée de
Inexistence de métriques kàhlériennes sur les surfaces à premier nombre
de Betti (noté 61) pair. Le problème avait été posé par Kodaira ([KM71])
et la résolution en a été achevée par Siu ([Siu83]).

Soit a(X) la dimension algébrique de X , i.e. le degré de transcendance
du corps des fonctions méromorphes sur X. Pour une surface, a(X) vaut
0, 1 ou 2 (théorème de Siegel).

Le cas a(X) = 2 a été traité par Chow-Kodaira ([CK52]). Ils
démontrent que toute surface complexe compacte de dimension algébrique
2 est projective (donc kàhlérienne).

Dans [K64], Kodaira démontre qu'une surface de dimension algé-
brique 1 est elliptique, c'est-à-dire qu'il existe un morphisme surjectif
/ : X —> C de fibre générale une courbe elliptique (C est une courbe). Il y
démontre également que les seules surfaces à premier nombre de Betti pair
de dimension algébrique nulle sont des tores complexes (donc kàhlériens)
ou des surfaces K3 (fibre canonique trivial et b\ =0).

Le problème des surfaces elliptiques a été résolu par Miyaoka
([Miy74b]). La démonstration de Miyaoka utilise en particulier la struc-
ture des surfaces elliptiques établie par Kodaira.

Mots-clés : Courant positifs - Régularisation - Surfaces kàhlériennes.
Classification math. : 32J15 - 32C17.
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Pour les surfaces K3, Siu a démontré ([Siu83]) que toute surface K3
était kàhlérienne en utilisant les propriétés de l'application des périodes
(théorème de Torelli, surjectivité).

La démonstration proposée ici est différente. La section 5 lui est
consacrée. En utilisant la symétrie de Hodge qui découle de l'hypothèse h\ =
2/i°'1 et un critère analogue à celui de Harvey-Lawson, nous y démontrons
de manière élémentaire l'existence sur X d'un courant strictement positif
d- fermé ("courant kàhlérien", d'après [JS93]), ce qui, grâce aux résultats
de la section 2, suffit à assurer l'existence de métriques kàhlériennes sur X.

Dans la section 2, nous utilisons le théorème de régularisation de
Demailly et le théorème de décomposition de Siu ([Siu74]) pour démontrer
qu'une variété complexe compacte possédant un courant kàhlérien est
kàhlérienne en dehors d'un sous-ensemble analytique de codimension au
moins deux. Une surface ayant un tel courant est kàhlérienne (théorème de
Miyaoka [Miy74a]).

Le critère d'existence d'un courant kàhlérien est démontré en sec-
tion 3. Comme dans [HL83], nous utilisons le théorème de séparation de
Hahn-Banach pour construire des formes (ou des courants) convenables.
La méthode a été introduite par Sullivan ([Su76]) et a déjà été utilisée par
Harvey-Lawson (qui redémontrent dans [HL83] le résultat de Miyaoka sur
les surfaces elliptiques), Michelsohn ([Mi83], "balanced manifoids") ainsi
que dans [Siu83]. Les obstructions à l'existence d'un courant kàhlérien sont,
comme pour l'existence d'une forme kàhlérienne, des courants positifs de
bidimension (1,1) composantes d'un bord. Mais il s'agit de courants limites
de formes positives dc^-fermées, ce qui les rend plus maniables (en coho-
mologie) que les courants positifs dd°-fermés plus généraux ( "pluriharmoni-
ques", d'après [AB]) qui interviennent dans le théorème de Harvey-Lawson.

Pour faciliter la tâche du lecteur, l'article contient un bon nombre de
rappels de résultats classiques : la section 1 est ainsi consacrée à certaines
propriétés des courants positifs et des espaces de cohomologie que nous
aurons à utiliser par la suite. Dans la section 4, nous rappelons ce qu'il est
utile de connaître sur la cohomologie des surfaces complexes compactes.

Les méthodes présentées ici nous ont aussi permis de caractériser le
cône kàhlérien d'une surface kàhlérienne compacte : une classe de cohomo-
logie réelle a de type (1,1) est kàhlérienne si et seulement si a2 > 0, a-£J > 0
pour toute courbe E de self-intersection négative, et a-a; > 0 pour au moins
une classe kàhlérienne uj. Ce résultat fera l'objet d'une publication séparée.
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1. Courants positifs et dualité.

Soit X une variété complexe de dimension n.

On note ^p'9 le faisceau des germes de formes C°° de bidegré (p,ç),
Vpq le faisceau des germes de courants de bidimension (p,ç).

Si U est un ouvert de X, Pp g (U) est le dual topologique de
Fc^f^'9). Un courant de bidimension (p,q) est de bidegré (n— p,n— q)
et nous noterons P^'5 := V^-r^n-s' Les espaces de formes seront munis de
la topologie C00 et les espaces de courants de la topologie faible.

1.1. Courants positifs.

DÉFINITION 1.1. — Soit F e ̂ p(U). T est un courant positif si
T A ia\ A ~a\ A • • • A ta? A a? est une mesure positive, pour tout choix de
ai,...,ap dânsE^ÇU).

Si a est une (p, 0)-forme, la (p,p)-forme uj = ip a A a est positive.

Les courants positifs sont réels à coefficients mesures.

On suppose X munie d'une métrique hermitienne et l'on note '0 la
(l,l)-forme positive associée.

L'ensemble Pp(X) des courants positifs de bidimension (p,p) est un
cône convexe faiblement fermé dans P (X).

Soit Cp(X) ={T ç Pp{X) \ (^,T) == 1}. Si X est compacte, Cp (X)
est un convexe compact pour la topologie faible des courants ([H77]).

Nous ne nous intéresserons qu'aux formes et courants de bidegré ou
de bidimension (1,1).

Une forme a; de bidegré (1,1) (resp. (n—l ,n—l)) est strictement
positive si et seulement si (ù;,T) > 0 pour tout courant T ç C\ (resp.
T e C.-i).

L'ensemble U des formes strictement positives de bidegré (1,1) (resp.
(n—l.n—1)) est un cône convexe ouvert dans E^ÇX) (resp. £^~l'n~l(X)).
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1.2. Groupes de cohomologie.

Pour l'étude des classes de courants d-fermés ou dc^-fermés ("pluri-
harmoniques"), nous serons amenés à utiliser les groupes d'Aeppli :

.1,1^ _ {TçV^l(X)\dT^Q}
^R \^) ^^cT)iQ(Y\dd^ÇX)

et
..,-i,,-i.. __ {^e^-l-n-l{x)\ddcu;=o}
^R ^ ) - 7——_ n-i,n-i—————————————————{o; e ̂ -^-'(X) 1 3(3^ = 0(3 + 9/3}

Le faisceau 'HK des germes de fonctions pluriharmoniques réelles
admet deux résolutions fines commençant par

o _ u^ - ^ ^ 4'1 -^ ^
[ id [ j [ j [ j

n -^ n-/ -̂  D'O <^c D'1'1 -̂  T)^U - ^ ^ R - ^ ^ ^ ———> U^ ———> i^^

où j est l'injection des espaces de formes dans les espaces de courants.

On en déduit que A^'^X) ^ ff^X,?^) et que l'on peut faire le
calcul avec les (1, l)-formes d-fermées.

On peut démontrer que V^"1'71"1^) peut également se calculer à
l'aide des courants.

1.3. Sous-espaces fermés et dualité.

Si X est compacte, ^(JC,^) et IÇ''1'71"1^) sont de dimension
finie et les sous-espaces suivants sont fermés dans leurs espaces respectifs :

dd^WcfR1'1^),

dd^WcV^W^

B^(X) ={Tç V^^ÇX) | 35 e îy71-1^-2^), T = 9S 4- QS},

et

Bi°°i(X) = {T ç ̂ n-l'n-l(X) | 35 € f71-1'71-2^) tel que T = 95+95}.

Pour Bi^i(X), la démonstration se trouve dans ([HL83], p. 174). Pour
les autres sous-espaces, la démonstration se fait de manière analogue en
utilisant la finitude de groupes de Dolbeault et de De Rham convenables.
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On en déduit une dualité (algébrique et topologique)

H^x^y ^v^-^-^x).

DÉFINITION 1.2. — Un courant T de bidimension (1,1) est com-
posante d'un bord s'il existe S e /Dfn~l^~2(X) tel que T = 9S + OS.

Le courant T de la définition est la composante de bidegré (n—1, n—1)
du courant d(S + S). C'est un élément de B^{X).

On remarquera qu'une (1, l)-forme réelle a est d-fermée si et seule-
ment elle est nulle sur B^i(X) (en tant que forme linéaire continue sur
l'espace des courants de bidimension (1,^)).

De même, une (n—l,n—l)-forme f3 est dcF-fermée si et seulement si
elle est nulle sur dd^^X).

La dualité précédente sera utilisée sous l'une des deux formes sui-
vantes :

(1) Soit T un courant réel de bidegré (1,1).

Si (r,uj) = 0 pour toute (n-l,n-l)-forme réelle dd° -fermée uj, il
existe \ ç ̂ 'â(X) tel que r = dd°\.

Si T est (7°°, il en sera de même de \.

(2) Soit T un courant réel de bidegré (n-l.n-1).

Si (a,T) = 0 pour toute (l,l)-forme réelle d-fermée a, il existe
S G P771-1'71-2^) tei que T = 9S + 9S.

Si T est G00, on peut choisir 5' de classe C°°.

1.4. Applications.

La proposition suivante sera utilisée plus loin.

PROPOSITION 1.3. — Soit X une variété complexe compacte de
dimension n. Il existe sur X des (n-l.n-l) -formes strictement positives
dd° -fermées.

Démonstration. — C1 = Cn-i est convexe faiblement compact dans
V^ÇX). C1 H dd^'^X) = 0 car T = dd^ > 0 implique r = 0 (^ est
plurisousharmonique donc constante sur X).
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Le théorème de séparation de Hahn-Banach permet de trouver une
forme f^ de bidegré (n—l,n—l) strictement positive sur C1 et nulle sur
dd^V'^X).

Une telle forme î7 est dcF-fermée et strictement positive. D

Remarque. — D'après Michelsohn ([M83]), toute (n—l,n—l)-forme
Q, strictement positive peut s'écrire de manière unique sous la forme
0 = (^"^où (f) est une (1, l)-forme strictement positive sur X. Gauduchon
([Gau77]) a démontré un résultat beaucoup plus précis : l'existence et
l'unicité à normalisation près d'une forme 0 strictement positive telle
que dd0^^1 = 0 ("métrique standard") dans chaque classe conforme de
métriques hermitiennes.

A titre d'application des théorèmes de dualité, nous pouvons donner
une reformulation de la démonstration du théorème de Harvey-Lawson :

THÉORÈME DE HARVEY-LAWSON ([HL83]). — Sur toute variété
compacte non kâhlérienne, il existe un courant positif T non nul com-
posante d^un bord (i.e. de la forme T = 9S + 9S).

Démonstration. — Soit U l'ensemble des (1, l)-formes strictement
positives, et E l'ensemble des (1, l)-formes réelles d- fermées.

X non kâhlérienne signifie U n E = 0.

E est un sous-espace fermé de T>^ (X) et U en est un ouvert convexe.

D'après le théorème de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire
continue sur V^ÇX) séparant U et £', strictement positive sur U et nulle
sur E.

Une telle forme linéaire est un courant T de bidegré (n—l,n—l) .

T\u > 0 signifie que T est un courant positif non trivial.

T\E = 0 équivaut à T == 9S + 9S d'après la dualité. D

2. Courants kâhlériens et formes kàhlériennes.

DÉFINITION 2.1. — Un courant kàhlérien est un courant r de
bidegré (1,1), d-fermé, tel que r > C^ où C est une constante strictement
positive.
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Une forme kàhlérienne est une (1,1) -forme strictement positive dé-
formée.

Exemples.

1. Toute forme kàhlérienne est un courant kàhlérien.

2. Si X est une variété de la classe C de Fujiki, alors elle possède un
courant kàhlérien, mais pas nécessairement une forme kàhlérienne.

Le théorème de régularisation de Demailly permet de relier formes et
courants kàhlériens.

Si T est un courant d-fermé positif (ou presque positif cf [Dem92]),
v(r, x) désignera le nombre de Leiong de r en x. D'après Siu ([Siu74]), pour
tout c > 0, l'ensemble Ec(r) := {x e X \ y{r,x) >, c} est analytique fermé.

THÉORÈME ([De92], p. 362). — Soit (X,^) une variété hermitienne
compacte. On suppose données une métrique sur OrxW et une (l,l)-forme
semi-positive u sur X telles que

c(Orx(l))+P*^0

où p : P(T*X) -^ X.

Soit r = a + dd0"^ un courant tel que r > 7 où 7 est une (1,1)-
forme continue. Alors pour tout c > 0, il existe une suite de courants
Tc,k = û; + dd0^^ tels que \c,k soit C°° sur X \ Ec(r) et que

(i) ïc,fc > 7 - min{Âfc, c}u - e^, où

(11) \k est une suite décroissante de fonctions sur X telle que
lim\k(x) = y(r,x) en tout point

(iii) €k est positive décroissante telle que lim^ == 0.

PROPOSITION 2.2. — S'oit X une variété complexe compacte. Les
énoncés suivants sont équivalents :

(a) il existe un sous-espace analytique S de codimension au moins
deux, une (1, l)-fornie réelle uj, C°° sur X\S, d-fermée, tels que

^ > ̂ >\x\s ;

(b) il existe un courant kàhlérien sur X.
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Démonstration.

(a) =^ (b) découle du théorème de Shiffman ([Sh72]).

(b) =^ (a).

Nous allons appliquer le théorème de régularisation de Demailly avec
u = K^ où K > 0 est assez grand. Choisissons c > 0 assez petit pour aue
(^+l)c<l /2 .

Soit f un courant kàhlérien sur X. On peut supposer f > ^. Notons
-Di,^2, ....,^p les composantes irréductibles de codimension 1 de E^r).
D'après Siu ([Siu74]), il existe des a, > 0, un courant r positif d-fermé tels
que

(i) f = ̂  cnDi + r
i=l

(il) codim Ec/^r) > 2.

T > '0 implique T >_^.

Le théorème de régularisation de Demailly appliqué à r = a + dd^
€15'= ^(r) assure l'existence d'une suite (r^) de courants d-fermés sur
X tels que

(i) rk = a + dd^ avec ̂  C00 sur X \ S

(ii) ïfc > -0 - c7^ - ç^-0 où lim^fc = 0.

Choisissons m assez grand pour que em ^ c. Alors cJ^+ç^ ^ cJ^+c <
1/2 et ïm = a + dd^^ ^ 1/2^. On prend ^ = 2r^ | . , . n

' -/L \0

-Remarques.

1. Si TX est nef (cela signifie que l'on peut prendre K > 0 aussi
petit que l'on veut en choisissant une métrique convenable sur Orx(l)),
^possède un courant kàhlérien si et seulement si elle est kàhlérienne
(démonstration analogue à celle de la proposition) (cf [De92] Cor. 1.6,
p. 365).

2. Soit a; une (n - 2)-forme holomorphe. La (n-l)-forme duj = QUJ
est de bidegré (n-1,0) et f3 := i^-^du A duj est une (n-l,n-l)-forme
semi-positive. Donc (r, /?) ^ (^, /?). Comme (3 est d-exacte et r est d-fermé,
(r,/?) = 0. Donc (^) = 0, (3 = 0 et d^ = 0.

Ainsi, sur une variété possédant un courant kàhlérien, les (n - 2)-
formes holomorphes sont d-fermées.
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En utilisant la théorie de l'intersection de Demailly ([De94]) on a
r2 >, ^2 si r est un courant kàhlérien C°° en dehors d'un ensemble
analytique de codimension au moins deux. On en déduit que les (n — 3)-
formes holomorphes sont d-fermées.

3. En dimension 3, la variété d'Iwasawa ne possède pas de courant
kàhlérien. En effet, sur une telle variété, il existe des 1-formes holomorphes
non fermées.

Si dimX = 2, l'ensemble S de la proposition est fini. Dans ce cas,
le théorème de prolongement de Miyaoka permet de conclure que X est
kàhlérienne.

THÉORÈME 2.3 (Théorème de Miyaoka [Miy74a]). — Soit uj une
forme kàhlérienne sur Bn(\) \ {0} , où Bn{r) = [x ç C71 | ||a;|| < r} et
n ^ 2. Il existe une forme kàhlérienne uj sur JE?"^!) égale à uj en dehors de
^(1/2).

Démonstration. — Le théorème d'extension de Shiffman [Sh72]
montre que uj se prolonge en un courant positif fermé UJQ sur B'^Çl). On
peut donc écrire c<;o == dd0^ où \Q est une fonction psh sur 1^(1), stricte-
ment psh de classe C°° sur B^l) \ {0}. Si \e est une régularisée de \o par
convolution, alors \ç est strictement psh sur B71^! — e). Il suffit de prendre
uj = dà^^f^e + (1 — f)x) avec e assez petit, et / de classe C°° à support
compact dans ^(1/2), égale à 1 sur ^(1/4).

COROLLAIRE 2.4. — Une surface compacte est kàhlérienne si et
seulement si elle possède un courant kàhlérien.

Propriétés.

1. Si / : X ' —> X est surjectif, génériquement fini et si X' possède
un courant kàhlérien, il en est de même de X. Il suffit de prendre l'image
directe par / du courant kàhlérien de X ' .

2. Si / : X —> Y est surjective à fibres de dimension un, et si
X possède un courant kàhlérien, il en est de même de Y. Pour cela, on
choisit sur X un courant kàhlérien r de classe C°° en dehors d'un sous-
ensemble analytique de codimension au moins deux. D'après la théorie de
l'intersection de Demailly ([De93]), le courant r2 est bien défini et l'on a
r2 > r A ^. Le courant /*(r2) est un courant kàhlérien sur Y.

3. Soit / : X —> Y surjectif. On suppose / kàhlérien. Alors si Y



272 AHCÈNE LAMARI

possède un courant kàhlérien, il en est de même de X. C'est en particulier
le cas si / est l'éclatement de Y le long d'une sous-variété de codimension
au moins deux. En utilisant le lemme de Chow de Hironaka ([Hi75]), il
est facile de démontrer que la classe des variétés possédant un courant
kàhlérien est stable par modifications.

La proposition qui suit est suggérée par des résultats analogues de
Kodaira ([K54]) pour les variétés kàhlériennes et de Fujiki ([F83]) pour la
classe C.

PROPOSITION 2.5. — Si X possède un courant kàhlérien et si
H^^X^ 0) = 0, alors X est une variété de Moishezon.

Démonstration. — On a un diagramme de suites exactes de fais-
ceaux :

O - ^ Z - ^ ^ - ^ O * - ^ !
l j [ i d [ a

O - ^ R - ^ O ^ ^ R - ^ O

où : e (/) = e2^, Im(/) = Im / et a(g) = -1 In \g\.
ZTT

Comme Jf^X, 0) == 0, on obtient les suites exactes de cohomologie :

. . . -^ H^X.O) -^ H\X,0^ -c^ ^2(X,Z) -^ 0
ild ^ [ c [ j

. . . -. H^X.O) -^ H^X^) -l-> H2^^) -^ 0.

L'ensemble Kx C H^^X.I-i^) des classes de courants kàhlériens est
un cône convexe ouvert dans ^(X,?-^). L'application i étant surjective,
i(Kx) est un cône convexe ouvert de ^(J^M). Il rencontre donc le réseau
F := ^(^(J^Z)). Soient a ç Kx et (3 e ^2(X,Z) telles que i{a) = j(/3).

Le groupe ^(X,^*) est le groupe des classes d'isomorphismes de
fibres en droites holomorphes. Il existe un fibre en droites L tel que Ci(L) =
(3. Notons ai == c(L). L'égalité i o c = j o c\ donne i(a\) = j{{3) = i{a).
Donc i(a — a\} = 0 et a — a\ == ^(7) pour un 7 dans H^-ÇX, 0). Soit L' un
fibre en droites de classe ^(7). On a c(L') = c(A;(7)) = ^(7) = a — a\. Si
l'on pose F = L -j- L', on a c{F) = a.

Tout courant kàhlérien dans la classe a est le "courant de Chern"
associé à une métrique singulière sur F.
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On conclut en utilisant le théorème de Ji-Shiffman ([JS93]) que X est
une variété de Moishezon. n

3. Un critère d'existence d'un courant kâhlérien.

Dans toute cette section, X sera une variété complexe compacte de
dimension n et ip une (1, l)-forme strictement positive sur X.

Si r = a 4- ddc\ > ̂  est un courant kâhlérien et uj une (n—l,n—l)-
forme positive dd^fermée, on a

— d'une part (r.o;) = (a,^;) car uj est dd^fermée,

— d'autre part (r,a;) > (^,^) car uj est positive.

D'où (0,0;) ^ (^,û;). En particulier, si uj est composante d'un bord,
nous aurons (a,uj) = 0, ce qui implique (^,cc;) = 0, d'où uj = 0 (car uj est
semi-positive).

Cette remarque vaut également pour les courants qui sont limites
faibles de telles formes.

DÉFINITION 3.1. — Un courant T de bidimension (1,1) est nef
pluriharmonique s'il est limite faible de (n-l,n-l)-formes positives dé-
formées.

Remarques.

1. Sur une variété complexe compacte, il existe toujours des (n—1,
n—l)-formes strictement positives dc^-fermées.

2. Localement, tout courant positif dd°-fermé est limite faible de
formes positives d^-fermées (la convolution commute à 0 et 0). La défini-
tion précédente n'a donc d'intérêt que global.

3. Tout courant nef pluriharmonique est positif dd^fermé ("plurihar-
monique").

4. Si /3 e P1^) est la classe d'un courant positif fermé de bidegré
(1,1), on a (/3, [F]) > 0 ce qui justifie le terme "nef".

Exemples.

1. Si / : X —> Y est surjective de dimension 1, le courant
d'intégration sur une fibre générique est nef pluriharmonique au sens de
la définition précédente.
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2. Soient X une surface complexe compacte, et C une courbe
irréductible sur X. La classe dans H^^X^I-i^) du courant d'intégration
sur C contient un courant nef pluriharmonique si et seulement si C est de
self-intersection positive ou nulle.

3. (contre-exemple) Soit X une surface compacte. Le courant d'inté-
gration sur une courbe exceptionnelle C obtenue par éclatement d'un point
n'est pas nef car C2 = —1.

S'il existe un courant kàhlérien sur X, tout courant nef pluriharmo-
nique composante d'un bord est nul. Le théorème suivant établit la réci-
proque.

THÉORÈME 3.2. — S'oit X une variété complexe compacte. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) il existe un courant kàhlérien sur X ;

(b) il existe une (1, Informe réelle a d-fermée telle que (a, a;) > ('0, uj)
pour toute (n—l,n—l) -forme positive dd° fermée uj;

(c) tout courant nef pluriharmonique composante d'un bord est nul.

Démonstration.

(a) =^ (c) :

On écrit r = a + dd°\ >, ̂ . Si T est nef pluriharmonique, T = limù;p
où les ujp sont positives dc^-fermées. Comme (a^ujp) >_ (î/^^ujp) pour tout
p, on obtient (a, T) > (0, T) par passage à la limite. Si T est composante
d'un bord, T = 9S 4- 9S et donc (a, T) = 0 car a est d-fermée. On en
déduit ('0, T) == 0 donc T = 0, car -0 est strictement positive.

(c) =, (b) :

L'ensemble U des (n—l,n—l)-formes strictement positives est un
ouvert convexe de f^"1'71"1^). Notons E l'ensemble des (n—l,n—In-
formes réelles dd0-fermées.

L'intersection V = U F} E est l'ensemble des formes strictement
positives dc^-fermées. Définissons A = {uj ç V \ (^,c<;) = 1} et K =
adhérence faible de A dans P^"1'71"1^).

L'ensemble K est convexe, faiblement compact.

D'après Harvey-Lawson [HL83], Bi,i := [T e yn-i^n-i [ ^s,T =
9 S + 9S} est faiblement fermé dans P^"'1'71'"1^).
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La condition (c) implique KÇ}B\^ = 0. D'après le théorème de Hahn-
Banach, il existe (3 e S^W telle que (3 \^> 0 et f3 |^ =0.

La condition sur B^i équivaut à d/3 = 0.

La compacité de K et la condition f3 \^> 0 impliquent (/?, T) > C > 0
pour tout T ç K.

Si ù; (E Y, ^1(^^) e A. D'où (/3,o;) > C(^,uj). On prend a == /3/G.

(b) => (a) :

Cette implication résulte du lemme suivant appliqué à 0 := a — '0.

LEMME 3.3. — Soit 6 une (1,1) -forme. Si (0,c^) > 0 pour toute
(n—l ,n—l) -forme positive dd°-fermée a;, il existe \ ç. T>^(X) tel que
0 + dd°\ >_ 0 (au sens des courants).

Démonstration du lemme. — L'ensemble V est un ouvert convexe
de E. Comme 6 définit une forme linéaire sur £', 0 y> 0 implique

(1) ou bien il existe UJQ € V telle que (O^ujo) = 0.

Dans ce cas 0 \ — 0.
1 Ht

En effet, soit a une (n—l,n—l)-forme réelle dc^-fermée. Pour t C R,
soit o;t = (1 — t)ujQ + ta et /(t) = (O^t)' f est une fonction affine de t.
Pour t proche de zéro, o^ €V, car Y est ouvert. Il existe donc e > 0 tel que
f(e) >, 0 et f(—e) >: 0. Comme /(O) = ÇO^o) = 0, ceci implique que / est
identiquement nulle sur M, donc (0,a) = /(l) = 0.

Puisque 0 \^= 0, il existe \ e V^W tel ̂  ° = -dd0^. Donc
0 + dd^ = 0.

(2) ou bien 0 \y> 0.

Soient G := {uj G y1'71-1^) | (<9,a;) = 0} et F = G H £'. Le
sous-espace -F est un hyperplan fermé de E.

Nous avons ynI^^^r i JS 'nG^ynG^O.car^es t strictement
positive sur V.

D'après le théorème de Hahn-Banach, nous pouvons séparer U et F
par un courant r de bidegré (1,1) strictement positif sur U et nul sur F.

Soit uj\ ç V. Nous avons (0,o;i) > 0 et (ï,ci;i) > 0. Donc (6,uj\} =
A(T,c^i) pour un À strictement positif. Comme F est de codimension 1 dans
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E, le courant 6 — \r est nul sur E (car il est nul sur F et sur ]Ro;i). D'après
la dualité, il existe \ ^ Î^W tel que 0 - AT = -dd^.

Nous avons donc 0 + dd^ = AT et AT est positif.

Ceci achève la démonstration du lemme et donc celle du théorème. D

Exemple. — Les variétés de Calabi-Eckman ne possèdent pas de
courant kàhlérien.

Soit X une telle variété, / : X —> P7' x P5. X est homéomorphe au
produit S2^ x S28^. Donc ^-^X.M) = 0, si n = dimX = r + 5 + 1.
Soit uj une forme-volume de la base. La (n—l,?2—l)-forme /*(cc;) est
positive, d-exacte et non triviale. D'après le théorème 3.2, il n'existe pas
de courant kàhlérien sur X.

4. La cohomologie des surfaces compactes.

Les résultats de cette section sont connus et se trouvent dans l'article
de Kodaira ([K64]) où sont établies d'importantes relations entre les
invariants numériques des surfaces. Nous en redémontrons la partie facile
pour la commodité du lecteur (voir aussi [BPV84]).

Notations.

h^3 =dimc^(X,^).

bk = dimR Hk(X, R) = dimc ̂ (X, C).

q=h°-1.

P, = h2-0.

Si X est une surface complexe, les 2-formes holomorphes sont en-
fermées et nous avons la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1. — Soit X une surface complexe compacte.

(a) La conjugaison j^ : H°ÇX^2) —> ^(X.O) est un
R-isomorphisme.

(b) Les 1-formes holomorphes sont d-fermées.

(c) La conjugaison jz : H°{X^1) —> ^(X.O) est injective.
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Démonstration.

(a) Soit uj une 2-forme holomorphe. La (0,2)-forme cJ est (9-fermée,
ce qui définit l'application j^. La condition j'2(^) = 0 équivaut à l'existence
d'une (1,0)-forme f3 telle que cJ = 9/3. La relation où; = 0 implique

uj A cJ = 9/3 A û7 = <9(/3 A cJ)

car (9c<J = 0. Comme /3 A ùJ est de bidegré (1,2), elle est 9-fermée, ce
qui implique uj A cJ = d(/3 A cJ). On obtient grâce au théorème de Stokes
f^ uj A c<J = 0. La forme ù; A cJ est une forme positive, ce qui implique
c^ A cJ = 0 et donc uj = 0.

Ceci démontre Pinjectivité de j^. On conclut en utilisant la dualité de
Serre (/i2'0 = /i°'2).

(b) Soit a une 1-forme holomorphe. La 2-forme da = 9a est une 2-
forme holomorphe. Comme J2{da} = [9a\ = 0 dans H2(X,0)^ on obtient
da = 0 grâce au (a).

(c) D'après (b), j'i est bien définie. Soit a une 1-forme holomorphe
telle que ji(a) = 0. Il existe une fonction / telle que a = 9f. Cette fonction
est pluriharmonique car 99 f = 9a = 9a = 0. Puisque X est compacte, /
est constante et a = 0. D

Remarque. — La proposition 4.1 implique que, sur une surface com-
plexe compacte, toute forme holomorphe ô-exacte est nulle.

Soit dO le faisceau des germes de 1-formes holomorphes d- fermées.
La suite exacte de faisceaux

0—^C^O —>d0 —>0
donne une suite exacte de cohomologie dont la partie utile commence par

O^H°(X,dO) —^(X.C) —^H\X,0) —....

D'après le (b) de la proposition 4.1, H°(X,Çl1) = H°(X,dO). Ceci nous
donne l'inégalité

61 < /i1'0 + h°-1 (*)

COROLLAIRE 4.2. — Soit X une surface compacte. Si &i = 2/i°'1, la
conjugaison H°(X^1) —> ̂ (X,^) est un ̂ i-isomorphisme. Par dualité
de Serre, la conjugaison H^{X, îî2) —. II2(X, îî1) est un R-isomorphisme.

Démonstration. — En utilisant la proposition 4.1 (c) (h1'0 < /i0'1),
et l'inégalité (*), on a la double inégalité &i < /i150 + /i°'1 ^ 2/i°'1.
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Si 61 = 2^°'1, on obtient la double inégalité 2/i°'1 ^ /î^û+^o.i ^ 2/i°'1.
D'où/i^^ fa0'1.

La conjugaison est injective d'après la proposition 4.1 (c). C'est donc
un R-isomorphisme. Q

5. Courants kâhlériens sur les surfaces à 61 pair.

La suite exacte de faisceaux

0—>R—>0—>H^—>0

donne la suite exacte de cohomologie

0 - H\X^R) —> H\X^O) -. H\X^) J-.H\X^)

——^(X.O)-^...

Celle-ci montre que 61 = 2h0^ équivaut à l'injectivité de i.

Par dualité, on obtient une suite exacte

... —.H°(X^2) -^H^X^R) -^V^\X) ̂ H\X^2) ...

Si 61 = 2fa°'1, p est donc surjective et l'on peut ainsi démontrer que toute
(1, l)-forme réelle d^-fermée est la composante (1,1) d'une 2-forme réelle
d- fermée.

Pour utiliser le théorème 3.2, nous aurons besoin d'un résultat plus
précis que nous allons démontrer en utilisant la symétrie de Hodge sur
JP(X,C).

Soient Z^ = {ujeS^Çdd0) \uj = 0}X et Zj = {^£j,(X) [ duj = 0}.

PROPOSITION 5.1. — Soit X une surface complexe compacte.

Si 61 = 2/i°'1, il existe une application R-linéaire S : Z1^ —> Zj
telle que

(i) 5'(o;) = 97 + uj + ^7 où 7 est une (1,0)-forme.

(ii) <S(<9a+(9<7)=d(a+a).

Démonstration. — Soit uj une (1, l)-forme d^-fermée. La forme
QCJ est ô-fermée. Si / : H^X^2) —— H2^^1) est la conjugaison,
f([9uj}) = 0. D'après le corollaire 4.2, / est un M-isomorphisme, donc
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[QUJ\ = 0 dans ff^X,^2), ce qui signifie l'existence d'une (2,0)-forme (3
telle que 9u? = —9(3. Soit 0 = f3 + a; + /3. On peut vérifier que 0 est une
2-fbrme réelle d-fermée.

La forme /3 est de bidegré (0,2). Elle est donc 9-fermée. D'après la
proposition 4.1, il existe une 2-fbrme holomorphe T] et une (l,0)-forme 7
telles que J3 = rj + 9^.

La 2-forme 6 s'écrit
0 = 77 -h c?7 + a; + f) + 07 = 07 + a; + 07 + (r] + ^)-

Les formes holomorphes sont d-fermées. Par conséquent, 6 = 0 — {r] -\- rf}
est une 2-forme réelle d- fermée et de composante (1,1) égale à uj.

LEMME 5.2. — II existe une unique 2-forme fermée réelle 6 telle que
(i) 01'1 == a;

(ii) 0°'2 est 9-exacte.

Démonstration du lemme. — Nous venons de démontrer l'existence.
Reste à prouver l'unicité.

Soient 6i = 9^z + uj + 9^ (î == 1,2) deux telles formes. La condition
"^ est d-fermée" se traduit par 99^i -h QUJ = 0.

On en déduit QQ(^\ — 72) = 0. La (2,0)-forme 9(7i — 72) est
holomorphe (9-exacte, donc nulle d'après 1̂ , proposition 4.1 (a).

D'où (9i = 02. D

Suite de la, démonstration de la proposition. — On définit S par
S{uj) = 0. L'unicité implique la linéarité ainsi que la propriété (ii). D

Remarques.

1. La (l,0)-forme 7 n'est pas entièrement déterminée par la donnée
de la (1, l)-forme uj comme on peut le voir en remplaçant 7 par 7' = 74-<9/.

2. On peut démontrer en utilisant le théorème de l'image ouverte que
l'application S est continue pour la topologie C°°.

3. Siu a démontré pour les surfaces K3 l'existence d'une 2-forme
réelle d-fermée dont la composante (1,1) est strictement positive (cf [Siu83],
p. 143, Prop. 1.6).

4. Gauduchon ([Gau85]) démontre par d'autres méthodes l'existence
de 0 lorsque uj est strictement positive et 61 pair ( "métrique standard" ).
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5. Le lemme d'unicité figure dans l'exposé de Beauville ([Be85]).

6. La proposition 5.1 est vraie pour dimX ^ 3 en supposant une
structure de Hodge sur H2^, C) et sur H3(X, C) (avec une démonstration
analogue).

Notons s : V^\X)_—> H2^^) l'application induite par S (s est
bien définie car S(9a + 9a) = d(a + a)). L'application 7r1'1 : Zj —> Z^
qui, à une 2-forme réelle d-fermée 6, associe sa composante de bidegré
(1,1) passe à la cohomologie et induit p : H2^^) —> V^(X). Comme
7r1'1 o S = Id, on a p o s = Id.

PROPOSITION 5.3. — Si 61 = 2/i°'1, Pâpplicâtion

poi:H\XW-^V^\X)

est un isomorphisme.

Démonstration. — Im i est l'ensemble des classes représentables par
des (1, l)-formes réelles d-fermées.

Si a; est une (1, l)-forme réelle dd^fermée, ù = uj - (9^ + 9^) est de
bidegré (1,1) et l'on a uj = 6 - d(^ + 7), ce qui montre que uj est d-fermée.
Donc S(u}) •= uj et l'on a s([cj]) = {uj} en notant [?] la classe dans V151 et
{?} la classe dans ^(J^R).

Comme p o s = Idyi,i, on a ïms = ïmi, et pl im^ = p|ims est un
isomorphisme.

Puisque &i = 2/i°'1, i est injectif, donc est un isomorphisme de
H^X.n^) surimî.

D'où la conclusion, n

THÉORÈME 5.4. — Soit X une surface complexe compacte. Si
61 = 2/i°'1, X est kâhlérienne.

Démonstration. — D'après le corollaire 2.3, il suffit de montrer qu'il
existe un courant kàhlérien sur X.

Soit T = lima;? un courant nef pluriharmonique tel que T = 9R-\-9R,
et Op = S(cjp). On a lim[^p] = 0 dans V^\X). On en déduit : \ims([ujp]) =
0 dans ^(X.R). Donc lim{(9p} = lim{5'(o;p)} = 0 dans H2^^).

Comme 0p est d-fermée, f^ 0p/\0p= {0p}2 ne dépend que de la classe
{0p}. Donc limj^ 0p A 6p = lim{(9p}2 = 0.
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La 2-forme 0p s'écrit 0p = /3p +ujp +/3p, où /3p est la (2,0)-forme 9^p.

0p A ̂  = 2^p A /3p + ujp A c^ > 2/?p A JTp > 0,

car ujp > 0.

Donc lim f^0p /\0p=Q implique lim f^ (3? A /3p = 0.

Si C est une (0, 2)-forme, 1' inégalité de Cauchy-Schwarz donne :
\1/2

^) (
I X ' VX / ^JX

[/^^«(/^^^^(^CAC)172.

Donc lim J^ /^ A < = 0 pour toute (0,2)-forme C, ce qui signifie que la suite
(f3p) converge faiblement vers 0 dans P'2'0^).

Dans V2 (X), lim ̂ p = T et lim (3p = 0 impliquent lim 0p = T. Comme
d0p = 0 pour tout p, on a dT = 0.

Nous venons de démontrer que tout courant nef pluriharmonique
composante d'un bord est d-fermé. Un tel courant est nul d'après le lemme
suivant dû à Harvey-Lawson.

LEMME 5.5 ([HL83], p. 181). — Soit T un courant positif d-fermé
de bîdegré (1,1) tel que T == 9R + QR. Si 61 = 2/i°'1, alors T=0.

Démonstration du lemme. — T est donc un courant d-fermé de
bidegré (1,1). Soit a sa classe dans ^(X,?-^). Nous avons p o i(o) =
[T\ = [9(7 + oo-] = 0 dans V^ÇX). Donc a = 0 puisque p o i est injective
d'après la proposition 5.3.

Cela signifie T = dd0^. Comme T est positif, ^ est plurisousharmo-
nique. La compacité de X implique que ^ est constante, d'où T = 0. D

D'après le théorème 3.2, X possède un courant kàhlérien. D

Le lien entre "61 pair" et 61 = 2/i051 se fait à l'aide d'un théorème de
Kodaira que nous allons énoncer.

Sur ^(X.IR), le cup-produit définit une forme bilinéaire symétrique
non-dégénérée de signature (6+,6-).

En utilisant des théorèmes d'indices, Kodaira démontre les résultats
suivants :

THÉORÈME 5.6 (de Kodaira [K64]). — Soit X une surface complexe
compacte.
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(1) Si fci est pair, 5i = 2/i051 et &4- = 2^250 4-1.

(2) Si 61 est impair, &i = 2/i°'1 - 1 et 64- = 2^2'0.

On en déduit le résultat suivant :

COROLLAIRE 5.7 ([K64], [Miy74b], [Siu83]). — Toute surface com-
plexe compacte à &i pair est kàhlérienne.

6. Surfaces non kâhlériennes.

Soit X une surface compacte non kàhlérienne. Diaprés le théorème
de Harvey-Lawson (sous-section 1.4), il existe sur X un courant positif non
trivial de la forme OS -j- 9S. Nous allons démontrer un résultat plus précis :
l'existence d'un courant positif d-exact.

Notons ^^(X.R) l'ensemble des classes de H^ÇX.R) représentables
par des (1, l)-formes réelles d- fermées.

D'après le corollaire 5.7, une surface X est non kàhlérienne si et
seulement si &i est impair, ce que nous supposerons par la suite.

D'après le théorème de Kodaira (th. 5.6), la forme d'intersection est
alors définie négative sur ^^{X^R). Cela a comme conséquence que toute
(1, l)-forme d-fermée et positive est d-exacte.

THÉORÈME 6.1. — Sur toute surface compacte à b^ impair, il existe
un courant positif d-exact non trivial.

Démonstration.— Dans ^^(X), l'ensemble U des (l,l)-formes
strictement positives est un cône convexe ouvert.

Notons 1 l'image de 7r1'1 : Zj(X) —^ ^cW.

Le lemme suivant découle de ce que V^(X) est de dimension finie.

LEMME 6.2. — 1 est fermé de codimension finie dans Z^c(X).

Le lemme qui suit montre que 1 H U = 0.

LEMME 6.3. — Soit X une surface compacte à b\ impair et uj une
(1,1)-forme positive sur X.

Si uj est la composante (1,1) d'une 2-forme réelle d-fermée, alors
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(1) a;=d(S+-5)

(2) uj A uj = 0.

-En particulier uj n 'est strictement positive en aucun point.

Démonstration. — Par hypothèse, il existe une (2,0)-forme (3 telle
que 0 := /3 4- uj -\- J3 soit d-fermée. En procédant comme pour la proposi-
tion 5.1, on peut supposer 0 = 9^ + uj + 9^. La forme uj := 0 — d(7 + 7)
est de bidegré (1,1), réelle et d-fermée, c'est-à-dire que {uj} € ^^(X^R).
On a

{ù}2 = / Cj A ̂  == / ( 9 2 = 2 / <97 A (9^ + / a; A o/ ^ 0.
./x ./x 7x 7x

On en déduit (la forme d'intersection est définie négative sur
^(X.R)) :

{c^}2 =0, / <?7 A ̂  = 0 et uj /\UJ=Q.

Ceci implique que {ce;} =0, 07 = 0 et uj A a; = 0. Donc a) = d(a + a) où a
est une (1,0)-forme. D'où uj = 6 = d(7 + a + 7 + ^-) = d(5 4- 5). D

Suite de la démonstration du théorème. — 1 étant fermé, et U
ouvert convexe, on peut les séparer par une forme linéaire continue sur
s^m.

Une telle forme linéaire est un courant r ç. V^ÇX) tel que

(1) r | î 7 > 0 , i . e T est un courant positif non trivial,

(2) ï | j=0.

On a (r.Tr15^^)) = (Tr1'1^),^) = (r,6>) car r est de bidegré (1,1). La
condition sur 1 se traduit donc par (r, 0) ==0, W € ^(X). Le 2-courant r
est donc d-exact (dualité de Poincaré-De Rham). D

Remarques.

1. En utilisant les relations entre les invariants numériques, on peut
démontrer que 1 est de codimension 1.

2. Si 6i est impair et b\ >_ 3, il est facile de voir qu'il existe sur X
des (1,1)-formes positives d-exactes. En effet, on a alors h110 >, 1. Si a est
une 1-forme holomorphe non triviale, la (1, l)-forme uj = ia/\a est positive
d-fermée, donc d-exacte.

Remerciements. — Je remercie le Professeur Jean-Pierre Demailly
pour l'intérêt qu'il a porté à ce travail.
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