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DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES q-GEVREY
ET SÉRIES Gq-SOMMABLES

par Changgui ZHANG

0. Introduction.

0.1. Soit q un nombre complexe non nul. On note o~q un opérateur
linéaire défini sur certains espaces de fonctions ou de séries entières par
(aqf){x) = f(qx). Notons C{x} l'ensemble des séries entières admettant
un rayon de convergence non nul, que l'on identifiera souvent à l'espace des
germes de fonctions analytiques en x = 0 de C. On considère l'ensemble
des polynômes non commutatifs en o~q à coefficients dans C{x} (avec la
relation o~qX = qxaq)^ noté C{.r}[(7g]. On appelle opérateur aux q'différences
tout élément de C{a'}[(7g]. On appelle équation aux q-différences linéaire
analytique^ ou tout simplement équation aux q-différences^ toute équation
fonctionnelle de la forme Aï/ = c, où A e €{.?;} [ag], c ç C{x} et y est une
fonction inconnue. On dit qu'une équation aux ^-différences est d'ordre n si
son opérateur correspondant est de la forme an0-^+...-}-ai<7g4-ao € C{a;}[(7g]
avec aoûn ^ 0.

0.2. Du point de vue géométrique, on constate une grande différence
entre les cas \q\ = 1 et \q\ ̂  1. Comme dans la plupart des études réalisées
dans ce domaine, on suppose que \q\ -^ 1. Afin d'alléger la présentation de
l'exposé, on suppose, en plus, que q est un réel strictement supérieur
à 1. Nous donnerons à la fin de l'article quelques commentaires permettant
de lever cette dernière hypothèse restrictive ; voir 6.2.2.

Mots-clés : Développement asymptotique - Equation aux Ç-différences - Sommabilité
— Transformation de Ç-Borel — Transformation de Ç-Laplace — Phénomène de Stokes —
Estimations Gevrey.
Classification math. : 30E99 - 33D10 - 39B22 - 40G99.
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Bien entendu, il y a un rapport très étroit entre les équations aux
ç-différences et les équations aux différences finies. Nous le discuterons au
paragraphe 6.2.1.

0.3. Dans la synthèse [Ad] de C. R. Adams, on trouve une description
de l'état général des connaissances sur les équations aux ç-différences
au début des années 30. C'est depuis cette époque que l'on sait former,
pour une équation aux ç-différences, un système fondamental de solutions
formelles en utilisant des séries entières (ramifiées) et des fonctions du type
(loga;)77^0^"^10^, où m € N, a e C et fi ç Q. Les nombres /x sont les
pentes du polygone de Newton associé à l'équation en question, dont la
définition est rappelée ci-dessous.

0.3.1. Soit A € C{:c}[ag] un opérateur d'ordre n {n ^ 1). On écrit
A comme étant une somme formelle des monômes Oi^x3^ ^ i variant de
0 à n et j e N. Soit [A] le sous-ensemble de M2 constitué des demi-
droites verticales ascendantes partant des points (î,j) tels que Ozj 7^ 0. Le
polygone de Newton de A, que l'on notera P7V(A), est défini comme étant
l'enveloppe convexe de [A] dans M2. P/V(A) sera aussi appelé le polygone
de Newton associé à l'équation Ai/ = c (c ç C{x} arbitraire).

0.3.2. Par définition, on dit que A admet une singularité irrégulière
(resp. singularité fuchsienne) en 0 si P/V(A) contient des pentes finies non
nulles (resp. si P/V(A) n'a pas de pente finie non nulle). Dans ce cas, on
dit aussi que A est singulier irrégulier (resp. singulier régulier) en 0.

0.3.3. En 1912, R. D. Carmichael [Ça] a établi l'existence d'un système
fondamental de solutions analytiques (ramifiées) pour une équation aux q-
différences Ay = 0 quand l'opérateur A est singulier régulier en 0. Dans ce
cas, toutes les séries entières (ramifiées) figurant dans la solution formelle
sont convergentes.

0.4. Soixante ans après la publication de [Ad], J.-P. Bézivin [Bé] a
découvert des théorèmes d'indices pour les opérateurs aux ^-différences sur
les espaces C[[.r]]g;s (s > 0) de séries formelles ç-Gevrey d'ordre s. Par
définition, l'ensemble C[[;r]]g;s est formé des séries entières dont la suite des
coefficients est dominée par une suite {KAnqsn /2) (K,A > 0 arbitraires).

Les théorèmes d'indices obtenus dans [Bé] ont notamment les consé-
quences importantes suivantes :
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0.4.1. Toute série entière divergente y telle que AT/ ç C{a*}, appartient
à une classe de séries entière q-Gevrey d^ordre précis (optimal) s ç
P7V(A) H ]0, +oo[ (voir aussi [FJ]) ;

0.4.2. Toute fonction entière non polynomiale y telle que /^y ç C{x}
(où A est un opérateur à coefficients polynomiaux), a une croissance q-
exponentielle (Tordre précis, c'est-à-dire y = (^(e2'1^log ^x^) avec s > 0
"optimaF7 et fiçR ([Ra2]).

0.5. Du côté de l'étude analytique, dans la ligne d'un programme
initié par G.D. Birkhoff [Bi], W.J. Trjitzinsky a publié en 1933 un arti-
cle intitulé Analytic theory of linear q-difference équations ([Tr]). C'est
l'un des premiers travaux consacrés à la recherche de solutions analytiques
(dans des domaines convenables) asymptotiques aux solutions formelles
obtenues antérieurement. Comme presque tous les mathématiciens à cette
époque, l'auteur utilisait la notion classique de développement asymptoti-
que due à Poincaré pour relier une fonction analytique et une série entière
éventuellement divergente.

Depuis le début des années 80, on s'est aperçu que la notion de déve-
loppement asymptotique Gevrey permet de décrire de façon avantageuse la
structure (des solutions) des équations différentielles à coefficients analyti-
ques. L'objectif de cet article est d'introduire par ç-analogie une nouvelle
notion de développement asymptotique adaptée cette fois à l'étude des
équations aux ç-différences analytiques. Ce travail est motivé par un pro-
gramme de recherche formulé par Jean-Pierre Ramis dans le cadre de son
séminaire à Strasbourg en 1990-91.

0.6. Nous avons commencé notre travail par l'étude d'une version
tronquée d'une série thêta de Jacobi / := ^ çn(n-i)/2^ q^ vérifie

n^O

formellement l'équation non homogène xy(qx) — y{x) = —1. Notons C* la
surface de Riemann du logarithme. En utilisant la méthode de la variation
des constantes et la transformation de Fourier-Laplace, on obtient pour
cette équation une solution analytique sur C*, notée /, qui possède la
propriété suivante :

0.6.1. Étant donné rj €]0,7r[, il existe K > 0, A > 0 tels que, pour tous
0 €]î7,27T — rf[, n entier naturel et x (= \x\q1' ̂ ix ) de module \x\ suffisam-

ment petit, on ait {/(x)-^ ç7^771-1)/^^ < KAnq^n2^T^xe~iQ^\x\n.
m=0
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Rappelons que, entre la théorie des développements asymptotiques
de Poincaré et sa version Gevrey, une différence essentielle apparaît pour
le problème de Funicité des fonctions analytiques asymptotiquement déve-
loppables. Dans cette direction, on montrera que

0.6.2. Une fonction vérifiant la propriété 0.6.1 ci-dessus est déterminée
de façon unique.

Cet exemple nous suggère une définition naturelle des développe-
ments asymptotiques q-Gevrey d'ordre 1. A partir de cette nouvelle no-
tion d'asymptoticité, on décrira un procédé de resommation qui fait cor-
respondre, à chaque membre d'une classe convenable de séries entières
ç-Gevrey (en général "très divergentes") et à une direction générique
donnée, une unique fonction analytique sur un ^disque" de centre 0 et
de rayon R > 0 dans C*. Cette classe de séries sera notée C{x}q.^ ; ses
éléments seront appelés séries entières Gq-sommables (Tordre 1 et les fonc-
tions correspondantes leurs Gq-sommes. On aura les relations d'inclusion
C{x} C C{x}q^ C C[[x}}^.

0.7. Afin d'obtenir (ou même de calculer numériquement) la Gq-
somme d'une série entière Gç-sommable dans une direction donnée, on
utilisera des transformations de Borel et de Laplace g-analogues (cf[Ra3],
p. 57).

0.8. Le résultat suivant, qui est le ç-analogue d'un résultat de [Rai],
prouvera l'intérêt de cette méthode de sommation.

0.8.1. Toute série entière y telle que Ay € C{.r}, est Gq-sommable si
le polygone de Newton de A n'a qu'une seule pente égale à 1.

Ce résultat n'est plus vrai pour un opérateur aux ç-différences
quelconque. Dans un article ultérieur [MZ], nous montrerons que toute
série entière solution formelle d'une équation aux ç-différences est Gq-
multisommable. Ce dernier résultat est le ç-analogue d'un résultat récent
sur les solutions formelles des équations différentielles linéaires analytiques
(cf[MR], [BBRS], ...).

0.8.2. Dans [Al], [A2], Yves André introduit et étudie systématique-
ment la notion de série Gevrey de type arithmétique. Cette étude est basée
sur la transformation de Laplace. Il suggère à la fin de [Al] (cf. 6.3 d)) une
version ç-analogue basée sur la transformation de ç-Laplace étudiée dans le
présent travail. Dans cette direction il propose comme série modèle pour les
ç-^-fonctions la série de Tschakaloff ^ g-^-i)/2^ Cette dernière n'est

n^O
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autre que la série thêta tronquée qui joue un rôle important dans notre
article, où l'on a changé q en 1/q. Ceci suggère que cette dernière pourrait
être utilisée comme série modèle pour les ç-3-fonctions (i.e. les ç-analogues
des 9-fonctions de [A2]). En utilisant notre travail sur la Gç-sommabilité,
on peut donc espérer développer une version ç-analogue de [A2] 3. (cf. [A2],
Remarques 3.4 H)).

0.9. La suite de cet article comprend six parties. Dans la première
partie, on étudiera la série thêta de Jacobi tronquée mentionnée au 0.6
et on établira la propriété 0.6.1. Inspiré par cet exemple, on définira dans
la seconde partie la notion de développement asymptotique ç-Gevrey et
on en donnera quelques propriétés relativement immédiates (ç-analogue du
théorème de Borel-Ritt-Gevrey, caractérisation des fonctions ç-plates en
terme de décroissance ç-exponentielle, etc), dont l'une permet de prouver
directement l'assertion 0.6.2. On étudiera ensuite la transformation de
Borel-Laplace ç-analogue et on l'utilisera pour caractériser la classe des
séries entières Gç-sommables.

Dans la cinquième partie, on établira l'assertion 0.8.1 (cf. le théorème
5.3) et on définira pour chacun de nos opérateurs aux ç-différences les
multiplicateurs de Stokes associés. Dans la dernière partie, on étudiera les
«petites» solutions analytiques dans C* d'une équation aux ^-différences,
i.e. les solutions vérifiant certaines conditions de croissance. Ces deux
dernières parties devraient servir à l'étude du groupe de Galois aux q-
différences local à l'origine (cf. [FRZ]).

Remerciements. — J'ai bénéficié depuis des années des conseils avisés
et des encouragements constants de Jean-Pierre Ramis. Je le remercie
vivement. Je tiens à remercier également Augustin Fruchard et Fabienne
Marotte pour leurs conversations utiles et remercier Guy Wallet pour ses
encouragements constants dont j'ai bénéficié durant la préparation de cet
article. Je remercie enfin le rapporteur pour ses remarques importantes et
sa lecture attentive.

Notations.

N, Z, M, C : les ensembles habituels de nombres ;

C* : la surface de Riemann du logarithme ;

log x : la détermination principale du logarithme ;

log9 " : =i^ argg " = 9(logq x) ;
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D(0'^R) : le disque de centre 0 et de rayon R dans C ;

0(0; R) : le disque de centre "0" et de rayon R dans C* ;

do : la direction issue de "0" passant par le point d'affixe e'10 dans C* ;

S(0',e) : le secteur ouvert de C*, bissecté par de et abordant les
directions de±e ;

C[[x}} : l'ensemble des séries entières, convergentes ou non;

C[[:r]]g;i : l'ensemble des séries entières ç-Gevrey d'ordre 1 ;

C{x} : l'ensemble des séries entières de rayon de convergence non nul ;

Eg;i : l'ensemble des fonctions entières qui ont une croissance q-
exponentielle d'ordre 1 et de type fini à l'infini ;

IH^.i : l'ensemble des séries entières convergentes dont les sommes
peuvent être prolongées analytiquement dans un secteur S(0',e) en une
fonction à croissance ç-exponentielle d'ordre 1 et de type fini ;

Oj? : l'ensemble des fonctions analytiques dans le disque 2^(0; R) ;

® : =U^>oÔj? ;

A°^ : l'ensemble des fonctions possédant un développement asymp-
totique ç-Gevrey d'ordre 1 dans de ;

G^i : l'ensemble des fonctions possédant un développement asymp-
totique ç-Gevrey d'ordre 1 dans toutes directions voisines de de ;

C{a;}^i : l'ensemble des séries entières Gç-sommables d'ordre 1 dans
la direction de ;

~^ : une fonction est ç-Gevrey asymptotique dans la direction de à
une série entière ;

DS(f) : l'ensemble des directions singulières d'une série entière / ;

C{.r}g;i : l'ensemble des séries Gç-sommables d'ordre 1;

Bg;i : la transformation de ç-Borel formelle;

B^ : la transformation de ç-Borel analytique en 0 e C* ;

C°^ : la transformation de ç-Laplace;

<?^i : la Gç-somme d'une série entière dans la direction de (non
singulière).
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1. Étude de la série Er^o^71"1^71-

1.1. Soit / := E qn(<n~l^/'2xn une série thêta de Jacobi tronquée.
n^o

(La série thêta de Jacobi correspondante est E g7^71"1)/2^71.) Elle diverge
neZ

pour tout a; non nul (q > 1) et elle est solution formelle de l'équation non
homogène aux ç-différences

(1.1.1) xy(qx) - y(x) == -1.

On voit clairement que / est la seule série entière vérifiant l'équation (1.1.1)
et que cette équation n'a pas de solution dans C{x}. Pour des propriétés
classiques de la somme de la série de Jacobi correspondante (avec \q\ < 1),
qui satisfait l'équation homogène associée (cf. [Ra2]), voir par exemple
[WW], Chapitre XXI.

1.1.2. Notons C* la surface de Riemann du logarithme. On fixe un
relevé 1 G C* de 1 G C*. Cela fixe du même coup un isomorphisme logç :
C* ^ C, dont l'inverse, composé avec la projection sur C* n'est autre que
^ (-̂  ç* = et'loëq ; la règle \ogq(xy) == logç(rc) +logç(î/) définit un «produit»
sur C* qui relève celui de C*. Pour tout a; G C* d'image t 6 C, on pose
\x\ = ç^, arg^a* == ^st. Soit a G C; comme d'habitude, le symbole xa

désignera la fonction eoi^ogx de C* dans C.

Soit l'équation homogène associée à (1.1.1) :

(1.1.3) xy(qx)-y(x)=0,

dont une solution évidente est la fonction q~'2loSqx^oëqx~l>) définie dans
C*. Cette fonction est un ç-analogue de l'exponentielle [Ra2]. On a alors la
remarque suivante.

1.1.4. Toute solution analytique dans C* de l'équation (1.1.3) est de
la forme

y=q-^o^x<<ïoë^-^c(x),

où la fonction (7, appelée q-constante analytique, vérifie C(qx) = C(x).

1.2. Une façon de résoudre l'équation (1.1.1) est d'utiliser le q-
analogue de la méthode de la variation des constantes. En faisant le
changement de fonction y(x) = q~^^qx^o^qx~l^z{x) dans l'équation
(1.1.1), on obtient

z(qx) - z(x) = -gi10^10^2-1),
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qui se transforme en l'équation suivante :

(1.2.1) n(t^l)-u(t)=-q^t-l\

en posant x = ̂  et z(x) = u(t).

Résolvons l'équation (1.2.1) à l'aide de la transformation de Fourier
(ou la transformation de Laplace). On appelle ici transformée de Fourier
(resp. de Fourier inverse) d'une fonction <^, notée F^p (resp. ^7-1^), la
fonction définie par l'intégrale (supposée convergente) suivante : (a e R)

i /*a+ooî ç-{-oo-\-ia

FV{X)--=7,- <p{t)e-^dt (resp.y-^(t):= vÇx^dx).
zlm Ja—ooi J—oo+m

On remarque que si F^p et F((p{i-\-1)) existent, alors F{^p{i-\-1)) = exF^p.
On rappelle également que, pour des espaces de fonctions convenables, on a

(1.2.2) .FojF-^id, JF-^oJ^id.

Pour plus de détails dans le cadre qui nous intéresse ici, voir par exemple
[Ma].

Soit w la transformée de Fourier de ç^*"'1) ; pour tout \ ç C, on a

W(Y) == — — — q~ '2 ^ log q ' ' 2 )

^/27T log q

Pour vérifier cette dernière identité, il suffit de noter que, pour tout a > 0
et tout f3 C C, on a

/+00 ^/(^O:) /*+00

(1.2.3) e-^dt = e^—— i e-^ds = ̂ a e^l^\
-00 V^ 7-00

En conséquence, l'équation (1.2.1) donne la relation

1 ç-è(ï^+è)2

(^)(X) = 1-e^

En tenant compte de (1.2.2), on trouve une famille de solutions {uo) de
(1.2.1) donnée par

+ ,̂ ^^+^)2

ue(t) :=-T== / q—,————e^d^v/27rlogç J-oo+^ 1 - ̂
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où 0 ^ 0 module 27I-. Soit ç = ex et ye(x) = gî10^^10^-1)^^ x);
on obtient alors une famille de solutions analytiques sur C* de l'équation
(1.1.1) :

(1.2.4) ^):.-___/îZ1--^^^
\/27TlogÇ J d , 1 - $ ^

où de désigne la demi-droite {^ e C* : arg^ = 0} dirigée vers l'infini.

1.2.5. Si 0i et 02 appartiennent à un même intervalle du type
}2k7r,2(k + l)7r[ avec k e Z, les fonctions ̂  et ̂  définies par (1.2.4)
sont les mêmes, d'après le théorème de Cauchy; on note fk la fonction
correspondante.

THÉORÈME 1.3. — Conservant les notations fk de 1.2.5, on a les
assertions suivantes :

1.3.1. La fonction fo vérifie la propriété énoncée au 0.6.1, c'est-à-
dire : étant donné rj e]0,7r[, il exister > 0, A > 0 tels que, pour tous
v e]77, 27T - r][, n entier naturel et x ç C* de module suffisamment petit, on
ait

n-l
(1.3.1û) \fo(x) - ̂  g-(—D/2^n[ ^ KAnq^n2^ar^xe~^^\x\n.

m=0

1.3.2. Pour tout k e Z et tout x e C*, on a fk(x) = foÇxe2^) et
fk(x) - fo(x) = q-^^^^-^CkÇx) avec

2^ 2^i

Ck(x) = ̂ "^A/i—— ̂ (-iyq~^x^ si k e N,
(1.3.2a) ___J=l

Ck(x)=iq-l/s^-27I- ^ (-ly^q^x^ si -k ç N.
v ogq j=fc+i

1 ^Î1
Preuve. — On rappelle que, si ^ ̂  1, on a ——— = l-i-...-^^-^- s

1-^ s ' 1 - ^
pour tout n e N; or, d'après (1.2.3) on trouve

(1.3.3) q ( q-^^î^ë^-^tm-l^^ m(m-l)/2^m
V^WqJde

pour tous m e N, 0 e R et a- G C*. Soit (9 ç]0,27f[ et ̂  := dist({l}; de) la
distance entre le point d'affixe 1 et la demi-droite de ; d'après ce qui précède
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(et (1.2.4), 1.2.5) on obtient

n-l

foW - ̂  g77^-1)/2^
m=0

/,-1/8 1 /*4-oo^ g -L / iç-i10^^^0^^-1)!^-^\q-^ ̂  ;^iog, ̂ - in^_i^
^/27r log g De JQ } '

< J-(yèW^-l)+(arg,(^-10))2), ,n- ^t/ \X\ ,

ce qui entraîne immédiatement l'assertion 1.3.1.

Pour l'assertion 1.3.2, on considère seulement le cas où k = 1. Soit
0 e]27r,47r[ fixé. En effectuant une rotation de (—27r) sur de on obtient une
demi-droite de' avec 0' e]0,27r[; la fonction correspondant à de dans (1.2.4)
est alors égale à la fonction /o^e27"). D'où la relation f^(x) = foÇxe2^).

Soit 0o e]0,27r[ et 9^ e]27r, 47r[. En appliquant le théorème des résidus
à l'intégrale (ici 1 = e27" !)

( [ _ [ \ ç-àiog.tQog.t-i)^
V^ LeJ 1-^ T'

on obtient

f,(x) - fo(x) = ZÇ-1/8./2^ ç-èlog,(--^)(log^e-^)-l^ Q
V logç

1.3.4. On remarque que les fonctions Ck(x) obtenues dans (1.3.2a)
sont des ç-constantes analytiques au sens de 1.1.4.

1.4. Le théorème précédent sera considéré comme un cas particulier
des résultats établis dans les parties 4 et 5, où l'on dira simplement que
la série / est Gç-sommable d'ordre 1 dans toute direction de C* sauf en
celles congruentes à R4'. Avant de passer à la partie suivante, nous ferons
quelques commentaires.

1.4.1. W.J. Trjitzinsky [Tr] a déjà utilisé la même méthode que celle
employée au paragraphe 1.2 (sauf l'utilisation de la transformation de
Fourier lors de la présentation des résultats) pour établir l'existence de
solutions analytiques d'une équation aux g-différences asymptotiques aux
solutions formelles connues. Comme presque tous les mathématiciens de son
époque, il ne s'intéressait pas à la recherche d'une asymptoticité précisée. Il
serait intéressant de réactualiser ces travaux [Tr] dans le cadre de la notion
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de développement asymptotique introduite ici. Notons qu'en tout cas nos
résultats et ceux de [MZ] permettent de redémontrer assez simplement les
résultats de [Tr].

1.4.2. Posons, pour tout x e C*,

/ -1/2+ooî n(n-l)/2
(1.4.2a) g(x) := j-̂ ^dn.

-l/2-ooî 1 — e

L'intégrale précédente converge et définit sur C* une solution analytique
de l'équation (1.1.1). De plus, lorsque \x\ < 1, on a

n-l

(1.4.26) g(x) - ̂  qm(m-i)/2^m ^ ̂ A^^+^^l71,
m==0

où K, A > 0 sont indépendants de x et de n. Dans la partie suivante, on
dira que g possède / pour développement asymptotique ç-Gevrey d'ordre 1
dans la direction R"*". Il serait intéressant de comparer la famille de solutions
(fk) étudiée dans le théorème 1.3 et les solutions gjc := gÇxe2^) (k € Z).

2. Les développements asymptotiques q-Gevrey cT ordre 1.

2.1. Soit R > 0; on note D(0; R) := {x e C* : 0 < \x\ < R} le disque
de "centre" 0 et de rayon R dans C*. On définit 0 comme étant l'ensemble
des fonctions définies et analytiques dans un disque 1^(0; K) de C* (-R > 0
quelconque) ; tout élément de 0 sera appelé (germe de) fonction analytique
en ^OeC*".

Soit 6 € M. On note de := {x € C* : arga; = 0} la demi-droite
d'argument 6 dans C*, qu'on appelle la direction de. Étant donnés n € N
et / := ^ dnX71' ç C[[a*]], on note fn '-= ]C akXk la n-ième somme

n^O O^k^n—1

partielle de /.

DÉFINITION 2.1.1. — Soit 6 ç R, / e C[[x}} et / e Ô. On dit que
/ possède / pour développement asymptotique q-Gevrey d'ordre 1 dans la
direction de et on note / ~^i /, s'il existe A > 0, K > 0 tels que, pour
tout n e N et pour tout a; € C* de module suffisamment petit, on ait

(2.1.1a) \f(x) - fn{x}\ < KAnq^n2^{xe~^6^\x\n.
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Soit / ̂ i / ; on vérifie immédiatement les deux assertions suivantes :

2.1.2. Pour tout secteur V d'ouverture finie et de sommet 0 G C*, /
admet / pour développement asymptotique dans V au sens de Poincaré.
On en déduit que le développement / est unique.

2.1.3. Ona/eC[[a;]]g;i.

2.2. Soit 6 e R. On note A°^ l'ensemble des fonctions / e Ô qui
possèdent un développement asymptotique ç-Gevrey d'ordre 1 dans la
direction de. On considère Je l'application, linéaire, de A°^ dans C[[a;]]g;i,
définie par la relation Je(f) = /, où / est le développement asymptotique
ç-Gevrey de / dans de.

PROPOSITION 2.2.1. — S'oit 0 e R. A tout f ç C[[x]}q.^ correspond un
f e A°q^ tel que f -^ f.

En d'autres termes, l'application Je : A0^ —> C[[x]]q^ est surjective.

Ce résultat sera démontré au paragraphe 4.2.1 au moyen d'une
transformation de Laplace (tronquée) q- analogue. C'est une version Gevrey
ç-analogue du théorème de Borel-Ritt ou du théorème de Borel-Ritt-Gevrey
(cf. [To] pp. 10-12, [Rai], [Ma]).

L'application Je est surjective, elle n'est par contre pas injective
comme le montre le résultat suivant.

PROPOSITION 2.2.2. — Soit 0 ç M et f <E A°q^. On a Je(f) = 0 si, et
seulement si, il existe ^ e M tel que Pon ait, lorsque \x\ —> 0,

f(x)=0(x^q~^og^xe~i0)).

DÉFINITION 2.2.3. — Une fonction f ç. 0 est dite a décroissance
q-exponentielle d'ordre 1 et de type fini dans une direction de si Von a
f(x) = O^ç-^10^6"^) pour \x\ -^ 0, où il e R.

Preuve de la proposition 2.2.2. — On rappelle que Je(f) = 0 si, et
seulement si, il existe A > 0, K > 0 tels que, pour tout n ç. N, lorsque
\x\ —>• 0 on ait

\f(x)\ < KAnq^n2^rë^xe~^0^\x\n.

Or, pour tout ji e M, on a

^-jlog^e-10) ^ ̂ ^^-ilog^e-10/^)^
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Quitte à remplacer x par -j^0, on peut alors supposer que 0 == 0 et A = 1.
-A

Soit la suite (Un)nç^ ^e fonctions de C* dans ]0, +oo[ définie par

Un(x)=q^n2^r^x^x\n.

On va montrer la propriété suivante : pour \x\ —>• 0, on a \f{x}\ ^
mm^^Un(x) si, et seulement si, f(x) = O^"^"^10^) ; ceci prouve
évidemment notre proposition.

Soit x e C* fixé. On note ^(-^(logç x) - 1/2) le plus petit entier
relatif qui est supérieur ou égal à (—'StÇlogqX) — 1/2); on pose n^ :=

max(o,^(- ^(logqx) - 1)). Puisque u-!-±l-{x) = ç^1/2^], la suite
\ \ 2 y / U^i

numérique (Un{x))n décroît jusqu'au rang n^ puis elle croît; on a donc
Un(x) ^ Un^(x) pour tout n ç N. Lorsque 1^1 < ^/ç, on trouve aisément
que Un^x) ^ |a;|-iç-^0og^)+è. D

PROPOSITION 2.2.4. — Soit 0j e M, fj e A0^ avec j = 1, 2. Si
J^y^ = J^/2? aJors iJ existe p,j ç M, JCj > 0 (j = 1, 2 )̂ tels que

\f,(x) - h{x)\ < ̂ K^^q-^0^''63^
j=i

pour tout x e C* de module suffisamment petit.

Preuve. — II suffit de noter que, lorsque |.r| —> 0, on a, pour tout
n e N :

2 2

|/iCr) - h(x)\ ̂ \f,{x) - fn(x)\ <^K,A^n2^r^xe~iej^\x\^
j=i j=i

où les Aj > 0 sont des constantes indépendantes de x et de n. D

THÉORÈME 2.3. — Soit 0i,02 ^ ̂ ' Si 0i ^ 02, alors ker J^ Hker J^ =
{0}.

Preuve. — Soit / € kerJ^ H kerj^. D'après la proposition 2.2.2, il
existe Kj > 0, Uj G R (j == 1, 2) tels que, lorsque \x\ —> 0,

l/^l^^l^l^lg-^1^^^"^))!.

Quitte à multiplier / par ^-mln(p'l^2^ Q^ pç^ supposer que min(^i,^2) =
0. En effectuant si nécessaire une rotation sur la variable rc, on peut
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supposer que 6^ > 0\ = 0. De plus, on supposera que 7^2 ^ p'i = 0, le
cas restant ^2 < P'i étant similaire.

Soit ^(a;) := /(rc)^10^ pour tout a; € D(Q',R), avec ^ > 0
suffisamment petit. D'après les hypothèses ci-dessus sur /, on a, pour tout
xçD^R)^

\g{x)\ ^ K^ \g(x)\ ̂  K^/^^x^2^02/^^ < Ke-02^^,

OÙK =K2ee^loëqR^12.

Posons G(z) := g{ez) pour tout z ç C tel que ?ltz < log-R. La fonction
G est analytique, bornée et majorée par K\e^e2z^oëq\ sur le demi-plan à
gauche {9tz < logJ?}. Par conséquent, la fonction z ̂  G(z)e~ie2z/{210ëq)

est bornée sur ce demi-plan et exponentiellement petite dans toutes les
directions verticales. D'après le lemme de Watson (cf[Ma] p. 14), on obtient
que G(z)e~^e2z^2loëq\ donc G elle-même, sont identiquement nulles. D'où
<7, et par suite /, sont identiquement nulles sur D(0; jR). D

2.3.1. L'assertion 0.6.2 découle immédiatement du théorème précédent.

3. Transformation de Borel-Laplace q-analogue.

3.1. Nous commençons par une transformation de Borel formelle q-
analogue.

DÉFINITION 3.1.1. — On appelle transformation de q-Borel formelle,
notée ffg;i, Papplication linéaire de C[[x}} dans C[[^]] qui envoie x71 en
g-^71-1)/2^71 pour tout n € N.

On a C[[rc]]g;i = (Bg;!)"1^^})- par un calcul direct, on vérifie les
deux propriétés qui suivent.

3.1.2. Pour tout / ç C[[x]}, on a Bq^(xaq(f)) = <^7ç(^;i/); autre-
ment dit, jE5g;i commute avec xaq :

(3.1.2a) ^;i(^,)=^;i.

3.1.3. Pour tout couple ( f , g ) e C[[x]} x C[[x]], on a

(3.1.3û) Bq.^fg) = Sa^-^-1)/2^^;!?^-71),
n^O

où les dn sont les coefficients de /.
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Si / ç. C{.r}, Bq.^f représente une fonction entière.

PROPOSITION 3.1.4. — Soit R > 0, / € C[N]g;i et (p la fonction
somme de Bq.^f. On suppose que (p est une fonction entière. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Le rayon de convergence de f est supérieur ou égal à R.

(ii) Pour tout e > 0, on a (^(Q = 0(qï 10^ m(10^ l^^-10^ R^10^ 1^1 )
lorsque |^| —>• +00.

Preuve. — Soit / := ^ a^a;71. Quitte à effectuer une homothétie
n^o

sur la variable x (et donc sur ^), on peut supposer que R = 1 dans la
proposition.

Traduisons la condition (i) de la manière suivante. Soit e > 0 ; on a
alors |an| < K(l + e)^ pour tout n € N, où .RT > 0 est une constante. On
en déduit que, pour tout ^ € C,

+00

K0|<^^ç-n(n-l)/2((l+5)|$|)n.
n=0

Or, lorsque |^[ tend vers l'infini dans C, on sait que (cf[Ra2], [ZZ])

i + y^ ____^____i^p = o(^#+1^)
^(ç-l)^2-!)...^-!)"1 v "

soit donc ^g^-^+^l^71 = 0(eèl£^i+!£ïil). Ainsi la condition (i)
n=0

implique (ii).

Supposons maintenant la condition (ii) vérifiée. Soit r > 0 arbitraire.
Appliquant les inégalités de Cauchy à la fonction y? sur le cercle centré en
l'origine et de rayon r, on obtient

L^-7^1-1)/2! ^ r-" max KQ| ̂  J^1^^-7^1^10^,
1 ^ 1 1 = ^

où K > 0 est indépendant de r et de n. Or, étant donné a > 0, on a

mm(e^-a^r)=q-a2/2.

On en déduit que, pour e > 0 et pour tout n assez grand, on a jayj < K'q^^
avec ̂ ' > 0 indépendant de n. Le nombre é: pouvant être arbitrairement
petit, on en conclut que le rayon de convergence de / est supérieur ou égal
a i . D
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DÉFINITION 3.1.5. — Soit <^ une fonction définie et analytique sur un
ouvert de C* qui contient une partie connexe V radialement non bornée.
On dit que (p admet une croissance q-exponentielle d'ordre 1 et de type fini
dans V s'il existe K > 0 et p, e R tels que, lorsque |$| -^ +00 dans V,
on ait

|y(0| <Wq^W.

3.2. La proposition 3.1.4 montre que la fonction somme de la trans-
formée de ç-Borel d'une série convergente est à croissance ç-exponentielle
d'ordre 1 et de type fini à l'infini dans C. Nous allons étudier une trans-
formation de ç-Laplace analytique qui peut être formellement considérée
comme l'inverse de la transformation de ç-Borel formelle.

LEMME 3.2.1. — Soit 0 e R et (p e C{x}. On suppose que ^ peut se
prolonger en une fonction analytique sur un ouvert contenant la direction
de et qui possède une croissance q-exponentielle d'ordre 1 et de type fini
dans de. On pose

(3.2.1a) C°^x) := (rl/8 / q-^. V^. f-1^)^
V27rlogç7^ ^

Alors x >-^ C°q.^{x} définit une fonction analytique dans un disque D(0; R)
avec R > 0.

DÉFINITION 3.2.2. — La fonction C°q^(fi définie ci-dessus s'appellera
la transformée de q-Laplace de ip le long de la direction de.

Preuve du lemme 3.2.1. — Quitte à faire une rotation sur la variable
$, on peut supposer 6 = 0. Il est clair que, pour tout x ç C*, l'intégrale
(3.2.1a) converge en ^ = 0; il reste à regarder la convergence en ^ = -(-oo.

Soit $ = ^ avec t > 0; on a K^))| = O^i^^) où ^ e R. Par
conséquent, l'intégrale (3.2.1a) converge en ^ = +00 pour tout x e C*
qui vérifie la condition suivante : il existe 6 > 0 tel que, pour tout t > 0
suffisamment grand, on ait

-J3t((log^ - t)(\og,x -1 - 1)) + (^t2 + ̂ ) < -6t.

Cette dernière condition sera vérifiée si logç |a;| < —p, — <$, ce qui montre
que C°q.^ est bien définie dans un disque de C* centré en 0. L'analyticité
de cette fonction est évidente. D
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A partir de (1.2.3), on obtient la relation suivante : pour tous 6 ç. R,
n ç N e t . r e C * ,

(3.2.3) Ce^n)=q^n{n~l}xn',

autrement dit, on peut considérer C°.^ comme l'inverse de 23g; i sur l'espace
des fonctions polynomiales.

DÉFINITION 3.2.4. — On appellera, transformation de q-Laplace
formelle et on notera Cq.^ l'opérateur inverse de Bq.^.

DÉFINITION 3.2.5. — Soit 0 e M et de la direction d'argument 0 dans
C*. On appellera voisinage sectoriel de de tout secteur ouvert de la forme

5'((9; e) := [x C C* : | arga- - 0\ < e} (e > 0).

3.2.6. Soit 6 e M; on note îî^i l'ensemble des germes de fonctions
analytiques en 0 € C qui peuvent se prolonger en une fonction analytique
et admettant une croissance ç-exponentielle d'ordre 1 et de type fini dans
un voisinage sectoriel de de.

3.2.7. Si (p € îîg;iî alors pour tout Q' suffisamment proche de 0, ^g;i^
est bien définie et, de plus, C\9 -^(p = C°^.

THÉORÈME 3.3. — Soit 0 € M et ^p e E^i. On pose f = C°q.^,
f = Cq.^(p et on note, pour tout n ç. N, fn la fonction somme des n
premiers termes de la série entière f.

Alors, il existe £ > O , A > O , K > O tels que, pour tout n e N et tout
^ e](9 -£,0+£[, on ait

\f(x) - fn(x)\ < KAnq^n2^T^xe~^^\x\n^

ceci pour tout x ç. C* de module suffisamment petit.

Preuve. — II suffit de copier la preuve suivante de la proposition 2.2.1 ;
voir aussi la preuve du théorème 1.3. D

3.3.1. Preuve de la proposition 2.2.1. — Quitte à effectuer une rotation
sur la variable x, on peut supposer que 0=0 . Soit R le rayon de convergence
de Bq.^f et (p la fonction somme de Bq.^f dans D(0',R) C C. Fixons
r ç]0, R[. Posons, pout tout x € C*, / = ̂ ^ la transformée de ç-Laplace
tronquée en r de y? dans la direction do :

^''^r^1'''0'-1"''^
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II est clair que / e 0. On va montrer que Jo(f) = f.

Soit n ç N; on note (pn la n-ième somme partielle de Bg;i/. D'après
(3.2.3), on obtient fn(x) = C^.^n. Écrivons alors f(x) - fn(x) = 6n(x) +
(Tn(x), avec

,,-1/8 /•+00 ,.

^-^l ,- .̂.»x.»..î-W)«Jï,

'•^••'^r,/,^'^-1"^-^-
Par un calcul élémentaire, on vérifie qu'il existe une constante K > 0,
indépendante de n, satisfaisant les deux estimations ci-dessous :

(1) pour tout ̂  r, |^(Q| ^ K^ ;

(2) pour tout ^ e]0,r[, |^(Q - ̂ (0| ^ K^.

Ceci étant, on a

/y-l/8 /-+00

1/(^) - /n(^| < 2^———= / g-^àO0^ î)0o^ t-1))^-!^
^/27r\ogq Jo s s?

ce qui implique, d'après (1.2.3), l'estimation suivante :

\f(x) - fn{x)\ < 2^^n-l)+ar^a;)|a;|n. D

4. Les séries entières Gq-sommables d'ordre 1.

4.1. On dira que la série / étudiée dans le théorème 3.3 est sommable
dans la direction de au sens Gevrey ç-analogue, ou Gç-sommable.

DÉFINITION 4.1.1. — Soie 0 6 R, / e C[[x}} et f ç Ô.

(1) On dit que f est Gq-sommable (d'ordre 1), de Gq-somme f, dans
la direction de s'il existe e > 0, A > 0, K > 0 tels que, pour tout n e N et
tout D ç.}9 - e, 6 + e[, on ait

\f{x) - fn(x)\ < KAnq^n2+^xe~^^\x\n,

ceci pour tout x ç C* de module suffisamment petit.

(2) On dit que la direction de est singulière pour la série f, et on
notera 0 e DS(f), si f n'est pas Gq-sommable dans cette direction.
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(3) La série f est dite Gq-sommable (d'ordre 1) si Pintersection
[0,27r] H DSÇf) est finie.

Lorsque / est Gç-sommable (resp. Gç-sommable dans la direction
de), on notera / e C{x}q.^ {resp. f e C{x}^). Il est clair que C{x} C
C{x}^ C C[[x]]^ et que, si / e C{x}°^ alors / e C{r.}^ et S^f =
^if P0111*tout ^ suffisamment proche de 0.

4.1.2. Compte tenu de la proposition 2.2.4, la différence de deux
Gç-sommes, dans des directions différentes, d'une même série entière est
majorée par une somme de deux fonctions à décroissance q-exponentielle
d'ordre 1 et de type fini. De plus, la Gq-somme dans une direction est
unique^ d'après le théorème 2.3.

On notera respectivement S^f la Gç-somme de / € C{x}^ dans
de et G^i l'ensemble des fonctions Gç-sommes des séries entières Gq-
sommables d'ordre 1 dans la direction de.

4.1.3. Si / e C{a-}^i, alors pour tout 0k = 0 + 2A;7r avec k ç Z,
on a / e C{x}0^', de plus, S^fÇxe-2^) == S^f{x). Ceci entraîne une
définition équivalente des séries entières Gç-sommables :

La série f est Gç-sommable si et seulement si DS{f) est un ensemble
discret de M.

Toute série entière convergente est Gç-sommable dans toute direction
de de C* et sa Gç-somme est la fonction somme naturelle de /. Plus
précisément, on a le résultat suivant :

4.1.4. Soit / e C[[.r]]. On a / e C{x} si, et seulement si, DS{f) = 0.

Pour vérifier l'assertion précédente, il suffit de noter que, si DSÇf) =
0, alors pour tout couple {0,6') e R2 on a S^f = <^;i/; en particulier,
avec ff = 0 - 27r on obtient que S°^f{x) = S^f(xe2^) (d'après 4.1.3). La
série / est alors le développement d'une fonction analytique en 0 G C.

THÉORÈME 4.2. — Soit 0 e R, f 6 C[[.r]]g;i et (p la fonction somme
de Bq.^f. On a f C C{a;}^i si, et seulement si, (p € ^;i-

De plus, en notant S° l'opérateur prolongement analytique dans la
direction de d'une série convergente, on a, sur C{x}0.^,

(4.2.1) S^^C^oS^B^.
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Idée de la preuve. — D'après le théorème 3.3, la condition est
suffisante. Pour montrer que la condition est nécessaire, on utilisera la
transformée de q-Borel analytique introduite plus loin. La preuve du
théorème s'obtiendra à l'aide de la proposition 4.2.3 ci-dessous. D

Soit p > 0 ; on note r? la courbe, positivement orientée, paramétrée
par ] — oo,+oo[-^ C*, t ̂  pq^. C'est le bord du disque P(0;p). À partir
de (1.2.3), on déduit aisément l'identité suivante :

(4.2.2) -i—=== ( ç^ l o g^f ( l o^t - l )^7 l- l^=ç^n ( n- l )Cn ,v 7 v/27rlogg7^ ' '

où n ( E N et $ ç C*.

PROPOSITION 4.2.3. — Soit 0 ç M. Soit / e C{x}0^, de Gq-somme
f 6 ̂ ;i' ^our ^out P > 0 suffisamment petit, on pose

(4.2.3a) B^fW := -i ^ f q^ Ï^ Ï-^fÇx)^.

Alors l'intégrale ci-dessus converge pour tout ^ dans un voisinage sectoriel
de la direction de. De plus, l'application ^ •—> B^.-^fÇf^) peut se prolonger en
une fonction, encore notée B^.^f, qui appartient à IHÎ .i et qui est égale à la
fonction somme de Bq-^f au voisinage de 0 G C.

Preuve. — II est clair que p doit être choisi inférieur au rayon du
disque D(0; R) sur lequel / est définie. Si l'intégrale en question converge
en un point ç ç C*, alors la valeur de l'intégrale est indépendante du choix
de la valeur de p (p < R), d'après le théorème de Cauchy. Pour simplifier,
on supposera que p = 1 (donc R > 1).

Soit e > 0 satisfaisant la condition de la définition 4.1.1 (1). Pour
tout x G D(0; 1) et tout 'ô ç}0 - e, 0 -h 4 on a \f(x)\ < Kq^ ̂ ^xe~^\ ce
qui implique que, pour t G R, |/(e^)| < Ke'2~[^{t~/ . Il en résulte que,
pour ^ e C* et t e R,

l^log^(log^-l)y^l ^ ^gt(arg^-^)^^(log^(log^+l))^

où K ' = K max e0 /10^ Q^ obtient que l'intégrale en question converge

pour tout ^ G S[0\ e) et que la fonction correspondante est à croissance q-
exponentielle d'ordre 1 et de type fini.
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II reste à étudier B^f au voisinage de l'origine. Pour tout n e N,
posons fn := / - /n. Puisque \fn(x)\ < ^^n2+arg^e-"9))|a•|n et que
B^i(fn) = B^(fn) pour tout ? ç]0, l[, on trouve, pour tout ç ç S(0',e) :

l^;l(/n)(0| = Î TUXOI < J^l^--2^10^)),

avec j?^' > 0 indépendant de n et de ^. Lorsque n —> +00, on a
^;i(/n)(0 ^ 0. Or, d'après (4.2.2), B^(fn) = B^f - (6,;i/\, ce qui
implique que, en désignant par (p la fonction somme de Bq.^f dans P(0; 1),
on a (^($) = B^fÇç) pour tout ^ ç 5((9; ̂ ) H ̂ (0; 1). D'où B^f{Ç) peut se
prolonger en une fonction appartenant à W.0^ qui est égale à (p au voisinage
de 0. ' D

DÉFINITION 4.2.4. — La fonction B^f ç H^i défeie dans (4.2.3a)
sera notée Bq.-^f et sera appelée la transformée de q-Borel analytique de f
(en 0 e C*^.

THÉORÈME 4.2a. — S'oit 0 ç R. Pour ûoué / e G^i, on a

^;l0^;l/=/.

Preuve. — Soit / la série entière telle que / = S°^f. D'après la
proposition 4.2.3, on a B^.^f € Iffl^.i pour p > 0 assez petit. En tenant
compte du théorème 3.3, on obtient £°.^ o B^.-^f = S°^f. D

4.3. On étudie maintenant la structure algébrique de C{x}q.^ et celle
de C{x}°^ (0 ç R).

PROPOSITION 4.3.1. — Soit / e C{x} et g C C{x}°^, avec 0 e R.
On note f := Sf la fonction somme de f. Alors fg ç C{a-}^.i et
S^(fg)=fS^g.

Si, de plus, g ç C{x}q^, on a fg ç C{x}q.^ et DS(fg) C DS(g).

Preuve. — Soit g := S°.^Bq^g. On vérifie aisément que la tranformée
de ç-Borel analytique de fg^ 1S i(/^), définit une fonction appartenant
à la classe IH^.i. On en déduit que Cq.^B^.^Çfg) € ^l^}0!? d'après le
théorème 3.3. Par un calcul formel, on trouve que ^q^iB^.^Çfg) = fg. D'où
S^(fg) = f S^g. Le reste de la proposition 4.3.1 découle directement de
ce qui précède. D
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Rappelons que l'ensemble C[[.r]]g;i est stable pour l'addition et la
multiplication usuelles des séries entières formelles. En ce qui concerne les
séries Gç-sommables, on vérifie facilement le résultat suivant.

4.3.2. Les ensembles C{x}°^ et C{x}q.^ sont des espaces vectoriels
sur C. De plus, pour tous / e C{x}°^ et g e C{x}°q.^ on a S^(f + g) =
S^f+S^g.

4.3.3. Cependant, l'ensemble C{x}°^ n'est pas stable pour la multi-
plication. Voir 4.3.8 ci-dessous.

Considérons, par exemple, le carré de la série / := ^ gn(n-i)/2^n
n^O

On a Bq.^f = 1/(1 - ̂ ) et donc / e C{x}q.^. Utilisant la relation (3.1.3a),
on obtient

^(^-Er^^B.
n^O -1 s

d'où, Bç;i(/2) représente, dans le disque unité |^| < 1, une fonction
analytique que l'on notera (^. En plus, étant donné m ç. N, on a l'identité

m—lç____ _ '__1 ^ (q-mç)n
(4.3.4) V s = Y s +çmy^_

—l-9-"e ^1-ç-^ s ^l-n^O -1 -' fc=0 -1 s n^O q-^

laquelle implique que (p peut se prolonger dans le disque |$| < q^ en une
fonction méromorphe dont les pôles, simples, sont ^ = 1, ..., g771"1. On en
déduit que la fonction (p peut se prolonger en une fonction méromorphe
sur C avec des pôles simples dans {q71 : n e N}. Soit (p cette fonction
méromorphe ; il existe alors une fonction entière P telle que

^)=
P^rwi-rt)5

où ]~[ (l—ç"71^) est une fonction entière à croissance ^-exponentielle d'ordre
n^o

1 et de type fini (cf [Ra2]). Notons Eq = Y[ (1 - q-^ ; compte tenu du
n^l

résidu de la fonction (p en chacun de ses pôles g", on a

(4.3.5) P(g71) = E^ f[ (1 - ̂ ) = (-l)71^^3712/^71/2 f[ (1 - g-^).
k=l k=l
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DÉFINITION 4.3.6. — Soit k > 0; on dit qu'une fonction défi-
nie et analytique dans un ouvert connexe non borné de C a une crois-
sance q-exponentielle d'ordre k et de type fini lorsqu'elle est du type
0(çt10^ l^l+^gg \^\)) avec u. C R, pour ç tendant vers l'infini dans ce sec-
teur.

D'après des calculs directs (comme ceux de la preuve de la proposition
4.3.9 ci-dessous), on vérifie que (p a une croissance ^-exponentielle d'ordre 2
et de type fini dans tout voisinage sectoriel de R~ ne contenant pas IR"^ On
en déduit que P est une fonction entière à croissance ç-exponentielle d'ordre
3 et de type fini dans ce type de voisinage sectoriel. Ceci implique que P
est à croissance exponentielle d'ordre zéro dans C (On pourrait également
raisonner de la façon suivante : f2 est solution formelle d'une équation
aux ç-différences, 2?g;i(/2) vérifie donc une équation aux ç-différences. On
obtiendra que P est solution entière d'une équation aux ç-différences à
coefficients polynomiaux; la croissance de P sera donnée par un théorème
de Ramis [Ra2]. Voir [MZ] pour plus de détails).

LEMME 4.3.7 ([Li]. — Soit F une fonction entière à croissance ex-
ponentielle d'ordre zéro (on dit aussi à croissance sous-exponentielle). On
note, pour chaque r > 0, M(r) = max|P(^)| et m{r) = min |P($)|. Alors

|^|=r |^|=r

pour tout rj > 0 (petit), il existe une suite {r^} de réels strictement positifs
telle que

(4.3.7a) rn -^ +00, m{rn) ̂  (M(r^))1-^. D

En appliquant ce lemme à la fonction P et d'après la formule (4.3.5),
on obtient que l'ordre de croissance ç-exponentielle de P ne peut être
inférieur à 3 dans aucun voisinage sectoriel de R~. En conclusion, (p est à
croissance ç-exponentielle d'ordre exact 2 et de type fini dans tout voisinage
sectoriel de R~ qui ne contient pas R4'. D'où l'énoncé suivant :

4.3.8. Le carré de la série ̂  qn{n-i)/2^n j^^gt Gq-sommable d'ordre
n^O

1 dans aucune direction de C*.

Ceci prouve l'énoncé 4.3.3.

PROPOSITION 4.3.9. — Soit f e C{x}^ et g e C{x}°^. La fonction
somme de la série Bq.^fg peut être analytiquement prolongée dans un
voisinage sectoriel de de en une fonction qui possède une croissance q-
exponentielle d'ordre 2 et de type fini.
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Preuve. —Notons / := ̂  a^ e C{x}0^ g := ̂  ̂ n ç C{a;}^.
n^O ' n^O

Quitte à faire une homothétie sur la variable ^ (ou sur x au départ), on
suppose que a^ç-712/2 = 0(1), M"71272 = 0(1) lorsque n -^ +00. Sous
ces hypothèses les séries entières Bq.^f, Bq.^g et Bq.^(fg) convergent dans
le disque unité.

Etant donné m e N, on notera gm la m-ième somme partielle de g.
On pose (jm+ = 9 - gm' D'après la formule (3.1.3a), on a

B^(fg) = Bq.^fgm) + ̂ anq-^-^Bq^rn^q--1)
n^O

m-1

= E M-^"-1^"^;!/^-") +Y,anq-n(n-^nB^g^q-n).
n=Q n^O

Soït^S :== 5(0; s) un voisinage sectoriel de d^ sur lequel la fonction somme
de Bç;i/ (resp. -Bg;i^, Bq^gm, 0g;i^yn+) peut se prolonger analytiquement
en une fonction, notée (/? (resp. 7, 7^, 7m+), qui possède une croissance
ç-exponentielle d'ordre 1 et de type fini. Avec ces notations la formule
précédente s'écrit

m-l

SB^(fg)(ç) = ̂  bnq-^-^C^q-11)
n=0

+^o„g-"("-l)/2^^(^-"),
n^O

où SBq.^(fg) désigne la fonction somme de Bq.^(fg) dans le disque unité
(comparer cette dernière formule à (4.3.4)).

rn—l
Pour tout m e N, l'expression finie ^ ^nÇ'"^"'1^2^^^"71)

n=0
définit une fonction analytique dans le domaine SU D(0; 1) ; cette fonction
sera notée Vm' Étant donné un point ^ ç S U -D(0;l), on désigne par
m^ le nombre entier naturel le plus petit tel que \£,q~rn{i\ < 1. Lorsque
n -^ +00, on a -ïm^q-71) == O^g-^). On en déduit que la

+00

série ^ ang'^'^/^^^+^g-71) est convergente. Considérons alors la
n=0

fonction v définie sur S U P(0; 1) par

+00

^(0 :- Vm^) + Ea^-n(n~l)/2^m,+(^-n).
n=0
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II est clair que v est analytique dans S U P(0; 1) et qu'elle coïncide
avec la fonction SBq.^(fg) dans D(0;l). Par conséquent, on a obtenu
un prolongement analytique de cette dernière fonction SBq.^(fg) dans le
secteur S.

Vérifions maintenant que v possède une croissance ç-exponentielle
d'ordre 2 et de type fini dans S. Soit ^ e S arbitrairement fixé. On choisit
m ç N tel que ç771-1 ^ |$| < ^m; on pose m^ = m. Vu la croissance de
^ dans 5, on a K^ç-^l < J^è^-^+^-n) pour tout entier naturel
n strictement inférieur à m, où K et /^ sont des constantes dépendant
uniquement de y? et 5. Il en résulte que |^(0| < ^iç7712"^1'", avec
^i, jLti des constantes convenables. Un calcul similaire montrerait que
+00 -1

E ûnÇ"^"1^2^^^^"71) est dominée également par une quantité du
n=0

type K^2^^. D'où la proposition. D

4.3.10. Dans un article ultérieur ([MZ]), on démontrera que le produit
de deux séries Gç-sommables d'ordre 1 est Gq-multisommable en deux
niveaux (1 et 2).

5. Sommabilité des séries entières solutions formelles
cTune équation aux q-différences.

5.1. L'une des séries Gç-sommables et non convergentes les plus
simples est la série suivante : / := E q^'^^x71. Elle a été l'objet de

n^O
notre étude dans la première partie de l'article. La fonction somme de sa
transformée de ç-Borel formelle est égale à ———. Du théorème 4.2, on

déduit que / e C{x}q.^ et DS(f) = {î^k : k ç Z} ; voir le théorème 1.3 et
l'énoncé 4.1.4.

Soit A G C{a;}[crg]; on note P7V(A) le polygone de Newton de A.
Pour la définition, voir le paragraphe 0.3.1. Dans la suite, on supposera le
plus souvent que P7V(A) n'a qu'une seule pente et que celle-ci est égale
à un. Nous allons étudier la sommabilité des séries entières / telles que
A/ e C{x}.

5.1.1. Soit 6 ç M. Les C[rr]-modules C[[x]]^ C{x}°^ G^, E^ sont
stables par Oq et les opérateurs Bç;i, Bq.^ C°^ S^ commutent avec toute
homothétie de rapport réel telle que Oq.
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Par conséquent, si / e ^{•^j^-i es^ une solution, formelle, d'une
équation aux ^-différences, alors sa somme S^f l'est aussi et c'est une
solution analytique.

LEMME 5.1.2. Soit A un opérateur aux q-différences d'ordre n ^ 1 et
soit {jL la pente la plus grande de P7V(A). On suppose que fi ç Z. Alors il
existe r e C et / e C{x} tels (1) /(O) = 1; (2) y := ç-fiog^(iog^-i)^ry
vérifie Ay = 0.

Preuve. — Posons e^ = g-^(iog^)(iog^-i)/2 ^ ^ ^ ^^ ^
ç-^j0-i)/2^-j^g^^ pour tout j e N. Avec ?/ = eq.^z et N = min(0, —n^),
on note À e C{a:}[<7g] l'opérateur aux ç-différences vérifiant Ay =
a^Cg.^Àz. Par un calcul facile, on trouve que la plus grande pente de
P/V(À) est nulle. Sans perdre de généralité, on peut alors supposer que
/ x = 0 .

n / \
Soit donc A = ^ ( ^ a^^x^a3 e C{a;}[aç], où a^oûj,o 7e 0 pour

j=o v fc^o /

n
un certain j < n. On pose, pour tout A; G N, Pk{X) = ^ a^ ^X^ ç C[X] de

j=o
sorte que A = ^ xkPk((Tq) dans C[[^,crç]]. Pour toute expression du type

k^o
y =: xx Y, aix1 ç a•ÀC[[al]] avec À G C, on a A^ = ^A ;̂ OlPkÇq^x^1.

1^0 k,l^0
Soit alors g7' un zéro du polynôme PO, tel que aucun nombre de la forme
q^1\ avec l ç N*, n'annule PO. On obtient qu'il existe une solution formelle
et une seule de A^ = 0 de la forme x1" (l + ̂  aix1 < ) , les ai étantv 1^1 /

déterminés successivement par : OQ == 1 et

1-1

^OL^ll-3\
j=Q

w ' • ^^-P^^^1-^^ s i^L

Puisque chacune des séries ^ a^kXk^ 0 ^ j ^ n, a un rayon de
/c^o

convergence non nul, les suites (a^)fceN peuvent être majorées par une
suite géométrique. On en déduit aisément que pour k < l, k, l e N, on a
\Pk((îr~{'l~k)/Po((îr~^l)\ ^ CA^\ où (7, A sont des constantes positives. Avec

1-1
la relation de récurrence (Ri), on a |aJ < C ̂  IO^IA^. Soit alors (A)^eN

j=o
z-i

la suite définie par : A) = 1, A = C E ̂ ^"^ si ^ ^ 1.
j=o
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Posons U(x) = ̂  f3ix1 e C[[x}} ; on a U(x) = 1 + CW(a;)/(l - Ax),
i^o

i.e Î7(rc) = (1 - Aa:)/(l - Ax - Cx). Il en résulte que U(x), donc ̂  aix\
i^o

ont un rayon de convergence non nul. D'où le lemme. D

Le résultat du lemme précédent a été déjà démontré par C. R. Adams
(cf [Ad] p 375). Pour simplifier, on notera C{a:}1 l'ensemble des séries
entières de rayon de convergence non nul et qui valent 1 en x = 0.

LEMME 5.1.3. — Étant donné g ç. C{x}1, il existe une unique série
h G C{a;}1 vérifiant la relation h(qx)g(x) = h(x).

Preuve. — La fonction définie par h(x} := fj 9~l(XQ~n) est analyti-
n^l

que et vérifie l'équation fonctionnelle h(qx)g(x) = h(x). Puisque toute série
entière solution formelle / de cette équation est uniquement déterminée par
la donnée du coefficient constant de /, on obtient l'unicité de /. D

PROPOSITION 5.1.4. — Soie A un opérateur aux q-différences dont 1
est la seule pente du polygone de Newton. Alors il existe h\, ..., hn € C{.r}1

et ai, ..., Oyi € C* tels que

(5.1.4a) A =

an+lXmh^l{qx)(xaq-an)hn.^hJl(qx)(xaq-aj)hj...h^l(qx)(xaq-a-i)h-i,

où on désigne par Oyi+i.r771 le premier terme non nul du développement de
Taylor de la fonction coefficient de a° de A.

Preuve. — Soit yo := q-^^x(\og^x-i)^rj- ̂ ç solution de Aï/ = 0
obtenue dans le lemme 5.1.2; il existe alors un opérateur aux ç-différences
d'ordre (n — 1), noté A', tel que

(5.1.5) A^A'^-^V\ yoW )

Soit yo{qx) = ax^gfx) avec a C C*, g e C{x}1. D'après le lemme 5.1.3,
Vo W

on a <7g — ax^g^x) = (xh(qx))~l(xaq — a)h^ où h ç C{a;}1 ; la relation
(5.1.5) devient alors A = ̂ (h~[l(qx))(xo'q — a)h où Ai est un opérateur
dont le polygone de Newton possède une seule pente. La décomposition
(5.1.4a) s'obtient en itérant ce processus. D
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5.1.6. Soit a, (3 ç C*. On dit que a et (3 sont q-congruents et on
note a =q /3, s'il existe n ç Z tel que a = ç71/?. On a la propriété
suivante : si a ^q /3, alors pour tout couple (f,g) € C{x}1 x C{x}1, il
existe (u,v) ç C{x}1 x C{x}1 tel que

(xoq - af)(xaq - (3g) = (a-og - f3u)(xaq - av).

Cependant, cette propriété peut ne pas être assurée lorsque a ==g /3. Ceci
se voit dans la preuve du lemme 5.1.2.

5.1.7. Soit JM(A) l'ensemble des Oj obtenus dans la proposition
5.1.4. Soit a e JM(A). On note CQ^ la classe d'équivalence de a dans
JM(A) pour la relation =q ; le nombre d'éléments de CQ^ sera appelé la q-
multiplicité de a relative à A. On a une partition JM(A) = CQ^ U...UCÇ^
de JM(A). Il est possible de vérifier que, dans la plupart des^cas, 7M(A)
constitue un système complet d5invariants formels de A; cf 0.3.3 et [Ça].

Soit DM(A) := {arga, + 2k7r : k ç ZJ = l,..,n}. Étant donné
6 ç DM(A), on note [<9] l'ensemble des "plus grands représentants" de
de H 7M(A) pour la relation d'équivalence Eïç. En d'autres termes, pour
tout a ç JM(A) H de, il existe un et un seul a7 e [0] tel que a = a'^ avec
- m e N (N^Z!).

5.1.8. Quitte à remplacer les éléments simples (xaq - Oj) par des
termes du type (x^q - a) (k ç Q, a e C*), on peut décomposer, en
utilisant le lemme 5.1.2, tout opérateur aux ç-différences sous la forme
(5.1.4a) ; voir [MZ] pour plus de détails.

5.2. Afin de se servir de la proposition 5.1.4 , on va établir quelques
résultats sur les opérateurs du premier ordre.

LEMME 5.2.1. — Soit a ç C* et f e C[[x]]. On pose c := (xaq - a)f.
Si c ç C{x}q^, alors f e C{x}q,^ et DS(f) c {arga+27rfc : k ç Z}UDS(c).

Preuve. — D'après la relation (3.1.2a), on a B^c = ̂ - a)B^f, soit

(5-2-2) ^;i/=(^;ic)/(^-a).

En conséquence, la série Bq.^f a les mêmes propriétés d'analyticité et de
croissance à l'infini que Bq^c sauf dans la direction passant par le point
d'affixe a. D'où le lemme. Q
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^DÉFINITION 5.2.3. — Soit / e C{x}q.^ et soit 0 e DS(f). On définit
^°q^f (^SP- S^f) comme étant la fonction Gq-somme de f dans une
direction de' infiniment voisine de de/ et qui reste au-dessus (resp. au-
dessous) de de : 0' > 6 (resp. 0/ < 0).

LEMME 5.2.4. — Conservons les notations du lemme 5.2.1. On sup-
pose, en plus, que c e C{x}. Alors, pour tout 0 e {arga + 27rk : k e Z}
012 a

(5.2.4a) S°^f(x) - S^f{x) = Ag-è(iog^/^)(iog^/a,)-i)^

où À désigne une constante, indépendante du choix de la valeur de 0 ç
R\2^(/),etc^=|a|e^.

Preuve. — On note y? la fonction somme de Bq.^c, qui est une fonction
entière. Soit 0 = arg a + 2k7r avec k ç Z. On fixe 0-., 0+ ç R "infiniment
proches" de 0 tels que 0- < 0 < 0+. D'après la définition 5.2.3 et la relation
(4.2.1), on obtient :

^T/(.)-^/(.)= 4, (^) (.) - ̂  (^) (.)

g"178 ( f f L-è0°8,t)(log,t-l)^).^

^Wq\Jd,_Jde^) ^-"r

ce qui donne, d'après la formule de Cauchy (ici a = ae dans C*),

S^hx) - S^fÇx) = iq-^^/ïogq ̂ ç-è iog^/a.)(log,(./a<,)-i)
a

D'où la formule (5.2.4a). D

5.2.5. Soit E l'ensemble des fonctions entières qui possèdent une
croissance ç-exponentielle d'ordre 1 et de type fini. On a évidemment
E=n0e[o,2^;i.

LEMME 5.2.6. — Soit h e C{x} et f ç C{x}q.^. On suppose que
Bq^f = 7/(^ - a)71, avec 7 e E, a e C* et n G N*. Alors la somme de
Bq-^(hf) est donnée par l'expression suivante :

^ ^t^^)^
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avec <1> ç E, ^rn Ç- C[x] et CLj.m Ç. C, la sommation étant uniformément
convergente sur tout compact de C ne contenant aucun point de {aq^1 :
meN}.

Preuve. — En développant 7 au point ^ = a, on obtient

n î al . Qn , y.
^^^••^(^-a)^

où a, € C et F ç E. Soit h = ^ hmX171; d'après la relation
m^O

(3.1.3a), on a B^(hf){Ç} = ^ ̂ -^-^r^i/V^). Posons
m^O

^ = éq;i(hCq.^r) ; on a $ e E, d'après la proposition 3.1.4. On en déduit
l'écriture suivante :

è^hf) = ̂  k^-^ (^ ————j} + $;
m^O \^=1 /

ici, la convergence de la sommation est évidente, grâce à la convergence de
h. On obtient alors la formule (5.2.6a), avec

max(în,n—j)

(5.2.7) a^m = /^m(m+l)/2 E O^^' D

k=0

THÉORÈME 5.3. — Soit A un opérateur aux q-différences dont 1
est la seule pente du polygone de Newton. Soit f G C[[.r]] telle que
A/ € C{rc}. On suppose que A est factorisé sous la forme (5.1.4a). On
note DM(A) = {argo^- + 2k7r : k e Z, 1 ^ j ^ n}. On a les assertions
suivantes :

5.3.1 (Gç-sommabilité). / e C{x}q.^ et DS(f) C DM(A).

5.3.2 (Multiplicateurs de Stokes). Soie 0 ç ÛM(A) ; pour tout a ç [0]
on note u,a sa q-multiplicité relative à A (voir 5.1.7 pour la définition). Il
existe des séries convergentes ga,m telles que
(5.3.2a)

/^-i
S^f(x)-S^f(x)= E ^^^(log^)7"^-^0^^^^^^)-1).

aç[(9] m=0
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Preuve. — Soit la décomposition (5.1.4a) de A :

A = an+lX'mh^l(qx){xaq - an)hn...h^l{qx}(xaq - ai)/ii,

où m e N, hj e C{.z'}1 et a e C*. Notons fo = f et, pour tout
entier j compris entre 1 et n, fj = (aqhj)~l(xaq — a)hjfj-^\ on a

fn = ———~^^f ^ C{x}. En appliquant le lemme 5.2.1 et la proposition
^n-^-lX

4.3.1, on obtient successivement que fn-i G C{x}q.^, ..., /o ^ C{rc}ç;i, ainsi
que leurs directions singulières éventuelles.

En ce qui concerne la formule (5.3.2a), il suffit d'appliquer la formule
de Cauchy et le lemme 5.2.6 aux fonctions Bq.^fn-i, ^ç;i/n-2? • • • ? Sç;i/o
(voir aussi la preuve du lemme 5.2.4). D

En s'inspirant des études des points singuliers irréguliers des équations
différentielles linéaires analytiques, on introduit la définition suivante :

DÉFINITION 5.3.3. — On appellera direction de Stokes de l'opéra-
teur A toute direction de avec 0 ç DM(A) ; les fonctions g de la formule
(5.3.2a) seront appelées les multiplicateurs de Stokes dans la direction de.

6. «Petites solutions» d'une équation aux q-differences.
Derniers commentaires.

6.1. Lorsque l'on compare deux solutions Gç-sommes d'une solution
formelle d'une équation aux g-différences, la fonction différence, solution
de l'équation homogène associée, est majorée par une somme de deux
fonctions à croissance ç-exponentielle d'ordre 1 et de type fini, d'après 4.1.2.
Ceci nous conduit à étudier les solutions soumises à certaines conditions
de croissance, pour les équations linéaires aux g-différences sans second
membre.

LEMME 6.1.1. — Soit a e C* et f G 0. On suppose remplies les deux
conditions suivantes :

(i) f(qx) = af(x) au voisinage de x = 0;

(ii) / est à croissance "modérée" en 0 : il existe fjt, v réels tels que
f{x) = 0(^-^) pour |.r| -^ 0.

Alors / = cx^^0^ ot avec c <E C, k ç Z.
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Preuve. - En itérant la relation (i), on a f^x) = a"/(a-) pour
tout n e Z. Il en résulte^que la fonction / se prolonge en une fonction
définie et analytique sur C* tout entier. De plus, d'après la condition (ii)
on a f(x) = 0(^ e—s-) dans C*, où ^ e R. En considérant la fonction
correspondante g(z) := f(q-) dans le plan complexe des z, ces conditions
se traduisent en celles-ci : g(z + 1) = ag(z) et g(z) = 0( '̂̂ +^). Qn en
déduit qu'il ex^te un unique entier relatif k et un nombre complexe tels
que g(z) = cq^+10^ ")^ d'où /(a;) = cx^K+10^ «. Q

LEMME 6.1.2. - Soit a e C* et / e Ô. On suppose remplies les deux
conditions suivantes :

(i) xf(qx) = af(x) au voisinage de x = 0 ;

(ii) / est à décroissance q-exponentielle d'ordre 1 et de type fini dans
une direction dg (voir la définition 2.2.3).

Alors il existe \ ç. C, k ç Z teJs que

/(a;) = Àç"?00^^/^2*'")^1^,^/^2*'"))-!)

Preuve. — On suppose que / n'est pas identiquement nulle. Considé-
rons la fonction

/O := q~Ï<•loSg(x/o')(ïos,(x/a)-l),

elle vérifie la condition (i) ci-dessus, donc f/fo est solution de l'équa-
tion y(qx) = ay(x). De plus. la condition (ii) implique que f/fo est
à S^^0^6 dans le se^ du lemme 6.1.1, ce qui donne / =^(ï^+iog, a) iog, ̂  p,̂  ̂  ̂ ^ ̂ ^ J ^

6.2. On termine l'article par quelques commentaires.

6.2.1. Soit / e C[[x]} et A £ C{x}[a,]; on suppose que A/ 6 C{x}.
Posons a; = ç' ; la série / se transforme en une série en q\ qui vérifie une
équation aux différences finies linéaire à coefficients analytiques dans un
demi-plan à gauche. Sommer la série / en x = 0, c'est alors sommer cette
(trans-)série en la variable t à l'infini dans ce demi-plan. Il est naturel de
poser la question suivante : a-t-on une interprétation de la Gç-sommation
dans un language parlant des transséries ?

6.2.2. L'hypothèse 'ç > 1' peut être remplacée par '|ç| > 1'. Sous
cette dernière hypothèse, on utilisera, à la place de la direction de (resp
le voisinage sectoriel S(0; e), e > 0) (6 ç R), l'ensemble {q^8 ç
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C* : u C M} (resp. l'ouvert U|^<^+^); le disque D(0',R) (R > 0)
dans C* sera remplacé par {^ G C* : t e C,3t(^) < ït(\ogqR)}.
Le symbole q^^ëqx^ëqx-i) continuera à jouer le rôle de la fonction q-
exponentielle (pour la croissance (ou décroissance) ç-exponentielle d'ordre
1). L'estimation Gevrey figurant dans la formule (2.1. la) de la définition
du développement asymptotique ç-Gevrey deviendra

\f(x) - fn(x)\ < GA"!^!"2^10^"")»2^^)2'^".

Nous aurons, mutatis mutandis, une version plus générale de la Gq-
sommation, dont nous laissons les détails au lecteur.

6.2.3. Dans cet article, la méthode de Gç-sommation a été décrite
seulement pour les séries entières ç-Gevrey d'ordre 1, et c'est pourquoi,
dans les deux dernières parties, on s'est limité aux opérateurs aux q-
différences qui sont composés ^éléments simples du type xcjq — a (a 7^ 0).
Dans le cas général, puisque les solutions séries entières sont g-Gevrey
d'ordre s quelconque, les éléments simples correspondants sont alors du
type {xk(Tq —a) (k = 1/5). Ceci conduit à généraliser (en substituant q
par q8) les opérateurs Bg;i, 23^, C^ en Bq.^s, Bq.s, C0^. On aura besoin
d'opérateurs notés Sq.^. C'est dans cette perspective que l'on a noté plus
haut, de façon peu lourde, S^ au lieu de noter simplement Sq.

Après l'extension de la méthode de Gç-sommation au niveau k
quelconque, on pourra appliquer cette méthode à une équation linéaire
aux ç-différences de la manière suivante : on factorise l'opérateur aux q-
différences en éléments simples et on compose les opérateurs de sommation
de différents niveaux. Ces problèmes feront l'objet d'un article ultérieur
([MZ]). La multiplicité des niveaux nécessite le passage à la notion de
multisommâbilité.
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