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SYSTEMES LINÉAIRES ADJOINTS L2

par Philippe EYSSIDIEUX

1. Introduction.

Cet article vise à étendre le champ d'application en géométrie
algébrique complexe d'une technique introduite par M. Gromov [16] en
construisant une version de la théorie d'indice L2 d'Atiyah [2] éten-
dant les techniques L2 de la cohomologie des faisceaux cohérents sur les
variétés algébriques lisses à leurs revêtements galoisiens non ramifiés infi-
nis. Plus précisément, X désignant une variété algébrique lisse complexe et
TT : X —> X un revêtement non ramifié galoisien infini de X de groupe de
Galois G, nous associons à tout faisceau analytique cohérent F défini sur
X une famille indexée par l'indice entier 0 ^ q ^ dim^ X d'espaces vecto-
riels topologiques (non nécessairement séparés) munis d'une action de G et
notée H^{X^)^ de telle sorte que chaque suite exacte courte de faisceaux
donne lieu à une suite exacte longue de cohomologie et, si F est localement
libre, H^(X^) se calcule comme la cohomologie du complexe dont les co-
chaînes sont les formes s à valeurs dans le fibre vectoriel sur X sous-jacent
à 7r*.F telles que s et 9s dont L2 et dont la différentielle est l'opérateur
de Dolbeault 9. La construction est inspirée par une observation de M.
Farber [11].

Même si, potentiellement, la partie non séparée de l'espace vectoriel
topologique H^(X,^) contient des renseignements non triviaux analogues
aux invariants de Novikov-Shubin [2l], nous utiliserons seulement pour
les applications son Hausdorffisé qui est un G-espace de Hilbert réalisable

Mots-clés : Théorème d'indice L2 d'Atiyah pour les faisceaux cohérents - Théorème
d'annulation de Nadel - Applications de Shafarevich de Campana-Kollàr - Fibre adjoint.
Classification math. : 14E20 - 14Fxx - 32J25 - 32L10 - 32L20.
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comme sous-module de L^G^1^. Pour contrôler de tels objets un invariant
commode est leur dimension de Murray-Von Neumann qui dans le cas de la
cohomologie L2 d'un faisceau cohérent est atteignable par des formules de
Riemann-Roch. Cette technique servira à attaquer deux questions posées
par J. Kollàr ([19], ch.18).

La formulation de la première application nécessite de décrire les
résultats de [4] et [20] sur les sous-espaces analytiques compacts connexes
maximaux des revêtements infinis des variétés algébriques. Soit X une
variété kàhlérienne compacte connexe de revêtement universel X et de
groupe fondamental F. Soit A C F un sous-groupe. Soit TT^ '' X^\ =
A\X —> X le revêtement non ramifié associé. F. Campana, [4], Théorème
3.5, construit une application méromorphe p^ : X^ —> Z^ de lieu
d'indétermination J, deux ouverts analytiques non vides X^ C X^ et
Z^ C ZA tels que 1 H X^ = 0, p^(X^) = Z°^ p^ : X^ -> Z^ est
propre à fibres connexes et, pour presque tout p € X^, la fibre P^Çp^p))
est le plus grand sous-espace analytique complexe compact et connexe
de X^ contenant p. Lorsque A est distingué, G == F/A agit proprement
discontinûment sur ZA? l'application X —>• G\Z^ déduite par passage au
quotient coïncide avec l'application de Shafarevich sh^ construite par [20].
Nous prouvons le :

THÉORÈME 1. — Soit X une variété projective algébrique eu A C
7Ti(X) un sous-groupe distingué d ̂ indice infini. Soit Xg une fibre générale
de p^\ et i : Xg — ^ X l e morphisme naturel. Soit L un fibre holomorphe
linéaire sur X big et de négativité modérée près de i(Xg) ̂ . Si le diviseur
KX 0 i*L est effectif, le diviseur Kx ^ L Gst également effectif.

Un cas particulier de cet énoncé est que, si X est une variété
algébrique à groupe fondamental génériquement gros au sens de [20] (i.e. :
les sous-espaces analytiques complexes compacts du revêtement universel
de X sont contenus dans un ensemble de mesure nulle) et L un fibre linéaire
big, alors le diviseur Kx 0 L est effectif. L'énoncé analogue obtenu en
demandant que X soit à groupe fondamental algébrique génériquement gros
(même définition que ci-dessus en remplaçant X par Xa,\g = S\X, où S
désigne l'intersection des sous-groupes d'indice fini du groupe fondamental
de X) est dû à J. Kollàr ([19], théorème 14.5).

J. Kollàr ([19], conjecture 18.9.1 p. 186) conjecture le théorème 1 sans
la condition de négativité modérée de L près de Xg. Un travail récent et

v / C'est le cas, par exemple, si L est big et nef. Se reporter à la définition 2.4.1 dans
le présent texte.
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indépendant de S. Takayama [24] prouve une variante du théorème 1 à
l'aide du théorème d'indice L2 d'Atiyah sous sa forme classique, les idées
cruciales étant proches de celles de la section 4 du présent travail.

La deuxième application est un résultat partiel sur une conjecture de
J. Kollàr prédisant que, X étant une variété algébrique lisse de groupe
fondamental génériquement gros, la caractéristique d'Euler du faisceau
canonique de X est positive ou nulle ([19], p. 187 conjecture 18.21.1), ce
qui serait une généralisation d'un résultat de Green et Lazarsfeld pour les
variétés de dimension d'Albanese maximale [15]. Si T est un complexe
simplicial, T possède une application simpliciale n : T —> -BTri(T) où
BTT-^ÇT) est un complexe simplicial asphérique de groupe fondamental
Ti-i (F). On a H*(7r^(T),R) = ^{BTT^T)^). On dit qu'une classe de
cohomologie c G H*(T^R) provient du groupe fondamental si elle est
contenue dans n*ff*(7Ti(r),]R).

THÉORÈME 2. — Soit (X,o;) une variété kahlérienne connexe com-
pacte de dimension n, possédant une classe de cohomologie c € H^-^ÇX, R)
provenant de ^i(X) et représentable par un courant strictement positif
fermé T^, alors \(X,Kx) ^ 0. Si, de plus, \{X,Kx) > 0, alors X porte
un espace de dimension infinie de formes holomorphes L2 de degré n. En
particulier, le noyau de Bergmann de X est non nul.

Ce résultat, prouvé dans la section 5, apporte une réponse partielle
aux conjectures 18.8.1 p. 185 et 18.12.1 p. 187 de [19]. La preuve est
inspirée directement de l'article de M. Gromov [16] et consiste à faire
jouer au théorème d'annulation de Kawamata-Viehweg le rôle du théorème
d'annulation sur les formes harmoniques L2 de [16].

Un corollaire est que si X est une variété kahlérienne telle que
^(X, Kx) < 0, alors TT^X) 0 Q est non nul. Un autre corollaire est que X
est de type général dans les conditions du théorème 2, si x{X, Kx) ~é 0. Si
on suppose Kx nef, ce fait est un corollaire de la proposition 13.14 dans
le livre de J. Kollàr [19] ou encore du théorème 4.1 de [5] et résulte d'un
argument de F. Campana [4] inspiré par l'article fondateur de M. Gromov
[16]. Un avantage de l'approche ici suivie est qu'aucun usage n'y est fait de
la théorie de Mori.

Cet article est organisé comme suit. La section 2 décrit brièvement les
premiers éléments de la technique des métriques singulières de Demailly [7].

(2) i.e. : 3a > 0, T ̂  CLUJ.
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La section 3 donne une formulation primitive mais efficace de la théorie
d'indice L2 d'Atiyah pour les faisceaux cohérents sur les variétés projectives
lisses et compactes, une théorie qui suffirait ici a été indépendamment
développée par F. Campana et J.-P. Demailly [6]. La section 4 prouve
le théorème 1 et discute quelques applications. La section 5 prouve le
théorème 2.

Je remercie J. Carison, L. Katzarkov, T. Pantev et C. Simpson pour
d'utiles conversations. Je remercie le rapporteur pour d'utiles remarques
concernant l'exposition.

2. Technique de Bochner-Kodaira
pour des poids singuliers.

Rappelons quelques aspects de la technique de Bochner-Kodaira pour
les métriques singulières développée par J.-P. Demailly et exposée dans [7].

2.1. Estimations L2 singulières.

L'outil analytique principal de ce travail est le résultat suivant de [8] :

PROPOSITION 2.1.1. — Soit (M,o;) une variété kahlérienne complète
et (£, h) un fibre linéaire holomorphe hermîtien de courbure Q(£, h). Soit
(f) une fonction presque psh^. Supposons que

3a > 0, iQ{C, h) + iQ9(j) ̂  auj.

Alors VOl, ^gçL^M^KM^C^^telqueog^O, JM ll^ll26"2^ <
oo :

^9f=g : { H/fe-^1 / ||̂ e-^
J M 9° J M

' ) Une fonction presque psh sur une variété complexe est une fonction à valeurs dans
R U {—oo}, semi continue supérieurement, localement exprimable comme somme d'une
fonction plurisousharmonique et d'une fonction C2.
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2.2. Faisceau multiplicateur de Nadel.

Le théorème d'annulation 2.1.1 est une version analytique du théorème
d'annulation de Kawamata-Viehweg. Rappelons le lien entre les deux résul-
tats qui est la construction due à A. Nadel d'un faisceau d'idéaux qui per-
met de formuler ce théorème en termes algébriques. Soit M une variété
complexe et (j) une fonction presque psh. On définit un faisceau d'idéaux
sur M !((/)) par la formule

IW(U) = {/ e 0(U), ^K ê [/, I l/l^-2^ < 00}.l J K )
Pour les propriétés de ce faisceau d'idéaux cohérent, on consultera [7].
Soulignons que si le nombre de Leiong de 0 en x vérifie i/((f)^x) < -,

Zi
un résultat de H. Skoda [23] implique que !((/)) x = OM,X' Quand, sous
les hypothèses de la proposition 2.1.1, la variété M est de plus supposée
compacte, 2.1.1 se traduit en le théorème d'annulation de Demailly-Nadel :
^(M, KM 0 £ 0 IW) = 0, q ̂  1.

2.3. Métriques singulières à singularités algébriques.

Une métrique singulière sur un fibre en droites holomorphe L sur
la variété complexe M est une application h de l'espace total de L vers
[0, oo] pouvant s'écrire sous la forme h = e~2^hf où h' est une métrique
hermitienne lisse et (p une fonction presque psh sur M. Soit h une métrique
singulière. Comme ces deux objets ne dépendent que de h et non de sa
représentation sous la forme h = e~^h1', on notera par I(h) le faisceau
d'idéaux cohérents J(0) et on notera 6(£,/i) = 6(£,/i') + i99(f), la
courbure de la métrique singulière h. Une métrique singulière sera dite de
courbure positive (resp. de courbure strictement positive) si sa courbure
est un courant positif fermé (resp. un courant positif fermé supérieur
au courant défini par la (l,l)-forme asociée à une métrique hermitienne
sur M). Une métrique singulière h = e'^h' est dite à singularités
algébriques si et seulement si en tout point m de M existent des germes
de fonctions holomorphes (fi)i^n et un nombre rationnel a > 0 tels que
<t>-a\og( E |A|2) estG00.

v l^i^n /

La classe des métriques à singularités algébriques est stable par de
nombreuses opérations. Soit (£,/IL) une métrique singulière à singularités
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algébriques et 0 : N —^ M un morphisme dominant. 0*/ijr, est une métrique
singulière à singularités algébriques sur (^L. Soient (£, /IL), (Al, /IM) deux
fibres linéaires holomorphes munis d'une métrique singulière à singularités
algébriques, /IL^^M est une métrique à singularités algébriques sur C0M.
Soit 7V un entier strictement positif et soit h une métrique singulière à
singularités algébriques sur C^, alors ^ / N est une métrique singulière
à singularités algébriques sur C. Soit h et h' deux métriques singulières à
singularités algébriques sur C. Pour tout nombre rationnel /3 compris entre
0 et 1 /^(/i')1"^ est une métrique singulière à singularités algébriques.

Moins triviale mais techniquement avantageuse est la propriété
suivante :

LEMME 2.3.1. — Soie h une métrique singulière sur C à singularités
algébriques. Soit ho une autre métrique singulière à singularités algébriques.
Pour tout nombre rationnel positif assez petit e, la métrique singulière
h^ÇhoY vérifie I{h) C I^-^hoY).

Preuve. — C'est un corollaire immédiat de [7] p. 37. Détaillons-en les
raisons. Soit p, : M' —> M une modification (i.e. un morphisme projectif
biméromorphe). Par [Dem], prop. 5.8 p. 36, KM^>IW = ^(KM^I(^h)).
Soit h une métrique singulière à singularités algébriques. Utilisant [14], [7]
construit une modification p, : M' —^ M telle que en tout point m de M'
existent des coordonnées locales (^ i , . . . , Zn) sur l'ouvert U dans lesquelles

^h = |^|-2ai(/^,m) ^ ^ ^ ̂ -2a,(^,m)^

où h' est lisse et a^ sont des rationnels positifs. Un calcul aisé exhibe
I(^h)\u comme l'idéal principal engendré par ̂ i^^))... ̂ ("n(/^,m))^
E(x) étant le plus grand nombre entier inférieur ou égal à x. Si h et ho
sont deux métriques singulières, on peut choisir une modification telle que
/^*/i, IJ^HQ et, par suite, /^(/i^/i1"6) soient de cette forme. On a

^(^(/^/i1-6)^) == ea,(^*/io,m) + (1 - e)a^*/i,m).

Pour e > 0 assez petit, ^(a^*^^1"6),^)) ^ ^(a,(/x*/i,m)). Donc,
l'idéal J^*^1-6^)6)) contient I(^h) pour e > 0 assez petit. Par suite,
pour e > 0 assez petit KM 0 I(h) = ^{KM' 0 I(^h)) C ^{KM' 0
JO^/i1-6/^))) = KM 0 ̂ l-c^). D
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2.4. Négativité modérée.

Soit Y C X un sous-espace analytique d'une variété projective
algébrique lisse. Soit uj une forme de Kàhler sur X.

DÉFINITION 2.4.1. — Le fibre holomorphe linéaire C est dit de
négativité modérée près de Y si et seulement s'il existe un voisinage U de
Y, une métrique singulière à singularités algébriques h sur C de courbure
positive et vérifiant I(h)\u = Ou-

LEMME 2.4.2. — Le fibre holomorphe linéaire C est big et de négativité
modérée près de Y si et seulement s'il existe un voisinage U de Y,
une métrique singulière à singularités algébriques h sur C de courbure
strictement positive et vérifiant I(h)\u = Où-

Preuve. — C étant big, il possède par [7] p. 42 une métrique singulière
à singularités algébriques ho de courbure strictement positive au sens des
courants. Par 2.4.1, C, possède une métrique singulière h\ de courbure
positive avec I(h\) == Ou sur un voisinage U de Y. Pour e > 0 rationnel
assez petit, h<Qh\~€ a les propriétés requises en raison de 2.3.1. La réciproque
résulte également de [7] p. 42. D

Pour la convenance du lecteur, formulons en termes algébriques une
condition suffisante pour remplir les hypothèses du théorème 1. Cette
condition est un corollaire immédiat de [19], 10.7, p. 118̂  et est laissée
au lecteur.

LEMME 2.4.3. — Soit D un diviseur de Cartier sur X . Si D est
numériquement équivalent à une somme de la forme A 4- E + A où A
est un Q-diviseur de Cartier ample, E est un Q-diviseur de Cartier effectif
dont le support est disjoint de Y et A est un Q-diviseur de Cartier tel que
(X, A) est kit, alors Ox(D) est big et de négativité modérée près de Y.

{ ) Pour la définition d'une paire (X, A) kit (=Kawamata log terminal), voir [19]
chap. 10 p. 166.
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3. Adaptation de la théorie d'indice L2 cTAtiyah
aux faisceaux analytiques cohérents.

La version expliquée ici de l'adaptation de la théorie d'indice L2

d'Atiyah aux faisceaux analytiques cohérents sur l'espace complexe X
nécessite que l'on suppose X lisse et algébrique, hypothèses peu naturelles.
Une théorie plus satisfaisante est développée dans [10].

3.1. Une catégorie abélienne.

Décrivons une construction de M.S. Farber [11] qui fait rentrer la
théorie des nombres de Betti L2 de Von Neumann-Atiyah [2] et des
invariants de Novikov-Shubin [21] dans le cadre de l'algèbre homologique.

DÉFINITION 3.1.1. — Soit F un groupe dénombrable discret. On
appelle Y-module hilbertien projectif de type fini tout sous F-module de
Z^r^C^, I^r étant la représentation régulière gauche de F. Un morphisme
de r-module hilbertien projectîfs est une application linéaire continue
commutant à F.

PROPOSITION 3.1.2 [11]. — La catégorie Ef(T) suivante :

• Les objets sont les triplets {E\,E^^e) formés de deux modules hil-
bertiens projectîfs E^ et E^ et d'un morphisme e : E\ —> E^, non
nécessairement d'image fermée.

• Un morphisme (Ei, £'2, e) —^ (Fi, F-^, f) est un couple (f) = (0i : Ei —>
FI, (^2 '' E-z —>• F-^) tel que f(f)\ = ̂ e, deux tels couples (f)^ étant
identifiés si et seulement si il existe une homotopie T : E^ —> Fi tel
que (j)2-^2= fT.

est une catégorie abélienne.

Il y a un fondeur d'oubli pleinement fidèle de Ef(T) vers la catégorie
des F-modules par 0((£'i, E^, e)) = E^/eE^. On appelle un objet de Ef(F)
un r-module hilbertien de type fini.

Soit W un sous-module hilbertien projectif de type fini contenu dans
I^r 0 C^. La projection orthogonale sur W s'identifie à une matrice
carrée (pij) à coefficients dans l'algèbre W^T qui est l'adhérence au sens
de la topologie forte (et pas de la norme triple!) de l'algèbre d'opérateurs
définie par la représentation régulière droite de F dans L^Y. Cette algèbre
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s'identifie au commutant de la représentation régulière gauche de F. La
trace naturelle de CT donnée par 7-( Y^dggj == Oç. s'étend par continuité à

v g )

W^F et donne une trace (r(ab) = r(bd) !) finie normale sur cette algèbre. Le
nombre réel dimr W = ̂  ï{pn) ne dépend pas du plongement choisi de W

i
et s'appelle la dimension de Von Neumann de W. On définit la dimension
de Von Neumann d'un r-module hilbertien comme la dimension de Von
Neumann de E^/eE\. C'est un nombre réel positif, nul si et seulement si eE\
est dense dans E^. Les propriétés spectrales de e : E\ —>• eE\ fournissent
des invariants du F-module hilbertien {E\^E(i^e} (on récupère ainsi les
invariants de Novikov-Shubin, voir [11]) mais il y a peu de techniques
disponibles pour les contrôler, ce qui en limite sévèrement l'usage.

3.2. Théorème d'indice I? cTAtiyah.

On peut résumer la théorie d'indice L2 d'Atiyah [2] en l'énoncé
suivant :

THÉORÈME 3. — Soit D : C°°{E) -^ G00 (F) un opérateur différentiel
elliptique entre fibres linéaires hermitiens sur une variété compacte M. On
note i(D) = dimker(D) — dimker(D*) son indice d^Atiyah-Singer. Soit
M —> M un revêtement non ramifié infini et galoisien de groupe de Galois
G. Le noyau ker^ÇD) de l'opérateur fermé induit par D sur les sections
L2 de E sur M est un G-module hilbertien projectif de type fini constitué
exclusivement de sections lisses. Soit K{x^y) le noyau (lisse) de la projection
orthogonale sur ker'z(D). Ti(K(x^ x)) est une forme volume G-invariante et
descend à M. On a

( Tï(K(x, x)) = dirnc ker^D).
JM

Le principe de multiplicativité suivant a lieu :

dîme ker2 D — dîme kers D* = i(D).

La formule d'indice L2 qu'on en déduit

diniG ker2 D — dim^ ker2 D = / AD
JM

où AD est la forme d'Atiyah-Patodi-Singer de D est valable dans le cas
où un sous-groupe discret d'isométries opère proprement discontinûment
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de façon cocompacte avec des stabilisateurs possiblement non triviaux sur
une variété riemannienne en préservant l'opérateur elliptique D.

Soit 1 — ^ S 1 — ^ G — > G — > 1 une extension centrale d'un groupe
discret G par le groupe abélien S1. Un opérateur différentiel D : C°°(E) —>
C°°(F) sur une G-variété cocompacte est dit G-invariant s'il existe une
action compatible de G sur les fibres hermitiens E, F laissant D invariant.
La théorie d'indice d'Atiyah s'adapte dans ce contexte et fournit les mêmes
énoncés. C'est une conséquence de la théorie de l'indice local exposée dans
[3]. Pour une preuve, on consultera [22] ( ou encore [9]).

3.3. Cohomologie L2 des faisceaux localement libres.

Soit X une variété algébrique lisse compacte et TT : X —^ X un
revêtement galoisien de groupe F.

A tout V faisceau cohérent localement libre sur X, on associe TT*V qui
est un faisceau analytique cohérent sur X muni d'une F-action. Soit (V, h)
un fibre holomorphe hermitien F-invariant de faisceau de sections TT*V. On
pose

Dj(X, V) = [s e L\X^ V 0 ̂ ) : / \\s\\2 + \\Ss\\2 < oo}.

Prenant D^(X,V) comme ç-ième groupe de cochaînes et l'opérateur de
Dolbeault comme différentielle, on définit le complexe D^(X,V).

DÉFINITION 3.3.1. — Les groupes de cohomologie de Dolbeault L2 de
V sur X sont les espaces vectoriels topologiques définis par

HÎ{X^V)^=H^D^X^)).

On voit aisément que H^(X, V)Doib provient d'un objet de Ef(T). De
plus, le théorème d'indice L2 d'Atiyah se spécialise en la :

PROPOSITION 3.3.2.

^(-l)^dimr^|(X,V)Doib = ch(V)Todd(Tx).[X].
q

La technique de Bochner-Kodaira avec des métriques lisses permet de
voir tout de suite que :
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LEMME 3.3.3. — Soit C un faisceau inversible ample et V un faisceau
cohérent localement libre sur X. Il existe un entier N^ tel que pour tout
n ̂  N^ et tout q^O, on ait H^{X, V 0 C71) = 0.

3.4. Cohomologie L2 des faisceaux cohérents.

Nous désirons prolonger la théorie d'indice L2 d'Atiyah aux faisceaux
analytiques cohérents. Soit F un F-faisceau analytique cohérent sur X
possédant une résolution globale finie R par des F-faisceaux localement
libres

^-n d^ ^_,+i ̂  ^ ̂  ̂  y ^ Q

Posons D^ÇX.R) = D^ÇX.RP) et définissons des différentielles

d = dp : D^ -^ D^
6 = (-I)PQ : D^ -^ D^

et formons le complexe simple associé (D^(X, R), d + 6).

LEMME 3.4.1. — H^D^X.R-)) provient d'un objet de Ef(T).

Preuve. — Posons D" = d+6. Notons D" son adjoint formel et posons
A^^zy'+y')2.

Définissons ^(X.D1^) = Cp+g^L^X, VP 0 Q°'9) et ^(X.D-) =
^N^ÇX.D1^). L'opérateur A^/ est un opérateur essentiellement autoad-
joint positif dans L2(X, D-). Par suite on peut appliquer le théorème spec-
tral et il existe une famille {E(\)}^Q de projecteurs spectraux avec

r ° °
AD- = / \dE(X).

Jo

Comme A^ préserve la graduation Ï?(X, D ) = eN^2(^, D1^) la famille
des projecteurs spectraux de cet opérateur la préserve également et on
peut écrire E(A) = C^^A). Comme A^' commute à l'action de F, ses
projecteurs spectraux commutent à F. Rappelons la formule suivante :

f^(À) = Im(^(A)) = ̂  e L2(X^DN) VÂ;(A^,^^) ^ A^^^)}.

Soit V une connexion sur le fibre C°° e V^ 0 ̂ oq —^ X et V son
p+g=N

relèvement à X. Nous introduisons la norme de Sobolev ||.||i sur L2(X, £^)
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définie par

1 = / II^+IIV^I2
Jx

Comme ^D" est un opérateur elliptique, il existe a,b > 0 tels que tout
0 e E(X) vérifie ||0||i ^ (a + 6A)||0||. Par suite ^(A) est un F-module
projectif de type fini grâce à une application standard du théorème de
compacité de Sobolev (voir [17] Prop. 1.5 p. 566). La cohomologie du
complexe de F-modules hilbertiens projectifs de type fini D-(\) : ... —>

T)11

^(A) —> ^"^(A) — > . . . provient d'un objet de Ef(T) puisque ce complexe
provient d'un complexe de cette catégorie abélienne. Par construction,
D^(V-) est somme directe de D-(\) avec un complexe acyclique. D'où le
lemme. D

LEMME 3.4.2. — S'oit R un complexe acyclique fini de faisceaux
localement libres. Alors, H'(D^{X,R)) = 0.

Preuve. — En effet un tel complexe de faisceaux donne lieu à un
complexe de fibres vectoriels C°° scindé dans la catégorie C°°. Il suit que
le complexe

...^e^^'e^r1'9^-
est scindé donc acyclique. Ce complexe est le £'0 d'une suite spectrale dont
la cohomologie aboutit à H'(D^(X, R')). D

COROLLAIRE 3.4.3. — Soient R\ et R'^ deux résolutions localement
libres de î-', il existe un isomorphîsme unique

Ji2 : JTTOX,^)) ̂  H^D^X^R^)

fonctoriel pour les morphismes de résolution induisant Pidentité sur T.

Preuve. — Soit R'^ —> R^ un morphisme de résolutions de F induisant
l'identité sur F tel que R\ —^ R\ soit surjectif. K le complexe noyau est un
complexe acyclique de faisceaux localement libres et l'on a une suite exacte

0 ̂  D ^ ( X ^ K ' ) ) -^ D^X^R^) -> D^X,R^) -^ 0.

Passant à la suite exacte longue de cohomologie et utilisant le lemme
précédent, nous voyons que le morphisme naturel H* (D^(X\ R'^)) —>
H*(D^(X,R'^)) est un isomorphisme.

On peut toujours trouver une résolution R'^ de T et des morphismes
de résolutions R^ —> R^ i = 1,2 surjectifs sur chaque terme, d'où un
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isomorphisme Ji2. L'unicité de 7i2 provient du fait que pour toute paire
de morphismes F —> G de complexes de faisceaux cohérents sur la
variété algébrique lisse X induisant le même morphisme en cohomologie,
il existe un quasi-isomorphisme E ' —>• F ' et une homotopie entre les deux
morphismes composés E —>• G ' . Cette homotopie induit une homotopie
entre les deux morphismes induits D^ (X, E ' ) —>• D^ (X, G" ) qui sont par
suite égaux en cohomologie. Ceci permet d'attacher à tout faisceau cohérent
sur X un groupe de cohomologie L2, noté H^{X^ f)^ bien défini, qui est un
objet de Ef(T) (muni, pour toute résolution R' de T d'un isomorphisme
fonctoriel OÇH^X^)) -^ H-{D'^X,R'))). Le complexe D^(X,R) étant
une déformation par opérateurs G00-linéaires d'une somme de complexes
de Dolbeault décalés, c'est un complexe elliptique. Utilisant [2], il vient
donc :

COROLLAIRE 3.4.4.

X2(X^) = ̂ (-l)^dimr^|(X,JT) = ch(^)Todd(Tx).[X].
9

Pour la notion de ^-foncteur, voir le livre de Hartshorne, [13] p. 205.

THÉORÈME 4. — L'âssignement F —^ H^(X^) est sous-jacent à un
6-fondeur de la catégorie des faisceaux analytiques cohérents sur X vers
W).

Preuve. — Pour tout morphisme de faisceaux cohérents (f) : T —^ G
on peut construire deux résolutions localement libres de F et Q telles que (f)
se relève à un morphisme entre résolutions, qui induit un morphisme entre
les cohomologies L2. Que ce morphisme ne dépend pas des choix faits est
laissé en exercice.

De la même manière, on associe à toute suite exacte courte dans
la catégorie des faisceaux cohérents sur X une suite exacte courte de
résolutions, ce qui induit une suite exacte longue en cohomologie L2 dont
l'unicité et la fonctorialité se prouvent sans difficulté. Ce n'est pas une
conséquence directe de la définition que H^X,^) = 0 pour i < 0 (cette
annulation est en revanche claire si i > dim^ X) puisque le complexe qui
calcule la cohomologie est concentré en degrés compris entre —d et dim^ X
où d est la longueur de la résolution localement libre de T choisie. Puisqu'il
faudra une idée supplémentaire, nous repoussons, sans que cela ne crée de
cercle vicieux, la preuve de ce fait au paragraphe suivant (corollaire 3.5.6).

D
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LEMME 3.4.5. — Soie C un faisceau inversible ample et F un faisceau
cohérent sur X. Il existe un entier Ny tel que pour tout n ^ Ny et tout
q>0, onaitff|(X,^•(g)/;n)=0.

Preuve. — Choisissons une résolution jR de F de longueur d ^
dim^X. Il y a une suite spectrale aboutissant à H^(X^F) de terme £"2
donné par E^(X,R) = H^X.R-P^oib avec 0 ^ p,q ^ dimcX. Par
3.3.3, E^{X,R- 0 r^) = 0 si q ̂  0 et 7V > 0. Par suite, C désignant un
faisceau inversible ample E^q{X,F^CN) = 0 pour N > 0, p ^ 0 et q > 0.
Donc, H^(X, F 0 r^) = 0 pour i > 0 et N > 0.

3.5. Interprétation de la cohomologie L2

des faisceaux cohérents.

Une autre interprétation de la cohomologie L2 d'un faisceau est néces-
saire. Cette interprétation ayant l'avantage de ne pas nécessiter d'hypothèse
d'algèbricité est utilisée comme définition de la cohomologie L2 d'un fais-
ceau cohérent dans [10].

On définit sur X un préfaisceau de Ox modules Z27^^7^*0^ par la
formule suivante, U désignant un ouvert de X :

l^^O^U) = {/ e 0^7r-\U)) : \/K (ë U f \f\2 < oo},
J K

PTT^O^ est en fait un faisceau. Pour V un faisceau analytique cohérent
localement libre on définit Z27^*7^*V par ^27ï^lc7^*V = ^TT^O^ (g) V. On voit

Ox
que si (Y, h) est un fibre vectoriel hermitien avec Ox(V) = V

l^^VÇU) = L e ̂ (Tr-1^),^) : \/K ^ U f \s\i < oo}.

L'assignement V ̂  ^TI^TT'T est un fondeur de la catégorie des faisceaux
analytiques cohérents sur X vers la catégorie des Ox modules. On dispose
d'une inclusion naturelle ^TT^TT*!^ C 7r^7r*V.

Le faisceau ^TI^TT'T admet la résolution suivante par des faisceaux de
C°° modules (qui, donc, sont mous) :

^Tr^V-^P^0^)^?^1^)^...,
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où l'on a posé

P^(W) = [se L^-\U\ V 0 ̂ ) :

I K ^ U ( Hsf+ll^foo}.
./x -'

Or, si y- est un complexe de faisceaux localement libres, Hq{D•^V•))
s'identifie à Phypercohomologie du complexe de faisceaux en groupes
abéliens ^^^(V-) :

H^D^V)) = ŒF(... Z^TT*^ -. l^^V^ -....).

Or, on a la proposition suivante :

PROPOSITION 3.5.1. — Soie U un ouvert de X. Soit Ry -^ F une
résolution localement libre du faisceau analytique cohérent sur U F, alors
le complexe concentré en degrés négatifs de faisceaux PTT^R^ vérifie
W^TT^R^) =0, q < 0.

Preuve. — Le problème est local et on peut supposer que U est le
poly disque A71. Dans ces conditions Ù = U x F et TT : Û —. U est la
projection sur le premier facteur et tous les faisceaux localement libres
peuvent être supposés de la forme 0^. Le fait crucial est la proposition :

PROPOSITION 3.5.2. — Soit (^i , . . . , gr) des fonctions holomorphes sur
A71. Alors quel que soie R, 1 > R > 0, il existe Cp > 0, tel que si f est une
fonction holomorphe de carré sommable sur A71 et appartenant à l'idéal
cohérent engendré par les ̂ , il existe (/i,.. . , /^) e 0(R^), telle que

/-E^ / Ei^i2^/1 m2'^i JR^ ̂  j^

Preuve de la proposition 3.5.2. — Considérons l'espace (^(A71) des
fonctions holomorphes sur A71. Pour 0 < R < 1 nous définissons une norme
\\.\\R sur 0(A71) par la formule

11/112? = l l/l2.JR^
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Cette collection de normes induit sur (^(A") une topologie d'espace de
Fréchet^. L'espace Z(A) C 0(An) est alors un fermé, voir [12], p. 44^).
L'application G : O^A) -^ î(A) définie par G(/i i , . . . , hr) = g^ + ... +
grhr est une application linéaire continue et surjective (par le Théorème B
de Cartan) entre espaces de Fréchet. Elle est par conséquent ouverte, voir
[25], p. 75. De ce fait, l'ouvert

UR={{h^..^hr)çOr(^ / ^\h^<l}=B^^l)
JR^ ^

vérifie que G(U) est un ouvert de î(A). Par suite 3pp, ep > 0 tel que {0 e
î(A), f^^ |0|2 < ep} soit contenu dans G(Up). Poser Cp = 2 / e p établit
la proposition 3.5.2 (avec une constante non-effective !). La proposition 3.5.2
se traduit immédiatement en le :

COROLLAIRE 3.5.3. — Soit g : Or —> 0 un morphisme de faisceaux
sur U d'image l'idéal cohérent î. Alors rimage de l^Tv^g : ^27^^7^*0r —^
^27^*7^*0 s'identifie sous Pinclusion naturelle I^TV^O —> TT^O au sous-
faisceau Z27^„7^*0 n 7r^7r*Z.

Preuve. — II est clair que ïm^TT^g) C ^27^„7^*0^7^*7^*^. Prouvons
la réciproque. Un élément ^ de (TT^TT^I D I^^^'K^O)^ est le germe en x
d'une section de ce faisceau définie sur un ouvert de la forme x + rA71,
c'est-à-dire (comme Û = U x T) par la donnée d'une collection (/^)^çr
de fonctions holomorphes sur x + rA71 vérifiant pour toute constante réelle
r ' < r, ̂  J^+r'A" IA 2 < °° et aussl çî  A € ^(x + yA71). La proposition

7

3.5.2 assure que l'on peut choisir des fonctions holomorphes / i 1 . . , / ^
définies sur x + r/4An avec f^ = h^ + ... + h^ et J^^n E W ^

i

^r Ja;+y./2A^ \î^\2 ' ^ section T] de ^27^„<7^*0r sur x + r^A71 définie par
{(h1 . . . , /îîy))^]-- Et on a, par construction, P"K^*r]x = ^x-

COROLLAIRE 3.5.4. — Soit g : O1" —^ Op un morphisme de faisceaux
d'image J . Alors l'image de l^TT^g : Ï1^^0r —> Î2"K^OP s'identifie
sous l'inclusion naturelle ^27^*7^*OP —> 'K^O1^ au sous-faisceau ^27^„c7^*OP^
7T,7r*J.

v ) La inême structure d'espace de Fréchet est induite par la topologie de la conver-
gence uniforme sur les compacts, par la topologie de la convergence -L^p ^ 1 sur les
compacts.

1 ) II s'agit d'une application standard du lemme de Krull, combiné avec l'observation
que la convergence L~ force la convergence des coefficients du développement en série
entière en tout point de A71.
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Preuve du corollaire 3.5.4. — Par récurrence sur p. Soit

^(TT.TTVn^TT^O^.

Soit ci : 0^ —> 0 la projection sur le premier facteur. Appliquant le
lemme précédent à qig^O7') —> qi(J) C 0 on trouve rjx ç ^27^^c7^*0r tel
que qig(rîx) = çi(^). De sorte que

^ = ̂  - ̂  ç (^TT^-1 H 7r.7r*(0^-1 0 jr))^

Soit /C = ker(çi^) C O7^1 et m : O8 —> /C un morphisme surjectif. Il
est clair que Im(p o m) = J D O^"1. Par suite nous pouvons appliquer
l'hypothèse de récurrence à g o m : O8 -^ C^"1 et trouver 77^ e ^27^^c7^*0^
tel que ^ o m(^) = ç^. Mais ̂  = mr]^ G <27^+7^*0r et vérifie (^ = $^. D

COROLLAIRE 3.5.5. — Soit On -a> O771 -^> 0^ une suite exacte de
faisceaux sur U alors ÏlfK^On l2^a l^^O^ l27^^b ^27r,7^*OP est
également exacte.

Preuve. — En effet ker(^7r*b) = V-K^O^ H Tr^Tr* ker(6). Comme
ker(6) = Im(a) on peut appliquer le lemme précédent pour conclure
ker(^7r,7r*6) = ^(/^.TT*^. D

Ce dernier point achève de prouver la proposition 3.5.1. D

Comme promis au paragraphe précédent, prouvons le :

COROLLAIRE 3.5.6. — Soit F un faisceau analytique cohérent sur X.
Alors Jf l (X,^)=0,ç<0.

Preuve. — Soit Ry —> F une résolution localement libre. Nous avons
remarqué que H^(X^) = W^TT^R^). Comme W^TT^R^) == 0,
pour q ^ 0, la suite spectrale d^hypercohomologie fournit H^(X,F) =
Hq{X^HQ(l2/K^R•y)). Or, un faisceau en groupes abéliens n'a pas de
cohomologie en degrés strictement négatifs. D

Le faisceau 7<o(^27^^<7^*J?Jr) utilisé ci dessus s'identifie grâce à 3.5.4 à
un sous-faisceau de TT^TT*^ ne dépendant pas de la résolution . On notera
ce sous-faisceau de TT^TT*^ par Z2^^*^*. Le fondeur ^Ti^Tr* ainsi défini est
covariant exact. On aurait pu définir H^(X,F) comme Hq{X,l2'K^J:).

Le faisceau ^TT^TT*^ n'est pas le produit tensoriel du faisceau F par le
système local sur X associé à la représentation régulière gauche de F, mais
une 'complétion' de celui-ci en un sens qu'il n'est pas nécessaire d'expliciter.



158 PHILIPPE EYSSIDIEUX

Le procédé donné ici s'étend pour définir des groupes de cohomologie
L^ pour p ç [1, oo]. Cela étant, ces objets semblent n'offrir que peu de prise
et paraissent bien difficiles à utiliser.

3.6. Théorème de Demailly-Nadel pour la cohomologie L2.

La proposition suivante, version L2 du théorème de Kawamata-
Viehweg est directement inspirée de la preuve du théorème 5.11 dans [7],
p. 38, qui est le cas spécial où le groupe F est trivial :

PROPOSITION 3.6.1. — Soit X une variété algébrique compacte lisse.
Soit X —> X un revêtement galoisien de groupe T. Soit C un faisceau
inversible sur X. Soit hs une métrique singulière sur le fibre linéaire
holomorphe sous-jacent. Soit D^(hs) le sous-complexe du complexe de
Dolbeault D^ (£) obtenu en posant

Dï(hs) = L e LUX^L\ \fK^X f \\s\\^ + \\9s\\^ < oo}.
1 JTT-^K) )

On a H^(D^hs)) = H^X, C 0 I(hs)).

Si, de plus, la courbure de hs est strictement positive au sens des
courants, H^(X, K^ 0 C (g) I{hs)) =0, q > 0.

Preuve. — Soit U un ouvert de X. On pose

D^hs) = {s e L^(7r-\U)^L), \/K ^ U I \\s\\^ +11^11^ < oo}.1 JTT-^K) )

Ceci définit un faisceau de C^-modules D^. Si U est assez petit 7^~1U c^
F x U. Par suite le complexe D*(£7, hs) une somme directe hilbertienne de
complexes tous isomorphes au complexe de Dolbeault d'espace de cochaînes

dï(U,h,) ={sç L^{(U),L), ^K (s U f \\s\\^ + \\9s\\2^ < oo}.
J K

Dans [7] p. 38, à l'aide du théorème ici cité comme le théorème 2.1.1, est
démontré que, si U est de Stein, le complexe {d^(U, h s), 9) est acyclique en
degrés > 0 et que son H° est précisément l'ensemble des section de I(hs)
sur U. Par suite, le H°(D^) c 7r^I(hs). De plus H°(D^)(U) est constitué
de sections holomorphes de L telles que J^-i^ I I ^ H ^ m < oo où h8^ est
lisse en vertu du principe du maximum pour les fonctions psh qui implique
h^ ^ hs.
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Par suite H°(D^h,)) = l^^C H 7r,7r*J(/i,) = ^7r,7T*J(/i,), en vertu de
la définition de ^27^„7^*J(/ls). D

3.7.

Tous ces énoncés sont valables dans le contexte plus général où les
faisceaux en question sont munis d'une action compatible d'un groupe F
extension centrale de T par S'1.

4. Preuve du théorème 1.

4.1. Un cas spécial.

Pour la convenance du lecteur, donnons une preuve d'un cas spécial
du théorème 1. La preuve du cas général aura la même structure.

PROPOSITION 4.1.1. — Soit X une variété algébrique lisse de groupe
fondamental génériquement gros. Soit L un fibre ample sur X. Alors
H°(X,Kx 0L)^0 .

Preuve. — Soit X —>• X le revêtement universel de X. Soit h une
métrique lisse sur L de courbure strictement positive. Il résulte du lemme
3.4.5 qu'il existe 7V > 0 tel que TT*!/̂  est engendré par ses sections
globales L2. Soit x ç. X, on définit S(x) comme le carré de la norme
de l'application linéaire d'évaluation e^ : H^X.L^) -^ (^L^,/^).
La fonction S est strictement positive et 71-1 (X)-invariante. S étant lisse,
il existe une constante s > 0 telle que 5' ^ s. Si E est un sous-espace
vectoriel de H^{X^ L0^), on définit de même S^^Çx) comme le carré de la
norme de l'application linéaire d'évaluation ev^ : E —> (TI^L!^, hx). Le lieu
BE == {x € X 5^ (x) = 0} est intersection des lieux des zéros des sections
holomorphes de Tr*!/0^ définies par les éléments de E et est de ce fait un
sous-espace analytique de X. La fonction SE peut être représentée comme
la somme sur une base hilbertienne (e^) quelconque de E des fonctions
h(ei(x)). Par suite, si E est de codimension finie S — S E est la somme d'un
nombre fini de fonctions de la forme ||<?'>||2 où (f) est une section holomorphe
L2 de ̂ N. On a lim ||^(^)|| = 0, voir par exemple [16]. Par suite, il existe

a;—>oo

un compact KE tel que x ^ RF =^ 5^(3:) ^ 5/2 et B^ est un sous-espace
analytique compact de X.
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Soit P un point générique de X. Fixons n ^ 0 un entier. Appelons
En le sous-espace de H^X.L^) formé des sections s'annulant à l'ordre
n en P. En est de codimension finie et P ç B^. Le point crucial de
la preuve est que comme, par hypothèse, P est maximal parmi les sous-
espaces analytiques compacts connexes de X, P est un point isolé de
B^. De plus, par construction, il existe une constante C > 0, telle que,
pour tout x, S^ (x) ^ Cdist^,?)271. Sur TT*L, on construit une métrique
singulière de courbure ^ JTT*^ par la formule h'n == (h (g) h/S^)1^1^.
Son nombre de Leiong en le point P qui est isolé dans son lieu singulier
singulier est ^ n/2N. La proposition 2.1.1 implique de la même façon
que dans [7] cor. 5.13 p. 38 que l'espace des sections holomorphes L2 de
K^ (g) TT*L engendre les 5-jets de K^ 0 TT*L en P si s ^ n/2N - dim^(X).
n étant arbitraire, il suit que les sections L2 de K^ (g) L engendrent les
s-jets en P pour tout s ^ 0. En particulier H^(X,Kx 0 L) -^ 0. Mais,
il ressort du théorème d'annulation de Kodaira et du théorème 3 que
dim H°(X, Kx 0 L) = ̂ (X, Kx 0 L) = dim H^(X, Kx 0 2.) 7^ O. D

TTl (X)

4.2. Métriques singulières associées à un système linéaire L2

sans point base.

PROPOSITION 4.2.1. — Soit ( N , g ) une variété complexe hermitienne
connexe et G un groupe infini proprement discontinu et cocompact de
biholomorphismes g-isométriques. Soit (A, h) un fibre linéaire hermitien
sur N auquel Faction de G se relève. On suppose que, pour tout point P
de N , il existe une section holomorphe L2 de A ne s7 annulant pas en P.
Soit Z C N un sous-espace analytique compact. Alors, il existe une famille
croissante (hs)s^o de métriques singulières^ sur A, et pour tout s > 0 une
constante positive Cg > 0 et un compact Kg contenant Z tels que

1. h s est de courbure semi-positive au sens des courants.

2. ho est une métrique lisse et les singularités de h s sont concentrées
sur un sous-espace analytique contenu dans Kg.

3. ho ^ hs ^ Csho sur N - Ks.

4. Le nombre de Leiong de hs en tout point P e Z vérifie v{hs, P) ^ s.

5. Si, de plus, Z est un sous-ensemble analytique connexe maximal, Z
est une composante connexe isolée du lieu singulier de hs.

(7) Qui ne pourront pas être G-périodiques pour s > 0 assez grand.
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Preuve. — La condition 5, cruciale, est une conséquence immédiate
des conditions 2 et 4. Puisque nous l'utiliserons plusieurs fois, nous formu-
lons le lemme suivant :

LEMME 4.2.2. — Soit H un espace de Hilbert et f une forme linéaire
continue sur H. Soit (e^ une base hilbertienne de H. Alors ̂  |/(^)|2 =

Preuve. — En effet toute forme linéaire / s'identifie au produit
scalaire avec un élément z/ de H et |||/||| = \\z/\\. Le lemme résulte donc
du théorème de Pythagore. D

Toute section L2 de A vérifie lim ||5(rc)|| = 0. En effet, un argument
x—>oo

de géométrie bornée standard assure qu'il existe une constante C telle que
pour tout point P de N et toute section s de A ||5(P)||2 ^ G f o /-^ ||s||2

où Bp{r) est la boule ^-riemannienne de centre P et de rayon r. Par suite
si Q est un point fixé de 7V, ||5(P)||2 ^ SN-B (d(po}-i} II5!!2 F0111 t°ute
section L2. D'où lim ||s(P)|| = 0.

P—^co

L'espace H = H^(N^A) des sections holomorphes de carré intégrable
sur N du fibre linéaire hermitien A est soit nul soit un espace de Hilbert
de dimension infinie. Pour voir cela, posons

<TO(P)= SU? KP)||2

se^(7V,A),Jl|5||2=l

(JQ est une fonction positive G-invariante. Si l'espace H est de dimension
finie on peut trouver m sections L2 de norme 1 formant une base unitaire de
H et toute section holomorphe s de norme L2 égale à 1 s'écrirait s = ̂  UjSj

m
avec \Uj\ ^ 1. Ceci implique, pour tout P, ao(P) ^ Sll^^)!!2- ^âlT

i
suite, lim o"o(P) == 0. Une fonction G-invariante sur N tendant vers 0

P—>00

est identiquement nulle puisqu'aucune G-orbite n'est compacte. Par suite
o-o = 0 et H = 0, si H est de dimension finie.

Comme il existe pour tout point P de N une section L2 de A non nulle
en P, H^(N, A) est un espace de Hilbert de dimension infinie et la fonction
CTQ est G-invariante, bornée supérieurement et nulle part égale à 0. Grâce à
4.2.2, pour toute base hilbertienne {^}^ de ff, ao(P) = ̂  ||^(P)||2. Par

i
suite, <TO est continue. Comme G est cocompact, il existe deux constantes
Go, co > telles que G ^ (JQ ^ c.
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Soit I z le faisceau d'idéaux définissant Z. Posons

En(Z) = ker^TV, A) -^ H°(N, A 0 ON/^)-

Comme Z est compact, le théorème de finitude de Cartan-Serre implique
que H°(N,A (g) O N / I ^ ) est de dimension finie. En(Z) est un espace de
Hilbert de dimension infinie mais de codimension finie dans H. Posons
^(Q) = 8up ||5(Ç)||2. Pour toute base hilbertienne {s^},^

sçE^Z),fW=l

de En(Z), on a, en vertu de 4.2.2, a^(Q) = ̂  K(Q)112. Fixons Q e N.
içN

Prenons une trivialisation de A sur la boule BQ^Ô) 6 > 0 assez petit
et soit x —^ h(x} la fonction donnée par le carré de la norme de la
section trivialisante s^. Posons s^ = {f^)xSx- (fî^x est une fonction
holomorphe définie localement en a;, disons sur la boule Bx(6), Par suite
a^ = h{x) ̂  \(f^)x\2 est le produit de la fonction lisse h avec la fonction

îêN
e^ où i^x est plurisousharmonique puisque l'ensemble {^ == —00} est
contenu dans une intersection non vide de sous-espaces analytiques propres
qui sont chacun de mesure nulle puisque N est connexe et que ^x est
borne supérieure d'une famille de fonctions plurisousharmoniques. Par suite
h^ = (a^)~lh est une métrique singulière de courbure semi positive au sens
des courants. D'où la condition 1.

La fonction OQ — a^ est la somme des carrés des normes d'un nombre
fini de sections et tend vers 0 quand Q tend vers l'infini. Donc C ^ o-o ^ (T^
et il existe un compact Kn tel que a^(Ç) ^ c/2 si Q ^ Kn. D'où les
conditions 2 et 3.

Soit z un système de coordonnées locales en x définies sur la boule
B^(6). Il existe une constante Cx > 0 telle que la famille de formes linéaires
continues sur En(Z), {s ̂  fy (s) = s/a(y)}yçB^6/2) vérifie |||/J|| ^ C^.
Par la formule de Cauchy, pour tout indice a e p^dimTV^ ^ existe une
constante C^ telle que la famille de formes linéaires (continues) sur En(P)
{s ̂  D^s = (^/,(5)) }yçB^6/3) vérifie |||̂ ||| ̂  C^. Grâce à 4.2.2 la
base hilbertienne (s^ de En(P) vérifie

Vz/e^/s), ^ ^f?W -Ill^lll2-
i

Utilisant la formule de Leibniz et l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous
déduisons que la série ^|/J1!2 converge uniformément sur Bx(6/3) ainsi
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que toutes ses dérivées. Il suit que a^ est lisse et que pour tout opérateur
différentiel D, Da^ est la somme de la série E^ll5?!!2- Par construc-

i
tion, pour tout opérateur différentiel d'ordre < 2n, pour tout P e Z,
^ll5?!!^) = 0. Par suite la fonction lisse a^ a un jet d'ordre 2n - 1 en
P qui s'annule. Il suit, par la formule de Taylor, cr^ ^ C^dÇx.P)^. En
particulier

l^inf^l^^^n
Q-P logd(Ç,P)

et le nombre de Leiong de hn en P est supérieur ou égal à n. De ceci résulte
la condition 4.

Notons que, comme dans le cas usuel d'un fibre linéaire engendré
sur une variété compacte, la métrique ho = a^h est lisse de courbure
semipositive. Q

4.3. Théorème de prolongement.

4.3.1. Notations.

DÉFINITION 4.3.1. — Soie J un faisceau d'idéaux sur un espace
complexe V définissant le sous-espace analytique (non nécessairement
irréductible ni réduit) T. Soit N un faisceau analytique cohérent sur V.
On note H°(T^ N)p l'ensemble des sections de N (g) O y / J qui proviennent
d'une section de N sur un ouvert U, tel que T CU CV par le morphisme
d'évaluation H°(U, K) -^ H°(V, K 0 O y / J ) .

DÉFINITION 4.3.2. — Soie T un sous-espace analytique complexe d'un
espace complexe V. Soit IT l'idéal cohérent définissant T et, pour n ç N.
On appelle n-ième voisinage infinitésimal de T le sous-espace analytique
complexe Tn de V défini par l'idéal cohérent 1^.

4.3.2. La proposition 4.2.1 construit des situations dans lesquelles la pro-
position suivante s'applique :

PROPOSITION 4.3.3. — Soit (X.o;) une variété kàhlerienne compacte
connexe. Soit L un fibre linéaire holomorphe sur X. Soit TT : X —^ X un
revêtement galoisien non ramifié connexe de groupe de Galois infini. Soit
Z un sous-espace analytique complexe compact de X. On suppose que

1. L possède une métrique singulière h de courbure strictement posi-
tive.
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2. L possède une métrique singulière ho de courbure positive.

3. TT*L possède une famille croissante de métriques singulières (Hs)s^o
de courbure positive avec TT*/IO = HQ.

4. Pour tout point p de Z le nombre de Leiong de Hs en P est ^ s.

5. On peut décomposer la métrique singulière Hs en un produit Hs =
HQH^, Z étant réunion (finie) de composantes connexes isolées du lieu
singulier de H^

Alors pour tout n e N et tout nombre réel e e]0,1[ , le morphisme
d'évaluation

H^(X, Kx 0 L 0 J(/^1-6)) -^ H°(Z^ TT^KX 0 L (g) J^/i1-6))^

est surjectiL

Preuve. — On fixe les paramètres e et n. On pose h' = h^hl~e. On
écrira aussi H^ = Hj7^*hl~€. La condition 4 permet de choisir s tel que
I(H^ C J^^TT*/^), fixons un tel choix. Soit l ç ^ÇZn.^ÇKx 0 L (g)
J(/i')))p. Par la définition 4.3.1, on peut trouver un ouvert U contenant Z
et une section holomorphe o;o de TT*(KX 0 L (g) J(/^)) s'évaluant à L Par
définition ao est une section de 7r*(Kx ̂ L) vérifiant, pour tout compact K
contenu dans £/, f^ \\c^o\\^^, < oo. La condition 5 permet d'imposer que
U ne contienne pas d'autre pôle de H^ que les points de Z.

Soit \ une fonction lisse et à support compact sur U égale à 1 dans un
voisinage de Z. La section lisse à support compact \OQ de TT*(KX 0 L) sur
U se prolonge à une section lisse de TT*(KX ̂ L) sur X tout entier notée a.

La (0,1) forme /3 = Qa à valeurs dans TT*(KX 0 L) est lisse et 9
fermée. Comme (3 = 9\/\ao sur son support, f^ ll^ll^/ < oo. Le support
compact K de (3 est disjoint du lieu singulier de H^ puisque f3 est nulle
près de Z et que K est contenu dans U. Par suite, il existe une constante
Cs > 0 tel que H^ ^ Cs^h' sur K. Par suite f^ ||/?||^, < oo.

La métrique h ayant une courbure strictement positive, on peut
trouver une constante a > 0 telle que Q(7r*L,^fs) ^ a^uj au sens des
courants et nous pouvons appliquer la proposition 2.1.1 et trouver une
section lisse 7 de K^ (g)7r*L telle que ô^ = (3 avec f^ IHI^ <^ ~ fx ll^llir •_ cl s

La forme ai = a — 7 est une section 9- fermée donc holomorphe de
K^ (g) TT*L. Comme f^ IHI^ < oo et H^ ^ TT*/^, il vient a fortiori que
fx IHI^/i' < °° P1118 ̂  Jx ll^i l l^/ i7 < °°- La forme a! définit donc un
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élément de H^{X, Kx 0 L <S> I(h')). De plus, ai s'évalue à l. En effet, la
restriction de 7 à un voisinage ouvert suffisamment petit de Z est une
section holomorphe L2 vis-à-vis de la métrique singulière H^ c'est-à-dire
une section de K^ (g)7r*L(g)J(^) C K^ (8)7r*L(g)J(//)Jg et 7 s'évalue donc
trivialement sur Zn' D

4.4. Fin de la preuve du théorème 1.

Pour ce paragraphe, on se place dans les hypothèses du théorème 1
et on utilise les notations données dans l'introduction.

Par le lemme de Kodaira, le fibre linéaire big L peut s'écrire sous la
forme A 0 E où A est un fibre linéaire ample et E est effectif. C'est un
corollaire de 3.4.5 et du théorème 4 qu'il existe N ç. N— {0} tel que Tr^A0^
soit engendré par ses sections globales L2 sur X^. Appliquons la proposition
4.2.1 avec A = Tr^A0^ et Z = Xg pour produire une famille de métriques
singulières (hf)s^o vérifiant les conditions 1-5 de 4.2.1. Soulignons que, par
maximalité, Xg est une composante connexe du lieu singulier de hs.

Par [7] 3.13 p. 25, le fibre E a une métrique singulière à singularités
algébriques hE de courbure égale au courant d'intégration sur E et donc
serai positive au sens des courants. La famille de métriques sur TT^L donnée
par H s = (h^)l^N7^^hE vérifie les conditions 2-5 de la proposition 4.3.3. Le
lemme 2.4.2 fournit une métrique h singulière à singularités algébriques sur
L vérifiant la condition 1 de 4.3.3 telle que, de plus, il existe un voisinage
U de Xg tel que I(7r^h\u) = Ou- 4.3.3 implique que

^(XA, Kx 0 L (g) Kh^h^) -^ H°(Xg, TT^KX 0^0 IÇh^h^p

est surjectif.

Sur l'ouvert U contenant Xg on a Ou = IÇho) et comme les métriques
ho et h sont à singularités algébriques, le lemme 2.3.1 implique que pour e
assez petit Ou = IÇh^h^ et donc que H°{Xg, Tr^Kx^L^IÇh^h^p =
H°(Xg, TT^(KX 0L))p. Comme Xg est une fibre générale de p^, le faisceau
cohérent /?A*(^-A ^ ^A^) est localement libre près du point p = p^{Xg)
et la fibre en p du fibre vectoriel sous-jacent s'identifie canoniquement à
^(Xg.i^Kx 0 L)). En particulier toute section de H°{Xg,i^{Kx 0 L))
est prolongeable à un voisinage de Xg. De plus, par la formule d'adjonction,
i ^ K x ^ K x , d'oùH°(Xg,7r^(Kx0L)) = H°(Xg,Kx^^L). Ce dernier
espace étant non nul par hypothèse, il suit que pour e > 0 assez petit,
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désormais fixé, H^(X^,Kx 01/0 IÇh^h")) 7^ 0. Comme la courbure de
la métrique singulière /i^"6^6 est strictement positive, il résulte de 3.6.1 et
3.4.4 que dimA H^{X^ Kx 0 L (g) J(^-e^)) = x(^ Kx^L^ J(^-e^e))
>0.

La version de Demailly du théorème d'annulation de Kawamata-
Viehweg permet de conclure que

dimc HQ{X, Kx 0 L (g) IÇh^h')) = \{X, Kx 0 L 0 J^-6^)) > 0.

En particulier ff°(X, jfx 0 ̂ ) 7^ 0. D

4.5. Positivité du faisceau canonique
d'une variété à gros groupe fondamental.

Le théorème 1 implique des propriétés de positivité sur Kx qui
sont certes conséquences de la théorie de Mori, puisque X ne contient
aucune courbe rationnelle par le point générique, mais obtenues par voie
essentiellement analytique. Voir [7] p. 42 pour la hiérarchie des notions de
positivité pour les fibres linéaires holomorphes.

PROPOSITION 4.5.1. — Le faisceau canonique d'une variété de groupe
fondamental génériquement gros est psef. Si, de plus, le revêtement univer-
sel ne contient aucune courbe compacte, Kx Gst nef.

Preuve. — Soit TT : X —^ X le revêtement universel de X. Soit
L un diviseur de Cartier big. Il résulte de 4.3.3. que les sections L2 de
K^ 0 TT*!/ engendrent les 1-jets au point générique. Soit J le faisceau
cohérent engendré par les sections L2 de K^^L. J est le produit tensoriel
de K^ (g) TT*L par un idéal cohérent J, qui, étant invariant par Faction de
Ti-i (X), est de la forme 1 == TT*Z, T désignant un faisceau d'idéaux cohérent
sur X. Par [14], il existe une modification p. : X' —^ X, X' étant lisse,
avec ^~lI.Ox/ un idéal inversible, de la forme 0(—E) avec E effectif.
Soit TT' : X' —^ X' le revêtement universel de X ' . p, : X' —> X est une
modification et l'espace des sections L2 de TT*(KX ^ L) se relève à un
espace ^(X^-invariant de sections L2 de 7 ^ / * ( ^ J i * ( K x ( S ) L ) ( — E ) ) , sans point
base, et qui engendre les 1-jets au point générique. La construction de 4.2.1
fournit alors une métrique lisse de courbure positive, strictement positive
au point générique sur ^(Kx ̂  L)(—£'). Il suit que f^*(Kx 0 L)(—E) est
nef et big et que /^* (Kx Cx) L) est big. Donc Kx ^ L est big. Itérant le
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processus K^ (g) L est big et Kx est limite de Q-diviseurs big. Par suite,
Kx est psef.

Si X ne contient pas de courbe compacte, on refait le raisonnement
précédent avec un fibre L ample, en remarquant que Kx + L est alors
ample puisque les sections L2 de Kx + L sur X engendrent les 1-jets (et les
5-jets !) en tout point du revêtement universel (ce qui ressort de la preuve
de 4.1.1). Par suite Kx est nef. D

4.6. Comparaison avec la théorie de l'adjonction
sur les variétés compactes.

Notons que par 4.3.3 ou la preuve de 4.1.1, si L désigne un fibre ample
sur une variété X de groupe fondamental génériquement gros, l'espace des
sections L2 de 0(Kx + L) sur le revêtement universel X de X engendre
tous les fc-jets au point général P pour tout k ^ 0.

Ceci peut sembler étrange eu égard à la conjecture de Fujita qui prédit
que dim(X)+l est la meilleure constante possible telle J<x+(dim(X)+l)L
est sans point base si L est ample. Contrairement à ce qui se passe pour la
conjecture de Fujita, il n'est pas nécessaire ici de supposer que L est une
puissance d'un fibre ample.

Le point est que les constantes de Seshadri locales en P que l'on
pourrait définir comme [7] p. 48 en utilisant le morphisme d'évalution des
sections L2 sont toutes infinies.

Toutefois, le résultat de Anghern et Siu [1] a un anologue L2 strict
qui dit que les sections L2 de 0(Kx + (1 + d{d-\- 1)/2)L) sur le revêtement
universel TT : X —> X engendrent, pour x € X, l'espace de Hilbert
L2{7^~l(x),0{Kx + (1 + d(d + 1)/2)L)). Pour voir cela, on relève les
métriques singulières qu'ils construisent au revêtement universel de X et
on utilise la proposition 3.6.1.

Notons enfin que l'on ne peut espérer que Kx + L soit sans point
base si le revêtement universel de X est de Stein et L est ample. Un contre
exemple est évident : pour toute variété abélienne principalement polarisée
(A, 0), KA + 0 a © pour lieu de base.
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5. Preuve du théorème 2.

5.1. Hypothèse de Carison.

Soit (X,o;) une variété kàhlérienne compacte. Soit T un courant
uniformément positif fermé sur X. Nous introduisons l'hypothèse suivante,
inspirée d'une question de J. Carison :

C+(X, [F]) : Le relèvement au revêtement universel X de X, de la
classe de cohomologie de T est cohomologue à zéro.

Ceci est équivalent au fait que [T] provienne du groupe fondamen-
tal de X. Une autre formulation est que [T].H = 0 pour toute classe
d'homologie H dans l'image du morphisme d'Hurewicz rationnel Hur^ :
7T2W^Q^^2(X,Q).

5.2. Premières propriétés.

Cette hypothèse ne peut être réalisée que dans le cas où 7Ti(X) est un
groupe infini. Cela exclut les variétés X de dimension supérieure ou égale
à 2 qui interviennent comme des intersections complètes dans une variété
de groupe fondamental fini tel un espace projectif.

• Toute surface de Riemann S de genre non nul satisfait C~^(S, [5]).

• Tout tore complexe A satisfait C+(A, [<jj]) pour toute classe de Kàhler
uj.

• Toute classe de Kàhler d'une variété localement symétrique de type
non-compact X vérifie C^{X^ [ù;]).

• Toute variété kàhlérienne X telle que TT^X) = 0 satisfait C^A, [uj])
pour toute classe de Kàhler uj.

• Si Y —> X est un morphisme dominant génériquement fini entre
variétés projectives algébriques et C est un fibre linéaire de dimension
d'Iitaka-Kodaira maximale, C+(X,ci(£)) =^ C4- (Y, ci (/*£)).

• Si, de plus, C est ample, il n'est pas nécessaire de supposer /
dominant.

• En particulier une variété algébrique de dimension d'Albanese maxi-
male, c'est-à-dire admettant un morphisme génériquement fini sur son
image vers une variété abélienne, vérifie l'hypothèse de Carison pour
toute polarisation de la variété abélienne. En termes algébriques, que



SYSTÈMES LINÉAIRES ADJOINTS L2 169

la variété X^ possède un morphisme génériquement fini vers une
variété abélienne est équivalent à la non-trivialité du morphisme na-
turel : A^pC,^) -^ H°(X,^).

• G+(X,£)AC+(y,À^)^G+(Xxy,/;0.M).

• Toute variété projective algébrique est dominée par une variété de
même dimension avec un fibre possédant cette propriété.

Même si j'avais affirmé fautivement dans ma thèse que c'était le cas,
erreur rectifiée par J. Carison, je ne sais pas si une base de Variation de
Structure de Hodge à application de périodes génériquement finie sur son
image satisfait l'hypothèse de Carison.

5.3. Faisceau multiplicateur de Gromov.

La proposition suivante est dans [16], mais il est suggestif de la
formuler ainsi :

PROPOSITION 5.3.1. — Soit M une variété complexe lisse et connexe
de groupe fondamental F et soit p, une (1,1)-forme réelle lisse sur M fermée
et se relevant à une forme exacte sur le revêtement universel M.

Pour tout e e M, il existe un fibre linéaire holomorphe hermitien de
géométrie bornée sur M noté (C^ /^m) dont la forme de Chern-Weil vérifie

c^hsm)=e^

et un groupe fg, extension centrale de F par U(l) agissant sur M par son
quotient F, dont Faction se relève à une action i sur (/^ç, /^m) qui respecte
la structure hermitienne holomorphe.

De plus, si [L est cohomologue à un courant positif fermé T on peut
construire une métrique singulière sur £ç, hç, T^-invariante, dont la forme
de Chern-Weil vérifie

ci(/:,,/i,)=er.

Preuve. — Mis à part les structures complexes, le résultat est un
résultat classique de topologie algébrique. Ce qu'il faut remarquer c'est
qu'une connexion de courbure de type (1,1) est intégrable. Pour plus de
détails, voir [9]. L'énoncé sur les métriques singulières n'est pas dans [9],
mais est immédiat.
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DÉFINITION 5.3.2. — La donnée (£e,/ig,rg,î)e>o est appelée le fais-
ceau multiplicateur de Gromov associé à T.

5.4. Première partie du théorème 2.

PROPOSITION 5.4.1. — Soie X une variété kàhlérienne compacte por-
tant un courant strictement positif fermé T dont la classe de cohomologie
provient du groupe fondamental. Alors \(X^Kx) ^ 0.

Preuve. — Soit (£e,/ie,î\,î) le faisceau multiplicateur de Gromov
associé à T. La proposition 3.6.1 s'applique :

V e > 0 If|(X,^(g)£e0^e))=0, q^l.

Posons M = maxz/(T,a;). Pour 0 < e < —, le nombre de Leiong
v(hç^x) = ^(eT, x) = e^(T, x) est strictement inférieur à 1. Et I(hç) = Oj^.
Delà,

— >e>0===^ff | (X,^(g)£ , )=0, q ^ l .

Puis,

^ > 6 > 0 ̂  XT^^x ̂ e) = dimr, H^{X,K^ 0 £,) ^ 0.

La formule de l'indice d'Atiyah donne enfin

— > 6 > 0 ^ ( exp(6Ci(/:i,/ir))exp(ci(^x))Todd(Tx,a;).
A2 J^

Faisant tendre e vers 0, il vient : f^ ch(J^^)Todd(r^) > 0 ce qui est bien
la conclusion recherchée. D

5.5. Construction de n-formes holomorphes.

5.5.1. Première étape.

PROPOSITION 5.5.1. — Soit X une variété kàhlérienne compacte
connexe de dimension n portant un courant strictement positif fermé T
dont la classe de cohomologie provient du groupe fondamental.

Si ^(X, Kx) > 0, il existe une forme holomorphe L2 de degré n sur
X (et donc un espace de Hilbert de dimension infini de telles formes).
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Si x(X, Kx) = 0 et [T^.X ̂  0<8), il existe des n-formes holomorphes
bornées non triviales sur X.

Preuve. — Reprenant les notations du paragraphe précédent, le
polynôme P suivant :

P(e)= f exp(6Ci(£i,Ar))exp(ci(^x))Todd(Tx^)
jx

ne prend que des valeurs positives pour e > 0 petit. Son coefficient dominant
étant [r^W.pf^dimX)!, P n'est pas le polynôme nul. Donc, on peut
trouver une suite (e^çN de nombres inférieurs à 1, convergeant vers 0 telle
que

P(e,) = dirnp, H^(X, ̂  0 £J > 0

et donc une suite ^ de n-formes holomorphes de norme L2 égale à 1 à
valeurs dans C^.

Soit a une primitive réelle de ci(£i, h8^). La preuve de la proposition
5.3.1 dans [9] permet d'identifier /^ à une (n, 0) forme 0, de norme L2 égale
à 1 vérifiant

0(1), + e,a°'1 A (f), = 0.

Le fibre (/^./if") étant de géométrie bornée on déduit que Vî,
Imi ||0z(a*)|| = 0. De là x ^-> ||^(^)|| atteint son maximum en un point

Xi e X. Comme l'action du groupe F est cocompacte, on peut tou-
jours supposer que Xi ç. F, T étant un domaine fondamental relative-
ment compact pour l'action de F sur X. Posons -0, = ^/||0z(.^)|| et
P-i = ^/11^(^)||, on a ||^(^)|| = I,||^HL- = 1 . Par une première
extraction de sous-suite, on peut supposer que lim xi = x. De plus il

i—>oo

existe r > 0, M > 0, K > 0, k > 0, L > 0 tel que pour tout x e X il existe
une trivialisation holomorphe s^ de C sur B(x,r) vérifiant 1 ̂  \\s^\\ ^ 2,
||V5a;|| ^ M et HV2^!! < M où V désigne la dérivation covariante et un
système de coordonnées holomorphes Z = (^ i , . . . , Zn) sur B{x, r) de dis-
torsion contrôlée par (k,K), c'est-à-dire vérifiant k ^ \Z"ds^\ ^ K et
dont le Hessien est borné par L.

Si s est une section lisse de norme 1 qui correspond à la trivialisation
topologique de £ induite par la primitive réelle a de ci(/;, h) et si on pose

fo\

C'est automatique si T est non singulier, ou si c'est la classe de cohomologie d'un
fibre nef et gros.
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sx = fx-s,\^ fonction fx vérifie

\fx\ ̂  2, \df^\ ^ c(M+ sup \\a(y)\\),
2/eB(o,d(o,a;)+r)

|Hess(^)| ^ c(M+ sup ||aQ/)|| + ||Va(î/)||).
yçB(o,d{o,x)-\-r)

Quitte à diminuer r, /^ possède un logarithme sur B^r^). La fonction
fx = e610^ vérifie aussi ces estimations pour 0 ^ e ^ 1 et la section
^x = fx8 est une trivialisation holomorphe locale de 0e de norme comprise
entre 1 et 2. Posant ̂  = {fi)^dz^ A . . . cb^ la fonction holomorphe (/,)^
sur B(x,r) est majorée par 1 et la formule de Cauchy dans le système
de coordonnées holomorphes Z permet de majorer ses dérivées partielles
d'ordre 1 et 2 par une quantité indépendante de y ç B y , ( r ^ / Ï ) .

En particulier, les dérivées covariantes d'ordre 1 et 2 des (n,0)-
formes ^ sont uniformément localement bornées. Le théorème d'Ascoli
permet d'extraire de (^,) une sous-suite convergeant uniformément sur
les compacts et dont le gradient converge également uniformément sur les
compacts. La limite est une (n, 0)-forme holomorphe bornée non nulle car
de norme 1 en x. Si, de plus \{X,Kx) > 0, on a pour tout e > 0 assez
petit,

dimH^X,Kx(S)Ce) ̂  l/2^(X,^x).
^e

Soit G^(x,y) le noyau lisse de l'opérateur de projection orthogonale
L^X^ 0 LJ ^ H^(X,Kx 0 r,)(9). G^x} est une forme volume
TI-I (X)-invariante sur X et, par définition,

dmiH^X^Kx^Ce)= ! G^x).
^ J D

D désignant un domaine fondamental de l'action de ^i(X) sur X. Or,
par 4.2.2, Ge(x,x) = max ||s(.r)||2. Par suite il existe ^ e D, s. efw=i
H^(X, Kx 0 Ce) tels que

II, ̂  )|| > ̂ ^x)11^(^)11 ^ ̂ ^ •

Le raisonnement précédent s'applique sans qu'il soit besoin de renormaliser
Se, puisqu'il fournit une borne supérieure C^ indépendante de e sur Sç et

Nous notons par Le le fibre holomorphe hermitien sous-jacent à Ce.
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produit une forme holomorphe bornée non nulle C^-adhérente à {se}e>o-
Toute valeur d'adhérence en zéro de la famille {se}e>o est une n-forme
holomorphe L2 de norme inférieure où égale ai . D

5.5.2. On aura reconnu dans cette proposition un avatar du lemme de
Kazhdan [18] et la discussion dans [9]. Le théorème 2 peut se déduire du
théorème de Kawamata-Viehweg ordinaire et d'une variation du lemme
de Kazhdan sous l'hypothèse qu'existe un fibre holomorphe de première
classe de Chern égale à d[T] possédant pour tout n une racine n-ième sur
un revêtement galoisien étale fini Xn —> X. C'est ce mécanisme qui sous-
tend la preuve donnée par J. Kollàr de l'inégalité de Green et Lazarsfeld
(i.e. ^(X^Kx) ^ 0 si X est de dimension d'Albanese maximale), Th. 17.12
p. 179. La variation sur le lemme de Kazhdan est l'énoncé suivant :

LEMME 5.5.2. — Soit (y-n)nçN une suite décroissante de sous-groupes
distingués d'indice fini d7 intersection nulle de 7Ti(X) et (^n)neN une suite
de fibres hermîtiens holomorphes de rang fixé de courbure uniformément
bornée dont les relevés au revêtement universel convergent localement
au sens de la théorie de jauge vers un fibre holomorphe hermitien E. Si
limsup/i°(r^\X, £n)/[r^ : 7Ti(X)] > 0 alors E a des sections holomorphes

n—^oo

L2 sur X.
Je laisse cet énoncé en exercice (indication : la preuve de la proposition

5.5.1 s'applique encore). On peut formuler un résultat identique pour
des opérateurs elliptiques du premier ordre (et même probablement pour
des opérateurs différentiels elliptiques quelconques). Dans le même ordre
d'idées, il est possible de prouver un théorème de semi-continuité des
nombres de Betti L2 qui, dans le contexte du théorème 2 fournit l'utile
précision suivante :

dimH^X^Kx)^x{X^Kx).
TI-i (X)

5.5.3. Remarques sur les n-formes holomorphes bornées.

La notion de n-forme holomorphe bornée qui dépend de la métrique
kàhlérienne, n'est pas un invariant biholomorphe.

Le théorème d'existence précédent fournit un critère pour vérifier
qu'une variété kàhlérienne X de groupe fondamental infini n'a pas de
forme de Kàhler dans l'image de H2^-^^)^). Ce critère (qu'il n'y ait
pas de n-forme holomorphe bornée sur le revêtement universel de X) est
probablement assez peu maniable.
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Une autre conséquence est que H^q(X, E) ̂  0 =^ H^q(X, E^K^} -^
0,p ^ 0; le cas q = 1 semblant assez intéressant à cause des séries de
Poincaré [19]. L'existence de n-formes holomorphes bornées sur X est claire
quand X ou un revêtement étale de X en porte, donc dans tous les exemples
à dimension d'Albanese maximale.

Quand l'espace vectoriel des n-formes holomorphes ainsi construit
est de dimension finie, comme dans le cas des variétés abéliennes où l'on
a H° H L^C71,^) = Cc^i A ... A dzn, on obtient une représentation
du groupe fondamental en dimension finie, conjuguée à une représentation
unitaire (car elle préserve la norme L°° qui a un groupe d'isométrie compact
comme toute norme sur un espace vectoriel norme de dimension finie).

5.5.4. Dernière étape.

PROPOSITION 5.5.3. — Soit X une variété kàhlérienne compacte
connexe de dimension n dont la classe de Kâhler provient du groupe
fondamental. Si 7Ti(X) est de croissance sous exponentielle, zéro est dans
le spectre de l'opérateur de Laplace-Beltrami sur les n-formes L2 du
revêtement universel de X.

Preuve. — Fixons P dans X. Il existe une fonction p lisse strictement
positive de gradient borné par 2 telle que 1 + d{x, P) ^ p ^ 2 + 2d(x, P).
La fonction 0^ = exp(-ep) vérifie |V0e| ^ 2e^e. Le groupe 7Ti(X) étant
supposé de croissance sous exponentielle 6e est de carré intégrable. Soit a
une n-forme holomorphe bornée sur X. Le produit 0^a est une (n, 0) forme
L2 vérifiant

.a)!!2^2 f ||^a||2./ H^a)!!2^2 { \\0ec
Jx Jxî x J x

Ou encore, puisque OçO est une (n, 0)-forme,

IIA^all2^2!!^!!.
Donc zéro est dans le spectre de A^ sur les (n, 0)-formes. Les identités
kàhlériennes assurent que A^ = 2A^ et zéro est dans le spectre de
l'opérateur de Laplace-Beltrami sur les n-formes.
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