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SUR L’APPROXIMATION ALGEBRIQUE
EN DEGRE DE TRANSCENDANCE UN

par M. LAURENT et D. ROY

1. Introduction et résultat principal.

Soit m un entier > 1 et soit § = (61,...,0,) un m-uplet de
nombres complexes. On suppose que le corps Q(61,...,60,) possede un
degré de transcendance 1 sur Q ou, de maniere équivalente, que le point
@ appartienne & une courbe affine C dans C™ définie sur Q. Dans ce
contexte, on s’intéresse & 1'approximation de g par des m-uplets de nombres
algébriques @ = (a4, ..., an) appartenant & C, de degré et de taille bornés.

On observe d’abord qu’il existe une constante ¢ > 0 qui ne dépend
que de la courbe C telle que, pour tout choix de parameétres réels d et t avec
t > d > 1, il existe un point algébrique o € C(Q) de degré d(a) < d et de
taille t(a) < t dont la distance & @ pour la norme du maximum

18— af = max |6, — ol

soit < exp (—c(dt(a)+td(a))). Nous 'avons établi dans un travail antérieur
pour le cas m = 1 avec une constante ¢ absolue (voir prop. 2 de [11]), et
G. Diaz a raffiné notre résultat dans [6]. Le cas général s’en déduit par des
arguments standards (voir §§5-6 ci-dessous, ou §2 c¢) de [18]), comme le
lecteur pourra le vérifier.

Par contre, I’énoncé ci-dessus est faux si on exige que la distance de
a 4 @ soit < exp(—cdt). On s’en convainc facilement dans le cas m = 1
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en prenant pour 6 un nombre transcendant arbitrairement voisin de 1 et
en appliquant ’inégalité de Liouville. Pour contourner cette difficulté, nous
nous donnons deux suites de majorants, (dn)n>0 pour le degré et (¢n)n>0
pour la taille, avec des conditions de croissance qui seront indiquées plus
bas. Sous ces conditions, nous montrons ’existence d’approximations a
vérifiant ||§ — af| < exp(—cdt), non pas nécessairement pour chacun des
couples (d,t) = (dn,t,), mais au moins pour une infinité d’entre eux, avec
une constante ¢ > 0 explicite qui ne dépend que du degré de C. De plus, pour
une infinité d’indices n, nous pouvons minorer le degré de I’approximation
algébrique a. Le cas particulier ou ’on prend d,, = n et t,, = kn avec une
constante k > 1 a été démontré par D. Roy et M. Waldschmidt avec une
constante ¢ non explicite (voir thm. 3.1 de [17]). Notre résultat principal
contient ce cas particulier et démontre, tout en les précisant, les conjectures
5-5" de [10] et 1.7 de [18] dans le cas de la dimension 1. On trouvera dans
larticle [10] par M. Laurent des motivations heuristiques & ces conjectures
en degré de transcendance quelconque.

Des travaux récents (cf. [16], [17] et [18]) ont montré 'importance de
ce type d’énoncé pour la théorie des nombres transcendants. Sans entrer
dans ce sujet, nous tirerons trois corollaires de notre résultat principal. Le
premier est essentiellement un résultat de E. Wirsing concernant I’approxi-
mation d’un nombre transcendant par des nombres algébriques de degré
borné (voir [21]) avec, en information supplémentaire, une minoration du
degré des approximants algébriques. Le second précise le théoreme 3.2 de
[17] en raffinant les constantes. Le dernier généralise au corps des fonctions
sur une courbe algébrique le critére d’indépendance avec multiplicités de
[11], avec des constantes explicites en fonction de la courbe.

Avant d’énoncer notre résultat principal, il convient de définir précise-
ment les diverses notions de taille utilisées. Nous nous plagons dans une si-
tuation affine. Pour tout m-uplet @ = (a1, ..., &) de nombres algébriques
engendrant sur Q un corps de nombres K de degré d(a), nous appellerons
mesure du m-uplet a la somme

ula) == Z[KU : Qy] log max (1, |1 ]y - - s |am|v),

v
ou v décrit ’ensemble des places de K et ou les valeurs absolues |.|,

désignent les extensions au complété K, des normes usuelles sur R et Q,.
En particulier lorsque m = 1, on a p(a) = log M(a) ou M(«) désigne la
mesure de Mahler du nombre a. Nous définissons alors la taille du m-uplet
« par la formule

t(a) = max { u(a), (log(m + 1))d(a) }.
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L’expression “courbe affine dans C™ définie sur Q” désigne pour nous
un sous-ensemble algébrique de C™ de dimension 1 qui s’écrit comme
I'ensemble des zéros d’un idéal premier de Q[Xy,...,X,,]. Soit C C C™
une telle courbe et soit C son adhérence dans P™ pour la compactification
naturelle C™ C P™(C). La forme de Chow de C, déterminée a priori &
multiplication prés par un scalaire, est un polynéme irréductible f(u,v) €
Qlu, v], séparément homogeéne de degré deg(C) en deux familles de variables
w = (Ug,.-.,uUm) et v = (vg,...,Um), avec la propriété caractéristique que
f(a,b) = 0 si et seulement si la sous-variété linéaire projective définie par
aoXo+- - +amXm = 0et bgXo+- -4 bmXm = 0 rencontre C. Normalisant
f au signe prés par les conditions f € Z[u,v] et f primitif, nous définissons
la taille de la courbe C par la formule

t(C) := max { log H(f), (log(m + 1)) deg(C)}

ou H(f) désigne la hauteur usuelle du polynoéme f, c’est-a-dire le maximum
des valeurs absolues de ses coefficients.

Le but de cette note est de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 1. — Soit C une courbe algébrique affine dans C™
définie sur Q et soit @ un point de C n’appartenant pas & C(Q). Soient
a et b deux nombres réels > 1, (dn)nZO et (tn)nZO deux suites croissantes
(au sens large) de nombres réels positifs. On suppose que la suite (t,)n>0

est non bornée et que pour tout n > 0 on a de plus

t(C
dn > co, tn 2> 8%()6)‘1”’ dn+1 < ady, thy1 < btn,

avec ¢y = 26 deg(C). Alors il existe une infinité d’indices n ayant la propriété

suivante : pour chacun de ces n, il existe a € C(Q) vérifiant
¢i'dn <d(@) <dn, t(a) <tn, et loglld—al < —c;'dntn,
avec

c1 = 1200 deg(C) max{1, (ab)?/4} et cy = 1200(deg(C))? max{1, (ab)?/4}.

Le plan de cet article est le suivant. Dans les paragraphes 2 a
4 nous examinons le cas particulier m = 1 de l'approximation d’un
nombre complexe par des nombres algébriques. Le cas général s’en déduit
aisément par projection linéaire sur un des axes de coordonnées (§5 et
§6). Nous démontrons dans le §7 le critére d’indépendance algébrique
avec multiplicités dont il a été question plus tot. Le texte est complété
par un appendice (§8) dans lequel nous avons regroupé les résultats de
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calcul différentiel utilisés. On y trouvera notamment une formule explicite
donnant les coefficients de Taylor d’une fonction implicite.

2. Approximations algébriques d’un nombre complexe.

Nous examinons dans ce paragraphe le cas particulier ou la courbe C
est la droite affine A!, et nous en tirons deux corollaires. Les constantes
numériques contenues dans le théoréme 1 peuvent étre raffinées dans le cas
de la droite affine. L’énoncé obtenu se formule ainsi :

THEOREME 2. — Soient § un nombre complexe transcendant, a et
b deux nombres réels > 1, (dn)n>0 une suite croissante (au sens large)
d’entiers positifs, et (t,)n>0 une suite croissante (au sens large) non bornée
de nombres réels positifs. On suppose que pour tout n > 0 on a

dn >, ta > 2dy, dn+1 < ady, thy1 < bty,

avec o = 26. Alors il existe une infinité d’entiers n > 0 ayant la propriété
suivante : pour chacun de ces n, il existe un nombre algébrique « vérifiant

Vildy <d(@) <dn ple) <t, et logl|d—a| < —v;ldnt,
avec y; = 1000 max{1, (ab)?/4} et v2 = 500 max{1, (ab)?/4}.

Si nous fixons la suite (dn)n>0 constante égale & d et posons t, =
n,a = 1,b = 2, nous retrouvons aux constantes prés un énoncé d’ap-
proximation de E. Wirsing [21] avec en plus une minoration du degré des
approximants algébriques.

COROLLAIRE 1. — Soit 8 un nombre complexe transcendant. Pour
tout entier d > 25, il existe une infinité de nombres algébriques a qui
vérifient

0.001d < d(@) <d et |0—al< M(a)™0002

On notera que 'assertion du corollaire 1 reste vraie pour un nom-
bre algébrique 6 de degré > d. En effet, le lecteur vérifiera immédiatement
que pour une suite constante égale a d, tous les ingrédients utilisés sub-
sistent pourvu que le nombre complexe 6 considéré ne soit pas un nombre
algébrique de degré < d.

Désignons par h(a) := up(e)/d(a) la hauteur logarithmique absolue
du nombre algébrique a. La minoration du degré d(a) permet de majorer
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immédiatement la hauteur h(a). On retrouve ainsi le théoréme 3.2 de [17],
avec des constantes meilleures :

COROLLAIRE 2. — Soient # un nombre complexe transcendant et k
un nombre réel > 2000. Il existe une infinité de nombres algébriques « qui
vérifient

h(a) <k et logld—al < —2x107%d(a)?.

Preuve. — On choisit
a=b=4/3, d,=n, tn=fyl‘1/-m.

On a t, > 2d, lorsque k > 27; = 2000. Le théoreme 2 nous fournit alors

pour une infinité d’indices n un nombre algébrique o avec
t
h(a) = ﬁ(i) < n

d(a) = yyld,
log |0 — a| < —v5 tdntn = —(1172) "ten? < —(my2) " trd(@)?.

3. Les outils employés dans la preuve du théoréme 2.

Commencgons par une version du classique principe des tiroirs. Pour
tout polynéme P€Z[X], on désignera par M (P) = exp follog | P(e?™i)|dt sa
mesure de Mahler et on notera u(P) = log M (P). Rappelons que si P est
irréductible et si « est une racine de P, alors M (P) = M(a).

LEMME 1. — Soit 0 € C et soit 8 € R avec 0 < 8 < 1/2. Pour tout
entier d > 1/(1 — 283), pour tout nombre réel t > d suffisamment grand en
fonction de 8 et de |0|, il existe un polynéme non nul P € Z[X] qui vérifie

deg(P) <d, u(P)<t et log|P(0) < —pdt.

Preuve. — 1l s’agit du lemme 3.8 de [17] avec une minoration expli-
cite de l’entier d. Reprenons briévement ’argumentation. Soit m le plus
petit entier > 1/(1 — 20), soit d un entier > m, et soit ¢t un réel > d. On
note ¢ le réel positif, fonction de 3, tel que 1/m = 1 — 2(1 + €)?8, et on
désigne par H la partie entiere de e!/v/d + 1. En vertu du lemme de Thue-
Siegel, il existe un polynéme non nul P € Z[X], de degré < d et de hauteur
H(P) < H, tel que

|P(0)| < \/5(1 + IHI 4+ |0|d)H_(d_1)/2.
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Comme M(P) < v/d+ 1H(P) < €', ce polyndéme vérifie u(P) < t. D’autre
part, en choisissant ¢ suffisamment grand en fonction de €, § et |8}, on peut
faire en sorte d’avoir

¢
dy < > 2>
V2(1+ 10|+ - +0|*) < exp(eBdt) et H \/— 1—eXP(1+€)'

Comme (d — 1)/d > (m — 1)/m = 2(1 + €)?3, on obtient alors
log |P(8)| < eBdt — (d — 1)t/(2(1 +¢€)) < —fdt,

comme requis. O

La seconde étape consiste a transformer le polynéme P fourni par
le lemme 1. Suivant la terminologie de Choodnovsky (cf. [4] et [19]), on
“colorie” en rouge ou en bleu le polyndéme P selon que les propriétés (i)
ou (ii) ci-dessous sont vérifiées, avec une coloration bleue si (i) et (ii) sont
vrais.

LEMME 2. — Soit 6 € C, soient (3,d,t des nombres réels > 0 et soit
P un polynéme non nul de Z[X] tels que

deg(P) <d, p(P)<t et log|P(0)| < —pdt.
Alors au moins une des deux conditions suivantes est remplie :

(i) il existe un facteur Q de P dans Z[X]| qui est une puissance d’un
polynéme irréductible de Z[X] et qui vérifie

deg(Q) <d, p(@Q) <t et log|cz<9)|s—2—f-dt;

(ii) il existe deux facteurs F' et G de P dans Z[X| qui sont premiers
entre eux et qui vérifient

deg(F) +deg(G) < d, u(F)+pu(G) <t

et
log max {|F(9)|,|G(0)|} < —gdt.
Preuve. — Ecrivons P = m@- - Qs ol m est un entier, et ou
Q1,...,Qs sont des puissances de polynémes irréductibles de Z[X] de degré

positif ordonnées de telle sorte que 1’on ait

Q1(0)] < - <1Qs(0)].
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Si |Q1(6)] < exp ( — (2/3)Bdt), la condition (i) est remplie avec @ = Q1.
Sinon, on désigne par ¢ un entier < s tel que

|Qi(6) - - Qs(0)] < exp ( — (1/3)Bdt)
et
|Qi+1(6) - -- Qs(8) > exp ( — (1/3)B4dt),

avec la convention qu’un produit vide est égal & 1. Un tel indice 7 existe et
est nécessairement > 2 car

1Q2(6) - - Qs(6)] = |(P/mQ1)(8)] < exp(—(1/3)Badt).

On pose FF = Q1---Qi—1 et G = Q;---Qs. Alors, F et G remplissent
la condition (ii). C’est clair en ce qui concerne le degré et la mesure de
Mabhler, ainsi que pour la majoration |G(8)| < exp(—(1/3)3dt). La condi-
tion |F(0)] < exp(—(1/3)Bdt) est certainement remplie si |Q;(6)|
exp(—(1/3)Bdt) car |F(8)] < |Qi(0)["~!. Si au contraire [Q;(8)]
exp(—(1/3)4dt), il suffit d’écrire F = P/m(Q;i(Qi+1- - Qs))-

o VvV IA

Le troisieme ingrédient est un résultat d’approximation ayant pour
origine les travaux de Wirsing [21]. Nous en utiliserons la version suivante
qui reprend une partie du lemme 3.10 de [17).

LEMME 3. — Soient d un entier et v, t des nombres réels avec
0<y<1l/4 et t>d>1.

Soit @ un nombre complexe. Supposons qu'’il existe des polynémes F,G €
Z|X| premiers entre eux, vérifiant

deg(F) <d, w(F)<t et log|F(0) < —vdt
deg(G) <d, u(G)<t et log|G(9)| < —ndt.

Alors, il existe un nombre algébrique « tel que

2
(FG)(a) =0 et logld—a|< —%dt.

Le résultat suivant est le point clé de notre argumentation. Il raffine
le lemme 3 en ce sens qu’il fournit une minoration du degré de ’approxi-
mation a. L’idée sous-jacente de sa démonstration peut s’exprimer ainsi.
Par combinaison linéaire aF + bG & coeflicients entiers, le lemme 3 permet
de construire de nombreuses approximations algébriques de 6. Une combi-
naison linéaire générique est irréductible sur Z et ’on peut espérer qu’il en
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est de méme pour des petits coefficients entiers a et b. En pratique, nous
procéderons différemment en utilisant 1'inégalité de Liouville.

LEMME 4. — Soient d un entier et t, ¢ des nombres réels avec
0<e<1/2, t>d>T7 et dt>T0/e.

Soit § un nombre complexe. Supposons qu’il existe des polynémes F,G €
Z[X) premiers entre eux, vérifiant

deg(F) <d, w(F)<t et log|F(0) < —edt
deg(G) <d, wp(G)<t et log|G(#)| < —edt.
Alors, il existe un nombre algébrique a qui est racine d’un des polynémes

F, G ou F + G ayant les propriétés
0.04¢?d < d(a) <d, p(a) <2t et log|d—al < —0.16¢%dt.

Preuve. — Posons P, = F, P, = G et P3 = F + G. Montrons tout
d’abord que 'on a

deg(P;) <d, w(P) <2t et log|P(0)| < —2vdt, (i=1,2,3),

avec v = 0.49¢. C’est bien clair par hypothése pour ¢ = 1,2. Comme d > 7,
on a

w(F 4+ G) <log(d+ 1) + max{log H(F),log H(G)}
<log(d+1) +d(log2) +t < 2t,
et puisque edt > 70/e¢ > 140, on a aussi
log |(F + G)(0)| < (log2) — edt < —0.98 edt = —2~dt.

Nous allons maintenant utiliser deux fois le lemme 3 avec ¢t remplacé par
2t. Remarquons que les polynémes P;, P>, P3 sont premiers entre eux deux
4 deux. Une premiére application au couple de polynémes (Py, P2) nous
fournit un nombre «; racine de P; P tel que

2
da)) <d, play) <2t et logld— o] < —j?)—d(2t) < —0.16¢2dt.

Supposons par exemple que P;(a;) = 0. On applique alors le lemme 3 au
couple (P,, P3) d’oll un deuxiéme nombre algébrique oo racine de P>Ps
ayant les mémes propriétés d’approximation :

dlag) <d, p(az) <2t et log|d — ay] < —0.16€%dt.

Les nombres a; et ay sont nécessairement distincts puisque Pi(a;) =
PyP3(a3) = 0 et que les polynémes Py et P, Ps sont premiers entre eux.
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Dans 'autre alternative ot Pa(a1) = 0, on choisit plutét le couple (P, Ps).
On a donc construit deux approximations distinctes a; et ay de 6. Nous
allons montrer qu’au moins I'un de ces deux nombres algébriques possedent
les propriétés énoncées dans le lemme 4. Il nous reste uniquement & vérifier
que § := max{d(a;),d(az)} > 0.04¢2d. On observe d’abord que «; étant
racine de F ou de G, on a u(a;) < t. Comme § < d < t, linégalité de
Liouville (cf. lemme 3.14 de [20]) s’écrit

log |ag — ag| > —[Q(a1 — a2) : Qh(ay — a2)
> —[Q(a1, a2) : Q]((log 2) + h(c1) + h(az2))
> —6%(log 2) — d(az)u(ar) — d(ar)p(az)
> —6%log2 — 36t > —3.76t.

D’autre part comme |a; — az| est majoré par la somme des distances de 0
a a1 et ag, on a aussi

log|a; — ag| <log2 — 0.16€%dt < —0.15€¢dt,

puisque €2dt > 70. Par comparaison de la majoration et de la minoration,
il vient 0.15
5> -3;—7&1 > 0.04¢d. i

4. Preuve du théoréme 2.

La démonstration du théoreme 2 utilise les mémes étapes que celle du
classique critere de Gel’fond [2], & ceci pres que la suite de polynomes de
valeur absolue petite en 8 n’est pas une donnée initiale mais est construite
par le principe des tiroirs.

Posons 3 = 0.48. Pourvu que lindice n soit suffisamment grand,
Pentier d = d,, > 26 et le réel t = ¢,/2 satisfont les conditions du lemme
1, d’ott la construction d’un polynéme P,. Nous appliquons alors le lemme
2 & ce polynéme P, pour les valeurs de 3,d et t que on vient d’indiquer.
Supposons d’abord que la condition (ii) du lemme 2 soit remplie. Les
hypothéses du lemme 4 étant alors satisfaites avec ¢ = (/3 = 0.16, il
existe, si n est assez grand, un nombre algébrique a qui vérifie

ol S d(0) < dny () St

et

1
- < 0. 2 < ———dutn.
log |6 — a| < —0.16€%d,, (tn/2) < 500d t
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Le théoréme est donc vérifié si cette situation se présente pour une infinité
d’entiers n. Supposons au contraire qu’il existe un entier ng > 0 tel que la
condition (ii) du lemme 3 ne soit pas remplie quel que soit n > ng. Pour
chaque n > ny, il existe donc un polynéme Q,, € Z[X] qui est une puissance
d’un polynoéme irréductible et qui vérifie

deg(Qn) S dn, N(Qn) S tn/z
et
10g |Qn (8)] < —(28/3)dn(tn/2) = —0.16 dpt,.

Choisissons un entier m > ng arbitrairement grand. Si, pour un indice
n > m, le polyndéme @Q,, n’est pas premier & @, alors @), et Q,,, sont deux
puissances d’un méme polyndéme irréductible de Z[X]. On a alors

log|@m(6)] _ 10g1Qn(6)
dEg(Qm) deg(Qn)

Comme t,, tend vers l'infini avec n et que Q. (0) # 0 car 6 est transcendant,
cette inégalité ne peut tenir que pour un nombre fini d’indices n. Soit n le
plus petit entier > m pour lequel @, et @), sont premiers entre eux. Alors
les polynémes F' = @,—_1 et G = @, sont premiers entre eux, et le lemme
4 s’applique avec d = d,, t = t,/2 et € = 0.32(ab) . Il assure I’existence
d’un nombre algébrique a qui vérifie

< —0.16t,.

dn
— " _ <d(a) <d,, <ty
3500z = U < ue) <
ot t dnt
log |0 — a| < —0.166%d,— < ————
0g|0 —al < €y = T 125(ab)?
comme requis. (]
Remarque. — Le lemme 4 permet, dans certains cas, de donner

explicitement des équations pour les bonnes approximations que prédit le
théoréme 2. Considérons par exemple un nombre 6 de la forme

9 = S 9—¢(1)
%

oi1 ¢ : N — N est une fonction qui vérifie o(0) > 1 et (i + 1) > ¢(i)? pour
i > 0. Pour tout entier £ > 0, on pose

k
=Y 27D eQ et Ly =2""(X —0;) € Z[X].

=0
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Le nombre 8, est, par construction, une bonne approximation rationnelle
de 0, et Ly est son polynéme minimal sur Z. On vérifie aisément que

deg(Lk) =1, p(Lx) = p(k)log2 et |0 — 0k > exp(—p(k +1)).
Par ailleurs, si k > 1, on a (k) > 4 et, comme p(k+1) > ¢(k)?, on obtient
log |Lk(0)] < —(¢(k+ 1) — (k) —1)log2 < —p(k + 1)/3.

Donnons-nous aussi des nombres réels a,b > 1 et des suites (d,)n>0 €t
(tn)n>0 comme dans I’énoncé du théoréme, mais avec la contrainte

9 < dn < Vit
en remplacement de t, > 2d, et de d,, > 9. Pour tout entier k tel que
w(k) > to, il existe un entier n > 1 tel que
tn/b < (k) < tn.
Posons F = (Lig—1)% et G = Li. Alors, F et G sont deux polynomes de
Z[X) premiers entre eux avec
deg(F) = d,,
p(F) = dnp(k —1)log 2 < dp /1, < tn,
1 1
< -z < -
10g |F(0)] < ~3dng (k) < —g5dutn,
deg(G) =1 < d,,
WG) = p(k)log2 < t,,

1 1 1 1
< - < —= 2 < 2 o _ - )
log|G(9)] < —g¢(k+1) < 3s0(k) < t 35 dntn

362"~
Le lemme 4 s’applique donc avec ¢ = 1/(3b), et montre qu’il existe une
racine o de F', G ou F + G qui vérifie
sypgadn S d(@) <du, p(a) <2 et 10810~ a] < —srdutn,

Si d, > 60b%, ce nombre o n’est pas une racine de F car |0 — 6;| >
exp(—p(k)) > exp(—t,). De plus, si d, > 225b% on a a ¢ Q, donc
G(a) # 0. Dans ce cas, a est nécessairement une racine de F' + G. En
variant I’entier k, on obtient une infinité d’approximations de 6 avec les
propriétés souhaitées.

5. Préliminaires sur les hauteurs.

Nous aurons besoin de majorer la hauteur des points d’intersection
d’une courbe et d’une hypersurface projective. L’estimation obtenue est
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un cas tres particulier de résultats généraux sur la théorie de ’intersection
arithmétique qui se retrouvent dans [1] et [15]. Comme nos normalisations
sont bien différentes de celles de ces deux références, nous avons trouvé plus
simple de nous ramener aux résultats de [14]. Il nous faut tout de méme
établir d’abord deux lemmes.

On note L(P) la longueur d’un polynéme P € C[T},...,T,] en n
variables, c’est-a-dire la somme des valeurs absolues de ses coefficients, et
on désigne par M (P) sa mesure de Mahler

M(P) = exp{/o1 ~-/01 log[P(e(tl),...,e(tn))|dg},

ou e(t) = exp(2rit). On montre d’abord :

LEMME 5. — Soient k et n des entiers avec 1 < k < n, soit
F € C[Ty,...,T,), et soit (q1,-..,qx) un point de C*. Supposons que F
soit homogéne de degré 6 en (T4, ...,Ty), et posons

G:F(ql,...,qk,Tk+1,...,Tn).

Alors, on a

(Zlqz) M(F).

Preuve. — Supposons d’abord k = n, et écrivons F' = 3 pg T7" -
T4, Pour tout g € N™ de longueur |a| := a3 + - - + a, = §, le lemme 1.13

de [14] donne
6 ) )l
< U = —
il < (D) M) o (7) =t
Cela implique

01 = 3 ()Mol = (lad) b1

Dans le cas général, pour yYg41,...,Yn € C fixes, on en déduit

B
exp{/ / loglF(e t1)s- .- e(tk)s Y1, - "vyn)ldtl"'dtk}.

On conclut en intégrant le logarithme des deux membres sur le polydisque
[yk+1l = =lyn| = 1. O
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LEMME 6. — Soient uo, . . ., um des indéterminées, soit a = (o, ...,
Q) un point de Q" et soit S I’ensemble des plongements de Q(a) dans C.
On pose

(1) g=a ] (v +uwo(a)+ - +umo(am))
o€S

ol a désigne le plus petit entier positif tel que g € Z[u]. Alors, on a

p(e) < log M(g).

Preuve. — En effet, pour tout nombre premier rationnel p, on a
Z[K,, : Qp] log max (1, lo1 oy - - - s |am|,,) = —log|alp.
vlp

Pour la place & l'infini, on utilise le fait que la hauteur d’une forme linéaire
est majorée par sa mesure de Mahler, comme le montre la formule (3) de
[12] (ou le lemme 1.13 de [14]). On trouve ainsi

Z[K” : R] log max (1,|a1|,,, cey |am|v)

v|oo

= Z log H(up + u1o(@1) + -+ + umo(am))
oc€S

< Z log M(ug + uro(a1) + -+ + umo(am))
c€S
= —log|a| + log M(g).

On conclut grace a la formule du produit. a

Voici donc l'estimation dont nous aurons besoin :

LEMME 7. — Soit C une courbe algébrique affine dans C™ définie
sur Q, soit d un entier positif, soit Q € Z[X,,...,X,;] un polynéme de
degré < d qui ne s’annule pas identiquement sur C, et soit o un point de
C(Q) tel que Q(a) = 0. Alors, en désignant par f la forme de Chow de C
(définie au §1) et en posant § = deg(C), on a

d(a) <ds et p(a) < 2d§log(m+ 1) + §log L(Q) + dlog H(f).

Preuve. — 1l n’y a pas de restriction & supposer d = deg(Q). Soit
I ¢ Q[Xi,...,Xm] l'idéal de définition de C. On désigne par *Q €
Z[Xo,...,Xm] ’homogénéisé de @, par "I C Q[Xy,...,Xm] celui de I
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et, au sens de P. Philippon dans [14], on note F' une forme éliminante
d’indice (d, 1) de "I choisie & coefficients entiers et primitive. En désignant
par ¢ le vecteur des coefficients de hQ et par u = (ug,...,un) le vecteur
des coefficients d’une forme linéaire générique L = uoXg+ -+ + U Xm, On
pose

G = F(q,u) € Z[u].

Puisque "Q ¢ "I et que "I est un idéal premier, la proposition 2.4
de [14] montre que l’ensemble des zéros de ("I,"Q) dans P™(C) est
fini et que G est un produit de puissances des formes de Chow des
idéaux premiers homogenes de Q[Xo,...,X,,] qui définissent ces zéros.
Chaque zéro de ("I,"Q) dans P™(C) est représenté par un élément g =
(Boy- -, Bm) de @m+1 dont au moins une coordonnée est égale a 1.
Avec cette normalisation, la forme de Chow correspondante h s’écrit
h = b[]L(c(B)) ol b est un entier et ol le produit porte sur tous les

plongerflents de Q(B) dans C. En particulier, le polyndme g défini au lemme
6 est la forme de Chow de l’idéal premier homogene qui définit le point
(1,04,...,am). Donc, G est divisible par g dans Z[u]. Le lemme 6 donne
log M(g) > pu(a) et, en général, log M (h) > u(B) pour h et B comme ci-
dessus. Les facteurs irréductibles h de G vérifient donc tous M(h) > 1.
Comme g est de degré d(a), on obtient ainsi

d(a) < deg(G) et p(a) <logM(g) < log M(G).
Le lemme 5 donne
M(G) < L(Q)*M(F).

D’autre part, le lemme 2.8 de [14] permet de comparer M(F) et M(f).
Plus précisément, puisque f est une forme éliminante d’indice (1, 1) de "I,
largument de récurrence dans la démonstration de ce lemme (voir ligne 2,
page 37 de [14]) donne

M(F) < (m+1)%M(f)%
Comme la mesure de Mahler d’un polynéme est majorée par sa norme /o,

on trouve aussi

M(f) < (m+1)°H(f).

En combinant les inégalités précédentes et en tenant compte du fait que
le degré de G est d§ (voir la remarque 1, page 15 de [14]), on obtient les
majorations annoncées de d(a) et u(a). Notons toutefois que la majoration
de d(a) découle plus simplement du théoréme de Bézout usuel. O
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6. Preuve du théoréme 1.

Nous sommes maintenant en mesure de déduire le théoreme 1 du
théoreme 2. On peut supposer que la coordonnée 6; de @ est un nombre
complexe transcendant. Comme § est un point non singulier de C, la
projection 7:C — A! définie par 7(x1,...,Z,) = z; constitue alors un
isomorphisme local de variétés complexes au voisinage du point 8 (cor.
1.26 de [13]). Il existe donc un isomorphisme analytique ¢:U — V d’un
voisinage ouvert U de 6, dans C dans un voisinage ouvert V de 8 dans C(C)
qui vérifie p(61) = 8 et m o p(z) = z pour tout z € Y. En particulier, en
prenant V borné, il existe une constante c telle que

log|lp(2) — 8 <log|z — 61| +c¢

pour tout z € 4. On observe aussi que ¢ applique Q N dans C (@) car,
l’idéal de définition de C dans Q[ X7, ..., X] étant premier, tout point de C
qui n’est pas algébrique est Q-générique et par suite sa premiere coordonnée
est transcendante tout comme celle de 6.

Pour simplifier I’écriture, on pose § = deg(C) et 7 = t(C). Soit alors
d t
/ = ——n / = ——n / = . / = b‘
d,, [6]’ t,, 550 @ (1.05)a, b

Sous les hypothéses du théoréme 1, il est clair que I'on a I’encadrement

(0.96)%" <a <%

—= Y = —5_'
Le théoréme 2 appliqué au nombre complexe 6, avec les données d),, ¢/, a’ et
b’, nous fournit pour une infinité d’indices n une approximation algébrique
ay de 6, vérifiant les propriétés
itdn Sty S d(ar) < dy, plan) <,
log |61 — o | < =75 tditl, < —(ch) " rdntn,

avec ch = 2 x (0.96) 17262 < c,.

Supposons que t,, soit suffisamment grand pour que a; € U. Soit alors

a = (o) et soit Q € Z[X;] le polynéme minimal de a;. Le lemme 7 nous
donne les majorations

d(a) < dpd < dn, p(a) < 2(log(m + 1))d;,6 + 6log L(Q) + dy log H(f).
L’inégalité (4) de [12] livre

tn  dn
log L(Q) < p(an) +d(an)log2 < t;, + d;, log 2 < o + —= log(m + 1),
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d’ou il s’ensuit que

t., dn
(@) < 3dnlog(m +1) + 2 + Zlog H(f)

é
< 4dnmax{lo—g—q£ﬁ,log(m+1)} + !

tn T ta
é 2

Comme t(a) = max {,u(g), (log(m + 1))d(g)}, la majoration t(a) < t,, est
alors automatiquement vérifiée. Récapitulant les estimations obtenues et
tenant compte de l'inégalité ¢}, < ¢z, il vient

citdn, < d(a) < d(Q) € dn,  t(a) < tn,
et
log |0 — afl <log|6y — a1| + ¢ < —(ch) " dntn + ¢ < —c5 dntn,

pourvu que t,, soit suffissamment grand. Le théoréme 1 est donc établi.

7. Un critére d’indépendance algébrique.

On se propose de déduire du théoréme 1 un critére d’indépendance
algébrique en degré de transcendance 1. Il s’agit de généraliser le critere
bien connu de Gel’fond pour le corps des fonctions rationnelles Q(C) de
la courbe C en tenant compte non seulement des valeurs des fonctions au
point @ mais aussi de celles de leurs dérivées. Nous avons déja établi dans
[11] un tel critere pour la droite affine A & partir d’une autre extension
du théoreme de Wirsing mentionné ci-dessus. Le fait de disposer d’une
minoration du degré des approximations algébriques simplifie notablement
la démonstration. Le théoréme 1 étant un énoncé d’approximation sur
une courbe affine C, notre critere est directement utilisable dans une
démonstration d’indépendance algébrique sans avoir a introduire une base
de transcendance du corps Q(8) (cf. §9.2 de [11]).

Désignons par 9 : Q(C) — Q(C) une dérivation non triviale du corps
des fonctions rationnelles de la courbe C. Pour tout entier s > 1, on notera
olsl = 93 /s! le quotient par s! du s-ieme itéré de 9. Si Q est une fraction
rationnelle dans Q(X3, ..., X,,), on désignera encore par le méme symbole
Q sa restriction a C.

COROLLAIRE 3. — Soit C une courbe algébrique affine dans C™

définie sur Q et soit § un point de C n’appartenant pas & C(Q). Soient a,
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b deux nombres réels > 1, (sp)nen une suite d’entiers positifs, (t,)nen et
(dn)nen deux suites & valeurs réelles positives, telles que

Tmdeg(C) < I < Il L pdn I fni1
Sn Sn+1 Sn Sn Sn41 Sp,
et H)
tn > 8—+"<d,
~ deg(C)

pour tout n > 0. On suppose de plus que la suite t,, /s, tend vers I'infini avec
n. Alors, il n’existe pas de suite (Qn)nen de polynémes de Z[ X, ..., Xnm]
non identiquement nuls sur C et vérifiant

deg(Qn) < dn, log H(Qn) < tn,

et

log max
0<o<sn

8°1Qu ()| < —cdutn/sn

avec ¢ = 9300(deg(C))? max{1, (ab)?/4}, pour tout entier n & partir d’un
certain rang.

Il n’y a pas de restriction a supposer que #; est un nombre trans-
cendant. On se donne alors, comme au §6, une fonction holomorphe
p:U — V C C(C) qui constitue un inverse local & la projection sur la
premieére coordonnée au voisinage du point §. On note aussi 9, la dériva-
tion de Q(C) pour laquelle 8, X; = 1. On utilisera deux représentations de
81.

D’un point de vue analytique, on a, pour tout @ € Q(C),
d
01Q)(p(2)) = T (Qo9)(2), (z€U).

Par récurrence sur s, on en déduit

BQ)(p(:) = (@0 9)e), (U,

pour tout entier s > 1. En particulier, si on pose g = Q o, alors pour tout
point @ = (a1,...,0m) € V, 0n a

(011Q)(@) = g*(n)
ot gl*l désigne la fonction (s!)~1(d*g/dz*).

D’un point de vue algébrique, la coordonnée X; vue comme une
fonction polynomiale sur la courbe C est une base de transcendance du
corps Q(C). On pose § = deg(C) et, pour p = 2,...,m, on désigne
par P,(X1,X,) I'élément irréductible de Z[X;, X,], défini au signe pres,
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qui s’annule identiquement sur C. Alors, P, est de degré < 6 et on a
0P,/0X, # 0. On notera aussi par le méme symbole 9; la dérivation
de Q(X1,...,X,,) donnée par la formule

1 [ & d
e ()

™ 5P, oP, (0P,
= <u< .
ax; ¢ Aw=—Agx (ax,) » @spsm)

ou

A =
=2
I1 est clair que 01X; = 1 et que 61 P, = 0 pour tout o = 2,...,m. La
dérivation &, annule donc ’idéal de définition de la courbe C et définit par
passage au quotient la dérivation 8; du corps Q(C) considérée ci-dessus.

Le résultat suivant raffine le lemme 4 du chapitre 2 de [3] :
LEMME 8. — Pour tout polynéme Q € Z[X;, ..., X,] et tout entier

s > 1, le produit Ry, = A~ 18[S]Q est un élément de Z[Xl, ..y Xm] dont
le degré et la longueur vérifient

deg(R,) < deg(Q) + (25 —1)mé et L(R,) < c§23°8(Q)/(4m8) [,((9),

avec ¢z = 8m6L(A1)( i::l L(Ai)).

Preuve. — Par dérivation de la formule 8{5]Q = R,/A3*71, il vient
la relation de récurrence

Ropi =3 {A1 (ZAMBX )_(23—1)38 <2AN§—§;)}.
=

Comme R; = Z Ay 3 )? , il s’ensuit que Rs; est un polynome de

Q[X1,..., Xm] de degre < deg(Q) + (25 — 1)mé. On déduit aussi de cette
relation de récurrence la majoration de longueur

d
DRy < o (SELEID) g

avec ¢ = L(A;1) Y L(A;). Puisque L(R;) < c5deg(Q)L(Q), on en tire

L(Rs) < (ch)*L( Q)Hdeg ++14mj6

< (c))*L(Q)(4ms)° (q + z - 1)
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ou ¢ désigne le plus petit entier > deg(Q)/(4mé). Majorant (q+s 1) par
29Fs=1 on obtient la majoration annoncée pour L(R;).

Il nous reste a vérifier que le polynéme R est & coefficients entiers
lorsque le polynéme Q est a coefficients entiers. En vertu de la formule de
Leibniz sur la dérivée d’un produit, il suffit de le montrer pour Q@ = X,
avec 4 = 2,...,m. A cet effet fixons pet posons X = X, Y = X, et
P = P,. Alors la restriction de 0; au corps Q(X,Y) est la dérivation 0

qui vérifie 0X = 1 et OP(X,Y) = 0. Remarquant que %(X ,Y') est non
nul dans anneau A := Z[X,Y], le lemme A1l de l’appendice appliqué au
polynéme F(t,u) = P(X +t,Y +u) — P(X,Y) € A[t,u] nous fournit une

série de puissances U = Y cst® € Q(X,Y)[[t] telle que
s>1

s—1

op (X, Y)) cs €A  pour s>1.

Yy
Posons t = X +t,y =Y 4+ U et prolongeons la dérivation 0 au corps
Q(X,Y)((t)) par 0t = —1. Ainsi 0z = 0X + 0t = 0. Par dérivation de
Péquation P(X,Y) = P(z,y), on obtient alors que

P(X+t,Y +U) = P(X,Y) et (

oP
P(X,Y) =
o (@,u)dy = OP(X,Y) =0,
d’ot1 il s’ensuit que dy = 0. Dérivons maintenant dans le corps Q(X,Y)((t))
la relation

y=Y+chts.

s>1

11 vient ’équation

0= ay =9Y — c1 + E (803 - (S‘ + l)Cs+1)tS

s>1

d’ott 'on déduit que

c1=0Y et csp1=0cs/(s+1), (s>1),
puis que ¢; = 01!Y. Nous avons ainsi démontré que

0P, s

(6X (X1, M)) 3£ ]XM € Z[X1, X)), (s=1).
A fortiori le produit A%s_lé){s]X . appartient & Z[X1, ..., Xm)]. O

Remarque. — L’assertion d’intégralité contenue dans le lemme 8 n’est
pas valable pour une dérivation quelconque 0, du corps Q(X1,...,Xm).
Ainsi, pour tout entier s > 1 et k > 0, on a Xk = ksxk/s! lorsque
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91 = X1(8/0X1), alors que (0/0X:1)F1XF = (¥)Xf~*. Nous avons essen-
tiellement établi dans le lemme 8 qu’une formule de ce dernier type s’étend
4 une extension algébrique de Q(X;) lorsque 9; est 'unique prolongement
& cette extension de la dérivation /90X, sur Q(X;). Dans cette situation,
le lemme A2 de Pappendice permet d’ailleurs plus généralement d’expli-
citer une telle formule pour 8*(X*1 ... X*m) quels que soient les entiers
ki >0,...,k, >0.

Regardons de nouveau 8; comme une dérivation du corps Q(C).
Comme ce corps est de degré de transcendance 1 sur Q, les dérivations
de Q(C) forment un espace vectoriel de dimension 1 sur Q(C). On peut
donc écrire 91 = fO avec f € Q(C), f # 0. Le lemme suivant permet
de comparer les valeurs des opérateurs différentiels 8{31, (s > 0), et O],
(t > 0).

LEMME 9. — Pour tout polynéme Q € Q(Xi,...,Xn) et tout entier
s > 1, on a la majoration

') < <t (max l00(@) ).

ol la constante ¢4 ne dépend que de f et du point 6.

Preuve. — Pour tout couple d’entiers t et s avec 1 <t < s, désignons
par Fs; Pensemble fini formé des suites 7 = (7;);>1 d’entiers > 0 vérifiant
les conditions suivantes :

Zn:t et Zin:s.

i>1 i>1
Le lemme A3 de I’appendice nous fournit alors la formule

=S a.0M, (s>1),
t=1

avec des coefficients as; € Q(C) définis par

o= ¥ (QI(EE) . aseso

TEFst i>1

ol (;) =t/ '];[1 7;! désigne le coefficient multinomial. Par ailleurs, pour
(2=

tout entier k > 0, on a 9F f(8) = (f o »)¥)(8;) et par suite la formule de
Cauchy donne les majorations
0" £(0)

S| S () 21
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avec une constante ¢ qui ne dépend que de f et de ¢. Comme la courbe
C est entierement déterminée par son point Q-générique 6, la fonction ¢ et
son ouvert de définition U ne dépendent en dernier ressort que de 8. Donc,
en fait, ¢j ne dépend que de f et de §. Notant que

> (-6

(cf. formule (3h), page 146 de [5]), il s’ensuit que

las,:(8)| < Z (D (d,)° < (2¢))°, (1<t<s),

TEFs,t

et donc que

|8£SJQ(Q)| < 5(2011)3 <112?'st Ia[t]Q(Q)l) < (432)3 (1I_I<_1?5X8 |3[t]Q(Q)|>.
0O

Preuve du corollaire 3. — On raisonne par I’absurde en supposant
Pexistence de la suite (Qy)nen €t I'on pose

d tn
D, =34c;=", T, =34c-=~, (n>0),
s Sn

n
ol ¢; est la constante définie au théoréme 1. Les deux suites D,, et T;, satis-
font les conditions requises dans ce théoréme. Pour une infinité d’indices
n, il existe donc une approximation algébrique a,, = (a1, ...,an) € C(Q)
du point @ vérifiant

8¢;' Dy < d(,) < Dn, t(a,) <Tn et logld—all < —c;'DpTn.

Puisque A;(f) # 0 et que la suite des points g, converge vers g, on a
Ai(a,,) # 0 pour tout n suffisamment grand. On peut aussi supposer
que @, est un point lisse de la courbe C. Fixons un tel choix de n. La
condition A;(a,,) # 0 assure que les fonctions 9;Q,,8?Qn, . . . sont toutes
régulieres au point @,. La multiplicité d’intersection au point o, de la
courbe C avec I’hypersurface d’équation @, = 0 est alors égale a ’ordre
d’annulation en ce point de la fonction polynomiale @, restreinte & la
courbe, c’est-a-dire au plus petit entier s > 0 pour lequel 3@, (e,,) # 0.
Si chacun des nombres 97Qn(e,) avec 0 < o < s,/3 était nul, cette
multiplicité d’intersection s serait > s, /3. En vertu du théoréme de Bézout
(voir par exemple le théoréme 7.7 du chapitre 1 de [7]), on aurait alors
que 6dp, > d(a,,)s > d(a,)sn/3, en contradiction avec la minoration
d(a,,) > 6c;'D,. 1l existe donc un entier o avec 0 < o < s,/3 pour
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lequel 8&“]Qn(gn) # 0. On va montrer que si n est assez grand, cela est
impossible. Ce sera la contradiction finale.

Puisque A;(0) # 0, le polynéme R = Af"_laialQn ne s’annule pas
au point ¢,,. Le lemme 8 nous fournit les majorations
2
deg(R) < d, + §m6sn <1.1d,

et
L(R) < (d; m) ety /ot /t

<exp (tn + lﬂ%dn + O(sn) + O(log d,,))
< exp (1.1, + o(ty)).
L’inégalité de Liouville (cf. lemme 3.14 de [20]) implique alors la minoration
log |R(a,)| > —d(a,)h(R(a,))
> —d(a,)log L(R) — u(a,) deg(R)
> (114 o(l))(Dntn + Tndn)
dntn

Sn

> —7.502

pour tout entier n suffisamment grand.

11 nous reste & majorer |R(g,)|. Le lemme 9 entraine tout d’abord la
majoration

max [011Qq(0)] < i max [9¥1Q.(0)]

0<s<snp

< exp (O(sn) — cdntn /sn)

<o (- (- o) ).

Sn

La formule de Taylor nous permet maintenant de majorer la valeur de la
fonction 8?] Qn sur la courbe C au point ¢, voisin du point §. On proceéde
de la facon suivante.

Soit p un nombre réel positif < 2 tel que U contienne le disque
|z—01] < p, et soit g = Qn 0. Supposons n suffisamment grand pour qu’on
ait & la fois @,, € V et |ay — 01| < p/2. Alors, on a 6{”]Qn(gn) = gl7l(ay),
ol rappelons que a; désigne la premiere coordonnée du point a,,, ainsi que
Bgs]Qn(Q) = gl51(8;) pour tout entier s > 0. Désignons par u le plus petit
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entier > 2s,,/3, et développons la fonction gl en série de Taylor & Pordre
u — 1 au point 6;. On trouve :

gl a) = (a " V)Q[U-H/](el)(al —61)"

o
0<v<2s,/3

(7T g e - )"

ol le nombre complexe ¢ appartient au segment [0y, a;]. Remarquant que,
pour tout entier v avec v < 2s,/3,0na o+ v < o+ u < 8, il vient

81 Qn(a,)

Sn+1 [s]
<2 maX{ngggn |67 Qn(9)],

9[0+u](§)l loy — 91|u}

glotul (C)‘ exp (—7.7cz d:t" ) }

n

< 257l max {exp (—(c—o(l))d:ﬁ»

Pour majorer ] gletul(¢ )l, on utilise de nouveau la formule de Cauchy.
Puisque g est holomorphe sur un ouvert contenant le disque |z — 6| < p et
que ce disque contient le disque |z — ¢| < p/2, on trouve

@) < (2) mex o< (2)" max lato)

|2—¢1<p/2 P |z2—6y|<p

Comme
dn +m> ( )d"
max 2)| < HQn max {1, 2 ’
o, 1901 < <Q>( m ) L max {1 eI}
on obtient ainsi

g[”+“](C)‘ < exp (tn + O(dn) + O(s,)) < exp ((0.2 + o(1)) tndn )

Sn

Reportant cette estimation dans la majoration de |8£"]Qn(gn)| et en tenant
compte du fait que |A41(a,,)| est borné indépendamment de n, il vient

dnt
log | R(a,)| < —(7-6¢c - o(1)) =
n
en contradiction avec la minoration obtenue précédemment. O

8. Appendice de calcul différentiel.

On se propose d’établir dans cet appendice quelques propriétés ou
formules différentielles utilisées précédemment. Commengons par la version
suivante du théoréme des fonctions implicites.
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LEMME Al. — Soient A un anneau intégre, k son corps des frac-
tions, et F(t,u) = Y. a;;t'uw/ € A[[t,u]] une série de puissances avec
4,720

ap,0 = 0 et ap,1 # 0. Alors, il existe une et une seule série de puissances

U = 3 cst® € kl[t]] telle que F(t,U) = 0 dans k[[t]]. Les coefficients de
s>1

cette série vérifient (ao,1)**~'cs € A pour tout s > 1.

Preuve. — Lorsque ag 1 est inversible dans A, I’existence et I'unicité
d’une solution formelle U a coefficients dans A est banale; voir par exemple
le corollaire de la proposition 10 du chapitre IV §4 des fascicules d’ Algébre
de N. Bourbaki. Appliquant alors ce cas particulier & la série

(a01) 2F(af 1 thaoau) =u+ Y aijagy’ !
(4,9)#(0,1)
de A[[t,u]], on en déduit que a&}U(a%’lt) appartient & A[[t]]. O

Le résultat suivant précise le lemme A1l. Il fournit une formule fermée
pour le s-ieme coefficient c; de U en fonction des coeflicients a; ; de F.

Pour tout entier s > 1, désignons par &; l’ensemble des suites

g = (0;,) d’entiers > 0 indexées par (i, ) € N2\ {(0,0), (0,1)} et vérifiant
les conditions

Ziffi,j =, Z(] =)oy j=-1, 1<|g|<2s-1,
(2] 2]
ou lon a posé |g| =3 0; ;.
i,J

LEMME A2. — Pour tout s > 1, on a la formule

_ ai; )" _ (e[ =1)!
= q(_fz)l;l <—{,1) avec ¢(g) = o

2€&s ij

De plus les coefficients g(g) sont des entiers rationnels.

Preuve. — Remarquons tout d’abord que l'intégralité des coefficients
q(o) résulte immédiatement de la formule ci-dessus jointe au lemme Al.
Ecrivons en effet cette formule sous la forme :
a%f;‘cs — Z (—1)'5’—|q(g)a§fl'1_'1| Haff
g€&s 1,J
Si 'on choisit des coeflicients génériques a; ;, le lemme Al, appliqué &
l’anneau A des polynémes a coeflicients dans Z en les indéterminées a; ;,
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montre que le membre de droite dans ’égalité précédente est un polynéme
a coefficients entiers en les a; ;. Il s’ensuit que ses coefficients (—1)!2lg(a)
sont des entiers rationnels.

La preuve de la formule est basée sur l'interprétation différentielle
des coefficients ¢, déja rencontrée dans la démonstration du lemme 8.
Reprenons ce dernier point. Le lemme Al appliqué & 'anneau de séries
formelles A[[X,Y]] nous fournit une série de puissances, pour laquelle

on conservera la méme notation U = ) ¢st°, qui est solution formelle
s>1
de Péquation F(X +t,Y + U) = F(X,Y). Nous allons montrer que les

coefficients ¢; € k((X,Y)) sont donnés par la formule
Fij \7
(%) =Y qa@[(-52%
2\ Foa
Eegs 2¥) !
ou l'on a noté
OHIF
ottoud
Pour retrouver la formule du lemme & partir de (x), il suffit de spécialiser

X et 'Y en 0. Désignons par 0 la dérivation du corps k((X,Y)) définie par
k=0, 0X =1, OF(X,Y)=0,

Fj = (i)™

(X,Y), (20,j20).

et reprenons les arguments utilisés dans la preuve du lemme 8 en remplacant
lanneau de base Z par A et le corps Q(X,Y) par k((X,Y)). On vérifie
comme précédemment que

cs =0y, (s>1).

OF
On notera cette fois-ci que 5——(X +¢,Y + U) est non nul car son terme
u

constant ag est non nul. Cette interprétation différentielle de ¢, nous
permet de procéder par récurrence sur s en dérivant la formule (x) au
rang s.

Comme 9Y = —F; o/ Fp,1, la formule () est vérifiée pour s = 1. Pour
simplifier I’écriture, posons

Tij=~Fij/Foy, T2=[]T7}",
i,J
et pour tout (a,b) € N?\ {(0,0),(0,1)}, notons 1, , la suite d’entiers g o
les 0; ; sont tous nuls sauf pour ¢ = a,j = b auquel cas 04 = 1.
On vérifie aisément que

OT; ;= (i + V)1 + (+ V)T 0T jy1 + ThnTij + 2Th 010,275 5.
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Supposant que la formule (*) soit établie au rang s, il vient par dérivation
Ocs =%21+3+ 53+ %y

avec

£1= 30 (i + Drige(@)TEewns ks

T 4j

B = Tl D@ T et

Y3 = Z E 73,5q(T)T=
Ta=2)_ Z 7i,;q(T)TT 0t o2
T 4

ou les indices de sommation 7 et (,5) décrivent respectivement & et
N2\ {(0,0),(0,1)}. On vérifie immédiatement que les exposants

I+li+1,j_li,j7 Z+l1,o+li,j+1_li,jv I+ll,1 et l+ll,0 +lO,2

appartiennent & £s41 (notez que 'on peut supposer 7; ; > 1 car sinon la
contribution du terme indexé par 7,14, j est nulle dans les quatre sommes).
Pour chaque g € &1, regroupons alors dans ¥q, 39,33 et ¥4 les termes
contenant le mondéme T'Z. Tout calcul fait, il vient

Si=), (z:(i'H)CfiJrl,j)q(Q)TZ

a 1,

= ZU: (s-l—l—o'l,o—-g-l’l)q(g)Tg
Xy = Z (ZZ(%H ‘fm+1> B q(U)T"

o

_2010 |U|L*|1 200,2) 4(o) T

01,000,2 o
Yy=2 Z |U|—_1<1(2)T_-

s 12
11 s’ensuit que
Y14+ +3Y3 4+, = (S+ 1) Z q(o0)T<,
g€Es41

d’ou la formule (%) au rang s + 1. o
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Remarque. — 11 serait intéressant de donner une interprétation
combinatoire des coefficients g(g). Les nombres de Catalan (27:‘) /(n+1)
en sont des cas particuliers obtenus pour gg2 = m,010 = n+ 1 et
0;; = 0 autrement. Voir & ce sujet les références [8] et [9]. Dans une
terminologie différente, le corollaire 2.7 de [9] équivaut notamment 3 la

formule ¢, = 88y X—o.y—0 utilisée dans la preuve du lemme A2.

Indiquons maintenant la traduction dans un corps différentiel quel-
conque de la classique formule de Faa di Bruno qui permet d’exprimer les
dérivées successives d’une fonction composée en termes de polynémes de
Bell, cf. [5].

Soit K un corps de caractéristique nulle muni d’une dérivation 0 et
soit f € K. Notons 8; = f0 et rappelons que pour tout couple d’entiers
tetsavecl <t < s, nous avons désigné par F,; I’ensemble des suites
g = (0;);>1 d’entiers > 0 vérifiant les conditions

Zm:t et ZiUz‘:S-

i>1 i>1

LEMME A3. — Pour tout entier s > 1, on a la formule

ol = i as 0 avec ag;= Z <t> H (_Bi_1f>ai
1 — s,t s,t o ’L' .
t=1 =

aE€Fs i>1

Preuve. — On procéde par récurrence sur s > 1, 'assertion étant
évidente pour s = 1. Appliquant la dérivation 9; & la formule au rang s,
on obtient la relation de récurrence

-1
Asy1t = (S + 1) (81as,t + tfas,t_l)
avec les conventions a, 41 = a0 = 0. Il vient

: ajf 8j_1f ‘rj—l 8i_1f Ti
010, = Z Z(T)Tj—;!‘ (#) H( 1i! )

TEFs,e j21 i21
i#j
t P AN
g !
OE€EFot1,t i>1

i—1 f oy

car pour tout g € Fs41 ¢, le coefficient du mondme [] (_l;?—) dans la
i>1 :

somme double ci-dessus est égal a

; (Z(j+1)aj+1)= ; (s+1—-0).
2/ i a
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On vérifie de méme que

i—1py\ 7
= ¥ (DTl (3L)
= i>1 :

gefs-i-l,t
d’oui s’ensuit la formule pour as41,. O
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