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Ami. Inst. Fourier, Grenoble
14, 1 (1964) 131-144

CLASSIFICATION DES CHAMPS MÉROMORPHES
D'ÉLÉMENTS DE CONTACT

SUR UNE VARIÉTÉ ANALYTIQUE COMPLEXE
par F. BENZECRI-Le ROY (Rennes)

I. Introduction.

Précisons d'abord la notion d'application méromorphe
d'une variété analytique complexe X dans une autre Y. X
est supposée irréductible, Y compacte.

Une application (ensembiliste) de X dans Y peut être
donnée par son graphe F, partie du produit X X Y telle que,
pour tout x e X, l'intersection (x X Y) n F soit réduite à
un seul élément; l'on a, en désignant aussi par F l'application
elle même :

F{x) = p\x X Y n F)

où py désigne la projection sur Y du produit X X Y.
Lorsque la condition pour (a; X Y) n F d'être réduite à

un élément quel que soit x e= X n'est plus remplie, F ne défi-
nit plus une application mais une correspondance.

Lorsque le graphe F est un sous ensemble analytique de
la variété analytique complexe produit X X Y en tout point
de F, on dit que l'application ou la correspondance définie
par F est analytique.

Rappelons que F est un sous-ensemble analytique de
X x Y en M e X x Y si:

3 U(M), voisinage de M dans X X Y,
^^ l i ie i? famille finie de fonctions holomorphes sur

U(M),
tels que :

F n U ( M ) = |N |N6U(M); Vi6l , (p;(N) ==0|
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Intermédiaire entre la notion d'application et la notion
de correspondance analytiques, la notion <T application ana-
lytique avec singularités peut être ainsi définie :

C'est une correspondance analytique qui est une applica-
tion sur un ouvert partout dense de X.

x e= X est dit régulier pour l'application avec singularités
F s'il existe un voisinage V(^) dans X sur lequel F soit une
application analytique.

x e= X, s'il n'est pas régulier, est dit singulier.
x e X est dit singulier ordinaire si F est un sous-ensemble

analytique en tout point de x X Y.
Une application analytique avec singularités qui n'a que

des singularités ordinaires est dite méromorphe. L'image d'un
point x de X par une application méromorphe de X dans Y
est donc un point de Y si a; est régulier (ce qui a lieu sur un
ouvert partout dense de X), un sous-ensemble analytique
compact de Y si x est singulier.

L'ensemble S des points de X singuliers pour une applica-
tion méromorphe de X dans Y possède la propriété remarqua-
ble d'être de codimension analytique supérieure ou égale à
deux (ce qui signifie que, localement, S est contenu dans un
sous ensemble analytique de X qui peut être défini comme
ensemble des zéros communs à deux fonctions holomorphes
sur X mais non comme lieu des zéros d'une seule fonction
holomorphe).

F étant le graphe d'une application analytique avec singu-
larités de X dans Y, une condition nécessaire et suffisante
pour que F — fermeture de F — soit le graphe d'une applica-
tion méromorphe de X dans Y est que l'ensemble des points
singuliers de F soit de codimension supérieure ou égale à deux.

Nous aurons, dans la suite, à considérer une application
méromorphe F d'une variété analytique complexe B dans
l'espace B X Y où Y est un espace projectif, F possédant la
propriété :

p" o F = II

où jo® désigne la projection sur B X Y et 1̂  l'application iden-
tique de B. Une telle application peut être considérée comme
une application méromorphe de B dans Y. Or, soit F une
application de B dans Y dont le graphe ne soit pas identique-
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ment contenu dans l'hyperplan d'équation y^ = 0 (î/i . . . y / »
étant des coordonnés homogènes dans Y et v e ^1, . . . , ^ i j ) ;
F est méromorphe si et seulement si, pour tout ies ^1, ... n\
distinct de v, le quotient UL calculé au point F{x) est une fonc-

!/v
tion méromorphe de x (cf Stoll math. Ann. 136).

Nous pouvons maintenant définir ce qu'est un champ méro-
morphe (^éléments de contact sur une variété analytique com-
plexe :

Soit B une variété analytique complexe régulière, irréduc-
tible, de dimension ç$

E l'espace fibre des vecteurs tangents à B (E est un espace
fibre analytique complexe de base B, localement isomorphe
à B X 0);

P(E) l'espace fibre projectif associé à E (P(E) est un espace
fibre projectif analytique complexe de base B localement
isomorphe à P^"1) ;

TC la projection canonique de (E-B) sur P(E). (Soit p e E ,
x la projection de v sur B. v est un vecteur tangent à B en a;
et 7c(P), le support de p, un élément de contact de dimension
1 en x).

Un champ holomorphe de vecteurs sur B est une section
holomorphe de E (i.e une section de E qui est une application
holomorphe de la variété analytique complexe B dans la variété
analytique complexe E).

Un champ méromorphe d'éléments de contact de dimension
1 sur B est une section méromorphe de P(E) (i.e. une section
de P(E) qui est une application méromorphe de la variété ana-
lytique complexe B dans la variété analytique complexe P(E)).

On définit facilement ces sections méromorphes par {q — 1)
fonctions méromorphes de q variables complexes en effet,
E est, localement, isomorphe au produit B X C^, P(E) au
produit B X P^) et le résultat de Stoll rappelé plus haut
s'applique.

Pour définir les champs méromorphes d'éléments de contact
de dimensions supérieures à 1, on peut considérer, pour tout
entier p :

P P
AE dont la fibre en x^B est AE;p;
P(ÂE)dont la fibre en xeB est P(ÂE^).
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p 1 p \Notons encore it la projection de AE sur P ^ A E ^ . Pour
chaque x e B, on considère la variété de Grasmann de dimen-
sion p de Ea; (i.e. l'ensemble des sous-espaces vectoriels de
dimension p de Ea;). L'ensemble de toutes ces Grassmanniures,
pour x parcourant B, constitue un espace fibre analytique
complexe dont les sections méromorphes sont les champs
méromorphes d'éléments de contact de dimension p. Or, pour
tout x e B, la fibre en x de cet espace fibre s'identifie à l'image
par ir, dans P^AE) du cône des p-vecteurs décomposables

P
de AEa;. Les champs méromorphes d'éléments de contact
de dimension p sur B s'identifient donc aux sections méro-
morphes de l'espace fibre projectif analytique complexe
P( AE) qui prennent leurs valeurs dans l'image par TC des p-

p
vecteurs décomposables de AE.

Donc, classer les champs méromorphes d'éléments de contact
de dimension p — entier supérieur ou égal a i — sur une variété
analytique complexe conduit à classer les sections méromor-
phes d'un espace fibre projectif associé à un espace fibre
vectoriel.

Nous allons nous poser le problème sous une forme plus
générale : classer les sections méromorphes — lorsqu'elles
existent — d'un espace fibre projectif analytique complexe P
non nécessairement associé à un espace fibre vectoriel.

E désignera désormais un espace fibre vectoriel analytique
complexe vectoriel de base B mais non nécessairement l'espace
fibre des vecteurs tangents à B;

P(E) sera toujours l'espace fibre projectif associé à E
TT la projection canonique de (E — B) sur P(E) ;

P sera un espace fibre projectif analytique complexe de
base B.

Nous appellerons projection admissible de (E-B) sur P —
lorsqu'il en existe — une projection, p, de ( E — B ) sur P
satisfaisant aux conditions :

1) p commute avec les projections de P et E sur B;
2) il existe un isomorphisme d'espaces fibres analytiques

complexes, 9, de P(E) sur P tel que :

6 o ré = p.
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(On vérifie que, p étant donné, 9 est unique : nous l'appelle-
rons isomorphisme associé à p).

Tout couple (E, p) formé d'un espace fibre vectoriel analy-
tique complexe de base B, E, et d'une projection admissible
de (E-B) sur P, p, sera appelé couple associé à P (par exemple,
(E, Te) est un couple associé à P(E)).

II. Classification des couples associés à P.

Nous appellerons isomorphisme de couples associés à P :

(Ei, pi) -t (E,,p,),
un isomorphisme d'espaces fibres vectoriels :

E, -t E,
rendant commutatif le diagramme :

Ei -t E,
\ /

Pi P P2

Nous dirons que deux couples sont de même classe s'ils sont
isomorphes.

Nous noterons (°(P) l'ensemble des classes de couples pour
cette relation.

THÉORÈME i. — Ê(P), s^il est non ^ide, est un espace simple-
ment homogène de ?(8, Cî>) — C^ étant le faisceau des
applications analytiques des ouverts de B dans C*.

Voici comment H^B, C*o) opère sur (°(P) :
Identifions H^B, Cî») à l'ensemble des classes, pour

l'isomorphie, des espaces fibres en droites analytiques complexes
de base B. Soit A un espace fibre en droites analytique complexe
de base B. Si E est muni d'une projection admissible, p, sur
P, E<8)A peut l'être également: en effet P(E) et P(E0A)
sont isomorphes. Soit y l'isomorphisme qui à d^e P(E)a;
(x e B) associe ^0A.y, soit 9 l'isomorphisme de P(E) sur P
associé à p; 6 o (p-1 est un isomorphisme de P(E0A) sur P.
Soit p 0 A la projection admissible de E ^ A sur P. qui lui est
associée : (E ̂  A, p 0 A) est un couple associé à P.
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On vérifie que si (E^p) et (Ei, pi) appartiennent à une même
classe (i.e sont isomorphes) et si A et Ai sont isomorphes (donc
définissent le même élément de ?(8, C£) alors (E, p) 0 A et
(Ei,pi)<8)Ai sont isomorphes (i.e. appartiennent à une même
classe). On a donc bien défini une opération de ?(3, C^)
sur (°(P).

On démontre que H^B, Cî>) opère comme un groupe
transitivement et simplement.

III. Sections holomorphes d'un espace fibre vectoriel analytique complexe
incluses dans une section méromorphe d'un espace fibre projecdf analy-
tique complexe P.

Soit (E, p) un couple associé à P;
F une section méromorphe de P;
7 une section holomorphe de E sur un ouvert U de B.
La section (T sera dite incluse dans F par p si :

„ . r p (soit Œ ( x ) = 0Vx régulier pour 1, ^ . v , , r»/ x . / \ / n6 A ' (soit po(r(a;) == F{x) si a(x) ̂  0

où r(x) désigne la valeur — bien déterminée — de F au point
régulier x.

Il est aisé de voir que la donnée d'une section holomorphe
non identiquement nulle de E définit, par p, une section
méromorphe unique de P où elle soit incluse.

Inversement, peut-on, étant donné une section F méromor-
phe de P, trouver un couple (E, p) associé à P tel que E possède
une section holomophe, o-, définissant, par p, la section F?
La réponse — qui n'est pas immédiate à l'établir — est affir-
mative : il existe un tel couple. De plus, tous les couples asso-
ciés à P possédant cette propriété sont isomorphes et l'on peut
associer à F, de façon canonique^ un couple (E(F), p(F)) et
une section holomorphe s(F) de E(F) définissant F par p.

Les couples associés à P étant classés, on en déduira une
classification des sections méromorphes de P. Dans le cas où la
base B de P est compacte, nous pourrons d'une part étudier
la structure d'une classe de sections méromorphes de P et,
d'autre part, munir l'ensemble des classes d'une structure
ordonnée.
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1. Étude locale.
Tout x e B admet un voisinage V{x) au dessus duquel

Pv(a;) soit isomorphe au produit B X ?(€") : soit 0 un isomor-
phisme B X P(C") -> P ; (B X C71, 0 o ̂ ) est un couple associé
àPv<.).

Pour simplifier les notations, nous allons supposer, pour
cette étude locale, que P == B X P(C71).

THÉORÈME 2. — Soit F une section méromorphe de
P == B X P^1). Vo;<=B, 3V(x) — voisinage de x dans B
et 3 s — section holomorphe de B X C" au-dessus de V{x) telle
que :

1°) s soit incluse dans F au-dessus de U(.r).
2°) Va — section holomorphe de E incluse dans F au-dessus

de V c V{x) —
Va;' e V,
cr(a/) = 4r') x h{x')

où h est une fonction holomorphe sur V.

Démonstration. — F est défini par (n — 1) fonctions méro-
morphes sur B (cf I) :

^=^...,x,)

V.reB, chacune ce ces fonctions, étant définie sur un voisi-
nage de x par le quotient de deux fonctions holomorphes,
définit sur B un diviseur D( et nous allons utiliser le fait que
sur une variété complexe le groupe des diviseurs est réticulé.

Notons :
D, == D^ - Dr

où D^ et D^~ sont les plus petits diviseurs positifs dont D( soit
la différence.

Posons :

D,==JDr
DÎ.==b 2+D^==2, . . . ,n)
D ==P.G.C.D. D;.(i= 1, . . . ,n )

L'on a : Di — D > 0
D, + Di — D > 0
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DI — D est donc défini au voisinage de x par une fonction
holomorphe, <p, non identiquement nulle. Les équations :

yi = y, 2/2 = y x ^2, • • -, yn = y x ^n
définissent au voisinage de x une section holomorphe de E,
5, qui a les propriétés énoncés plus haut.

Une section holomorphe, s, de P X C" jouissant, au dessus
d'un ouvert U de B, de la propriété 2°) du Théorème sera dite
génératrice pour F au dessus de U. Plus généralement si (E, p)
est un couple associé à un espace fibre projectif P nous dirons
qu'une section holomorphe, s, de E est génératrice par p pour
une section méromorphe F de P au dessus d'un ouvert U de
B si:

V(T incluse dans F au dessus de V c U, Œ == s X h où h est
une fonction holomorphe sur V.

Le théorème énoncé plus haut établit l'existence, dans le
cas où P == B X P(C71), pour tout a;eB, d'un voisinage U
de x et d'une section de B X C71 génératrice pour F au dessus
de U. Ce résultat étant local, il vaut aussi dans le cas où P
est un espace fibre projectif analytique complexe quelconque;
l'on peut aussi, dans l'énoncé du théorème remplacer B X C"
par n'importe quel espace fibre vectoriel analytique complexe
muni d'une projection admissible, p, sur P : il faut alors
remplacer « incluse » par « incluse par p ».

On établit aisément les propriétés énoncés ci-dessous des
sections de E génératrices pour F par p — ( E , p) étant un
couple associé à P et F une section méromorphile de P.

gi) Soit s une section de E génératrice pour F par p. Si
s{x) est nul, alors, quel que soit a", section holomorphe de E
incluse dans F par p au-dessus d'un voisinage de x, cr(^) est nul.

g^) Soit a une section holomorphe de E incluse dans F
par p au-dessus d'un ouvert U de B, a; un point de U. Si (jÇx)
n'est pas nul, Œ est génératrice pour F par p au voisinage de rc.

go) Un point x de B est singulier pour F si et seulement
si il existe une section de E génératrice pour F par p nulle en
ce point.

On en déduit la proposition suivante :

PROPOSITION. — Les sections de E génératrices pour F sont
les sections holomorphes de E incluses dans F et dont V ensemble
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des zéros coïncide avec V ensemble des points singuliers de F —
ensemble qui est de codimension analytique supérieure ou égale
à deux.

2. Étude globale: théorème d'existence.
Nous appellerons triple associé à (P, F) — F étant une

section méromorphe de l'espace fibre analytique complexe
projectif P — tout triple (E, s, p) où (E, p) est un couple
associé à P et s une section génératrice pour F par p.

Nous allons établir le

THÉORÈME 3. — Étant donné (P, F) {cf ci-dessus), il existe
un triple (E(T), s(F), p(F)) canoniquement associé à (P, F).

D'où il résulte :

COROLLAIRE. — Si P possède une section méromorphe, il
existe un couple associé à P.

Pour établir le théorème d'existence, on procède de la façon
suivante :

a) On définit les isomorphismes de triples

(E, s, p) -> (E', s\ p')

par un isomorphisme de couples :

tel que :
(E, p) ̂  (E', p')

^ o s == 5'

b) On démontre que si, au-dessus d'un ouvert U de B il
existe deux triples associés à (Pu, Fu) — Pu et Fu désignant
les restrictions à U de P et de F — il existe un isomorphisme
unique entre ces triples.

c) L'étude locale faite plus haut permet d'affirmer l'exis-
tence locale de triples associés à (P, F) : tout x e B admet
un voisinage assez petit, U, pour que Pu soit isomorphe à
U X P(C71). U X C71 est muni d'une projection admissible, p,
sur Pu. D'après le théorème 2, x possède, dans U, un voisinage
U' assez petit pour qu'il existe une section de U X C", s,
génératrice pour Fu', par p. (U' X C", s, p) est un triple associé
à (Pu', Fu-).



140 F. BENZÉCRI-LE BOY

d) Globalement, si l'on s'attache seulement à montrer
l'existence d'un triple associé à (P, F), sans souci de canonicité,
il suffit de considérer un recouvrement de B par des ouverts U,
tels qu'il existe, pour chaque i, un triple (U, X C71, ^, p;).

Sur U( n Vj il existe un isomorphisme g11 (cf b) unique :

(U, n U, X C71, ^nu^, p,) -^ (U, n Uy X C", ^u/n^., py)

L'unicité de g^ pour tout couple (i, /) entraîne que quels
que soient i, /, /c, l'on a, sur U, n Vj n U^ :

g^o^=^.

Par suite, les gsi définissent sur l'espace somme 2 U» X C"
une relation d'équivalence R; S H X (P/R est un espace
fibre vectoriel analytique complexe muni d'une projection
admissible, p, et d'une section holomorphe, 5, qui, restreintes à
U(, coïncident respectivement avec p^ et ^. La section s est
génératrice pour F par p.

c) Pour construire canoniquement (E(F), ^(F), p(F)), il faut
considérer tous les triples de la forme (U X C71, s, p); ils for-
ment un faisceau d'ensembles, U, GL(n, C)^-principal — où
GL{n, C)^ désigne le faisceau de groupes des applications
analytiques des ouverts de B dans le groupe des automor-
phismes de C" — i.e :

I i) Tout xeB admet un voisinage, U(rc) tel que U{V(x))
i soit non vide.

ii) Quel que soit U — ouvert de B tel que ^(U) soit
non vide, GL(n, C)(o(U) opère sur U(V) de la façon suivante.
^ Soit (U X C71, 5, p^^U) et geGL(n, C),(U); notons
g l'automorphisme de U X C" muni de sa structure d'es-
pace fibre analytique complexe de base U :

Vx e U, Vz e C", g : (x, z) -^ (x, g{x)z)
On pose :

g(U X C71, s, p) = (U X C", go s, p o g~i)

iii) L'opération définie en ii) est simple et transitive.

Notons U l'espace étalé de germes associé au faisceau U,
&s le groupe des germes en x e B d'applications analytiques



CLASSIFICATION DES CHAMPS MÉROMOBPHES 141

de B dans le groupe des automorphismes de C" valant
l'identité en x : ê^ est un sous-groupe invariant de GL(n, C)^
— groupe des germes en x d'applications de B dans le groupe
des automorphismes de C71. Up étant un espace simplement
homogène de GL(n, C)^, 8^ définit sur U^ une relation d'équi-
valence, notée (ê^).

L'ensemble E(r) est l'ensemble :

UW^a?eB

On démontre qu'il existe sur E(F) une unique structure
d'espace fibre vectoriel analytique complexe telle que l'espace
étalé correspondant des germes de sections holomorphes soit
isomorphe à U.

Notons : T = I J ^(U) — où 0(B) est l'ensemble des
ouverts de B; ueO(B)

V ( e T , t=(V{t) X C71, s(t), p(^));
V (, (' e T, gf l'unique élément de GL(n, C)^(U(<) n U(t'))

faisant passer de ( à (' au-dessus de U(() n U(<').
L'ensemble E(r) est alors le quotient de l'ensemble :

{{t, x, y)\ ^T, x^V{t), y^^}

par la relation 81 :

(<, ̂  y) ~ (t\ ^\ 2/') -̂  ^ = x9 ; gÏ(x)y = y ' .

Les cartes de B X C71 sur E(F) définissant la structure
fibrée analytique complexe de E(r) sont les :

(< ) : u(<) x c" -> E(r)
(^ y) -^ ^ x, y)

et les changements de cartes sont les gf.
La projection p(F) et la section s{F) se définissent facilement

par la condition de rendre, pour tout t e T, commutatifs les
diagrammes :

u(<) x c" Jo- E(r) u(<) x c" -^ E(r)
\ / \ /

P(() P P(r) s(t) U(() s{F)
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IV. Classification des sections méromorphes de P dans le cas
où la base B est compacte.

A F nous avons associé canoniquement un triple
(E(F), 5(F), p(F), donc un couple (E(F), ?(?)); ce couple a une
classe, À*, dans Ê(P) (cf II)e; k sera aussi la classe de F.

Nous allons définir :
a) Pour l'ensemble des sections d'une même classe k un

espace projectif ambiant P(/c) dont il est un ouvert de Zariski
(i. e. le complémentaire d'une variété algébrique).

b) Sur l'ensemble des classes, une structure ordonnée
(dérivant de celle de ?(8, C^).

Soit k une classe de sections méromorphes de P. Pour tout
couple (E, p) associé à P de classe k, désignons par : S(E)
l'espace vectoriel des sections holomorphes de E (B étant
compact, S(E) est de dimension finie) P(S(E)) l'espace projec-
tif associé à S(E).

Si, (E, p), (E7, p') sont deux couples associés à P de classe A*,
ils sont isomorphes. De ce que B est compact, il résulte que
l'ensemble de tous les isomorphismes (E, p) -> (E', p') est
un espace homogène de C*; cet espace d'isomorphismes
définit donc un isomorphisme unique de P(S(E)) sur P(S(E')).
(E, p), (E', p') décrivant /c, l'ensemble des isomorphismes
P(S(E))-^P(S(E')) correspondants définit sur (J P(S(E)) une

(E.^efc
relation d'équivalence. Le quotient de 1 J P(S(E)) par cette

(E.F)efc
relation est l'espace projectif P(k) (isomorphe à P(S(E)) pour
tout (E, p) e/c).

Nous allons utiliser la

PROPOSITION. — Soit F une section méromorphe de P dont la
base B est compacte; (E, p) un couple associé à P.

Si E possède une section globale, 5, génératrice pour F par p,
toute section, o-, holomorphe, de E incluse dans F par p et non
identiquement nulle est génératrice pour F par p et s'écrit
\s où XeC*.

En effet, Œ == hs où h est une fonction holomorphe sur B.
B étant compact, h est constant sur B.
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Considérons le diagramme
JM(P)

{ k } -itt M(P)
\ /

ï]p P(S(E)) yp

où ik^ désigne l'ensemble des sections méromorphes de classe
k;

M(P) l'ensemble de toutes les sections méromorphes de P;
(E, p) un couple de classe /c$
I^P l'inclusion de { k } dans M(P);
Y)p l'application ainsi définie :
Soit F e ^ / c j ; (E, p), étant de classe k, est isomorphe à

(E(F), p(r)) ; donc E possède une section génératrice pour
F par p, 5, et toutes les sections de E incluses dans F par p
lui sont homothétiques de rapport non nul (cf. la proposition
ci-dessus) ; ces sections incluses dans F par p (qui sont aussi
génératrices) définissent donc un élément unique, ^(F), de
P(S(E));

YO l'application ainsi définie :
Soit r feP(S(E)) ; TC désignant la projection canonique de

S(E) sur P(S)E)), ^(d) est constitué, dans S(E), par des
sections holomorphes de E toutes homothétiques entre elles :
elles définissent, par p, une même section méromorphe de P
où elles soient incluses : yc(^)-

On démontre que ce diagramme est commutatif; par suite,
yjp est injective.

D'autre part, soit rfeP(S(E)). Les éléments de ir'1^) sont
des sections de E se déduisant les unes des autres par multi-
plication par un nombre complexe non nul : elles ont donc
le même ensemble de zéros, Z(rf). D'où une correspondance :

P(S(E)) -> B
d -» Z(d)

Soit CT e it"1^) ; Œ est incluse dans la section méromorphe
Yp(cf) qu'elle définit. Elle est génératrice pour cette section
méromorphe par p si et seulement si l'on a :

cod. Z{d) > 2
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Or, a est génératrice par p pour yp(^) si et seulement si
Yp(c0 e |^j. En effet, si o- est génératrice par p pour Yp(rf),
(E, Œ, p) est un triple associé à (P, Yp(^)). Mais à ^fy(d) est associé
canoniquement (E(yp(rf)), s(^^(d)), p(Yp(^)). Ces deux triples
sont isomorphes (cf Théorème 3, démonstration S)) et (E, p)
est isomorphe à E(-yp(rf)), p(Yp(<^))); Yp(^) est donc de classe k.
D'autre part, si Yp(^) est de classe k, toutes les sections holo-
morphes de E incluses dans Yp(^) par p sont génératrices.


