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MULTIPLICATEURS DE MIKHLIN
POUR UNE CLASSE PARTICULIERE
DE GROUPES NON-UNIMODULAIRES

par Sami MUSTAPHA

1. Introduction.

Soit G un groupe de Lie réel connexe et X = {X;, Xs,..., Xk} un
systeme de champs de vecteurs invariants & gauche sur G vérifiant la
condition de Hérmander (cf. [21]). Soit A = —3 X? le sous-laplacien
associé au systéme X. On note dg = d'g (resp. : d"g) la mesure de Haar
invariante & gauche (resp. : & droite) sur G et 6(g) = d'g/d"g la fonction
module sur G normalisée par §(e) = 1, oli e désigne I’élément identité
de G. Le sous-laplacien A définit un opérateur positif formellement auto-
adjoint sur L2(G, d"g) et si m est une fonction borélienne bornée sur [0, co],
Popérateur m(A) défini par

m(A) = /00o m(A)dEy,

A =/ AdE)
0

est la décomposition spectrale de A (cf. [22]), est borné sur L%(G, d"g).

On cherche des conditions sur m qui permettent d’assurer que 1’opéra-
teur m(A) soit aussi borné sur les espaces L? pour 1 < p < oo.

Mots-clés : Groupes de Lie — Multiplicateurs — Sous-laplaciens.
Classification math. : 22E25 — 22E30.
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Si le groupe G est & croissance polynomiale du volume (cf. [21]) on
montre qu’il suffit de contrdler un nombre suffisant de dérivées de m pour
assurer la bornitude de m(A) sur les espaces LP (cf. [10], [11], [5], [1]). Les
résultats obtenus sont du type Mikhlin-H6érmander (cf. [15]). Les problémes
ouverts dans cette direction concernent le nombre optimal de dérivées qu’il
faut pour assurer la bornitude du multiplicateur m. Dans [1] Alexopoulos
donne essentiellement comme nombre D/2+1/2+¢€, € > 0, D désignant la
croissance du volume du groupe. Le résultat [5] de Christ suggere D/2 + ¢,
comme dans le cas de R™. Les résultats plus récents de Miiller-Stein et
Hebisch montrent que dans certains cas ce nombre dépend de la dimension

topologique du groupe et non de son indice de croissance du volume (cf.
[17], [13)).

Pour un groupe de Lie G la non trivialité de la fonction module 6
entraine que G est a croissance exponentielle du volume et ne constitue par
conséquent pas un espace de type homogene (cf. [8]). C’est ce qui explique
la difficulté de ’analyse sur de tels groupes.

L’idée généralement admise, dans le contexte de la croissance expo-
nentielle du volume, était qu’il fallait imposer sur m une condition d’ho-
lomorphie pour assurer la bornitude de m(A) sur les espaces LP (cf. par
exemple Taylor [19], pour le méme probléme dans le cas des variétés rieman-
niennes & courbure de Ricci minorée). Dans le cas des espaces symétriques
cette condition d’holomorphie est méme nécessaire (cf. Anker-Lohoué [3],
Clerc-Stein [7]). Cependant Cowling et al ont obtenu, dans [9], pour un
groupe d’Iwasawa NA associé & un groupe réel semi-simple et pour un
laplacien distingué sur ce groupe, un théoreme des multiplicateurs sans
imposer de condition d’holomorphie sur m. Un résultat précédent dans ce
sens a été obtenu par Hebisch dans [12]. L’analyse du laplacien considéré

dans ces deux cas repose sur l'utilisation de I’espace symétrique associé a
NA.

Le méme type de résultat a été établi par 'auteur (cf. [18]) et F.
Astengo (cf. [2]) dans le cas des extensions solubles des H-groupes. Il
s’agit d’une classe de groupes de Lie non unimodulaires qui généralisent
les groupes N A associés aux espaces symétriques de rang 1.

Plus récemment Hebisch (cf. [14]) et Christ et Miiller (cf. [6]) ont
donné deux exemples de groupes résolubles & croissance exponentielle du
volume et unimodulaires avec des multiplicateurs différentiables pour le
premier et analytiques pour le second. D’une maniére plus précise, Hebisch
montre que pour le groupe produit semi-direct G = R? X R ou action
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est définie par (z,y) — (e'z,e7ty), (z, y) € R% t € R et pour le
laplacien invariant a gauche sur G, il suffit que m soit & support compact et
appartienne & et appartienne ’erateur m(A) borné sur les espaces LP(G).
Christ et Miiller montrent que pour le produit semi-direct G = H,AR
ou H,, est le groupe de Heisenberg de dimension 2n + 1 et ou l'action
est définie par (z,y,z) — (e'z,e 'y, 2), (z,y,2) € Hy, t € R et pour le
laplacien (ou sous-laplacien) invariant & gauche sur G, le mutiplicateur m
doit étre analytique.

L’idée de départ de ce travail a été de considérer, en contraste avec
I’exemple de Christ et Miiller, le cas du produit semi-direct G = H, AR
ot 'action est définie par (z,y,2) — (e'z,ety,e?z2), (z,y,2) € Hy,
t € R et d’examiner pour ce groupe non-unimodulaire le probléeme des
multiplicateurs pour le sous-laplacien (pour le laplacien le résultat est
déja contenu dans le théoréme obtenu pour les extensions solubles des H-
groupes). On montre que pour cette action le calcul fonctionnel est alors
différentiable.

C’est cette situation que nous généralisons ci-dessous. Nous obtenons
un théoreme des multiplicateurs avec une hypothese de différentiabilité
pour tous les groupes produits semi-direct d’un groupe nilpotent stratifié
et de R et pour les sous-laplaciens invariants & gauche naturels sur ces
groupes.

2. Enoncé des résultats.

Soit N une algebre de Lie réelle nilpotente stratifiée de rang r et
soit N le groupe de Lie simplement connexe qui lui correspond. Rappelons
qu'’il existe Vi,...V;., r sous-espaces vectoriels de NV tels que N se décompose
comme somme directe

N=VieVs..eV,
avec [V1,V;] C Vig, j=1,...,r =1, [V1,V;] = 0 et V] engendrant ’algébre
N.Pourv=v; ®va®.. v, €N et z€R on définit
0,(w) =e’v & vy @ ... D e v,
On note G le produit semi-direct NAR associé & cette action. Etant une
extension résoluble de N, le groupe G est lui-méme résoluble. On identifie

N & son algebre de Lie par I'application exponentielle. Le produit de deux
éléments de G est donné par

(u, 2) (v, 2') = (0.0, (u), 2z + 2'),
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pour tout (u, z), (u/,2') € G. Soient ey, ..., ey, € N, une base de V7. On note
X j»J =1,...,m les champs de vecteurs invariants & gauche de A" définis par
les vecteurs e; et on note X, j = 1, ...,m les champs de vecteurs invariants
a gauche dans G définis par ces vecteurs, i.e.

tej) _
X,f(g) = im T9ED=IE) g pe oo

5 0
I1 est facile de voir que X; = e*X;. Les champs X,...,Xm, -— engendrent
lalgebre de Lie du groupe G et vérifient par conséquent la condition de

Hormander. Notons

2 2 82 2 - 2 82
A=—<Xl+...+Xm+5;)=— 6z2 j+‘6—;§
Jj=1

le sous-laplacien invariant & gauche sur G associé aux champs X;,..., X,
0
&.

Le groupe G est non unimodulaire et la mesure de Haar invariante a
droite sur G est donnée par d"g = dndz g = (n, z) ol dn est la mesure de
Haar sur N et dz la mesure de Lebesgue sur R.

L’opérateur A posséde une extension auto-adjointe positive sur
L?(G,d"g) et si m est une fonction borélienne bornée sur [0, co[, ’opérateur
m(A) est borné sur L?(G,d"g).

THEOREME 1. — Soient G et A comme ci-dessus. Alors, pour toute
fonction m & support compact dans [0,00( et appartenant & ’espace de
Sobolev H**<(R), € > 0, 'opérateur m(A) est borné sur L?(G,d"g), pour
1<p<oo.

Notons ¢; le noyau de la chaleur associé au semi-groupe T; =
, t>0,ie. ¢ est donné par

T,f(z) = /G be(y12) f(y)dy = /G o) flay )dy, f € CF(G).

Le théoréme 1 est une conséquence du théoréme suivant :

e—tA

THEOREME 2. — Les notations étant comme plus haut, il existe une
constante C' > 0 telle que pour tout t > 0 et pour tout s € R

72 s\ ¥/?
|ttisllLrcarg) < C (1 + \/Z) exp (E) (1 + |T|) .

COROLLAIRE 1. — Il existe une constante C > 0 telle que
Y 2
lp1+isllLr(a,argy < C(1+ Is)*?, s eR.
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Pour déduire le théoréme 1 du corollaire 1, posons f(A) = m(A)e*;
ce qui donne (par la formule d’inversion de Fourier) :

m(3) = (2m)7" [ f(e)ae.

D’ou1 'on déduit (par le théoréme spectral)

m(A) = (2m)~* / f(€)e 1102,

Si on désigne par k,, le noyau associé & m(A), i.e. le noyau défini par

m()1@)= [ knly™2) Wy [ Ens D)WWy, £ € CF(E),
e e
on peut alors estimer
lm(A)|zr (G drg)— L1 (G,drg)

par

Il (Gargy < C / FONSaie o
<c / 1FOI(1+ €)%/2de < oo

des que m € H?*<. 1l suffit ensuite de procéder par interpolation et dualité
pour déduire le théoreme 1.

Pour voir que l'indice 3/2 est optimal dans le corollaire 1, observons
que dans le cas oit G est le produit semi-direct G = R2AR le noyau ¢; est
donné par (cf. [4]) :

e~? r r?
99) = @372 simn(r) P (‘ 47)

—Z

ot g = ((z,¥);2), (z,y) € R%, 2 € R, cosh(r) = cosh(z) + ¢ (1'2 + y2).
D’ou
e~ ? r r?
I$1+4s(9)] = (4 (1 + is))3/2 sinh(r) P <— 41 + 32))
e ? U r2
1+ [s))?72 sinh(r) P\ 7 401 + s2)
(148232 1 r2
€ : exp| — ———
(1 + [s])3/2 sinh(r) (1 + s2)3/2 4(1+ s?)

~ (14 [3)%% $1442(9).

Ce qui entraine que

145 (9) 1 21(G,amg) ~ (1 + [s])*/2.
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3. Preuve du théoréme 2.

Notons Z(t) = (n(t),2(t)), t > 0, n(t) € N, 2(t) € R, la diffusion

associée au semi-groupe (Tt),,. Observons que la projection de la diffusion
2

de A sur R est la diffusion de générateur ——— et que z(t) est par

conséquent le brownien unidimensionnel standard. Notons H;(n) = H(n,t)
la solution fondamentale de I’équation de la chaleur sur NV associée au sous-

1_ -~
laplacien §EXJ2. Pour calculer le noyau ¢:(g) = ¢¢(n, 2), g = (n,2) € G,
il suffit de conditionner sur toutes les trajectoires z(s) démarrant en 0 et

aboutissant en z au temps t et d’effectuer le changement de temps. Ce qui
donne :

P.[Z(t) € dg] = ¢¢(9)d"g = ¢¢(n, z)dndz
= Py[z(t) € dz]E [H (n, /Ot e2z(s)ds> //z(t) = z] dn,

ou E[. //2(t) = 2] est l'espérance conditionnelle avec z(t) = z. L’idée de

conditionner par les trajectoires z(s) pour exprimer & ’aide d’une espérance

le noyau ¢:(.) est issue de [20] ol on peut voir le rdle que jouent les
t

fonctionnelles browniennes / ¢*(*)ds dans les estimations centrales de ¢;.

0
Il s’avere que ces fonctionnelles browniennes jouent un réle important en
mathématiques financiéres (cf. [23]). Notons

at(z,u)du =Py [/t e#*C)ds € du//z(t) = z] .

0
On peut alors écrire

¢t(n, 2) = —\/i—Tt exp (— Z—j) /000 Hy(n)a(z,u)du.

Nous allons maintenant utiliser I’expression de a:(z,u) donnée dans [23)].
D’apres [23], on a

! ex (—i)a(z u)
/_47Tt P At t\<

e* 1 1 2
- W =3 €XP (— % (1 + e2z)> exp <E>wez/"(t)

ou Yr(t), r >0, t > 0 est définie par

'wr(t) - /Ooo €Xp <— Z—i) exp (= cosh(y)) sinh(y) sin (712%) w.
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( 4t )/ Ha(r) g exp (‘% 1+ ezz)) ez ju(t)du.

Effectuons dans cette intégrale le changement de variable u = wve*. On
obtient alors

1 2\ [ 1 1
m2) = —mexp () [ e exp (= cosh(a) )y 0

et donc
¢e(n, 2) = \/% exp (%;) /000 Hyex (n)vi2 exp (—% cosh(z))
X </0°° exp <—%) exp (—% cosh(y)) sinh(y) sin ( ) dy) dv.

On peut ainsi écrire

o= g () [ [t
exp (—% (cosh(z) + cosh(y))) exp ( Zi) sinh(y) sin ( ) dydv.

On peut, dans cette formule, complexifier le temps et déduire pour tout
t >0, s € R, 'estimation :

|pe+is(n, 2)] ﬁC\/l%ls'exp (4(t2ﬂ_2:32)> /000 /0°° Hye:(n)
%exp (—% (cosh(z) + cosh(y))) exp (——L)

4(t2 + s2)
|s|my Y
exp (2(t2 ) eYdydv.

Estimons maintenant la norme L'(G,d"g) de ¢¢1is. On a

| pt+isllLr(G,drg) =//|¢t+is(n72)|dnd2,

d’ol, d’aprés 'estimation préce’dente :
2
Tt
)|dndz < C R
// |pt4is(n, 2)|dndz |s| (4(t2+s2))

/ / ( / Hoye- n)dn) — exp (—l(cosh( ) + cosh(y )))

exp ( m) exp (%) e¥dydvdz.

D’ou

¢t( )
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En utilisant le fait que / H,e:(n)dn = 1 et en intégrant en v on peut alors

estimer le premier membre de I'inégalité ci-dessus par

exp 4(t +82 / / ot
Vit s| cosh(z) +cosh(y) P D)

X exp (2(22| Y )> eYdydz.

Mais

> 1 bt 1
dz <2 —_—
/0 cosh(z) + cosh(y) “= /0 exp(z) + exp(y)

et en effectuant le changement de variable e = u, on voit que

= 1 _ o du C
/0 exp(z) + exp(y) _/; (u+ey) = ( +9)-

On a par conséquent

%¢
exp (i) > ty”
lbesiellzrcarg < C___s_/ (14+y)exp (__y_)
0

S+ 8| 42 + 57)

|s|my
X exp (m dy 5

et donc
exe (%) s :
4t s ty
; ry < Ol 1 L ———_\dy.
I¢esssllzi.arg < C t+|s|/o (4l + 3 )eXp( 4(t2+52)) Y
D’ou

1 1
pt+isllLr(c,arg) < C (; + ﬁ/_z) exp ( ) (t+1s))*>.

Ce qui acheve la preuve du théoréme 2.
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