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LES LOIS DE CONSERVATION
par Howard OSBORN.

(University of Illinois.)

Soient K un anneau de germes des fonctions holomorphes
réelles, & le K-module des formes différentielles a coeflicients
dans K, et h un endomorphisme de &; peut-on trouver des
formes exactes 6 dont les images hb soient également exactes ?
Ce probléme provient d’une question classique: exprimer
certains systémes d’équations aux dérivées partielles dans des
formes des systémes des lois de conservation au sens des phy-
siciens (voir [1]); on dit donc qu’une telle forme 6 e & est une
loi de conservation par rapport @ h. Nous considérons d’abord
une classe étroite d’endomorphismes h dont les résultats nous
améneront plus tard & des conclusions semblables pour la
classe plus large des endomorphismes h tels que la torsion
[h, h] de Nijenhuis s’annule.

§ 1. Le cas constant.

Supposons d’abord I'existence d’un systéme de coordonnées
tr.(z° ..., ") tel que h puisse se représenter par une matrice
() de fonctions constantes par rapport a la base (da*, . .., d2”)
de &, 'image de Ada’ étant Ahide’. On considére (z° ..., 2%
comme base des formes linéaires sur un espace vectoriel
réel V a n -4 1 dimensions, (dz° ..., dz") étant la base iso-
morphe des formes linéaires sur un espace vectoriel W, et

d , <L , . .
W* <— V* étant I'application transposée de I'isomorphisme
d
W — V.
Evidemment toute forme Adz' dont les A; sont eux-mémes
des fonctions constantes est une loi de conservation par rapport
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a un tel h, mais il en existe d’autres dont les A; appartiennent
a K. Le résultat le plus général a cet égard dépend de la décom-
position de h en ses parties cycliques (voir[1] et [2]), mais nous
ne considérons ici que le cas ot h lui-méme est cyclique;
autrement dit, si H représente I’algébre commutative engendrée
par h et I'identité nous supposons ’existence d’une génératrice
X,eW telle que X H= W. Ceci est le cas le plus simple
et d’ailleurs le cas le plus important; on obtient les résultats
les plus généraux par les mémes méthodes.

Lemume 1.1. — Pour tout endomorphisme cyclique h il existe

un isomorphisme W o | gel que X (Xn) = X pourtout X e W,
W et H étant considérés comme H-modules.

Démonstration. — Puisque h est cyclique il existe au moins
un qeH tel que X, gq= X, et puisque X,q =0 entraine
Wqg=XHqg=XqgH=0, dot g=0, il s’ensuit qu’on
obtient un monomorphisme W-2-H sur le corps réel tel que
X,(Xn) = X; d’ailleurs, pour tout qeH et XeW on a

Xq = X, (Xn)q = X, q(Xn) = X ((X,g)n)(Xn)

d’ou q = (X_q)n, et donc il s’ensuit que N est un isomorphisme
sur le corps réel a 'inverse qgn~* = X_q. Afin de prouver que n
est un homomorphisme sur H notons pour tout X'e W que

X'(Xgm = X, (X'1)(Xg)n = X (XgnXn = Xq(X'n)
= X(X'n)q = X, (Xn)(X'n)q = X, (XM)(Xn)q
= X'(Xn)gq,

c’est-a-dire que (Xq)n = (Xn)q pour tout X e W et ge H.
1
Notons que I'isomorphisme v-_m composé de vi-w

et de W —> H munit V de la structure d’une algébre commu-
tative sur le corps réel. Donc en utilisant le rayon spectral
de H on obtient une pseudo-norme sur V, c’est-a-dire, une
application ¢ de V dans les nombres non-négatifs telle que
5(Q + Q') £ 5(Q) + o(Q’) et 5(tQ) = [t|s(Q). Pour tout e >0
I'ensemble § Q|s(Q) < &} est donc un ouvert de V au sens usuel,
ce qui nous permet d’énoncer le résultat suivant, ou Q, = X d
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et ou le domaine de convergence d’une série est I’ensemble
ouvert le plus grand ou la série converge:

Tatorime 1.2. — Sotent h un endomorphisme cyclique de
W sur le corps réel et 6,, 0, 0,, ... une suite d’éléments de W*
dont € >0 est le rayon de convergence de la série Xit"0,. Alors
il existe une seule lot de conservation § par rapport a h telle que
0(tQ,) = Xt*6,, et ses valeurs 0(Q) se donnent par la série %(Q%),
d domaine de convergence {Q|o(Q) < e}; d’ailleurs, 0 est une
loi de conservation par rapport & tout élément de H.

La démonstration du 1.2 dépend des lemmes qui suivent.
Soient ¥V I'algébre symétrique engendrée par V sur le corps
réel, ¥V son sous-espace des éléments de degré p, (97V)*
Pespace vectoriel des formes linéaires sur 9PV, et (%°V)*
Pespace vectoriel des fonctions polyndmes sur V de degré p.
Alors la méthode la plus efficace pour prouver le théoréme
consiste en l'utilisation de I'isomorphisme (QPV)*J—(QPV)*
donné par les formules

Cf(Q)=%<Q QP

<Q1 QY <;,17> C—1F>
= ¥

Bto s 0p=0,1
ou fe(9PV)* et Fe (4PV)*. Si AW est lalgébre extérieure
engendrée par W, & sous-espace APW des éléments de degré g,

on pose aP? = (PP'V® A'W)* et @ = 3 aP?; en munissant
. . ; PaZ0 . .
@ du produit évident on obtient donc une algébre isomorphe

a Palgébre des formes différentielles a coefficients polynémes.
Afin de définir la dérivation extérieure dans @ on définit

d’abord une dérivation QPV ® QW A RPHV ® QW dont
d* = 0 par la formule habituelle
(A®(X,® - ®X,))d

= S 1)(A®Xd) ®(Xe® - ®Ri® - X,),

i=o0

_1)p+8.+-~~+8,F<31Q1 4+ o 4 Spr)a

et 'on vérifie facilement que I’application transposée

(@PV ® ®q+lw)* .<d_ (®P+1V ® ®4W)*
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. . . . d d
induit une application @r?tl <— @17 telle que a<—a
est isomorphe a la dérivation extérieure usuelle.

Muni de cette description du calcul extérieur a coeflicients

polyndmes, on peut définir une application Vo W 2 pvew
en posant (A® X)h = A ® Xh, dont Papplication transposée

h \ .
arl <— @l représente l’endomorphisme h de & Notons

par V-~V Papplication d—hd induite par h, et pour tout
fe(®?PV)* définissons hf e (®7P1V)* par la formule

<Q0®"’®Qp7 hf>=<Q0®"'®Qph7 f>

Si f et hf sont tous les deux symétriques on peut les regarder
par abus de langage comme éléments de 9?*1V; dans ce cas f
s’appelle une h-fonction de degré p 4 1. Grace au lemme de
Poincaré on peut toujours identifier les formes fermées a
coefficients polyndémes aux formes exactes a coefficients
polynémes; donc, on peut poser le probleme des lois de conser-
vation par rapport a4 h dans la maniére suivante : étant donné

Pendomorphisme a"'1<h—ap'1, trouver les f e aPtl'® telles que
dhdf = 0. La loi de conservation associée a f sera d(f, mais
par abus de langage df s’appelera une loi de conservation (3
coefficients dans ar?).

Lemme 1.3. — Pour que df € a?! soit une loi de conservation
par rapport a h il faut et il suffit que f € aP+'? soit une h-fonction.

Démonstration.
(A®Qyd* A Qud72, dhdf)
= (AQy®Q,d, hdf) —(AQ,®Q,d ™, hdf)
= (AQ®Qd*h, df)—(AQ:®Qudh, df)
= <AQ0®Q1hd_l, df> - <AQ1®Qohd_1, df)
= <AQ0(Q1 h)7 f) - <AQ1(Q0h)’ f>

LemMmEe 1.4. — Pour que df € aP! soit une loi de conservation
par rapport a hil faut et il suffit que df soit une lov de conservation
par rapport & tout élément de H.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que A*f e a1 et
h*f e @+1° entrainent A*Hf e @?t10 et & ce propos il suffit
de montrer que A*f est symétrique comme élément de
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(®*PV)* dans ses deux derniéres variables, ce qui est évident
parce que A*f e @P*® implique
<Q0 e ® Qp—-l ® Qp’ hk+1f>
= <Q0® ®Q[)--IQZ’Qph’ hkf)
= (Qo® - ®Qh®Q, 4, h'f)
= (Qo® -+ ® Qh ® Qp sy h*f),

d’ou le résultat, h*If étant aussi dans a?*° par hypothése.

Rappelons la définition Q, = X,d et remarquons que si H
est ’algébre commutative d-*Hd engendrée par h et I'identité
sur V il s’ensuit que Q, est une génératrice de V isomorphe

a X, e W; d’ailleurs, il y a un isomorphisme v H pareil
a celui du 1.1 tel que Q,(Qn) = Q pour tout Q e V. Puisque

H est commutative on obtient donc une application linéaire

1 14
@rt?® <— V* donnée par la formule

<Qo- . 'Qpa TQJ) = <Q*(Qo"l) e (QPﬂ)? w)'

LemmE 1.5. — 1 est un isomorphisme de V* dans le sous-
espace des h-fonctions de ar+10,

Démonstration. — Evidemment © est monic, et 'image <z
est une h-fonction parce que

(Qo® ... 8 Q,, hrz)
(Qe®...®Q,, ®Quh,z)
(Q.(Qam) - - - (Qp-1)(Qph)M, %)
(Q,(Qon). - - (Qpn)k, =)
(QuQon)- - - (Qn), hz)

(Qo ... Q,Thz).

Pour prouver que 7 est épic notons pour une h-fonction quel-
conque f qu’on peut définir un élément v7'f € V* par la formule
(Q ) =(Q, ... Q, (Qn)f); en effet =(+7f) = f puisque

pour tout Q... Q, €91V on a

| I

[ O
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Lemme 1.6. — Sout 0,, 0;, 05, ... une suite d’éléments de
W* dont e > 0 est le rayon de convergence de la série Xt"),; alors
§Qlo(Q) < e} est le domaine de convergence de £(QE)",.

Démonstration. — On peut employer la forme canonique
de Jordan pour noter qu’il suffit de considérer le cas
M...0
Q@) =1 00...1])
00...2

sil’on pose

A
6,) =1 :
w=(7)

Phypothése entraine la convergence des séries
Xer6, ..., P03,
et puisque X(Q¥)?(0,)
SE0p + - - S
ZEON + - + B(2_,)0500

TG0
on obtient donc la convergence de £(Q%)?0, pour |A| <<e.

Démonstration du théoréme 1.2. — Les Lemmes 1.3 et 1.5

impliquent que dtd™ est un monomorphisme arl <— W
dans le sous-espace des lois de conservation par rapport a h,
a coefficients dans @a?®, et il s’ensuit pour tout 6, W* que
les valeurs de la loi de conservation 16, se donnent par la
formule
(Q ... Qo X, 10,) =((Xd)Q, ... Q, ©d710,) ‘

. = ((Xd)(Qum) - - - (Qn), d70,).
En particulier

((Xd)(Qn), d710,) = (X(QE), 6,) = (X, (QE)™,)
pour tout X e W, ce qui donne la seule loi de conservation a
coefficients dans (2PV)* telle que 0(Q,) =0, ses valeurs

étant données par 0(Q) = (Q%)?8,. On obtient donc une seule
loi de conservation ¥(Q%)?0, par rapport a h dont les valeurs
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a tQ, sont données par une somme finie %t*0,. Pour la donnée
d’une fonction holomorphe 2t"0,, a valeurs dans W*, remar-
quons que la convergence de X(Q%)P0, entraine la convergence
de dh X(Q%)?0, dans le méme domaine, et puisque toutes les
sommes partielles s’annulent il s’ensuit que dh %(Q%)"6, = 0.
La derniére partie du théoréme découle du Lemme 1.4 dans
la méme fagon.

Si I'on se donne une suite ¢, ¢;, ¢a, ... d’éléments de W*
dont ¢ > 0 est le rayon de convergence de XtPg,, on peut
définir une fonction holomorphe F sur le domaine

{Qla(Q) < &}
par la formule F(Q) = X(X,, (Q%)"¢,). Puisque
(X, dF(Q) = XX, p(Q3)" %y
pour tout XeW il s’ensuit que dF(Q) = Zp(Q%)* g, et

donc que dF est une loi de conservation; en effet, si
G(Q) = X(X,, (Q%)Phg,) on trouve h dF = dG.

En outre, il existe une génératrice z* de V* par rapport a
H et une suite Qp, Q, Q,, ... d’éléments de V telle que

(Qdqd, z*) =(X,, q9,)
pour tout qeH, ce qui nous permet d’écrire

F(Q) = XQ,(Qn), o*;

donc on peut regarder la fonction F comme ]a composée de
la fonction V—V donnée par Q = 2Q,(Qn) et la fonec-
tionnelle z*. Par exemple, si n+ 1 =2 et h2 +1 =0, les
fonctions V— V définies par une telle formule ne sont que
les fonctions holomorphes complexes, dont z* produit la
partie réelle; autrement dit, dans ce cas les lois de conserva-
tion sont les différentielles des fonctions harmoniques. Les
fonctions Q — XQ,(Qn)? feront le sujet d’une autre publi-
cation [5].

§ 2. Le cas [k, h] = 0.

Dans le cas précédent on a vu qu’une loi de conservation 0 par
rapport a h est une loi de conservation par rapport a tout élément
de H. Dans des cas plus généraux une telle conclusion sera
liée a la torsion [h, h] de Nijenhuis, que nous définissons ici.
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Soient # le K-module Homg (8, K) des champs de vecteurs,
L un champ de vecteurs quelconque, et L, la dérivée de Lie
définie par les formules habituelles

LF=LF, FeK
LM=[L, M], Me&.
On définit L% et Lh pour Be8 et he Homg (8, &) par la
formule de Leibniz:
LM, 6) = (LM, 6)+<M, L)
et L,h6 = (L h)6 4 hL,6.

Remarquons que dL, = L,d et que la formule

L{h, h] = (Lh),h— (L,h)h

définit une application g B2 Homg (%, ), appelée la torsion
de Nijenhuis. Evidemment [h, h] = 0 entraine

(Lh)lW = (L,J)h

pour tout i, j >0, et puisque L(M[h, h]) + M(L[h, h])=0 on
peut aussi considérer [h, h] comme une application & A gtlg

dont
LAM[h, h]=[Lh, Mh] — [Lh, M]Jh—[L, Mh]h 4 [L, M]h?.
En revanche, si 'on définit h¥, h® e Homg (6 A8, §\&) par

les formules
hY9Ae = hOAg + 0 Ahe et  h®0A¢=hiAhg,
on peut employer la relation
(LAM, db) 4 ([L, M], 6) = L(M, 6) — M(L, 6)

pour obtenir Iapplication 8 A8 228 transposée de FAF 22 ,

[h, h]6 = — h®db 4+ h®dhb — dh26, ce qui entraine le

Lemme 2.1. — St 0 est une lot de conservation par rapport
d un h tel que [h, h] = 0 il s’ensuit que les formes 0, h0, h*0, h®, ...
sont toutes exactes; réciproquement si h est un endomorphisme
cyclique a génératrice 0 telle que 0, h, ..., h**20 soient exactes,
il s’ensuit que [h, h] =0.
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Lemme 2.2. — Si [h, h] =0 on a (Lh').6 = L, (h'0) pour
tout L.e J et toute lov de conservation 9 par rapport a h.

Démonstration. — Puisqu’il existe F° F, F2, ... e K telles
que dF' = h, on peut calculer

(Lh"),F® = (Lhi, dF° = (L, h'dF%) = (L, dF*) = L,F",

d’ou
(LhY),dF® = d(Lh!) ,F® = dL F' = L dF' = L (h').

Afin d’obtenir la généralisation du Théoréme 1.2 nous
considérons la représentation d’une forme différentielle quel-
conque par une série de Taylor. Soit (2% ..., 2") un systéme
des coordonnées tel que 2°(P)= ... = 2*(P) = 0, et pour
tout Qe V soit Qd* le champ de vecteurs

Q) e o Q)

BQ S+ -+ Q)
Alors la formule classique de Taylor donne la représentation
F(Q) = Egii(Qd‘l)PF(P) d’une F quelconque de K, valable

pour Q suffisamment voisin de P. Remplacant Qd—! par sa
généralisation (Qd~),, on obtient donc la formule

w®=w2%@ﬁmm

pour toute 6 e&, ol 7 est le transport paralléle associé aux

0 0
bwo’ v s ey bxn

Arrivé & ce point, il faut imposer une condition désagréable
sur h, a savoir, I'existence d’une génératrice L. de F telle que
L, Lh, ..., Lh" se commutent. Dans ce cas il existe un sys-
téme de coordonnées (2° ..., z") tel que

22P)=... =2(P)=0 et que L=2, cey Lhr=_2,

‘ 02® Y
et on peut définir une application ¢ de V dans I'algébre H
engendrée sur les nombres réels par h et 'identité 1 en posant

Q¢ = X°(Q)1 4+ XYQh + --- + X*(Q)h*; on doit signaler
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que l’algébre H n’est pas nécessairement de dimension finie
sur le corps réel. Observons que LQ% = Qd%, ce qui nous
ameéne au résultat suivant:

Taktorkme 2.3. — Soit h un endomorphisme cyclique tel
que [h, h] = 0. Alors, s’il existe une générairice L de F par
rapport @ H telle que L, Lh, ..., Lh® se commutent, on peut
représenter n’importe quelle loi de conservation 0 par rapport

d@ h par la formule 6(Q) —TQL LP(QE) 0(p), valable dans

un votsinage de P.

Démonstration. — On doit montrer (Qd1)26 = Lp(Q%)?,
qui suit immédiatement du Lemme 2.2; en effet, puisque
L, Lh, ..., Lh® se commutent on a

(Lh%), ... (Lh%),6 = Lp(hit--+%0),
donc

(AL + -+ -+ ALRY)20 = Le(A A + --- + Ah%)P

pour n’importe quels nombres réels A, ..., A,.

Selon la représentation précédente on peut calculer 6 en
termes de ses dérivées LPO(P) dans une seule direction. En
fait, si 'on se donne une suite 0, 0,, 0,, ... d’éléments de
I'espace W* co-tangent 4 P telle que Xt"0, converge pour ¢t
suffisamment petit, 1l existe une seule loi1 de conservation 6
par rapport a h telle que Li6(P) = p!0,; nous laissons les
détails de coté. Remarquons que dans le cas constant on a
L,h = 0, donc L2(Q%)*6 = (Q%)PLIH; c’est-a-dire, on retrouve
la formule du Théoréme 1.2 (ou le transport paralléle était
implicite dans la définition de I’espace W).

On voudrait bien supprimer la condition de commutativité
dans le théoréme précédent. On a fait une premiére étape a
ce propos, a savoir, la représentation d’un champ de tenseurs
holomorphe par une série de Taylor par rapport & une
connexion quelconque V. Notons d’abord pour tout champ
de vecteurs L que le champ de vecteurs V définit une seule
dérivation de I’algébre tensorielle engendrée par § et y.

Lemme 2.4. — Sotent V une connezion affine dans un voist-
nage de P, exp lapplication exponentielle associée a V, 1x
le transport paralléle le long de la courbe géodésique qui lie P
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au point exp X, et XV le champ de vecteurs a valeurs ©y X aux
points exp Y; alors, pour n’tmporte quel champ de tenseurs
holomorphe © on a

; v A
O(exp X) =Tx2;;—! (Viv0)(P)

pour X suffisamment voisin de Uorigine de Uespace tangent W

a P.

Démonstration. — Voir [3] et [4].

En particulier, si O est une forme différentielle 0 €§ on
obtient une généralisation de la série de Taylor qui précéde
le Théoréme 2.3, et pour prouver ce théoréme sans la condition
de commutativité il ne reste qu’a trouver la bonne connexion V
associée a h telle que le Lemme 2.2 soit vérifié en remplagant
la dérivée L, de Lie par la dérivation V.
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