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ESSAIS DE GEOMETRIE RIEMANNIENNE
HYPERBOLIQUE GLOBALE — APPLICATIONS
A LA RELATIVITE GENERALE

par André AVEZ (Paris)

INTRODUCTION

On sait depuis Mach qu’il est naturel de limiter la généralité
des modéles d’univers en imposant & un espace-temps vide
des géodésiques rectilignes. Cela pose le probléme suivant:
une variété compléte a4 quatre dimensions, munie d’une
métrique hyperbolique normale a tenseur de Ricci nul est-elle
localement euclidienne? Dans une autre direction Lichnerowicz
et Aufenkamp ont montré que la présence effective d’énergie
interdisait & un espace-temps certaines propriétés globales.
D’ou le second probléme : Quelles sont les variétés complétes
a quatre dimensions, munies d’une métrique hyperbolique
normale dont le tenseur de Riceci est elliptique?

Ce sont les problémes précités qui ont servi de prétexte
au présent travail. La difficulté essentielle réside dans ’absence
de théorémes globaux en signature non elliptique. Cela explique
la division en chapitres correspondant a des techniques large-
ment autonomes.

Le chapitre premier élabore une méthode « d’elliptisation » des
problémes de signature quelconque. Elle permet de conclure
a la validité du principe de Mach sans autres hypothéses que la
compacité et la stationnarité. On construit aussi un modéle
d’univers stationnaire et compact, sans constante cosmolo-
gique, ce qui montre que l'existence de sections d’espace
globales est essentielle au théoréme d’Aufenkamp.
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Le chapitre 11 démontre ’analogue « temporel » du théoréme
de Hopf-Rinow, en métrique hyperbolique normale. La tech-
nique de Myers montre alors que tout espace-temps complet
dont la densité de matiére est supérieure & un nombre positif,
est fermé et homotope a zéro dans le temps. Dans une seconde
partie, des théorémes fins de J. Nash et C. B. Morrey permettent
de démontrer I'existence d’une section d’espace globale, maxi-
mum au sens du calcul des variations, sur tout espace-temps
périodique clos. En prenant cette variété comme support
des conditions initiales des équations d’Einstein, on en déduit
la validité du principe de Mach pour les espaces-temps pério-
diques clos. On montre du méme coup que ces espaces-temps
ne peuvent &tre a densité de matiére positive en ’absence de
constante cosmologique.

Le chapitre 1 tente 'extension aux métriques de signature
quelconque de la théorie de Hodge-de Rham. On y montre
les différences profondes avec le cas elliptique, et la nécessité
de distinguer deux types de décomposition au sens de Hodge.
De tels théorémes de décomposition permettent d’appliquer
les techmques de Bochner-Lichnerowicz.

Ce n’est pas par hasard que le nom du Professeur
Lichnerowicz apparait presqu’a chaque page de ce travail.
La plupart des notions utilisées et la plupart des théorémes
en signature elliptique lui sont dus. Je ne peux terminer sans
préciser que j’ai constamment bénéficié de ses critiques et de
ses conseils.



CHAPITRE PREMIER

METRIQUE ELLIPTIQUE ASSOCIEE
A UNE METRIQUE DONNEE

Dans ce chapitre nous montrons qu’on peut associer a toute
métrique g,g une famille de métriques elliptiques : soit hqg
P'une d’elles. Les propriétés géométriques relatives a g,z se
traduisent en termes de métriques h.g. Il apparait alors que
certains problémes sont des problémes elliptiques déguisés,
pour lesquels on dispose de théorémes classiques.

1. — Formules auxiliaires.

V, désignera toujours une variété & n dimensions de classe
C" (r > 1), munie de métriques de classe C™1. Soient gug
et h,g deux telles métriques nous affecterons du signe s les
éléments relatifs & Aqp.

Désignons par ['Jg et [J les symboles de Christoffel de
gsp €t h,g dans un méme atlas. On sait que:

Cos =pr__,[11

est un tenseur du troisieme ordre (voir par exemple : Eisenhart,
An introduction to differential geometry, p. 103). Evaluons-le au
point z de V,, en choisissant en ce point un systéme de coor-
données normales au sens de g,g. Puisque ['\*s = 0.

1 ;L)‘c(bahgp + bﬁhca - bchaﬁ),

CJ@ = 'Pa)‘p = 7

odt 7 est défini par
*
Whsy, = S
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Mais V,hog = d:he5, donc:
1 *
(1) Ca's =5 R(V sheg + Vghoa — Vshap).

Il est clair que C,*s ne s’annule que si Veheg = 0. Si g, est
un vecteur différentiable de V,, on a:

Vacpp = ba?ﬁ - ‘Pv[‘avﬁ
va?@ == 5&@ - q‘v[‘avﬁ

Par soustraction membre & membre, il en résulte:

(2) Vafs = Vagp — 3vCip-

Proposons-nous enfin, d’évaluer le tenseur de Ricci Rap
de hug, en fonction du tenseur de Ricci Reg de gpa-
En utlhsant le systéme de coordonnées normales déja
considéré :
R)\P‘ == ba[‘)\ap - 0)\[‘0_1!_,..

Mais %, = f‘kap — C%,, donc:
* *
Ry = 0.1% — 0, I'e% — 3,C5y 4 3,Cap.
Comme on a:
0 F)\ P- — b)\[‘ap. — R)\P' - ].‘a BP)\ﬂu. + P [‘p i

= Rw — C2gChy + CaPyCY,,
OVCKP = vyC)\ w
il en résulte:

(3) RM"‘ == R)\p_ + Vacw V)\C ap + C BCEF - Ca )\CBP‘

2. — Meétrique elliptique associée a2 une métrique donnée.

Supposons définie sur V, une métrique g,z de signature p,
c’est-a-dire telle que sa forme quadratique associée soit décom-
posable en une somme de p carrés negatifs et n-p carrés positifs.
D’ aprés Steenrod ([9], p. 206) il existe sur V, un champ reguher
et continu de (n-p)-plans

(4) 8ap = UaB -+ YaBs
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ol u,g est la métrique induite par g,g sur les (n-p)-plans,
vqp celle induite sur les p-plans. Il est clair que les métriques
Uqg €t — vop sont elliptiques et continues. Il en résulte que:

hag = Uag — vap

définit sur V, une métrique elliptique, réguliére et continue.
Nous allons préciser cette construction en nous restreignant
aux métriques hyperboliques normales, c’est-a-dire de signa-
ture (n —1) ().

Ici, le champ de (n-p)-plans sera un champ vectoriel ¢,.
Rappelons a ce propos qu’un vecteur X* sera dit orienté dans
le temps (ou temporel) si gu,X*XFP > 0, isotrope si

8upX?XP = 0,
orienté dans I'espace (ou spatial) si gugX*XF << 0. II est clair
que ¢, est temporel.

DerinttioN (1, I). — Soit ¢, un vecteur temporel, nous appe-
lons métrique associée d g.p par Uintermédiaire de v, la métrique :
hog = — 8ap + 2 vavp.

Comme il a été dit plus haut nous affecterons du signe =

les éléments relatifs a hgp.

Tatortmes (1, I). — Si 292 — 1 >0, le discriminant de
la métrique gog est > 0.
. . . b >
Démonstration. — Choisissons en ze V, un repére (z, ey)
> . « 4 . . >
orthogonal au sens de g,z et tel que e, soit colinéaire a ¢.

Posons g = dét (gqp) et h = Dét (hag), on a:

- gu_ 0
i:= — 8n—1, n—1
0 - gnn + 2(Vn)2
) _ 2000,
= (—1) .g.[1 o ]

(1) Certains de ces résultats ont été publiés dans une note (Voir [2]). Voir aussi
Lichnerowicz ([4], p. 16).



110 ANDRE AVEZ
Mais g,.8" =1, ¢* = g"™(v,)% donc:
h = (— 1)+ g. (2% —1).
Comme g est du signe de (— 1)*:

h=|g|.(2¢* — 1) > 0.

- > - . *
Remarquons que si ¢ est unitaire h = |g|.
A Tavenir nous supposerons toujours 2¢* — 1 > 0.

TatoremMe (2, 1).

pBor,

. 2
By — —— oftY
h g1 tas 1

Démonstration. — Si 3} sont les symboles de Kronecker,
on vérifie que:

20Bp1
haﬁ(”" g +2 2‘) . 1>= a5

La régularité de h, entraine le théoréme.

. . . > . . *
Si en particulier, ¢ est unitaire A*® = A*}. Dans ce cas, dans

tout repére : h = |g]- En effet:
Dét (hBt) = Dét(hfY) = Dét(h , g"g™)

= Dét(h,).Dét(g"F). Dét(g).
Dét(g") = g, donc: b = h. g 2.

Mais Det(sz) )
= lgl-

B
Comme h >0 }:

TatorkME (3, I). — La métrique hop est elliptique.

Démonstration. — Calculons la norme du vecteur arbitraire
Xeq. Posons X, = V.¢g 4 9% ou ¢, = 0.
* a 2
f#X,Xg =<-— R v“p?) X.Xs.

Mais
g X Xg = V2.0 + 0,9% 92X, = 2.V,
d’ou

2 V2
F*# X X = o e



ESSAIS DE GEOMETRIE RIEMANNIENNE HYPERBOLIQUE GLOBALE 111
Mais ¢%, = 0 et ¢%, << 0 entrainent ¢%p, <0 et comme
2 —1>0 on a:
*
h“BXan >0,
I’égalité n’étant obtenue que si X, = 0.
Nous allons maintenant utiliser la métrique associée pour
démontrer une inégalité analogue & celle de Schwarz, et qui

nous sera fort utile tout au long de ce travail.
Rappelons que la norme d’un vecteur ¢, est définie par:

Nloa) = ¢ap™

TatoreME (4, I). — 1° Si dans la métrique hyperbolique
normale g, on a N(?a) > O, pour tout vecteur Yo on a:

N(da) < (¢%4a)?
Végalité n’étant obtenue que st Yo = K%-
20 St N(gq) <0, N({o) <0, alors:

(#*9a)* < N(9a) - N(da)-

Démonstration. — 1° Soit h,g = — gup + _?(%ﬂ)g la métrique

associée au vecteur unitaire ——?———— Un calcul facile donne :

V N(¢a

~

g“pqpa = ]’;“B?a’
par suite

(9ada)® = (8%9ubp)? = (h¥Pgup)?.

Appliquons I'inégalité de Schwartz, valide dans la métrique
elliptique hqg :

(Pata)* < hap%‘?@ h (A" ydy),
P’égalité n’ayant lieu que si ¢, = Kg,.
Mais h*feqgg = g*¢ags = N(¢a),

ety = — Nig) + 2§20

(¢%4a)® < — N(9a) - N(g) + 2(¢%a)?,

d’our:
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soit
N(da) < ($%a)?,

Pégalité n’ayant lieu que si ¢, = Ko,.
Il est clair que cette inégalité est vérifiée si @, est isotrope.
Par contre I’égalité, c’est-a-dire ¢*{, = 0, n’entraine plus

Yo = K9
20 Supposons maintenant ¢, et ¢, orientés dans l'espace.
Il existe un vecteur ¢, satisfaisant:

2o, = 0, vy = 0, N(o*) = 1.
Introduisons la métrique elliptique
lap = — gag + 2%9@.

On a aisément (@,)%)? = (’iap%%)z. En appliquant I'inégalité
de Schwarz, valable dans lug:

9ad®)? < (%0a3p) - ().
comme

I0u9p = — N(ga),  PMadyp = — N(ih),

On en déduit : (padp)? << N(9a). N({n), ’égalité n’ayant lieu
que si §) = K.q.

3. — Application aux métriques conformes.

Dé&rinitioN (2, I). — Deux metnques 8ap €t hap, définies sur
V., seront dites conformes s’il existe une fonction K positive
telle que :

haﬁ = Kgup.
8ap et hap seront supposées de classe €', K de classe C™'.
Formules auxiliaires. — 1l est clair que:
1
af — —_ o
h g &

De (1) on déduit alors:

Catg = % (LK + }0pLK — g LK).
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Posons A, = g*fV ,03; la formule précédeunte et la formule (3)
entrainent, puisque :

Vil = VLK — o g ALK

VCl = ;‘ V0,.LK,
25CS _4"_ [20,LK .2,LK — g,.A,LK];
ChC%, = _i_ [(n 4+ 2)5LK.0,LK — 2g,ALK],

(5) Ry, =Ry, + <1 _%) VLK —8e A, LK
+ <—’4‘—— %) o LK.3,LK + <-§- —%> g ALK,

Si K est constant, il résulte de cette derniére formule que

RML - RML
Réciproquement, cherchons des conditions pour que les
tenseurs de Ricci soient égaux. :

Tatorime (b, I). — Si la variété V,(n=~2) est compacte
et de classe C'(r > 3), deux métriques conformes conduisent
au méme tenseur de Ricci st et seulement si elles sont propor-
tionnelles (K = constante).

Demonstratwn. — Notons qu’en passant au revétement a
deux feuillets on peut toujours supposer V, orientable. Suppo-

sons donc n =~ 2 et Ry = ﬁap. De (5) résulte
(6) VLK + - ALK —%—OXLK.%LK
+ 3 B ALK = 0.
S1 la métrique gap est elliptique en contractant en A et p:
;————A LK + A LK = 0.

Par intégration sur V, il vient:

f; A\LK.dv =0, d’ou, immédiatement, K = constant.
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Si gag n’est pas elliptique, on ne peut appliquer le raisonne-
ment ci-dessus. Transformons, la formule (6). Un calcul facile
montre qu’elle est équivalente a:

n—2

)A2 e

1 n—1

V)@)P_K- 2

(=
=g K

On est donc amené a résoudre en X une équation de la forme
VauX = r. g

Si p est la signature de gup, avec les notations de la for-
mule (4) on peut écrire:

8aB = Uqf + Yafe
Considérons le tenseur symétrique:

o = P yab g
n—p
Par construction, il définit une forme quadratique elliptique
et, compte renu des relations évidentes :

u“3u¢g =n—p, v“svap = p, V“Bu,p =0,

on a: [*fg,s =0.
‘De V,0uX = rgyu on déduit donc: PV, X = 0.
Equation de la forme *,,X + ¢*X = 0.
Mais V, est compacte, X y atteint donc sa borne inférieure.
Cela n'est possible d’aprés un théoréme de Hopf (Voir [5])

que si X est constant sur V,, c’est-a-dire K = constant.
. . * A
De (5), on tire puisque AM =§K_:

* 1 n 1
R=—C[R+ (1 — n)4,LK + (Z —7>A1LK]].

On transforme aisément cette formule en:

(7) KR R + ( ry (1 - ) .AgKT(T—l)-
—2— — 1
Si K est constant il résulte de cette formule que KR = R.
Réciproquement, cherchons des conditions pour que les sca-
laires de courbure soient dans le rapport K.
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TutoriMmE (6, I). — St la variété V, est compacte et n 5= 2;
deux métriques elliptiques conformes (h,g = K. gug) conduisent

*
a la relation KR = R si et seulement si K = constante.

Démonstration. — Comme au théoréme (6, I) on peut sup-

poser V, orientable. Supposons donc n == 2 et KR =R. La
relation (7) entraine:

AzK—’_ (—:__1) = 0.

La métrique étant elliptique, il en résulte immédiatement
K = constante. '

Le théoréme est en défaut en signature non elliptique puisque
Iéquation A, X = 0 peut avoir des solutions non trivales.

Un probléme. — Etant donnée une métrique gap, existe-t-il

*
une métrique conforme Kg,g pour laquelle R = 0?
D’aprés la relation (7), tout revient a résoudre en K I’équa-
tion :

R=(n—1[8&LK+ (%——%> ALK]

En posantg = K * =)
les solutions positives de:

, on voit que tout revient a chercher

<%— 1>R.q: 4 201 — n)Ayp = 0.

Si la métrique est elliptique, la premiére équation montre,
par intégration sur V, supposée compacte et orientable, que:

r n—1) (n—2
Rdp = )4\” )fvnAlLK.dv>O.

Va

Si n == 2, une condition nécessaire est donc:

R de > 0.

Va

Elle n’est siirement pas suffisante, car si Rdv =0,
Va
on en déduit K = constante, qui n’est solution que si R = 0.
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4. — Notion d’espace-temps stationnaire
ou conforme a un espace-temps stationnaire.

DeriniTion (3, I) (3). — Un espace-temps stationnaire est une
variété V, de classe C(r > 4), munie d’une métrique hyperbolique
normale g.p de classe C'2, et sur laquelle il existe un groupe
connexe d’isométries a trajectoires orientées dans le temps, ne
laissant invariant aucun point de V,. Les trajectoires du groupe
sont appelées les lignes de temps.

Le vecteur de Killing £% générateur du groupe d’isométrie,
est donc tel que:

VGEB + Vpia =0, g2 = 8%, >0.
De la premiére formule on déduit en particulier:
Vit =0, &E=0.

Nous introduisons avec M. Lichnerowicz (}) les tenseurs

q;l=-§—;‘ et Hy,=Vigu—Vup. La nullité du tenseur Hy,
signifie que ¢, est localement un gradient.

Les lignes de temps sont alors, localement, trajectoires
orthogonales d’une famille de surfaces orientées dans ’espace.
S’il en est ainsi on dira que ’espace-temps est statique ortho-

gonal.

DerintTION (4, I). — Nous dirons qu’un espace-temps station-
naire V, est compact dans 'espace si on peut trouver un compact K
de V,, tel que la réunion des lignes de temps s’appuyant sur K
recouvre V,.

Supposons, en particulier qu’il existe une variété a trois
dimensions V;, de classe C, et un homéomorphisme &,
de classe C", de V, sur le produit topologique V; X R satis-
faisant :

a) Les variétés A1 ({z} X R), on ze Vs, sont les lignes de
temps de V.

b) Les variétés h1(V; X {t}), ou te R, sont orientées dans
Pespace.

(3) Voir Lichnerowicz [5].
(3) Voir [5], p. 112.
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Si- V; est compacte, c’est-a-dire s’il existe des sections
d’espace compactes, en prenant K = A7 (V; X {t}) on voit
que V, est compacte dans I’espace. Par contre la compacité
dans I’espace n’implique pas que V, soit un produit topo-
logique.

Notons enfin que si V, est compacte, elle est a fortior:
compacte dans l’espace.

Derinition (5, I) (*). — Un espace-temps conforme a un
espace-temps stationnatre est une variété V, de classe C'(r > 4),
munie d’une métrique hyperbolique normale de classe C™1: gqg,
sur laquelle est deﬁm un groupe connexe de transformatwns
conformes @ trajectoires orientées dans le temps et ne laissant

invariant aucun point de V4. Le vecteur de Kzllmg §, générateur
du groupe, est tel que (*):

Vs + Ve —% Vit gap =0, B =E%>0.

Il est clair qu’un espace-temps stationnaire est conforme a

\

un espace-temps stationnaire. C’est le cas particulier ou
v,8* = 0.

De la méme maniére on introduira la notion d’espace-temps
conforme 4 un espace-temps statique orthogonal : ce sera un
espace-temps stationnaire tel que:

e () ()0

DeériniTion (6, I). — Un espace-temps exiérieur est une
variété V, de classe C'(r > 4), munie d’'une métrique hyperbo-
ligue normale g,g de classe C'~* dont le tenseur de Ricci est nul.

5. — Formules fondamentales
pour un espace-temps conforme 3 un espace-temps stationnaire.

Plagons nous sur un espace-temps conforme a un espace-
temps stationnaire, et soit £, son vecteur de Killing.

(%) Voir Lichnerowicz [7], chapitre v. Voir aussi [6], pp. 45-46.
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Si f(§) est une fonction de & de classe C’, nous poserons :
la == fo an

D’autre part, pour alléger les notations, la divergence d’un
vecteur X sera désignée par ¢X. De Iidentité:

Rgpl* = V2V gl, — dgdl.

On tire, par contraction avec If:

(8) Rapl®lf + VolgVhl2 — (812 = VIV gl, — 1,.8).

Evaluons le membre de gauche. Evidemment :

9) Ropl®lf = f2R,gE%EP.

Remarquons que de VaEp+ Ve — ; g.p8t = 0, on tire
par contraction en £%F:

(10) fg = 1 B

Par suite:

(1) 8= VufP) = B0 [ = (4 TEF)

D’autre part:

valgvﬁl“ = Va(fip). fo £
= (f"0.5.5p + fV oEp) (f' .0%6. 82 + fVBE)
= ['2(5%04E)% + 2ff' V*EPogE. 8, + f2 VoEp. VEES

En remplacant dans le second terme V%P par
—v%+%ﬂ&
et en utilisant (10):
(12) VolpVhe = () < 12+ > — off AL
_I" fzvagpvﬂzw

Introduisons maintenant la métrique h,g associée a gqg
par l'intermédiaire du vecteur §71.§,.

D’aprés le théoréme (3, I) la métrique hyg est elliptique
puisque £, est unitaire. D’aprés le théoréme (2, I):

her — <_ By - 2222 > BT
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Dans cette métrique on a:

agf
E&; > dq5 0.

Ay = hofo,Zogk = (— g+ 2
Soit d’aprés (10)
(13 B = — AE + o (B0
Désignons par Q2 le carré du tenseur V,5g dans la métrique
hag :

Q2 = AR Eg T E,
25 22

=<~—g“’*+ & ><— &+ >vaip.w§y.

En développant et en utilisant (10):

0 = vbver — 208 — 25T v g v+ (@

Enfin, en remplagant dans les premier et troisiéme termes

Vg par — VBE«"I"%’gaB-SE:

0 = — VU — 40+ o (3
Soit, avec (13),
1

VoVt = — 00 4 E+ (.

Cette derniére formule et les formules (8, 9, 11, 12, 13)
donnent :

PRagEcE + LECI & + o) — poe+ 20 (0P =)
= VIV gly — 1,.31).

En résumé, en posant ¢ = f2, on a établi le

Trtortme (6, I). — Soit V, un espace-temps conforme a
un espace-temps stationnaire, de vecteur de Killing &,. Si ¢
est une fonction positive de classe C" de &, et su les éléments étotlés
sont relatifs & la métrique elliptique :

— 8ap + 2 E_Z-Eazﬁa
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on a.
FRagEoE + (g + B¢') — 9.0 — 1 (B%)(3¢ + &)
— V(BT gly — I,.30),

ou
la = \/q_:‘-Ea, Q2 = ﬁakﬁpyvasﬁv)\gp-

Examinons le cas particulier ou I’espace-temps est station-
naire. Dans ces conditions ¢§ = 0, et de (11) il résulte 8l = 0.
La formule du théoréme (6, I) se simplifie en:

¢RopEEP 4 BE. (4o + Eg') — .02 = V(1B gla).
Calculons le membre de droite:
BT gly = f.EEV(f.8a) = [2.EEV gha + ff' . EakPoBE;

mais
prﬂg = 0, Epvﬁsa = — Epvawﬁ - Ebdgy

done
lpvﬁla = Ef2-045 == E?baz-

Par suite, si on pose F(§) =f£<p.d2, 1l vient
(14) VBV gly) = — V*(Egd.E) = — ALF.

Evaluons le laplacien de F dans la métrique h,p. Pour cela,
notons que puisque 7§, est unitaire, d’aprés une remarque

du théoreme (1, I), h = |g]. D’autre part:
Jibo,F =<— b | 2525 >F’.b¢E — — off.F = — ofF.

Par conséquent :

* 1 ¥k 1 _
AF =L ol Viheto, Fl= — -1 o [VightF] = — A ,F

Avec (14), on a donc:
V(B gly) = BF

En résumé on a démontré le:
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Tutorikme (7, I). — Soit V, un espace-temps stationnaire,
de vecteur de Killing &,. Si ¢ est une fonction positive de classe
Cr de &, et si les éléments étoilés sont relatifs a la métrique ellip-

2
tique — gag + 2%%@ on a:

¢RagE%? + AE. (4o + E¢') — .08 = &,F,

ou
QF = ARV E5 sk,
F= [to.d.
Remarque. — Si on prend ¢ = %, la formule précédente
se réduit a:
1 1+
(15) "{"‘ (Raﬂgagﬁ —_— Qz) = —"—2—A2(E—2).

Revenons aux espaces-temps conformes 4 un espace-temps
stationnaire les plus généraux. Nous allons établir une formule
qui ne fait intervenir que le tenseur

= (F)-o(5)

Evaluons le carré de ce tenseur dans la métrique hqg déja
utilisée. :
Si on pose u, =—E°-‘, on a vu que:
*
hag = — gap + 2uqup, A = — g + 2utu},
donc
H? = Z“A;LSHHGBH)‘F
= 2(— g + 2umwd) (— g¥ + 2ubu¥) V,(Euy)
[VaE uy) — V(8 w)]
En développant et en tenant compte de:
uu, = 1, u*Vgu, =0,
on a:
(16) H2 = 25-2[V ulVyu, — V ulV ,u, — E2V,E
+ E2(ur08)2 — 2utV qut . ur Vyu, — 257108 . utV ut].
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En revenant a la définition de u, et en utilisant (10) et

1
vagﬁ + vﬁga —*7 gaBSE = 0,
on trouve:

H? = [— AUV — 8 AE + -g’- (85)2].

Finalement, en utilisant I'estimation de V*FV %, faite au
théoréme (5, 1) et la formule (13):

. * 1

2 — 2 = (AB\2 1.
H2=¢ [4Q 8 A% 5 (S%) ]
Avec le théoréme (6, I) on en dédut le:

TatortME (8, I). — Avec les notations et les hypothéses du

théoréme (6, I), st on pose H? = ;z“l:p*‘HaBHm,
on a:

nt SEN/T '
PREE + (20 + B bt — Lo —(2)(F+ %)

= VPV gl, — L))

TutoriMmE (9, I). — Avec les notations et les hypothéses du
théoréme (7, I) on a:
¢Roghetf + (2 + &g 8,5 — L H = LF.
Démonstration. — Résulte du théoréme précédent car, dans
le cas stationnaire
=0, 8=0, VFV,)=A,F.

Cas particulier: Si on prend 9 = {72, la précédente formule

devient :
*

s Rygff — = B HE = 4, Lg

analogue & une formule donnée par Lichnerowicz (%).

(%) Voir [5], p. 119, formule (69,3).
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6. — Espaces-temps extérieurs conformes
a4 un espace-temps stationnaire.

TatoreME (10, I). — Si un espace-temps extérieur stationnaire
V4 est compact et orientable, il est localement euclidien.

Démonstration. — La formule (15) du théoréeme (7, I) s’écrit :

ThEn =m0

Si dv* désigne I'élément de volume de V, dans la métrique

13
elliptique — gqp -+ 2%&

JoBaEmyde = 0.

Il en résulte Q* =0, donc V.53 =0. Les identités de
Bianchi entrainent R,p 5% = 0. Mais Bel (°) a démontré que
si Rgg =0 cette dermére égalité entrainait §, isotrope ou
Rqgys nul. Comme &, est temporel, Rqps = 0 et V, est locale-
ment euclidien.

on a:

Remarque. — Le méme raisonnement montre qu’il ne peut

exister d’univers vide & constante cosmologique k positive,
qui soit stationnaire, compact et orientable. En effet,

1
Rap = ’_“2*kg¢37
et la formule (15) s’écrit:

1% .,
-Q-Az(E ) > 0.

Lok b =
2
incompatible avec V, compacte et orientable.
Afin d’étendre ce résultat aux espaces-temps compacts dans
Pespace, rappelons un théoréme de Lichnerowicz (7).
Si une fonction u bornée, de classe C2, sur une variété

(%) Voir [3], p. 60-61.
() Voir [5], p. 134.
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riemannienne connexe V, est telle que son laplacien soit positif
ou nul et si elle atteint son maximum en un point de V,,
elle est constante sur V,.

Tutorime (11, I). — Si un espace-temps extérieur station-
naire V, est compact dans Uespace, il est localement euclidien.

Démonstration. — Par hypothése il existe un sous-ensemble
compact K de V,, tel que la réunion des lignes de temps s’ap-
puyant sur K recouvre V,.

La compacité de K entraine que §—2 atteint son maximum

sur K. La formule (15) donne:

(17) Ty = ?— >0,

Mais £%,5 = 0 montre que & est constant sur les lignes de
temps; £72 atteint donc son maximum sur V, et d’aprés le
théoréme de Lichnerowicz, §—2 est constant sur V,. Par suite,
(17) entraine Q2 = 0, et le raisonnement s’achéve comme au
théoréme précédent. La remarque du théoréme précédent
vaut encore ici.

Tatorkme (12, I). — St un espace-temps extérieur V, est
conforme & un espace-temps stationnaire, et s’il est compact
et orientable, il est localement euclidien.

Démonstration. — Dans la formule du théoréme (8, I),
faisons ¢ = §72.
Il vient:

3

E-2 RygEolf— 5 He S (3rpe.E — v (18Wgly — I, 1),
g 4 3 B

Par intégration sur V,, qui est compact et orientable, et
puisque R, =0:

fv‘[%ﬂz+%%)—z]dp=o.

Il en résulte H=0, ¢§ = 0. L’espace-temps est donc sta-
tionnaire, et on est ramené au théoréme (10, I).
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7. — Espaces-temps stationnaires en schéma fluide parfait.
Champ électromagnétique.

Aufenkamp (%)) a établi le théoréme suivant: il ne peut

exister de modéle d’univers stationnaire a section d’espace
orientable compacte en I’absence de constante cosmologique.
Nous nous proposons d’étendre ce résultat aux espaces-temps
stationnaires compacts ou compacts dans I’espace.

Schéma fluide parfait champ électromagnétique. — Si Rgg

désigne le tenseur de Ricci de I'espace-temps:

(18) Rup = 1] (6 + Pluats— 5 gasle — P)

1 k
4+ % gaBFlPFM — Fo Fgf | — 0} 8ap-

ou y est une constante qui ne dépend que des unités choisies,
k la constante cosmologique, p la densité p la pression, Fag
le tenseur champ électromagnétique, u, le vecteur vitesse
unitaire généralisé.

Tatorkme (13, I). — Si &, est un vecteur orienté dans le
temps et st k <0, alors R,g5%F > 0, 'égalité n’étant obtenu
que si: p=p=0, Fog =0, k= 0.

Démonstration. — D’aprés le théoréme (4, I), puisque u,
est orienté dans le temps:

(uaE“)2 > N(u,). N(Ea) = &,
donc:

[(9 + pluaug — 5 (o — P)] gegp
= (p + P)udo — = (o — P)E > 5 (o + 3p).

L’antisymétrie de F,3 entraine Fogf*Ff = 0. Si on intro-

(®) Voir [1].
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duit la métrique elliptique h,g = — gag + 2572.5,83, on sait
que o = — g 4 282528, par suite:

(F g — Fo Bt ) 258 = 22< Fy —%Fao $Fy)

S e

= % Z“";ﬁFFang > 0.
L’égalité n’étant obtenue que si Fog = 0.
De (18) et des inégalités précédentes, on tire:

E@
E2

I'égalité n’étant obtenue que si p=p =0, Fog=0, k= 0.

> [ (o + 3p) + %hﬂi{ﬁmﬁm] — k>0,

TatorkmE (14, I). — En schéma fluide parfait champ élec-
tromagnétique, tout espace-temps statique orthogonal, compact et
orientable est d constante cosmologique positive.

Démonstration. — Puisque H = 0, la formule du théoréme
(9, I) s’écrit:
* gt
AgLE = Rap?'

Désignons par dy élément de volume de V, dans la métrique
elliptique — gup + 2 EE En intégrant les deux membres
de la précédente égalité sur V,, il vient:

r E;B *
R‘*ﬁ g2

Mais si k << 0 c’est impossible d’aprés le théoréme précédent,
donc k£ > 0.

Tatorime (15, I). — En schéma fluide parfait champ
électromagnétique, tout espace-temps statique orthogonal, compact
dans Uespace, est a constante cosmologique positive.
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Démonstration. — Si k <0, le théoréeme (13, I) entraine
ap,“EB >0. Or A Lt = RG@EE » donc AzL £ > 0. Le raison-

nement du théoréme (11, I) montre que L% = constante sur
tout V,, donc aussi Rap,“iﬁ Ceci est en contradiction avec
Phypothése & < 0 et la présence effective de matiére.

Tatortme (16, I). — En schéma fluide parfait champ
électromagnétique, st un espace-temps stationnaire est feuilleté
par des sections d’espace compactes, il est a constante cosmolo-
gique positive.

Démonstration. — Soit u = constante, I’équation des feuilles.
Puisqu’elles sont orientées dans I’espace, g, = 3, U est orienté

dans le temps.
Soit &, le vecteur de Killing engendrant le groupe d’isomé-
trie. Puisque &§ = 0, I'identité

Rag5® = V*VgE, — g8k, s’écrit :
Rogs* = V*Vgs,.
Multiplions les deux membres par ¢f:
R g5 gf = V(¢PVgE,) — VPV,
Mais V,pg est symétrique, V.pg antisymétrique; il reste:
Rugioef = U(gPUgs,).

La formule de Stokes donne, par intégration sur le volume D
bordé par deux sections d’espace:

f Ragieef dv = fan Vokg. ¢*nf da,

ou n* est le vecteur normal unitaire de 3D, do son élément
d’aire. Comme ¢, est normal aux sections d’espace, ¢f et nf
sont colinéaires, donc V.&5.9%nf = 0.

Il reste:
f Rog5%gf do = 0.

Un raisonnement d& 4 Lichnerowicz (°) montre que si la

(®) Voir [5], p. 143.
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constante cosmologique est négative ou nulle, R,g5%Ff > 0.
Cela entrainerait avec la formule précédente :

RaﬁE“qsp = 0.

Ce qui est en contradiction avec la présence effective de
matiére.

8. — Sur un modéle d’univers stationnaire, compact, orientable
et sans section d’espace globale.

Le théoréme (16, I) de Aufenkamp pose les problémes sui-
vants :

Etant donné un espace-temps compact et orientable,
existe-t-il toujours une section d’espace globale compacte?

Dans la négative peut-on néanmoins étendre le théoréme
(16, I) sous la forme suivante: « En schéma fluide parfait
champ électromagnétique il ne peut exister d’espace-temps
compact en ’absence de constante cosmologique »?

Nous allons répondre a ces questions en construisant un
modeéle d’univers U doué des propriétés suivantes:

Il est compact et orientable mais sans section d’espace
globale compacte.

Il est stationnaire et schématise un fluide parfait champ
électromagnétique.

La constante cosmologique est nulle.

Les lignes de temps sont fermées.

La topologie de U.

Rappels (*°). — Soient V, une variété de d:mension n,
orientable et différentiable, W,_; une sous-variété de dimen-
sion n — 1, compacte, orientable, et différentiable.

S1 v est un lacet de V,, c’est-a-dire une application continue
de T* dans V,, on peut définir un nombre algébrique d’inter-
sections de y orienté et de W,_; orienté. Ce sera l'indice de
Kronecker W,_, A y[1], on sait qu’il ne dépend que de la
classe d’homotopie de y.

Supposons V, compact et porteur d’'un champ de vecteur ,
régulier et différentiable, dont les trajectoires y sont fermées.

(1) Voir G. de Rham [8], pp. 99-103.
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Si W,_, est transverse & %, # oriente le fibré normal de W,_,;
Avec cette orientation il est clair que W, ; A y[1] >0,
Pégalité n’étant obtenue que si W, ny = g.

Lemme 1. — St S? est la sphére centrée a Uorigine et de rayon
unité de Uespace euclidien E* rapporté au repére orthonormé
(Ozyzt), il n'existe pas sur S® de surface orientable transyerse

au champ U de composantes (— y, x, — t, z).

Démonstration. — La restriction du champ % a S* définit
sur S® un champ de vecteurs tangents et unitaires puisque:

z(—y) +yr+ z(—1t)+tz=0.
(—yr+2+ (=) +2=1

Les trajectoires y sont définies par le systéme différentiel :

dz _dy_di _dt

_—=)

—Y Tz —t z
dont I'intégration est immédiate. On trouve:

z = A cos 0, y=Asinb,
z =B cos (0 + C), t =Bsin (6 + C),

ou les constantes d’intégration A, B, C, sont liées par
A% 4 B? =1, Les trajectoires y sont donc fermées: elles
définissent une fibration de Hopf de S®. De plus, comme S*
est simplement connexe, elles sont homotopes a zéro. Par
suite, quelle que soit la variété compacte, orientable et diffé-
rentiable W, de S*: W, Ay [1] = 0. Le lemme résulte alors
de la remarque qui le précéde.

LemME 2. — Sur la variété S* X T il n’existe pas de sous-
variété compacte, orientable différentiable d trovs dimensions,
et transverse au champ vectoriel dont la protection sur T! est
nulle et la projection sur S® le champ précité.

Démonstration. — Par I’absurde. Soit W; une sous-variété
de S® X T!, compacte, orientable, différentiable, a trois
dimensions, et transverse au champ précité. Pour tout ¢te T,
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S* X {t} coupe W; suivant une surface W,(t), compacte, orien-
table, différentiable et transverse au champ du lemme 1 dans

S x ft}.
D’apres le lemme 1, W,(t) = &; cela pour tout ¢, donc W3 = ¢.

Tatorime (17, I). — Sur la variété S* X T' il n’existe
par de sous-variété compacte, orientable, différentiable, et
orientée dans I’espace au sens d’une métrique hyperbolique
normale définie sur S* X T* et pour laquelle le champ du lemme
2 serait orienté dans le temps.

Démonstration. — Résulte de ce que toute variété orientée
dans ’espace est transverse au champ du lemme 2.
La métrique de S®. — Convenons définitivement que les

indices latins sont relatifs 4 S®. Nous allons munir S* d’une
métrique hyperbolique normale g;;.

Soit l;; la métrique elliptique induite sur S* par son plonge-
ment trivial dans E% On a vu que le champ u de E* induisait
sur S* un champ de vecteurs tangents et unitaires au sens de
l;: soit u,.

D’aprés le théoréeme (3, I) la métrique:

gij = — llJ + ruiuj, r > 1,

est hyperbolique normale et u; est orienté dans le temps.

Contrairement a la convention faite dans la deuxiéme partie,
nous affecterons d’une astérisque les éléments relatifs a g;;
les éléments non étoilés étant relatifs a ;. Moyennant cette
convention et le théoréme (2, I), on a:

gV =—14—

r —

1 uln.

Calculons maintenant le tenseur de Riccl ﬁij dans la
métrique g .

Le tenseur dérivé du premier ordre du vecteur u de E*
a pour matrice dans le repére (Ozxyzt):

0 1 0 0
—1 0 00
0 0 0 1
0 0 —1 0
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. . » . >
Comme cette matrice est antisymétrique, u engendre un
groupe d’isométries de E*. Ce groupe laisse invariant S*
. > . oy » . .
puisque u est tangent & S?; il induit donc sur S?, munie de la
métrique l;, un groupe d’isométries. Ainsi: V,u; + Vu, = 0.
La formule (1) donne alors:

1 =
?j = 5 g"’(Vzgu + Vg — Vzgu)

= —;— [— Ik r T 1 ukus] [Vi(usuj) + Vj(ul.u:) —_ V‘(uiuj)]
= r(w V" u + u, V).
Puisque Vu' =0, on en tire C;=0.

Comme il est bien connu, le tenseur de Ricci de S* dans la
métrique [; est Ry = 2[; Par suite, compte tenu de

Vi = — Vu, Vu =0,
Pidentité :
Ru* = V*V,u,—ddu s’écrit 2u; = — V*V .
Cela, joint a la formule donnant Cf; entraine:
V.Cl = —bruu, + 2r vV u v ;.

De méme, on déduit: CLCH = r®.uu,V'u*V u,.
Les formules précédentes et la formule (3) entrainent :

*
Ry = 2l;,— 4ruu; + 2rV*u,. Vo, + r2.uu, VUtV u,.

Evaluons V*y,. Y ;.
Rapportons E* au systéme de coordonnées polaires

(2, 22, 2°, *).

La distance d’un point M de E* 4 origine étant z*, (', 22, 2°)
fixant la position de la trace de OM sur S®. Les indices latins
varieront de 1 a4 3, les indices majuscules de 1 a 4.

Enfin, nous affecterons d’une barre les éléments relatifs
a E* muni de sa métrique usuelle. Puisque z* est la distance
oM, % =1, =1

Puisque le systéme de coordonnées est orthogonal :

Z“ - Z“ - O-
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Puisque [; est la métrique induite par le prolongement
trivial dans H*: (I)ss = I, (I¥)ss = V.

Puisque le champ u; de S? est la restriction a S® du champ @
de E*: u* = a4 = O, (—lzi)sa = U;.

Par suite:

(6,‘&])53 == (b‘aj — T‘_;%EA)SS == (biuj — nguk)ss.

Mais :
(LM—%m%m+uw_mm
= el o — k) = T
donc :

(_V‘,-Ej)ss = V,-uj.

De méme, puisque ¥ engendre un groupe d’isométries de

E (— 4u )sa = (V u4)sa == (b iUg — F‘uA)sa _ (['l,u,,)sa.
Mais :
(Fz“)ss = —‘21; (zkA(biZA4 + b4ZAi i bAZu))sa - %‘ st(b4lxi)sx - 8:‘;

car sur S3:
(bJS,)sa = (2 . (Z )sa)ss = 2l,,
Par suite:

(Vﬂi)sa = U;.

Sur S3, on a donc:

(VA VA% = (B¥V 44,V u; + 8V . V 4))ss
== uiu_i + Vku,-. V,,uj.
Mais de I’évaluation de V,us trouvée dans le repére (Ozyzt)
on tire:
Par suite:
VA VAg; = 1.
Avec la formule ci-dessus, cela donne:

k __ k.l —
v ui.Vkuj - lu— uiuj, et v uV,,u, = 2.
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*
En portant dans I'expression trouvée pour R;.

*

Ry = 2(r 4+ 1)l; + (2r* — 6r)uy,
=—2(r + 1)gy + 4r(r — Duw,.

La métrique de S* X T* = U. — Nous avons muni S? de
la métrique hyperbolique normale g; Munissons T! de la
métrique triviale changée de signe. La variété U sera le produit
riemannien de ces deux variétés. Chaque point de U est donc
repéré par les coordonnées z* de sa projection sur S et la coor-
donnée z* de sa projection sur T!. Ce systéme de coordonnées
est évidemment orthogonal au sens de la métrique de U.

Les indices latins variant de 1 & 3, les indices grecs de 1 a 4;
si provisoirement, nous désignons par fy. la métrique de U:

fy = 8y fu=0, faa=—1.

Cela montre que cette métrique est hyperbolique normale
et qu'on peut encore la désigner par gu. Enfin, désignons
encore par u, le champ de U du lemme 2, et par ¢, le champ
de vecteurs unitaires tangents aux variétés facteurs images

de T. D’aprés la formule donnant f*{,-j au paragraphe précé-
dent, le tenseur de Ricci de U est

(19) Regg = — 2(r + 1) (g8ap + vavp) + 4r(r — 1uaug.
Tutorime (18, I). — Pour tout X*, ROLQX“XF3 > 0.
Démonstration. — Avec les notations antérieures :
R, =0, R,, = 0, Ry = 2(r + 1)l; + (2r* — 6r)uu,;.
Donc
RapXeXE = 2 (r + 1), XX/ + (2r2 — 6r)(u, X2

Mais u; est unitaire dans la métrique elliptique I; donc
(u:X)? < I;X'X). Le théoréme résulte alors de ce que r > 1.

Trtoreme (19, I). — Le champ u, engendre sur U un groupe
d’isométries a trajectoires orientées dans le temps et fermées.

Démonstration. — Que les trajectoires soient fermées résulte
.o . -> ’ . .
de la définition de u et de I’étude faite sur la topologie de U.
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Ces trajectoires sont orientées dans le temps. En effet:
ga@u"‘uf3 = gyu'w = (— l; + ruu)u' =r—1>0.

Montrons enfin que V,ug+ Vgu, = 0.

Pwsque U est un produit riemannien, il suffit de démontrer
que u; engendre un groupe d’isométries de S*® munie de gy.
En revenant aux notations du paragraphe « La métrique de S*»
et en utilisant la formule (2)

*
vanj = V,-uj — ukC,-"j.

Mais on a vu que u; engendrait un groupe d’isométries de S*
munie de [ et que CY = r(y;V*u; 4+ w;V*u;). Par suite
u,C* =0, et ainsi:

6iu.] + 6jui = V,-uj "I— Vjui = 0.
Interprétation physique de U.

Rappels (1). — Si sy, 1, $3, S5, désignent les valeurs propres
d’un tenseur normal symétrique yT), par rapport au ten-
seur métrique g, pour que T), puisse étre interprété comme
le tenseur impulsion-énergie d’un schéma fluide parfait champ
électromagnétique, il faut et il suffit que:

So > S15 So > Sg, $ > S3, Sa > S3,
$1 + S
8 + 52 <O, So+33>—'—2 .

Notons que le cas de s, = s3 correspond, avec les notations
de Lichnerowicz a: =0, U; = 0.

Tatorime (20, I). — Si r> 1+ /2, U schématise un fluide

parfait champ électromagnétique sans constante cosmologique.

Démonstration. — Avec les notations du théoréme (13, I)
les équations d’Einstein s’écrivent
1

Rap g 8w (R + k) = 3Ty

(1Y) Voir Lichnerowicz [5], pp. 18-26.
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Avec (19) et en observant que: gutut =1, oot = —1
on tire:

xThw = gw<_§— % 4 3r + 1>—- 21 + r)rve
+ 4r(r — 1)urup.

Les valeurs propres de % T,y par rapport a gy sont:
so=—%k—|—2r2—r-|—1,

relative au vecteur propre orienté dans le temps u,,

sl=——ik——2r2—|—5r—l—3,

2 ke
S5 =s_«,=——2——2r2—|—3r+ 1.

Des calculs faciles montrent que Ty, peut étre interprété
comme le tenseur impulsion énergie d’un schéma fluide parfait

champ électromagnétique, dés que k=0, r> 1 +V/2.

Résumé. — En réunissant les résultats obtenus dans cette
huitiéme partie, on voit que le modéle d’univers U est compact,
orientable, homéomorphe a S® X T!, sans section d’espace
globale, stationnaire, 4 lignes de temps fermées, et schémati-
sant un fluide parfait champ électromagnétique sans constante
cosmologique.

Remarquons que I'orientabilité n’est pas essentielle puisqu’on
peut remplacer S* par la variété non orientable obtenue en
identifiant ses points diamétralement opposés.

Remarquons encore que bien que le premier nombre de
Betti de U ne soit pas nul, il n’existe pas de vecteur ¢, fermé
(Vapp = Vpgs) et orienté dans le temps, comme cela résulte
de la démonstration du théoréme (16, I).

9. — Schéma matiére pure en mouvement irrotationnel.

Avec les notations de la septiéme partie, le tenseur de Ricei
dans un tel schéma est donné par:
xp

Ry = 5 (— 8ap + 2uqup).
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Comme u, est unitaire, il résulte du théoréme (3, I) que la
métrique — g, + 2u,ug est elliptique. Par suite, pour tout
Xe: RypX*XF > 0.

Dans cette partie, nous supposerons le vecteur pu, de
classe C, par morceaux et le mouvement irrotationnel (12).

Lemme. — Sous les hypothéses précédentes,
Vaug = Vgu,.
Démonstration. — Pour que le mouvement soit irrotationnel,

il faut et 1l suffit que les lignes de courant soient orthogonales

a une méme hypersurface locale, c’est-a-dire qu’il existe un
scalaire non nul r tel que:

V(rua) = Vq(rug).
En développant et en contractant les deux membres avec u®,

il reste puisque u*V,ugp=0: dr = (u®.r)ug. En portant
cette valeur de dgr dans V.(rug) = Vp(rug), on obtient

Vaug = Vgu,.

Formule auziliaire. — En schéma matiére pure, le vecteur
Pa=pUy est conservatif. L’identité R,pp*= V*Vgp,—sd¢ se
redult donc & Rapgp*= V*Vgp,. Multiplions les deux membres
par ¢f:

Rage?9f = V4PV gpa) — V6PV ggu.

Evaluons le membre de gauche:

— XP

3
SR (— 8ap + 2uqug)pu®. puf =Z-§——-

Ropp%f =

Evaluons V3V g0, :
En remplagant ¢, par pu, en développant et en tenant
compte du lemme, il reste:

VappV Pe* = — (u®4p)® + p*V oupV *ub.

Nous avons déja noté que la métrique hyg = — gap + 2uqug
est elliptique. D’aprés le théoréme (2, I): A% = he,

(**) Voir Lichnerowicz [5], p. 79.
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Par suite, en tenant compte du lemme:

heMhbe UV ouy = (— g™ + 2uu})(— gB* + 2ubut) V ug Viu,
= VazupV“u‘3 > 0.

Y

I'égalité 4 zéro n’étant obtenue que si V,ug=0.
D’autre part: ‘
u,uPdyp?
9PV ppa = puf. Vg(pus) = —2‘99—'
En réunissant les résultats précédents, on obtient:
LEE [ 2 a,,B 1 a Bann2
9 + (uRep)? + P2V oupV*u =5 V *(uqaufdpp?).

Par intégration sur une chaine D de V,, la formule de Stokes
donne :

3
f [L& + (u“bap)z + pzvaupvduﬁ] dy =if Ugn®. uﬁbppz.dc
ol 2 2 Juo

ou do est I'élément d’aire du bord dD de D, n* son vecteur
unitaire normal.

TutoriMme (21, I). — En schéma matiére pure animée d’un
mouvement irrotationnel, U'ensemble des régions occupées par
la matiére ne peut étre compact. En particulier Uespace-temps
ne peut étre compact.

Démonstration. — Si I’ensemble E des régions occupées par
la matiére était compact, on pourrait appliquer la formule
auxiliaire avec D = E mais dE est engendré par des lignes
de courant, donc u.n* =0, et il resterait:

ﬁ[z‘;‘*‘ (udoap)z + pzvaupvauﬁ]dp = 0.

C’est impossible puisque la quantité intégrée est positive.
Y puisq q g p
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CHAPITRE 1II

METHODES VARIATIONNELLES GLOBALES

Les variétés V, étudiées dans ce chapitre sont essentielle-
ment a métrique hyperbolique normale.

Nous démontrons qu’étant donnés deux points joints par
un arc différentiable y orienté dans le temps, la classe d’homo-
topie de y contient un arc de géodésique temporelle de longueur
maximum dés que V, est compacte ou compléte au sens de
Ehresmann. Cela permet d’atteindre des propriétés topologiques
des variétés d’Einstein par la technique de Myers.

Si V, est périodique close, nous démontrons I’existence d’une
section d’espace globale, compacte et orientable, d’aire maxi-
mum. En prenant cette variété comme support des conditions
initiales des équations d’Einstein, nous démontrons le principe
de Mach et un théoréme analogue a celui de Aufenkamp.

1. — Géodésiques temporelles.

Soit, une fois pour toute dans ce chapitre, V, une variété
de classe C* munie d’une métrique hyperbolique normale gqg
de classe C* (n — 1 carrés négatifs, 1 carré positif).

Derinttion (1, II). — Soit y [0,1] = V,, un arc continu
orienté de V,. L’orientation de y détermine en chacun de ses
points une orientation de son contingent. Nous dirons que y
est orienté dans le temps (resp. isotrope, resp. orienté dans
Pespace) au point z ey, st le contingent (**) orienté de y au
point x est dans (resp. sur, resp. a Uextérieur) le cone du futur
de z.

(13) Voir par exemple: G. Bouligand, Introduction & la géométrie infinitésimale
directe, Vuibert, Paris.
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Si une courbe est orientée dans le temps en tout point,
nous dirons qu’elle est temporelle.

Définitions analogues pour une courbe isotrope et une courbe
spatiale.

Il est clair qu’une courbe temporelle contenue dans un
compact de V, est lipschitzienne.

Rappelons que s1 une géodésique de V, est orientée dans le
temps (resp. isotrope, resp. orientée dans lI’espace) en un
point, elle est temporelle (resp. isotrope, resp. spatiale) ().

DerinttioN (2, II). — Deux arcs continus Y, et y, orientés
dans le temps ou isotropes seront dits t-homotopes s’il existe
une application continue ¢ :

[0,1] x [0,1] =V,
telle que :

a) ¢({0§ X [0,1]) =70,  ¢({1} X [0,1]) = 1a.
b) Il existe deux points fizes a et b tels que pour tout u de

[0, 1], ¢(fu} x 10}) =1, ¢(fu} x {1})=b.

Cela vmplique que ¥, et v, ont mémes extrémités a et b.

c) Pour tout u de [0,1], 9(fu} X [0,1]) est temporelle ou
tsotropes.

Il est clair que deux arcs t-homotopes sont homotopes.
D’une formule classique d’homotopie (**) il résulte immédiate-
ment que y; — Y, est un bord.

S1 y est un arc temporel ou isotrope, I’ensemble des arcs
t-homotopes a y sera dit la classe de t-homotopie de 7.

DeriniTion (3, II) (*¢). — V, sera dite compléte dans le
temps au sens de Ehresmann, ou plus simplement t-compléte,
st quel que soit ae V, et quel que soit le chemin Y temporel ou
isotrope de Uespace de Minkowski tangent en a a V,, Y est le
développement d’'un chemin y de V,. Evidemment v est temporel
ou 1sotrope.

11 est clair que « compléte » implique « t-compléte ».

(*4) Par exemple: M. Riesz, L’intégrale de Riemann — Liouville et le probléme
de Cauchy, Acta Math, 81 (1949), pp. 1-223.

(%) G. de Rham, Variétés différentiables, Formule (3), p. 68 (Hermann, Paris,
1955).

(1) Voir G. Ehresmann [3].
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Lemume (1, II). — Si V, est compacte ou t-compléte, la réunion
C(yo) des arcs de la classe de t-homotopie d’un arc temporel ¥, :
[0, 1] = V, est compacte.

Preuve. — S1 'V, est compacte, il suffit de montrer que C(y,)
est un fermé. Mais cela résulte de ce que la limite au sens de la
convergence uniforme d’une suite d’arcs temporels ou isotropes
est un arc temporel ou isotrope. Supposons donc V, t-compléte.

Soient a et b les extrémités de v,, y; un arc t-homotope a y,.
Yo — Y1 est un cycle homotope 4 zéro, il définit donc un élé-
ment h de la composante de I'identité du groupe d’holonomie
homogéne en a. h laisse globalement invariant chacun des
demi-cones de directions temporelles ou isotropes de sommet a.
Comme un tel demi-cone de directions est homéomorphe a
une boule B,_,, il existe d’aprés Brouwer une direction tempo-
relle invariante par h.

Comme de plus h conserve les longueurs au sens de g,
h laisse invariant le vecteur unitaire en a, (u*),, porté par la
direction précitée. Par suite, (u*), engendre un champ u®
par transport paralléle le long de y, — 13, et si ¢* est un vecteur
tangent & Y, — Y1, t*Vauf = 0.

On a vu que Y, — ¥; est un bord. Il existe donc une surface S
de V, qu'on peut toujours supposer différentiable, telle que
S =y, — 1. Il est aisé de voir que puisque le long de
Yo — Y1: *Vq.uf =0, on peut prolonger u* en un champ
noté encore u® qui sera unitaire comme (u%),, différentiable
et fermé. La formule de Stokes appliquée 4 S donne alors:

(1) fT g dat = f}r u, dat.

Ceci posé, remarquons que la donnée en a de (u*), définit
une longueur affine sur les courbes de V, issues de a: c’est la
longueur du développement d’une telle courbe sur I’espace
tangent en ¢ & V, muni de la métrique elliptique

- (guﬁ)a + 2(ua)a'(uﬁ)a'

Comme u® est transporté par parallélisme le long de vy, — 11,
la longueur affine de y; est encore:

) = . V(— gag + 2uaug) da® daf.




142 ANDRE AVEZ

En paramétrant y, par son arc s au sens de g, et en désignant
par t* son vecteur unitaire tangent:

Uy:) = f V/— 1 + 2(ust®)? ds.

De méme

Uy,) = j;o V— 1+ 2(uat®)? ds.
Mais d’aprés I'inégalité de Schwarz du chapitre 1:

1 < uqt?, donc Uat® < vV—1+ 2(u,t%)?
et

‘/;oua dz* =./Y°uat¢. ds <‘/';n\/— 1+ 2(uqt®)? ds.
D’autre part :
\/_ 1 + 2 uata \/2 Uuqt*,

donc;
/Y;\/—i + 2(uqt*)?. ds<\/§/;‘ U t*. ds = \/ifﬁ U, dz®.
Les relations (1), (2), (3) entrainent
fY V— 1+ 2uat®?. ds < \/2 fY V— 1 + 2(ugt*?. ds.

Ainsi, la longueur affine de tout arc y, est majorée a \/2
prés par la longueur affine de y,. Les développements sur
Pespace T, tangent en a & V, des courbes t-homotopes a ¥,
sont donc contenus dans un compact K de T..

Soit z; une suite de points de C(y,). Par hypothése il existe
une suite de courbes y; t-homotopes a y, avec: z;e7y; pour
tout i. Les v, se développent sur T, en des courbes ; contenant
les images Z; des z;. La famille ¥; est Lipschitzienne et conte-
nue dans le compact K, d’aprés le théoréme d’Arzela on peut
donc en extraire une famille, notée encore ¥, convergeant
vers une courbe ¥, les T; convergeant vers un point = de Y.

Il est clair que Y est temporelle ou isotrope. Comme V,
est t~comp1ete Y est le développement d’une courbe y de V,.
Il est aisé de voir que dans ce developpement Z est 'image
d’un point z de C(y,) qui est point d’accumulation des z,.
Par suite C(y,) est compact.
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Lemme (2, II). — Soit ¥ un arc de géodésique temporel assez
petit. Sa longueur est supérieure ou égale a celle de tout arc de
classe Ct qui lut est t-homotope.

Preuge. — Soit S une sous-variété a (n — 1) dimensions
de classe C?, orientée dans I'espace. Il existe un voisinage de S
dont tout point est atteint une fois et une seule par les géodé-
siques normales a S. On définit ainsi un systéme de coordonnées
de Gauss (2%, ..., 2”1, 2" = s) ou S a pour équation z" = 0.

Dans ce systéme les composantes de g, sont:

g =1, g =0 s1 0<it<n,
g X' X/ <0 pour 0<i,j7<n
pour tout X

Soit @b un arc de géodésique normal &4 S en a et contenu

dans le voisinage ci-dessus. Soit ab un arc de courbe temporel

de classe C, t-homotope & ab. Il est tout entier dans le voisi-
nage considéré et sa longueur est

JoV g da* daf = [ \/{da")® + g da dod
< /a.'b dz* = longueur ab.

Tout arc de géodésique temporelle assez petit peut s’inter-

préter comme un arc ab. Le lemme en résulte. Ce raisonnement
montre que la longueur d’une courbe de classe C' temporelle
est un invariant concave.

L’inverse de la longueur d’une telle courbe est donc un inva-
riant convexe positif. D’aprés un théoréme de L. Tonell,
il en résulte:

Lemume (3, II). — La longueur est une fonction semi-continue
supérieurement sur Uespace des arcs de classe C' temporels,
pour la topologie de la convergence uniforme.

Le complété de cet espace est ’espace © des arcs temporels
ou isotropes. Le lemme (3, II) et un théoréme de Fréchet
(voir [4]) sur le prolongement des fonctionnelles semi-continues
montrent qu’on peut définir la longueur d’un arc temporel v,
comme la plus grande limite des longueurs des arcs temporels
de classe C!' convergeant uniformément vers y. Cela montre
du méme coup la validité du lemme (3, II) sur I'espace ©.
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TatoriMe (1, II). — Soit V, une variété compacte ou
t-compléte. Chaque classe de t-homotopie contient une géodésique
qui réalise le mazimum des longueurs des arcs de sa classe. En
particulier, si deux points de V, sont les extrémités d'un arc
temporel ils peuvent éire joints par une géodésique.

Preuve. — Soit v,: [0, 1] — V, un arc temporel. D’aprés le
lemme (1, II) la réunion C(y,) des arcs qui lui sont ¢-homotopes
est un compact.

Soit une suite d’arcs t-homotopes a y,. Puisque orientés dans
le temps ou isotropes, et contenus dans C(y,), ils sont équi-
continus. La compacité de C(y,) et le théoréme d’Ascoli-
Arzela entrainent D’existence d’un arc d’accumulation. La
classe de t-homotopie de v, est donc compacte pour la topo-
logie de la convergence uniforme.

D’aprés le lemme (3, II) et ses conséquences, la longueur
des courbes de la classe est une fonction semi-continue supé-
rieurement. La compacité de la classe entraine ’existence d’un
arc y de la classe de longueur maximum. Un raisonnement
standard et le lemme (2, II) montrent que y est un arc de
géodésique.

Ce théoréme étend dans une certaine mesure le théoréme
de convexité des espaces riemanniens complets :

La ¢-complétude entraine la convexité dans le temps. Il
faut renoncer 4 une convexité spatiale, comme le montre
Pexemple des espaces & courbure constante. Rappelons mainte-
nant des résultats classiques (voir Synge [13]) sur la variation
seconde de la longueur d’un arc de géodésique.

2. — Variation seconde de la longueur d’une géodésique.

Les indices grecs varieront de 1 a n, les indices latins de 1
an—1

Soit AB un arc simple de géodésique temporelle de V,,
dont nous repérerons les points d’un voisinage par les coor-
données de Fermi (2!, ..., 2"): 2" est I'arc de géodésique
compté sur AB a partir de A. On prend en A un repére ortho-

> > v . . .
normé (ey) tel que e, = 3,M. On obtient un repére orthonormé

Z,(P) au point P de AB enle transportant par parallélisme le
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long de AB. Enfin les «* sont les coordonnées normales géodé-
> *r ’ r
siques en P, dans le repére ¢,(P), sur la variété engendrée par
N
les géodésiques normales & AB en P.
Dans ces coordonnées :

1 si a=f=n,
M) geP)=] 0 si arp, ygug(P) = 0
—1 s1 a=f3=0u ,
Par suite:
FJB(P) =0, Lopy(P) = 0.

De méme:
bn‘ygﬂa(P) = O, donc anaYB(P) =0.

Soit s la longueur de AB. Définissons une application de
classe C* par:
¢: [0,s] X [0,1] =V,
vérifiant
a) 9([0, s] X {0}) = AB,
d’ou résulte

olo(fu) x {0])]=u,  a2[e({u} x {0})]=0.
b) ~—a[g(fu} x {0})]=0.

P
On appellera courbes variées de AB les courbes

3([0, s] X {9o}),

ou ¢ € [0, 1]. La longueur de ces courbes entre u, et u, est:

u, 2z B %
Liso) = | <gaﬁ£*;iu) du.

Introduisons les notations suivantes: Si X est une fonction
définie sur ¢ ([0, s] x [0, 1)),
X == b_)_(—’ X, - b—}—(
ou oy
Ainsi :
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En coordonnées de Fermi on a:

(2) &w,0) =1, &u0), 1%u, 0)=0.

Si on pose F(u, v) = (g.5%")"%, on tire donc de (1)

F(u,0) = 1.

On a F' = 2%(%{,’@7-7]“5@8 + 2gp,.PY). Mais sur K—ﬁ,

9,88y = 0 et d’autre part:
geEPnT = guthi" =" =0,

puisque pour ¢ = 0 et pour tout u on a " = 0.

Par suite, sur K\B, F'(u,0) =0et L'(0) = /:’ F'(u, 0)du = 0.

—
Résultat naturel puisque AB est une géodésique.
De la méme manieére :

(3) L(v0) = f: F"(u, vo) du =f:%(Fz)” du__fu:”

Pour ¢, = 0, on vient de voir que F’(u, 0) = 0. La seconde
intégrale est donc nulle. La premiére s’écrit en tenant compte

de (1) et de F(u, 0) =1:

f <7 dy58ap-n"NY . £GP + gag™iP + 4 >du-

F2
F du.

Evaluons la parenthése.
A cause de (1) le tenseur de courbure se réduit le long de

AB a:
Reapys = —%— (0yB8as + da38py — day8ps — dp8ay)-
En utilisant (2):
058ap- NPNTEEP = 038mn-NN° = Oygmn- M.
Et puisque 9,,gs, = 0 sur AB:
—%—bysgamsﬂi“ip = — Ry
D’autre part:
= % [2"].
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Finalement, pour ¢y = 0, (3) s’écrit:
L'(0) = /. [— Rugeri’ + gagn®i¥] du + [n"]5;
On peut poser 1n* = np?, ou w*w, = —1. Alors
W=t 4 s, gaprtf = 0.
Avec ces notations:
(8) L7(0) = /" [n*(— Rt/ + gu®i) — 7] du + "l

~~
Si, en particulier, u; = 0, uy = s, et si les extrémités de AB
sont fixes dans la variation:

(8) L"(0) = J [n*(— Ruyup't + gogitif) — 3] du.
En intégrant par parties 7? on obtient encore :

(6) L7(0) = /" [n*(— Ruyat! + gagb*i¥) + .11] du.

3. — L’homotopie temporelle de V,.

Nous allons adapter une méthode due & Myers (voir [10]).
Conservons les notations du paragraphe précédent, et choisis-
sons le long de AB, (n — 1) vecteurs W, notés w) et définis

—
en coordonnées de Fermi par w}y=¢. Il vient sur AB:

p* =0, et (6) se réduit a:

(7) L(0) =, [— n"Rinen + i) dus.

Ceci posé, d’apres le théoréme (1, II) une classe de ¢-homo-
topie contient une géodésique de longueur maximum.

Soit AB cette géodésique, et s sa longueur. On doit avoir
L”(0) < 0 pour toute fonction 7 positive ou nulle et nulle

. . . g
en A et B; en particulier pour vy = sin— u.
s

Pour ce choix de 7, (7) entraine donc:

S 1-:2
fo 12 [__ Rk _;2_] du<<0 pour tout k.
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Additionnons membre & membre les (n— 1) inégalités
obtenues en donnant a k les valeurs 1, ... n — 1, et observons

que
—1n

Z Rknkn = Rnn = Rapl’:a&ﬁo
k=1
I vient:

32 taff _ lt_z
j;n[Rapﬁz (n 1)82]du<0.

Par suite, si la courbure de Riceci est supérieure ou égale a e?
(c’est-a-dire X X* = 1 = RogX*XP > ¢?), on doit avoir

s <'tt\/ne— 1
D’ou le
Tutorime (2, II). — St V, est compacte ou t-compléte et si
XX, =1= Rme"‘Xf3 > e, les classes de t-homotopie n’ad-

- . tVn—1
mettent pas de courbe de longueur supérieure a —\/——————
e
En particulier les éventuels lacets temporels de V, sont homotopes
a zéro.
De facon imagée, V, est « compacte dans le temps» et
« homotope a4 zéro dans le temps ».

CoroLLAIRE. — St V, est un espace-temps compact ou
t-complet schématisant un fluide parfait champ électromagné-
tique, et st sa constante cosmologique est négative ou la densuté
de matiére supérieure & un nombre positif, alors V, est compacte
el homotope & zéro dans le temps.

Preuve. — Avec les notations du théoréme (13, I) on a:

1
XX, = 1> RyX*X? > 7[5 (¢ + p)

1% 1
+4 h“"hﬁHFame] — k.
Si k< 0: RegXeXP>— k>0,

S1p>a?: RapX“X‘3 > 2ya*>0.
Il suffit d’appliquer le théoréme précédent.
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Nous allons retrouver ce résultat pour une voie plus simple.

PR
Solent V, un espace-temps compact ou ¢-complet, AB une
géodésique temporelle. Si le point A n’a pas de point conjugué

N N
sur AB, il existe un voisinage de AB recouvert par un faisceau
régulier et différentiable de géodésiques temporelles issues de
A. Si u® est le vecteur unitaire tangent a ces géodésiques, on a :

u*Vug = 0, Vaug = Vgl sauf en A.

Par suite l'identité Rogu* = V*Vgu, — 33V u* s’écrit en
contractant avec uf:

d
9) Raputub 4+ V*ubv,ug = — V oU%,
ou s est 'arc de géodésique compté a partir de A.

Lewue (4, 11). — Vaupvaup>—§—(vau“)2, Pégalité n'étant

obtenue que si V ug = C(gap — ualip).

Preuve. — Dans un repére orthonormé (Zl, Zz; Za, ;4 = l;)
on a:
u*Vvaug = 0 = Vaug = 0, Vaug = Vgu, =>= Vgu, = 0.

Si les indices latins varient de 1 4 3, on a donc:
VaugVeub = Vu, Vil = Z (ETAVETR
iJ

Considérons la matrice A d’éléments V,u;, on a donc
Vmugvmuf3 = trace A2,

Comme d’autre part V. u*= —2 V' = —trace A, tout

revient & démontrer que tr A2 >% (tr A)2.
Si on pose :
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ona:
3tr A2 — (tr A)?2 = 3(a® + 2b% 4 d? + 2¢® 4 2¢% + f2)
— (a+ d+[)? = 6b* + 6c + 6¢® + (a —d)?
+la— [P+ (@d—[f)?>0.
L’égalité n’est obtenue que si:
b=c=e=0, a=d={,
c’est-a-dire A = C.Id, ou Vaug = C(gap — uqup).
Supposons que X*X, =1 —> RypX*XF > ¢ > 0.

Il résulte de ce lemme que (9) peut s’écrire :

1 d
?+§X2+ ds X‘_O,
ou
1
3
X = Vu*

¢ = VauBV"‘uf3 — — (Vu*)? + Ra@u“uﬁ > é?,

%C— ds,

Cette équation s’écrit, en posant y = expf
Ty, 9 -
ds? T 3YT 0

D’aprés la théorie de Sturm, s1 ¢ > €%, I'écart de deux zéros

/3
e

pondent a des discontinuités de V,u* En remarquant que si

successifs d’une solution est < - Or, les zéros de y corres-

un arc géodésique AB réalise le maximum des longueurs des
arcs de sa classe de t-homotopie 1l ne porte pas de points
conjugués, on voit qu'on a démontré le théoréeme (2, II)
pour n = 4.

4. — Notion de variété périodique close.

DeérinttioN (4, II). — Soit R la droite numérique. Nous
dirons qu’une variété V, est périodique et close s’il existe une
variété & (n — 1) dimensions V,_; compacte, orientable, de classe
C*, et un homéomorphisme h: V,— V,_; X R de classe C
tels que:
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a) les variétés = ({z} X R), ow z e V,_,, sont orientées dans
le temps,

b) les variétés h2(V,—; X {t}), o t e R, sont orientées dans
Vespace, ‘

c) la métrique ds? de V, est de classe C*, et il existe un nombre T
appelé période tel que le ds* soit invariant par

(z, t) = (z,t + T).

Un espace-temps isométrique & une variété périodique close
sera dit périodique clos.

La variété compacte W,
Soit & la relation d’équivalence définie sur V, par:

h(z X t) = h(z’ X ¢)mod. B <=z = 2',¢t = t' mod (T).

La wvariété quotient W,= V /R est homéomorphe &
V.-1 X St. En particulier, elle est compacte et orientable.
R définit une projection p: V, - W, de classe C* qui, évidem-
ment, est une isométrie locale.

Coordonnées adaptées au caractére périodique.

Tout point de V, est de la forme A1 (z X t),ouze V,,,te R.

Si on a choist sur V,_; un systéme de carte dans lequel z
a pour coordonnées (2%, ..., 2"%), les nombres (2%, ..., 2" ¢)
seront dits coordonnées adaptées au caractére périodique
pour le point (z, t). Le méme systéme de coordonnées vaut
sur W, avec la restriction 0 <t <<T.

Dans ces conditions ¢ = f(at, ..., 2"), ou plus bri¢vement
t=f(z), f étant de classe CP(p > 0), représente dans V,
(resp. W,; st 0 <f<<T) une variété homéomorphe a V,_,.
Réciproquement si X est une variété a (n — 1) dimensions
orientée dans D’espace, il lui correspond une fonction

f=V._.—>R

Formule de cohomologie pour les variétés périodiques closes.
Soit V, la variété périodique close précitée. Donnons nous
sur R une fonction C* croissante f(t) telle que

ft+ T)=f(@) + a,

ol a est une constante. Cela définit sur S' (de longueur T)
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une fonction dont la dérivée est C* et non nulle. L’image inverse
de cette fonction dans A définit sur W, une fonction U dis-
continue mais dont le gradient ¢, est continu, non nul, et
orienté dans le temps puisque orthogonal aux variétés

RV, X {t}).

Ainsi le vecteur ¢, est fermé et orienté dans le temps. Sur
W,—S (S=~V,y X &), tyeS!) il se réduit au gradient
de U; sa période relative & A7 ({z} X S!) est donc:

P=§quadx“=j;b¢U dz®,  ou  y=h({z} X SY).

Mais la derniére intégrale est égale & la variation de U & la
traversée de S = A7(V,_; X {t}), c’est-a-dire a. On a donc:

(1) /;% da* = a.

Soit ¢, un vecteur cofermé de classe C'. Comme S est de
volume nul:

/;V" Qo v* dy =fw,.-s Pa®. dy.
Mais sur W, — S, ¢, = 3,U, donc:
/Wn Pav*. dy =ﬁvn_sbaU.v°‘ dy.
or V,(Up*) = d,U.p* + UV 0* = d,U.¢% par suite
Jus¥aUeo% do = [ V.(Un®) do.

Si n® est le vecteur normal unitaire, do I’élément d’aire de
3S la formule de Stokes donne:

fwn ?av“ dy =_/;(Wn_s)U'vana. ds.

Mais o(W,—S) =S, —S,, ou S, et S, sont deux exemplaires
de S munis d’orientations évidentes.
Par suite:

/Wn Puv® dv = /; U.v*n, do — . U.v%n, do.

Sur S, et Sy, U prend des valeurs constantes dont la diffé-
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rence est la variation de U a la traversée de S, c’est-a-dire a.
Ainsi, compte tenu de (1):

/v:v.. Puv®. dy = P/s v*n,. do.

TutoriME (3, II). — Soient V, une variéié périodique close,
W, la variété compacte V,[R. X une variété compacte ortentable
dé (n— 1) dimensions orientée dans Uespace, ¢, une 1-forme
fermée temporelle, v, une 1-forme cofermée, P la période de ¢
relative a U'une quelconque des variétés h=2(xz X S'), alors:

fw" (9, 9) = sz o,

Preuve. — X est homologue 4 S = A™1(V,_; X ¢), ol t e S'.
Comme ¢* est cofermé A ot = /S ¢*. Le théoréme résulte alors

de la formule qui le précede.

5. — Sur une conjecture en métrique elliptique.

Soit V, une variété de dimension n, compacte, orientable,
munie d’une métrique elliptique de classe CP(p > 1).

Rappelons que la classe d’homotopie d’une sous-variété
compacte de V, est ’ensemble des variétés qui s’en déduisent
par homotopie, la dimension de la classe étant la borne
inférieure des dimensions des variétés de la classe.

Si une classe d’homotopie est de dimension n — 1, les aires
de ses éléments sont bornées inférieurement par un nombre
positif. 11 semble naturel de conjecturer qu’il existe dans la
classe une variété d’aire minimum, c’est-a-dire ’aire est infé-
rieure ou égale a l'aire de toute autre variété de la classe.
Si V, est de classe C il parait non moins raisonnable de conjec-
turer que cette variété est de classe C3.

Nous allons montrer que ces conjectures entrainent le théo-
réme suivant: soit V, une variété riemannienne compacte
de classe C”. Si sa courbure de Ricel est positive, son homoto-
pie a (n — 1) dimensions est nulle. Si sa courbure de Ricel
est positive ou nulle et son homotopie & n — 1 dimensions
non nulle (en particulier si II,_; (V,) 5= 0), elle est localement
réductible.



154 ANDRE AVEZ

Supposons ’homotopie & (n — 1) dimensions non triviale.
D’aprés la conjecture il existe une sous-variété X a (n — 1)
dimensions, compacte, de classe C3, d’aire minimum. On peut
toujours supposer X et V, orientables en passant aux revéte-
ments & deux feuillets. Choisissons alors une orientation du
fibré normal de X et portons dans le sens qu’elle définit les
géodésiques issues de X et normales & 2. 1l existe un voisinage V
de X dont tout point est atteint une fois, et une fois seulement,
par ces géodésiques. Soit u* le vecteur unitaire tangent a ces
géodésiques orientées comme il a été dit. Le vecteur u® est
de classe C® sur V et vérifie: u*V uf = 0, Vaug = Vgu,. Sis
est 'arc de géodésique compté a partir de X on a aisément:

R‘,Lpu“ui3 + V(,LupV“uf3 = jds— (V7 qu?).

Intégrons les deux membres sur une géodésique normale
aX:
s
H= jo [Rt,‘pu"‘uB + VaugVv bl ds = — (V qu®); + (V ou%o.
mais X est d’aire minimum dans sa classe d’homotopie, c’est
donc une variété minima au sens de la géométrie différentielle,

donc (V,u%*),=0. Ainsi H=(V,u*), En intégrant sur le
volume V bordé par X et une variété paralléle X(s):

/; H. dv = —/v Vo u®. do.

La formule de Stokes appliquée en remarquant que u®
est orthogonal & X(s) et X entraine:

.fv H dv = aire X — aire X(s).
Mais X(s) est homotope a X, donc aire X <C aire X(s) et
S Hde <0.

On ne peut en particulier, avoir H > 0, ce qui serait le cas
d’aprés la définition de H si la courbure de Riceci était positive.
Si la courbure de Ricci est positive ou nulle et si ’homotopie
4 (n — 1) dimensions n’est pas nulle, le raisonnement précédent
montre que H = 0 sur V, donc V,ug=0 sur V. Considérons
la composante connexe C de V, contenant V et sur laquelle
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il existe un vecteur ¢, a dérivée covariante nulle et se réduisant
4 u, sur V. Evidemment C est fermé. Si C ne coincide pas
avec V,, il admet un bord non vide B. Mais le raisonnement
précédent montre qu’il existe un « cylindre » maximal de C
sur lequel V,¢3 = 0, et que ce cylindre est un ouvert. En tant
que maximal ce cyhndre devrait contenir des points de B
et en tant qu’ouvert il devrait étre intérieur & C, donc B = ¢
et C=1V,.

Une méthode de résolution des systémes d’équations aux
dérivées partielles globales consistera, comme le montre
Pexemple précédent, & chercher des supports remarquables
pour les conditions initiales. Nous allons I'appliquer aux
variétés périodiques closes pour lesquelles nous démontrerons
la validité de la conjecture énoncée dans ce paragraphe.

6. — Existence de sous-variété spatiale d’aire maximum
sur une variété périodique close.

V, est, une fois pour toutes dans ce paragraphe, une variété
de classe C* munie d’une métrique hyperbolique normale g,g
de classe C*, périodique et close au sens du paragraphe IV.

Dérinition (B, II). — Avec les notations du paragraphe 1V,
soit t = f(a!, ..., ") une sous-variété compacte de V,. Nous
dirons qu’elle est orientée dans Uespace (resp. isotrope) au point
z, st son contingent en ce point est & Uextérieur (resp. sur) du
cone temporel. St elle est orientée dans Uespace en tous ses points,
nous dirons qu’elle est spatiale. Définition analogue dans le cas
sotrope.

I1 est clair qu’une telle sous-variété X orientée dans I'espace
ou isotrope, est lipschitzienne.

L’ensemble des sous-variétés ¢t = f(z', ..., 2*!) orientées
dans I’espace ou isotropes, muni de la topologie de la conver-
gence uniforme, est un espace 9. Si on impose a f d’étre de
classe C! on définit un sous-espace 9’ de 9. On désignera par
D" Pespace 9" métrisé par la distance:

gbx bx‘

i, §) = Max$
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Lemme (5, II). — D est compact: cest le complété de D'.

Preuve. — W, est compact; les éléments d’une suite f; de D
sont donc également bornés: 0 < fi(z) < T.

Comme les f; sont orientées dans DI’espace ou isotropes,
elles sont équi-continues. Le lemme résulte alors du théoréme
d’Ascoli-Arzela.

L’aire d’un élément de 9’ est bien définie : c’est 'intégrale
étendue a V,_; de la racine carrée du déterminant de
la métrique induite sur I’élément.

L’aire est une fonctionnelle positive ou nulle, continue
sur D’; elle est manifestement concave. L’inverse de I’aire est
donc une fonctionnelle positive, continue sur D”; et convexe.
D’aprés un théoréme de Haar (*7) c’est donc une fonctionnelle
semi-continue inférieurement sur D’. Par suite I’aire est semi-
continue supérieurement sur 9’. Donnons de ce fait une
démonstration directe.

Lemme (6, II). — L’aire est une fonction semi-continue
supérieurement sur D’

Preuve. — On peut se borner a le démontrer pour le sous-
espace de 9’ constitué par les sous-variétés orientées dans
Pespace et de classe (1, en remarquant qu’une variété de 9D’
est limite au sens de 9” de variétés de ce sous-espace et que
I'aire est continue sur 9"

Soient alors X une sous-variété spatiale de 9’, X,(: = 1,2...)

. 1. : ’ 1
une suite de sous-variétés spatiale de 9’ convergeant vers X
au sens de la topologie de 9D’. Il existe un voisinage V de X%
recouvert par les géodésiques normales & 2, chaque point de V
étant atteint une fois et une seule. Puisque 2 est orientable,
orientons son fibré normal: cela oriente les géodésiques
précédentes. Soit u* le vecteur unitaire tangent a ces géodé-
i 11 X, — X le bord d’un domai
siques. Si ¢ est assez grand, 2; — X est le bord d’un domaine
D, de V.

La formule de Stokes donne:

/' Vou®. dy = /2‘ u*n,ds — aire 2,
Di i

ou 7 est le vecteur unitaire normal & E Mais d’apreés I'inégalité
i

(¥*) Voir 6, voir aussi P. Gillis [5], p. 70.
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de Schwarz vue au chapitre 1: u,n* > 1. Par suite:

‘/é, u n* ds > aire X,
13

et ainsi:
aire X, < aire X + fni T u*. dy.
Or:
|/; Vu®. dv‘< Max |V ,u%. volume D,
i D;
et
lim volume D; = 0;
donc .
hm aire 2; << aire X (C.Q.F.D.)
Tutortme (4, 1I). — L’aire d'une sous variété 2 de D est

la plus grande limite des aires des sous-variétés de D’ convergeant
uniformément vers Y. C’est une fonction semi-continue supérieu-
rement au sens de la topologie de 9.

Preuve. — L’aire est une fonction semi-continue supérieure-
ment sur 9’. Comme D est le complété de D', il résulte d’un
théoréme de Fréchet (voir [4]) que 'aire se prolonge de fagon
unique sur D, ou elle est encore une fonction semi-continue
supérieurement.

Nous allons établir I’existence d’une borne supérieure des
aires des sous-variétés de 9.

LemwMe (7, II). — Sotent V, une variété munie d’une métrique
hyperbolique normale, périodique et close, et W, 'espace compact
V./R. Il existe toujours sur W,, et par suite sur V,, un champ
de vecteurs cofermés ¢ de norme supérieure ou égale a 1.

Preuve. — Soient (2%, ..., "1, 2" = ) un systéme de coor-
données adapté au caractére périodique sur W,, g,g I’expression
du tenseur métrique dans ce systéme. Le vecteur ¢* défimi

par:¢'=0(i=1, ..., n—1), v"=A.1g|_% ou A = MaX\/Ig|
répond a la question car Enn

ap®of = g,,,,v"v" >1,

Vot = VI = e Vi) = = 0
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TrtorEME (5, II). — L’aire des sous-variétés de D est bornée
supérieurement par un nombre B > 0. Il existe dans D une
sous-variété Sy d’aire B.

Preuve. — Montrons I’existence du nombre B. A cause
de la semi-continuité supérieure de l'aire et de la densité
de 9’ dans 9, il suffit de prouver I’existence d’une borne
supérieure des aires des sous-variétés de 9’. Soit S I'une d’elles.
Avec les notations du théoreme (3, II):

oL J— oL
fw”‘oav dy = P/;v ny do,

ou, grice au lemme précédent, on a ph choisir ¢* cofermé et
de norme supérieure ou égale a 1. Il est clair que ¢*n, ne
s’annule pas sur S et peut étre supposé positif. D’aprés I'iné-
galité de Schwarz du chapitre 1:

1 (-1
Fﬂvntpav dy

Le membre de gauche ne dépend pas de S donc aire S a une
borne supérieure B. La seconde partie du théoréme résulte
de la compacité de D établie au lemme (5, II) et de la semi-
continuité supérieure de 'aire (théoréme 4, II). On remarquera

vin, > 1, par suite > aire S.

que P2 /w ¢ev*dy ne dépend que de la « direction » de la
classe d’homologie de ¢, car la substitution
Pa —> APy + 3,U(A € R)

donne

P-1 > AP, [ gt de — A [, pav® db.

Nous allons démontrer que Sgp est de classe C2.

Lemme (8, II). — Le probléme de la recherche du maximum
de Uaire
~ ot ot _
j; F<3§‘1,...,$" 1t &T’--wW)d@&”-Ad‘”nl
d’une sous-variété t = f(z', ..., 2" 1) de D, est un probléme

elliptique au signe prés.

Preuve. — Analogue a celle d’'un théoréme de Lichnerowicz
([8], p- 43). Si t = fa(a', ..., ") est I’équation de Sp en
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coordonnées adaptées au caractére périodique, fp est lipschit-
of s
d,0
définit pour chaque ¢ une distribution de support V,_,. Par
conséquent

zienne. Par suite f5 est dérivable presque partout et ¢, =

sl =1
sl a=n

baf B — iifB

définit un courant de degré 1, de support Sg, sur V,. Puisque Sp
est spatiale au sens de la définition (5, II), g*%.fs.0sfs > 0,
1a ou fg est dérivable, c’est-a-dire p.p.

Comme dans le cas ou Sg est de classe C2, le fait que ’aire
de Sp soit extrémale entraine:

(g%Pght — g*2gP) 0yf5.0ufn. (apfn — Lofpdefs) = 0.
On doit chercher le signe de:
(8™ — g™ 0fn-0ufn. VaVg = N@oafa) . N(V.) — (VAfa)®.
Or, N(3,fs) > 0 p.p.; I'inégalité de Schwarz entraine:
N@ufs)- N(Va) — (Vifa)? < O.
Le probléme est donc elliptique au signe prés.

Mais C. B. Morrey a démontré ([9]) que si un probléme ellip-
tique attaché a une intégrale de la forme:

ot ot
1 —1. o — —1
fv,._,F<x’ ee., IV t’bxl’ ,bxn_l>dx~1A...Adx"
admettait une solution de classe C!, la solution était de classe
C2. D’autre part J. Nash ([11]) a démontré que s’il admettait
une solution lipschitzienne cette solution était de classe Cl.
Comme f5 est lipschitzienne, on a le

TrtoreME (6, II). — Il existe une sous-variété de D de classe
C? et d’aire mazimum.

7. — Applications.

Considérons un espace-temps V, périodique clos de tenseur
de Ricei Rggp.

Soit W, la variété V,/R (voir paragraphe IV) et p la projec-
tion canonique: p: V,—> W,. D’aprés le théoréeme (6, II)
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il existe sur W, une variété Sg. Il est clair que p~1(Ss) est
formé de variétés a trois dimensions de classe C2, compactes,
orientées dans I’espace, est d’aire maximum B, dont I’équation
est:

t = fo(z*, 22, 2*) + k. T, ol kel

Soient X et X' deux telles variétés de V, d’équations :
t = fa(at, 22, 2°) et t=fi+T.

Ainsi X' — X est le bord d’une partie V de V, telle que, si V

est la fermeture de V, p(V) = W,.

Feuilletons V, par les variétés paralléles a X. Leurs trajec-
toires orthogonales sont des géodésiques de vecteur unitaire
tangent u® Comme X est de classe C2, u* est de classe C!,
et la formule:

H= [ [Rogu® + V,upVub]ds = — (V,u7), + (Vou),

du paragraphe 5 est valable. Mais X est une variété minima,
donc (V,u*), =0, et il reste:

H= [ [Roguuf + VoupV°uf] ds = — Vour.
Intégrons H sur V:

/;Hdv =—j;, Vau“d():——/;:,u“nadc —|—/;:u°‘n¢do',
ou n, est le vecteur unitaire normal a X ou X’'. Mais sur X:
u* = n% donc ‘/‘;:u“na do = aire Y. D’aprés [D'inégalité de
Schwarz, sur X':

u*n, >1, donc /;:u"‘n‘,L de > A, do = aire X' = aire 2.

Par suite:
(1) S, Hde <0.

Etudions le signe de H. Pour cela commencons par étudier
le signe de V,ugV*uf : dans la métrique elliptique (théoréme 1, I

Rog = — 8ap + 2uqug,  on a KM = R,
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Ainsi, K***V,ug = (— g™ + 2u*u?) V,up = — Vug puisque
u*Vaug = 0. Et puisque Vyuy = Vuup on a:

h*ml V)\up. = h*p“V‘uu)\.

Donc V ,uV TR AL AV T/ gup >0, ’égalité n’étant obte-
nue que si V,ug = 0.

Etudions le signe de R,gu*uf: si Iespace-temps est vide
Rqg = 0. En schéma fluide parfait-champ électromagnétique
et s1 la constante cosmologique est négative ou nulle, il existe
des domaines ou Rygu*uf > 0 d’aprés le théoréme (13, I).
Dans les deux cas il en résulte que

H Efos [Rmpu“uB -+ VauBV“uB] ds >0,

I’égalité n’étant obtenue que si V,uz =0, R(,qgu“uf3 = 0. De
I'inégalité (1) on déduit le:

Tutortme (7, II). — Si un espace-temps extérieur est pério-
dique et clos, il est localement euclidien.

Preuve. — En effet R,3 = 0 et V,ug = 0 entrainent, comme
au théoréme (10, I), V, localement euclidien.

Tatorime (8, II). — En schéma fluide parfait champ
électromagnétique un espace-temps périodique clos est d constante
cosmologique posttive.

Preuve. — Sinon, 1l existerait des domaines de V, ou H > 0.

Comme H > 0 partout, on en pourrait avoir /:, H. dv < 0.

Si on revient aux espaces-temps compacts les plus généraux,
leur premier membre de Betti n’est pas nul. Mais d’apres le
modéle d’univers construit au chapitre premier on ne peut
espérer trouver des sections d’espaces globales et les méthodes
précédentes ne s’appliquent plus.
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CHAPITRE III

VARIETES DE G. DE RHAM

Ce chapitre vise 4 étudier les variétés V, compactes et orien-
tables par la technique des formes harmoniques, en I’absence
d’hypothése sur la signature de la métrique g,g. Les résultats
obtenus a l'aide de cette méthode par les différents auteurs,
reposaient tous sur le fait qu’en métrique elliptique

/;ta... % dp =0—¢,... =0.

Ici, existence de tenseurs isotropes rend ce type de raison-
nement inutilisable. Nous lui en substituons un autre reposant
sur un lemme analogue a celui de Du Boi Reymond en calcul
des variations.

Notations et rappels (*®). — Les variétés envisagées seront
toujours compactes, orientables, munies d’une métrique g,
de classe C~.

Les p-tenseurs a et (3, ont un produit scalaire local en
Zg € V,, noté (a, ) et défini par: (a, f) =—1Ta;“ W

p

L’espace vectoriel des p-tenseurs définis sur V,, est mum
d’un produit scalaire noté < a, § > et défini par:

<ap>=[ (28).d

En métrique non elliptique << a, B > ne définit pas une
norme, puisque << a, o > = 0=/ a =0.

Cet espace vectoriel est muni de la topologie faible (**):
des p-tenseurs t; convergent faiblement vers le p-tenseur ¢,

(*®) Voir, par exemple, Lichnerowicz [6], pp. 169-189.
(*®) L. Schwartz [8], tome I, pp. 72-73.
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si les <t, ¢ > convergent vers <t, ¢ > quel que soit le
p-tenseur ¢. Nous noterons: t; —t.

Enfin, A,, F,, C,, h,, ¢,, H, désignerons les espaces des
p-formes de classe C° respectivement: quelconques, fermées,
cofermées, homologues a zéro, cohomologues a zéro, harmo-
niques.

1. — Caractérisation de la métrique par I’espace C,.

Lemme (1, III). — St un p-tenseur ¢ est orthogonal d un
sous-ensemble K, dense dans Uespace des p-tenseurs, alors

p=0.

Démonstration. — Soit A un p-tenseur quelconque. Il existe
une suite ¥, e K telle que ¥; —~ A(A, ¢), done

< o¥i>—> <9, AR, ) >.
Mais

<<P’ ]Fi>=0, <‘P,)‘(7\9 io)>=<0\7 ?)’ 0\’ ?)>’

donc

< (A, 9), (A, 9) > =0.

Comme (g, A) est continu, (¢, A) = 0. Comme A est arbitraire;
¢ =0.

On en déduit, en particulier, que si un tenseur d’ordre 2
est orthogonal & un sous-ensemble dense dans I’espace des
tenseurs symétriques (resp. antisymétriques) d’ordre 2, il
est antisymétrique (resp. symétrique).

Cette remarque servira plus loin.

Lemwme (2, III). — Si A.p est un tenseur symétrique de classe
C!, Papplication ¢, — Aqgef est un endomorphisme de F,
(resp. hy) si et seulement st A,z = k.gup, ot k = constante.

Démonstration. — La condition est manifestement suffisante,
montrons qu’elle est nécessaire. Pour tout vecteur fermé
Par Aapef doit étre fermé, c’est-a-dire:

(1) (V)\Aap — VpAa)\)cp“ -+ (Aa‘;V)\(p“ — Aa)\quﬁa) = (.

Soit V, un vecteur arbitraire en un point arbitraire (z*), e V,.
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Prenons des coordonnées normales z* en ce point, et posons

1 ., . . ,
U=-2— (Vez®)2. 11 est aisé de construire une fonction U
définie sur V, tout entier, de classe C!, et dont la restriction
a un voisinage de (z%*), soit U. Le champ fermé ¢, = d,U’

est tel que (¢4)z, = 0, (Vu$p)s, = VaVp.(1) donne alors:
A,pV“Vx = Ad)\VpV“, soit AagV“ = kVB;

V, est arbitraire, donc A3 = k. gap.
Cette valeur de A, substituée dans (1) donne:

opnk = ¢MoPk.

Comme on peut trouver sur V, un champ fermé dont la restric-
tion a (2%), soit un vecteur (o), arbitraire, cette derniére
égalité entraine %k = 0, soit k = constante.

I1 est clair que ce lemme vaut sans hypothéses topologiques
sur V,.

Lemwme (3, ITI). — Si Ayp est un tenseur symétrique de classe
C!, Vapplication ¢, — A.p3P est un endomorphisme de Ci, si
et seulement si A,g = kgap, ot k = constante.

Démonstration. — La condition est évidemment suffisante,
montrons qu’elle est nécessaire. Pour tout vecteur cofermé ¢,,
Ap9P doit étre cofermé. Par conséquent, pour toute fonction V
de classe C! sur V,:

/. g0 V. dp = 0.

Prenons en particulier ¢, = V*F,,, ou Fy, définit une 2-forme
arbitraire. En usant de la formule de Stokes, 1l vient

F 7, (A,foV) = 0.

Comme F,g est un tenseur antisymétrique arbitraire, le lemme

(1, III) montre que
Via(AqfogV)

est symétrique, c’est-a-dire que (A,*3V) est fermé. L’applica-
tion 9,V — A,5FV est donc un endomorphisme de k;. Comme
V est arbitraire, le lemme (2, III) entraine A,z = kg,
k = constante.
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Ce lemme suppose essentiellement V, compacte.

TatoreME (1, III). — Considérons deuxr métriques de signa-
tures quelconques ga.p et h,g sur V,. Désignons par C; (gap)
et Cy(hag) les espaces des 1-formes cofermées respectivement
dans g, et dans heg. St n =2 et C; (gap) € Cyi(hag), alors

haﬁ = k. 8aBs
k = constante.
Démonstration. — Définissons h® et h par Zaﬁhpr = &%,

b= Dét (hy).
Soit ¢, € C;(gap), alors ¢, € Ci(hyg) et pour toute fonction V
de classe C! sur V,:

/;,ngoa.bpv.;z“?.\/ﬁz—]dxl,\.../\dx" = 0.

Par suite

.
S gV . het. E] VIgl dat p... p dz* = 0.

Ce qui prouve que:

* 1
2

* | h
qoah“ﬁ—g— < Cy(gap)-

Ainsi, l'application ¢f — qoal:"‘p % est un endomorphisme

de I'espace Cy(gsp). D’apreés le lemme (3, III):

s
h _—_)\_g“p

g

hab

(A = constante).
C’est-a-dire :

hag = kgag, A== |k

Si n=£2, k est donc une constante.

Alors que I'espace F; ne dépend que de la structure diffé-
rentiable de V,, la donnée de C, détermine la métrique a un
coefficient numérique prés. A toute propriété métrique doit
donc correspondre une propriété de C,. Nous allons traduire
cette correspondance pour les espaces d’Einstein.
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2. — Caractérisation des espaces d’Einstein.

Tatortme (2, III). — Lorsque n=~2, V, est un espace
d’Einstein si et seulement si Uapplication g, — V2V)¢, est un
endomorphisme de F;.

Démonstration. — Si ¢, est un vecteur fermé, et si
Rag = k. gap,
Pidentité :
(1) R%pe = V*V gpa — 3V 497,
s’écrit

k.q:«p -+ ap(va%) = V%V 9.

Mais n == 2= k = constante, k.¢g est donc fermé et par
suite V*V,¢g P'est aussi. La condition est donc nécessaire,
montrons qu’elle est suffisante. Si ¢, étant fermé, V*V,pg
I’est aussi (1) montre que R%g¢Pf est fermé. Comme ¢, est
arbitraire dans F,, le lemme (2, III) entraine R.g = kgag.

Tatorime (3, III). — Méme théoréme pour h,.

Démonstration. — Méme démonstration.
Ces deux derniers théorémes sont locaux, au méme titre
que le lemme dont ils dérivent.

TutoreME (4, III). — La variété V, (n =~ 2) est un espace
d’ Einstein si et seulement si Uapplication ¢, — V2V ¢, est un
endomorphisme de C,.

Démonstration. — En passant au revétement orientable
a deux feuillets, on voit que I’hypothése d’orientabilité est
surabondante.

La condition est nécessaire: si ¢, est cofermé, I'identité

(1) Rapq:“ = V*Vgpa — 0V 9%

s’écrit
k.gp = V*Vgta

et puisque k est constant, V*V g, est cofermé.



168 ANDRE AVEZ

Pour toute fonction V de classe C2 sur V,, on a donc
S V. VT go,.do = 0.
La formule de Stokes entraine:
Sy TRV Vp,.do = 0.
A cause de la symétrique de Vo5V :
Sy, TRV Vgp,.de = 0.
Une nouvelle application de la formule de Stokes donne
S V. VPV gg,.do = 0.

Puisque 2*V est arbitraire, cela montre que VFVgo, est
cofermé. La condition est suffisante : ¢, étant cofermé, suppo-
sons que VP#Vgy, le soit. Les calculs faits ci-dessus montrent
que VPVpo, est cofermé. D’apreés (1), R%gp, I'est donc aussi.
L’application ¢, — Rf,gg est donc un endomorphisme de C,.
Le lemme (3, III) entraine R, = k. gqp.

Nous allons poursuivre I’étude des espaces d’Einstein
tenseur de Ricci nul et préciser les techniques nécessaires
cette étude.

a
a

3. — Rappels de résultats sur les formes harmoniques (%°).

Adjointe d’une forme.

517 est la forme élément de volume de V,, on appelle adjointe
d’une p-forme a la (n-p)-forme notée ¥ a et définie par ses
composantes :

1
(KOsl = 51 T ok D,
Rappelons la relation
KXo = Eg. (— 1)P(n—P)).a’ g, = (__ 1)signe g,

(2°) Ces deux premiers paragraphes ont fait I’objet d’une note: A. Avez [1].
Voir aussi [4] et [6] auquel les notations sont empruntées.
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qui permet de définir 'opérateur ¥ sur les p-formes par:
X1 = gg_(_ 1)p(n—p)*.

Opérations d, & —, A.

Soit d l'opérateur de différentiation extérieure sur les
p-formes. L’opérateur ¢ sur les p-formes, fait correspondre a
toute p-forme « une (p — 1)-forme définie par:

So = (— 1)". X1 dxa.

De la relation dd = 0, on déduit ¢¢ = 0.

Rappelons encore que ¢ est 'adjoint de d par rapport a <<, >.

Enfin, nous introduirons I'opérateur A, qui a toute p-forme a
fait correspondre une p-forme et qui est défini par: A = dd + &d.
Pour les o-formes, on vérifie que A est 'opposé du laplacien A,.

Rappelons enfin que les opérateurs A et % commutent.

Théorémes de Hodge-de Rham.

G. de Rham a démontré, dans un raisonnement qui ne fait
intervenir que la structure différentiable de la variété, le
théoréme suivant (3):

La dimension de I'espace quotient F,/h, est finie et égale au
p*™ nombre de Betti B,(V,) de la variété V,.

Les éléments de F,/h, sont appelés les p-classes d’homologie
sur les réels.

Définissons une p-forme harmonique « par la condition
Ao = 0. En métrique elliptique, Hodge et de Rham ont établi
que chaque classe d’homologie contenait une forme harmonique
et une seule. D’une maniére précise on a ce que nous désigne-
rons par

Théoréme de forte décomposition.
Ap=h, X C, X (F;nC,).

Pour des raisons qui apparaitront au paragraphe 5 nous
introduirons le

Théoréme de faible décomposition.

hy X Gy X (Fyn G,) est dense dans A, au sens de la topologie
faible.

(2Y) G. de Rham. Sur I'analysis situs des variétés a n dimensions (These), Journal

de Mathématiques pures et appliquées, 10 (1931), pp. 115-200.
(22) Voir A. Avez [2].
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DErFiNITIONS :

Variétés fortement de G. de Rham: celles pour lesquelles
le théoréme de forte décomposition est vrai.

Variétés farblement de G. de Rham: celles pour lesquelles
le théoréme de faible décomposition est vrai.

En métrique elliptique toute variété est fortement de
G. de Rham. Nous verrons qu’il n’en est rien en métrique de
signature quelconque.

Il est clair qu’une variété fortement de G. de Rham, I’est
faiblement. La réciproque est fausse, comme nous I’établirons
au paragraphe 5. La notion de variété faiblement de
G. de Rham suffira pour presque toutes les applications.

TrtoriME DE Bocuner-Licanerowrcz (). — Enongons-le :

St une variété riemannienne compacte orientable admet une
courbure de Ricct nulle, toute 1-forme harmonique est a dérivée
covariante nulle.

Si, en particulier, la variété est de dimension 4 et de carac-
téristique d’Euler-Poincaré X (V,) nulle:

X<V4) =Bo—‘B1 +B2_B3+ B4=0
et le théoréme de dualité d’Alexander:
B, =B, =1, B, = B,, entrainent :

&=1+%>L

D’apres la théorie de Hodge- de Rham, 1l existe donc une
1-forme harmonique sur V,. Le théoréme de Bochner-
Lichnerowicz montre qu’elle est & dérivée covariante nulle.
Les équations de Gauss-Codazzi montrent alors que V, est
localement euclidienne.

L’extension de ce dernier résultat aux variétés V, munie
d’une métrique hyperbolique normale, démontrerait la propo-
sition B de Lichnerowicz (**) pour les espaces temps compacts.
D’oui I'intérét d’une étude des variétés de G. de Rham.

(33) Lichnerowicz [7], p. 5.
(34) Lichnerowicz [5].
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4, — Variétés faiblement de G. de Rham.

L’existence des variétés de G. de Rham, en métrique non
elliptique, sera démontrée au paragraphe 5.

Tout au long de ce paragraphe les variétés envisagées seront
faiblement de G. de Rham, sauf mention express.

Nous nous proposons d’étendre a de telles variétés des résul-
tats classiques en métrique elliptique.

LemMme (4, III). — Etant donné une p-forme u sur V,, st
pour toute p-forme o on a

(du, do) = 0 (resp. (Su. ) = 0),
alors du = 0 (resp. du = 0).

Démonstration. — Soit s une (p + 1)-forme arbitraire de

hpra X cppr X (Fpyy 0 Cppy).
Il existe des formes a«, {3, v telles que

s=da—+ B+, 3y = 0.

Par hypothése (du, de) = 0; d’autre part (du, ¢f) = 0,
(du, ¥) = (u, gY) = 0, donc (du, sy = 0. Le lemme (1, III

entraine, puisque s est arbitraire dans
hper X cpyr X (Fppan Cppy) dense dans Ay, du=0.

Méme démonstration pour ¢.

Lemme (b, III). — Etant donnée une p-forme u sur V,,
st pour toute p-forme teh, X ¢, X (F,nC,) on a

{du, dt) = 0. (resp. (Su, &t) =0),
alors du =0 (resp. du = 0).
Démonstration. — (du, dty = 0 pour
vieh, X ¢, X (FynC,).
En particulier si ¢t = ¢}, ou AeA,,,; donc

(du, d8\) = (3 du, 81) = 0.
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Comme A est arbitraire dans A,.;, le lemme précédent
entraine ¢ du = 0. Par suite, pour toute (p + 1)-forme w:

(edu, p.y = (du, du)y = 0.
Une nouvelle application du lemme précédent entraine du = 0.
Tutorime (5, III). — Si a et b sont deux constantes non
nulles, U une p-forme de V,, on a:
UeF,nC, <> a.ddu+ bddu=0.

En particulier

F,nC,= H,.
Démonstration. — 11 est évident que
du=0,0u=0=>a.dou+ b. ddu = 0.
Réciproquement a. déu + b.cdu = 0 = pour Vse Ap:
(1) a(Su, &s) + b {(du, ds) = 0.

St seh, X ¢, X (C,n Fp), il existe des formes a, 3, y telles
que: s = da + 6B + v, ¢y = 0. En substituant a s la forme
s-da dans (1), il vient (du, ds) = 0, donc (Su, ¢s) = 0.
Comme s est arbitraire dans h, X ¢, X (C,nF,), le lemme
précédent entraine du = 0, u =

Tatortme (6, I1I). — La décomposition de Hodge-de-Rham
est unique. 7

Démonstration. — Soit ueh, X ¢, + (F,n C,), avec:

u=da+ B+ y=da + 3P + v
. d\( = dY’ = O, 8“( = 8YI - 0.

Onentire d(a —a') 4+ B —pf)+ (—7y)=0.

SiseAp:

(d(a — a'), ds) = —(ds, e(B — p")) — {ds,y — ¥ ) = 0.

Comme s est arbitraire dans Ap, le lemme (4, III) entraine
d(e — a') = 0, c’est-a-dire da = da'.

De méme .

B=2p  v=v"

Takorkme (7, III). — Le p*™ nombre de Betti B,(V,) est

supérieur ou égal a la dimension de H,.
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Démonstration. — A chaque forme harmonique de H,
correspond une p-classe d’homologie h + du, uel,4,.
Il suffit de montrer que, réciproquement, chaque classe d’homo-
logie contient au plus une forme harmonique.

Soient deux formes harmoniques d’une méme classe: h
et h'. Il existe ue A, ; telle que : h — b’ = du.

Le théoréme d’unicité entraine:

h=Fh, du = 0.
En particulier: dim H, < oo.

Lemme (6, III). — Sur V,, une p-forme harmonique w,
orthogonale a toutes les p-formes harmoniques, est nulle.

Démonstration. — Soit ¢ e b, X ¢, X (F,n C,). 1l existe des
formes «, B, y telles que:

vp=da+2B+y, dy=0, <Sy=0.

Puisque w € H,, le théoréme (5, III) entraine dw = 0, éw = 0.
Par suite

(da, wy = (2B, w) = 0,

et comme, par hypothése, (y,w) =0, on a (v, w) = 0. Le
lemme (1, III) entraine w = 0.

Si V, est faiblement de G. de Rham, nous avons seulement :
dim H, <{B,(V,). Nous allons montrer qu’on a I’égalité s1 V,
est fortement de G. de Rham. Cette derniére hypothése n’est
sans doute pas nécessaire comme le montrera ’étude des V,.

Tutorime (8, III). — Sur une variété V, fortemeni de
G. de Rham, soient a et b deux constantes non nulles, § € A,.
Pour que Uéquation :

a. d8X +b.8dX =8

soit résoluble en X, il faut et il suffit que B sotit orthogonale & H,.

Démonstration. — C’est nécessaire: d’aprés le théoréme

(5, III), ye H,=~dy =0, ¢y = 0. Donc:

<B’ Y) = a. <d8X’ Y> + b <S dX, Y)
a <3 X, 37) + b <dX, dy) =0.
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Montrons que c’est suffisant: puisque le théoréme de forte
décomposition est valide, il existe des formes a, 7, o, telles
que:

B=de+3n+0o, do=0, do=0.

Mais «, &y, B sont orthogonales 4 H,, il en est donc de
méme de o et, d’apres le lemme (6, III), ¢ = 0. Tout revient
donc a résoudre:

a. ddX + 5.8 dX = da + .
L’unicité de la décomposition de Hodge entraine

a. ddX = da, b.8dX = .

Puisque V, est fortement de G. de Rham, on peut supposer,
en remplacant « par sa composante cohomologue a zéro,
et v par sa composante homologue a zéro, que « est cohomo-
logue a zéro et v homologue a zéro.

Il suffit donc de savoir résoudre:

(1) atX = a,
2) b. dX =,

Comme a« est cohomologue a zéro, (1) a une solution X;.
Posons X = X, +JY, Y étant a déterminer. Il suffit de véri-
fier (2), c’est-a-dire:

(3) &Y — % y — dX,.

Comme —1—71 est homologue a zéro, dZ = —11)— n — dX, a une

b
solution Z; si ¢Y est la composante cohomologue a zéro
de Z, on a bien (3).
Si a=05b=1 ce théoréme se réduit au théoréme H de

Hodge (*).

Tatoreme (9, III). — Sur une variété V, fortement de

G. de Rham, B,(V,) = dim H,.

Démonstration. — D’aprés le théoréme (7, III) il suffit
de démontrer que chaque p-classe d’homologie contient une

(%%) P. Bidal et G. de Rham [4].
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forme harmonique. Si « appartient & 'une de ces classes
d’aprés le théoréme de forte décomposition il existe des formes
A, &, h telles que:

« = d\ + Sp + b, heH,=C,nF,.

Mais o, dA, he F,= . € F,; i est donc orthogonale a C,.
D’aprés le lemme (4, III) éu = 0, et « = dA + h. La classe «

contient donc la forme harmonique h.

5. — Variétés de G. de Rham a deux dimensions.

Les buts essentiels de ce paragraphe sont:

10 Démontrer l'existence, en métrique non elliptique, de
variétés faiblement de G. de Rham.

20 Indiquer dans quelle voie chercher une caractérisation
de ces variétés.

3° Résoudre les méme problémes, en métrique non ellip-
tique, pour les variétés fortement de G. de Rham.

40 Montrer qu’il existe des variétés faiblement de
G. de Rham qui ne sont pas fortement de G. de Rham.

Ces problémes seront traités en dimension 2.

Toute variété V, compacte, orientable, a deux dimen-
sions, munie d’une métrique elliptique, est fortement de
G. de Rham. II reste & examiner les V, munies d’une métrique
hyperbolique normale. Leur caractéristique d’Euler-Poincaré
X(V,) est nulle, et elles sont homéomorphes au tore T2 (*).
Considérons le tore T2 = T* X T* comme résultant de I'iden-
tification des cOtés opposés du carré :

0<z<1, 0<y<ly,

dans le plan zoy. Le tore T2 pseudo-euclidien sera celui muni
de la métrique g,z définie par ses composantes relative a
z0y: gnu=2a% g2 =0, gy =—".

Tatorkme (10, III). — Pour que le tore pseudo-euclidien T?
soit fatblement de G. de Rham il faut et il suffit que ses géodésiques
isotropes ne soient pas fermées.

(%¢) N. Steenrod, p. 207 [9].
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Démonstration. — Posons une fois pour toutes:
e.(u) = exp. 27t nu, n entier, ue R; e, = ¢,(z)e,(y).

Si les géodésiques isotropes sont fermées, a et b sont commen-
surables, il existe des entiers p et ¢ tels que p?/a? = ¢*/b®.
Pour de tels entiers

1 9® 1 9
Aleyy) = — Ay(en) = B o8 R e L 0.

Ainsi, la o-forme e,, est harmonique sans étre fermée, puis-
qu’elle ne se réduit pas & une constante. Il résulte du théoréme
(5, III) que T, ne peut étre faiblement de G. de Rham.

Réciproquement, supposons que les géodésiques isotropes
ne soient pas fermées. Les nombres a et b sont incommensu-
rables et, quels que soient les entiers p et ¢ non nuls,

p?la® — ¢*[b% 5~ 0.

Ceci posé, montrons que k. X ¢, X (F.nC,) est dense dans
a) r=0.
L’égalité A(e,,) = 4n?(p?/a® — ¢*/b?)e,, montre que ’équation
en X, AX = ¢,, a une solution:
€pq
k(o — ¢ Jb)

(p, ¢ non tous deux nuls).

Si P(z, y) = XXa,,. ey, ol les a,, sont des constantes toutes
nulles & 'exception d’un nombre fini d’entre elles, est un
polyndéme trigonométrique, il en résulte que I'équation en
X : AX = P(z, y) — ag, admet la solution:

. Qpg - €pg .
X =2 e — )

Or, ’ensemble des polyndmes trigonométriques est dense
sur A, au sens de la convergence uniforme; il ’est donc a for-
tiori au sens de la convergence faible. Comme un élément
de cet ensemble peut s’écrire, comme on vient de le voir,
AX 4 agy = 8(dX) + agg e Co X H,, il en résulte que Con H,

est dense dans A,.
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b) r=2.
Si % U désigne I’ensemble des formes adjointes des formes
de I'ensemble U, on a évidemment:

% Co = h, % H, = H,, ¥ Ay = A,.

La densité de Cy et Hy dans A, entraine donc celle de h, X H,

dans A, puisque:
T, =~ T = HKI; =~ K.

c) p=1

‘Posons v, = {AX; XeA,}. On a vu que w; X Hy est
dense dans A, Mais A, est isomorphe & A, X A, dans 'appli-
cation ¢, — (91, ¢,), puisqu’il existe sur T? un systéme de
coordonnées global. Par suite:

(1) (wo X Hy) X (w4 X Hy)

est dense dans A;. Comme la métrique est pseudo-euclidienne,
A(9s) = (A9),, ol ¢, est envisagé comme o-forme dans le
membre de gauche. Par suite, si on pose w; = {Ag; ¢ e Ay,
on a: w, = 0, X w,. D’autre part Hy X H, définit I'espace
des vecteurs paralleéles (V,¢p = 0) sur T?, donc H, X H,
est isomorphiquement contenu dans H;. La relation (1) montre
donc que o; X H; est dense dans A;. Comme w, e h; X ¢,
il en résulte que h; X ¢; X H; est dense dans A;. Ce théoréme
établit D’existence de variétés faiblement de G. de Rham
en métrique non elliptique. Nous allons établir existence de
variétés fortement de G. de Rham en métrique non elliptique.

Lemume (7, II1). — Pour les variétés V, compactes, ortentables,
munies d’une métrique g, C*, le théoréme de forte décomposition
est équivalent d Uénoncé suivant:

L’équation A, X = f est résoluble en X st et seulement si

‘/;, f.-ds = 0. En notant X et [ des fonctions définies sur V,,

do Uélément d’aire de V, dans la métrique gp.

Démonstration. — 11 est clair que ‘ﬂ, f.ds = 0 est une condi-

tion nécessaire de résolution de I’équation en X: A, X ={.
Montrons que si V, est fortement de G. de Rham, cette condi-
tion est suffisante.
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Le théoréme de forte décomposition pour les O-formes
entraine P’existence d’une 1-forme v et d’une O-forme r telles
que: f=20&v+r, dr=0 (c’est-a-dire: r = constante). Par

intégration sur V,, fv f.do =0 et ‘/; 8v.ds = 0 entrainent
‘/;gr.dc = r~ﬁ’1.dc =0, soit r=10. On a donc:
f=ov.

Le théoréme de forte décomposition pour les 1-formes
entraine ’existence d’une O-forme A et d’une 1-forme v telles
que: v=dA + vy, &y = 0. Par suite f= ¢ dA. La fonction
— A est donc solution de A, X = —3dX = f.

Réciproquement, montrons que la possibilité de résoudre
en X Iéquation A, X =, lorsque f f.de = 0, entraine
le théoréme de forte décomposition.

a) o-formes.

Soit s une O-forme. Déterminons une constante r par la
condition /“,! (s — r)de = 0. L’équation en X, s — r = A, X,
admet par hypothése une solution A et, en posant v =—dA,
on a bien: s =3dv 4 r,dr =0.

b) 2-formes.
Il s’agit de montrer que pour toute 2-forme u on peut
trouver une 1-forme (B et une 2 forme ¢ telles que:

u=dB+t St=0.

Or, ¥u est une O-forme. D’aprés ce qui précéde, on sait
trouver une 1-forme v et une O-forme r telles que:

Xu =28 +r, dr = 0.

Deladéfinitiondv= ¥1.d. %v,ontire, en posant f =— (%) :
¥u=—xX4dB +r.
Mais ¥ % u=—u; d’autre part, si on pose t =— ¥r,ona:
8t =—30%r= ¥Xtdr=0, car dr = 0.
Donc:

u=dB+1t St=0.
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c) 1-formes.
Il s’agit de montrer que pour toute 1-forme s on peut trouver
une O-forme §, une 2-forme v et une 1-forme r, telles que:

s=dB + v+ r dr =0, or=0.

L’équation en X: &s = A,X est résoluble par hypothése,
puisque /; ¢s.ds=0. Si X; est une solution, posons

B=—X,,ona:ds=2Cdp et y=s—dp est cofermée. Tout
revient & chercher v et r telles que: (1) y=¢&v + r, dr = 0,
puisque la condition &r = 0 est remplie.

S1 Y, est solution de dy—d&Y il suffira de poser v = Y,,
r =y—2Y,, pour que (1) soit satisfaite. Montrons I’existence
de Y,, &(¥Y)=47:; Z a au moins une solution Z,, puisque

V/; 8(%7).ds = 0. Posons Y; = ¥X'Z,, il vient:
8(%v) = — 3 d(%y).
Pour les 1-formes: — %¢& = d%, donc &(%7Y) = o(¥3y,).
Mais ¢ = (— 1)PX1d¥% et ¥ % = g,(— 1)? entrainent
¥ =—K¥1d,
donc: X1 dy= ¥1do Yy, soit dy =do Y;. Ainsi Y; = ¥1Z, est
bien solution de dy = d3 Y.

Tutorkme (11, III). — Si, avec les notations du début de
gu

22
muni de la métrique pseudo-euclidienne g.p, est fortement de

G. de Rham.

ce paragraphe, = a?/b? est un nombre algébrique (*'), T2,

Démonstration. — Soit f une fonction continue sur T? telle
que /;, f dzdy =0. Elle définit une distribution sur T? et,
si a,, désignent ses coefficients de Fourier:

= [ (@, Yer(@)eyy) don dy,

on sait (2®) que sa série de Fourierp’ %# @pelpy converge, dans
+

(27) C’est-a-dire vérifiant une équation algébrique 4 coefficients entiers, de degré m.
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I'espace (D')r: des distributions sur T?, vers la distribution f.
Il en résulte (*®) que

lim g 0

prep> (1 4 p? 4 ¢%)* -

pour K entier assez grand.
Ceci posé, considérons la série de Fourier

1 QApq - €pq .
(1) |pi+%|¢0 4‘“2(102/%2 — qz/bz) ’

Montrons qu’elle converge dans (9’)a vers une distribution
X;. D’aprés Schwartz, il suffit de montrer que ses coefficients
sont a croissance lente. Formons

Qpq . .
(2) 47:2(p2/a2_q2/b2) 1+ p*+ qz)L’ L entier > K;

On peut I’écrire, en posant L = K 4 N:

2
a*.ay, 1

(3) 2 2 MK~ 7.2 2 '
4n*(1 + p* + ¢%) (%—%>(1+p2+q2)N.q2

.Mais puisque a?/b? est un nombre algébrique, 1l vérifie
une équation de degré m et le théoréme de Liouville donne :

@ Py 1
b qz q2m+2
Si on a pris dans (3) N > m, on voit donc que
pq < a? °|apq’ 0
2 2 Iy 2 2\K .
4ﬂ2<%—’%5)(1+p2+q2f w1+ Pt )

Ainsi, les coefficients de (1) sont & croissance lente et (1)
définit une distribution X; dans (9')2. (1) Si f est C2 cela
entraine que les dérivées de X! sont des mesures positives :
ainsi, X! est de classe C2.

Calculons AX, :

(%8) L. Schwartz, p. 81, tome II [8].
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Puisque la série (1) converge dans (9')g, on peut la dériver
terme a terme (*) d’ou:
AX; = 3 %pq Ae, .
! |p;+:25|¢o4‘rt2(p2/a2 — ¢*/b?) A
Mais, dans la démonstration du théoréme (10, III) on a
déja noté que

2 2
Aeyy = 4“2<Z_2 _%2"> €pgs
AXI = E apq.epqu.

1pI419] %0
L’équation AX = f admet donc une solution dans Dre
si /T’fdx dy = 0. D’aprés le lemme (7, III) 1l en résulte que
T2 est fortement de G. de Rham.
Ce théoréeme démontre I’existence de V, fortement de

G. de Rham.

Trtorkme (12, III). — Si, avec les notations du théoréme
(11, III), a?/b® est un nombre de Liouville (*°), T?* muni de la
métrique euclidienne g,g est faiblement de G. de Rham sans
Uétre fortement.

Démonstration. — Puisque a/b est irrationnel, d’aprés le
théoréeme (10, III), T? est faiblement de G. de Rham. La
démonstration du théoréme précédent et la majoration de
Liouville montrent que les coefficients de Fourier d’une éven-
tuelle solution de AX = f, pour f astreint seulement a

Jouf-dz dy =0,

ne peuvent étre a croissance lente. Puisqu’il n’existe pas de
solution dans (9')m, il n’en existe pas, a fortiori, dans Dra.

Revenons aux variétés V, & deux dimensions, compactes
orientables, les plus générales; c’est-d-dire munies d’une
métrique hyperbolique normale pas nécessairement pseudo-
euclidienne. Nous nous proposons de déterminer celles de ces
variétés qui sont fortement de G. de Rham.

(%) L. Schwartz, p. 81, Tome II [8].
(30) Cf. par exemple: Valiron, Théorie des fonctions, tome I, p. 16 (Masson).
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Lemwme (8, III). — Si V,, munie de la métrique g.g, est for-
tement de G: de Rham, elle Dest encore dans la métrique

exp (r). gap,

ot r est une fonction sur V,.

Démonstration. — Affectons du signe — les éléments relatifs
a la métrique
) exp (7). gap = hap.
En particulier
b = exp (— r). g%,
h = Dét. (h,g) = exp. (2r).g.

Par suite :
(1) do = V|h|da' da? = exp (r) do.
(2) B,X = — o,[V/]h] A*fopX

Vi [V/[A] R=fopX]

= P Lot [V gagX] = exp (— 1) ALK,

|8

D’apres le lemme (7, III); il suffit de montrer que si

fvef.c—lc = 0,

Péquation A,X = f est résoluble. Mais, d’aprés (1) et (2),
cela revient 4 montrer que A, X = resp (r). f est résoluble si
ﬂ’f.exp (r)de = 0; ce qui résulte du fait que V,, munie
de la métrique g,p est fortement de G. de Rham.

TrtorikMmE (13, II1). — Pour que la variété V,, a deux dimen-
stons, compacte, orientable, munie d’une métrique hyperbolique
normale, soit fortement de G. de Rham, il faut et il suffit qu’elle
soit globalement conforme & un tore pseudo-euclidien fortement
de G. de Rham. En particulier, il faut que ses géodésiques iso-
tropes ne soient pas fermées.

Démonstration. — Conservons les notations du lemme précé-
dent. Rapportons localement V;, muni de la métrique geg,
a ses géodésiques isotropes. L’élément ds prend la forme

dsz - 2 g12 dul duz,
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et le scalaire de courbure (*)
K=————— Log (&)

Dans la métrique exp. (r).g.p, les géodésiques isotropes
sont les mémes et le scalaire de courbure est donné par

Re—— ® _ Log [exp. (Fews

exp. (r).g1s oulou?
= exp. (—r) K—i & r|-
g1 OutOU?

Mais, dans le systéme d’axes envisagés:

_1.
2

|g12‘ g g =1,

d’our

| Azr—-\/__b [\/—gagbpr] - aulbu2r
Finalement :

) K = exp (— )| K —5 44(r)|

La caractéristique y(V,) est nulle, la formule de Gauss-

Bonnet donne donc: /‘; K do = 0. Par suite, si V,, muni

de gop, est fortement de G. de Rham il existe (lemme 7, III)
une fonction r telle que: A,r = 2 K. La formule (1) montre
que K=0. La métrique exp. (r).gss est donc pseudo-
euclidienne et, d’aprés le lemme précédent, V, munie de cette
métrique est fortement de G. de Rham.

Réciproque immédiate.

En particulier, si V, est fortement de G. de Rham, elle est
faiblement de G. de Rham et, d’aprés le théoréme (10, III),
les géodésiques isotropes, communes aux métriques g,g et
exp. (r)g.ps, ne peuvent étre fermées.

En résumé, il semble que les variétés faiblement de
G. de Rham soient caractérisées par des propriétés globales
de leur champ de « cdnes » isotropes défini par ds* = 0.

(31) Par exemple: Eisenhart, An introduction to différential geometry, p. 155,
Princeton University Press.
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Le probléme de leur détermination reste ouvert. Par contre,
la détermination des variétés fortement de G. de Rham
semble & peu pres inaccessible dans I’état actuel de nos connais-
sances sur 'approximation des réels par des fractions. Cest
pourquoi nous éviterons d’utiliser dans les applications ’hy-
pothése de forte décomposition. A ce titre, nous allons
demontrer, sur un exemple, que ’hypotheése de forte décomposi-
tion n’est pas nécessaire pour démontrer I’existence d’une forme
harmonique dans chaque classe d’homologie. On peut donc
espérer améliorer le théoreme (9, III).

Tutorime (14, III). — Sur le tore pseudo-euclidien T?
faiblement de G. de Rham, chaque classe d’homologie contient
une forme harmonique.

Démonstration. — a) 0-formes. — Toute constante sur T2
définit une O-forme harmonique. Par suite F, = H,.
b) 2-formes. — La 2-forme éléments d’aire & est & dérivée

covariante nulle, elle définit donc une 2-forme harmonique.
Si ¢ est une 2-forme, on peut trouver une constante k telle

que ;, (¢ — ko) =0 (¢ homologue a ko).

c) 1-formes. — 51 ¢ est une 1-forme fermée, il suffit de
démontrer qu’il existe une O-forme X telle que AX = Jp.
La 1-forme ¢ — dX est homologue a ¢ et harmonique.

Désignons par U et V les composantes du vecteur ¢ dans le
systéme de coordonnées canoniques sur T2, U et V définissent
deux distributions sur T2, de séries de Fourier respectives:
U = Xu,, €p V = 2oy 6. Ces séries convergent dans (D) et
peuvent étre dérivées termes a termes, donc:

!

N o Py uz
g = —g¥Vapp =i —
soit
w[qv u
1) 8¢ = 2m% [quﬂ —Ba—zﬂq] €pq
puisque
. 0 .
@epq = 2miq. ey, = 2mip . ey

Mais dg = 0, c’est-a-dire ¢, — u, = 0;
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donc

) Z[pop — qutyglep, =0
et, par suite

P9y — qitp = 0.
En particulier uy, = 0. D’apres (1), il vient
2 2
Sp=2mi 3 (5 L),
i péo\ 2 a/p "
Ceci posé, considérons la série de Fourier

DR

ot p
M u \ : A
Ses coefficients —% sont a croissance lente, en méme temps

; e Y. Elle converge
ue les u,; elle converge donc dans (9D
méme dans A, vers une fonction X, puisque ses coefficients
sont majorés en module par ceux de U e A,. Le raisonnement

de la fin du théoréme (11, III) montre que AX = ¢.

6. — Applications.

Tatorkme (15, III). — Sur une variété V, faiblement de
G. de Rham, compacte, orientable, munie d’une métrique hyper-
bolique normale, la nullité d’une dérivée covariante d’ordre
quelconque d’un tenseur entraine la nullité de la dérivée premiére
de ce tenseur (*).

Démonstration. — S1 ¢ est un tenseur arbitraire, en raisonnant
par récurrence on voit qu’il suffit de démontrer que

VVeg=0= Vo =0.

Supposons ¢ d’ordre 1 pour fixer les i1dées. De 'hypothése :

(1) V.V, =0.
on tire par contraction avec %7
1 Y ; a
(2) 9 VaVps' = Vag,Vgst, ol gt =ga¢%

(32) En métrique elliptique, voir Lichnérowicz [7], p. 4.
10
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Il résulte de (1), en dérivant les deux membres de (2),
que V,Vge? est a dérivée covariante nulle. Le tenseur symsé-
trique d’ordre deux V,d3¢* est donc de signature constante
sur V,. Puisque V, est compacte, la fonction 4? atteint son
maximum en Zye V, et son minimum en xz, € V,. Les signa-
tures de (V,089%)2 et (V,089%)x; ne peuvent étre les mémes
que si V,0p¢2 =0

Le gradient d33% définit donc un champ de vecteurs paral-
leles et s’annule au moins une f01s il est done nul, et ¢ = cons-
tante.

Il résulte de (2) que

(3) Vg Vgt = 0.
On pouvait remarquer que
VsV adge? = 0 = V,(A¢?) = 0 = A¢? = constante.

Cette derniére égalité entraine Ag® = 0 par intégration
sur V,. Puisque V, est faiblement de G. de Rham, le théo-
reme (b, III) entraine ¢? = constante. Mais la premiere
démonstration a I'avantage de ne pas supposer V, de G. de

Rham.

Si X* et Y? désignent deux vecteurs arbitraires (3), entraine
X.V%7. YPUge¥ = 0. Cela montre que les vecteurs de la
forme X*V,¢, sont orthogonaux entre eux et isotropes (faire
X* = Y*).

Puisque la métrique est hyperbolique normale, ces vecteurs
sont donc colinéaires & un méme vecteur isotrope I,. Cest-
a-dire qu’il existe un vecteur V, tel que:

(4) Vaogy = Va. L.

Puisque V,V¢, = 0, ¢, est harmonique. D’apres le théo-
réme (5, I1I) il est donc fermé. Ainsi, V9, =V 3, et, avec (4),
en remplacant I, par un vecteur proportlonnel

() Vagy = Ll
Les relations (1) et (5):
(6) Vla. Iy + Vgl . I, = 0.
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Supposons I, #= 0. En contractant par un vecteur X* arbi-
traire, mais tel que X*I, % 0:

X*Vgly
VBIY = =X, ) IY'

Il existe donc un vecteur g tel que:
Vil = [l

en portant dans (6), il vient [gl,I; = 0. Comme on a supposé
I, %0, lg =0 et ainsi: Vgl, = 0 qui tient méme si I, =0.

Ceci posé, soit y une géodésique de V,, issue d’un point
arbitraire z,, orientée dans le temps et de vecteur unitaire

tangent u® (5) donne:
utufV .98 = (u*l,)?,
c’est-a-dire en désignant par s arc de y:

d, .
7 (ubeg) = (ueLL)e

Comme I, est & dérivée covariante nulle (u®I,)? est constant
le long de y et, par intégration:

(W¥gy)s — (WWgy)o = (uly)?.s.
S1 v est fermée au sens de E. Cartan et de longueur [:
(u'gy)l = (u'y)o, done

u*l, = 0.

Si ¥ n’est pas fermée, puisque V, est compacte u's, est
bornée sur la variété. Puisque s n’est pas borné, cela implique
encore u®*l, = 0. Ainsi, quel que soit z,eV, et pour tout
vecteur u, temporel, unitaire, en ce point: u*l, = 0; donc
I, = 0. L’égalité (5) montre alors que V,¢g = 0. Il est probable
que ce théoréme reste vrai si la signature de la métrique est
quelconque et s1 V, n’est pas de G. de Rham.

Tatorkme (16, III). — Sur une variété farblement de
G. de Rham V (n =~ 2), compacte, orientable, & tenseur de Ricct
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nul, toute 1-forme définissant une transformation infinitésimale
conforme est a dérivée covariante nulle (1).

Démonstration. — Si la 1-forme £ définit une transformation
infimtésimale conforme de V, Lichnerowicz a démontré

([7], p. 129) la relation:
N (1 — e =
n/

ou 'opérateur Q est défini par: o; > 2 R;*.
Si le tenseur de Ricci est nul il vient

SdE + 2<1———i—>d8£ —0.

Si n == 2 le coefficient de dS n’est pas nul et le théoréme
(5, III) entraine 6% = 0, d% = 0. Puisque 3% = 0, % définit
une isométrie et puisque df = 0, V.53 = 0.

Tatorkme (17, III). — Tout espace-temps extérieur station-
naire, compact, orientable et faiblement de G. de Rham est
localement euclidien.

Démonstration. — Puisque V, est stationnaire, il existe un
champ de vecteurs de Killing %, orientés dans le temps:
£, > 0. Puisque V, est vide, R,g = 0. Du théoréme précé-
dent résulte V,& = 0. Les identités de Bianchi entrainent
alors Rgg,Au* = 0. Puisque R,z = 0, cela n’est possible que
si £* est 1sotrope ou si Ryghy = 0 (Bel [3], p. 61). Par hypothese
%, > 0, donc Rygp = 0.

Le méme théoréme tient évidemment si V, est supposé
conforme 4 un espace-temps stationnaire. Ce théoréme débar-
rasse de leurs hypothéses topologiques des résultats de

Lichnerowicz ([5], p. 44-47).

Tutorkme (18, III). — Si V,, n 5= 2, est une variété faible-
ment de G. de Rham, compacte, orientable, & courbure rieman-
nienne scalaire R nulle, toute transformation infinitésimale
conforme est une isométrie infinitésimale (*).

(3%) En métrique elliptique ce théoréme est di a Lichnerowicz ([7], p. 134).
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Démonstration. — Si la 1-forme % définit sur V, une trans-
formation infinitésimale conforme, Lichnerowicz a démontré

([7], p. 122) la relation:
<2 —_2_) ASE = — 9E)R + 2 RIE
n. n

Si, en particulier, R = 0; A8% = 0.
Comme la variété est faiblement de G. de Rham, le théoréme

(5, III) entraine ¢§ = constante. Mais /; 85.dv = 0, donc
88 = 0 et ¢ définit une isométrie infinitésimale.

Tutorime (19, III). — Tout espace-temps V, faiblement
de G. de Rham, compact, orientable, décrivant un schéma élec-
tromagnétique pur et conforme & un espace-temps stationnaire,
est stationnaire.

Démonstration. — Puisque 'espace-temps est conforme &
un espace-temps stationnaire (voir, pour la définition, [5],
p. 44), il porte une 1-forme £ orientée dans le temps et qui
définit une transformation infinitésimale conforme. D’autre
part, en schéma électromagnétique pur le tenseur de Ricci
s’écrit :

R,s = x[% gagFru — F e |

ou z est une constante, F la 2-forme champ électromagnétique.
Par contraction on tire R = 0. Le théoréme précédent entraine
le résultat.

Il importerait de savoir dans quelle mesure on peut se libé-
rer des’ hypothéses: « V, stationnaire », dans I’énoncé du
théoréeme (17, III). On obtiendrait ainsi la proposition B de
Lichnerowicz sous la seule condition que V, soit de G. de Rham.
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