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GENERALISATION DES SCHEMAS MATIERE PURE
ET FLUIDE PARFAIT EN THEORIE PENTADIMENSIONNELLE
DE JORDAN-THIRY

par Pierre PIGEAUD (Dijon).

Notations utilisées.

o, ﬁ, Y, ... : tout indice grec prend les valeurs 0, 1, 2, 3, 4.

i, J, k, ... : ces indices latins prennent les valeurs 1, 2, 3, 4.
u, v : ces indices latins prennent les valeurs 0, 1, 2, 3.

A B : ces majuscules latines prennent les valeurs 1, 2, 3.
x‘ désigne la variable temporelle.

2° désigne la cinquiéme variable pentadimensionnelle.

d,f désigne la dérivée partielle z—?f-

xa
L r_* r : b
d.pf désigne la dérivée partielle du second ordre e
D, et Fap représentent respectivement le symbole de dérivation
covariante et les symboles de Christoffel dans la variété
V; mume de la métrique naturelle do.

D et 1) gy Teprésentent ces mémes symboles dans la variété V;
munie de sa métrique conforme ds*. D’une fagon generale,
tout élément (opérateur, symbole, etc.) exprimé en métrique
conforme sera muni d’un astérisque.

Vet %i sont ainsi respectivement les symboles de dérivation
covariante dans la variété V, munie de la métrique quotient
ou de la métrique conforme de M™€ Hennequin.

Le champ de vecteurs ¥ engendre les lignes de courant de

Vs. Le champ de vecteurs % engendre les trajectoires spatio-

temporelles dans la variété quotient.
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La forme ¢ définit le potentiel-vecteur du champ électro-
magnétique.
La constante (3, est reliée au coefficient de gravitation
8
02
G est la constante figurant dans la loi d’attraction de Newton.
Les notations sont, de fagcon générale, celles utilisées par
A. Lichnérowicz dans [5] (!) et par M™€ Hennequin dans [1].

par la relation y, = 2%;&’ =

(‘) Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie page 216.
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I. — Rappels sommaires
concernant la théorie pentadimensionnelle.

La théorie de Jordan-Thiry [5] [9] est élaborée dans le
cadre géométrique d’une variété différentiable a cinq dimen-
sions de classe C2. Sur cette variété Vj est définie une métrique
riemannienne partout de type hyperbolique normal:

(I-1) do® = yop d2® dab (@, B =0, 1,2, 3, 4.)

La variété V; est supposée admettre un groupe connexe a
un paramétre d’isométries globales, a trajectoires orientées
ds? << 0. Ce groupe d’isométries induit une relation d’équi-
valence, la variété quotient V4 sera munie de la métrique :

(1-2) ds* — <7i,. ——707@1> dot dod = g, da do.
00

(t,j=1,2,3,4)

Les composantes du tenseur fondamental de Vg (et par
suite celles du tenseur g;) sont déterminées par un systéme
d’équations tensorielles généralisant formellement celui de la
relativité, soit:

(1-3) Sup = Rug — & Ryag = Oag = rvasg
R, étant le tenseur de Ricci de V.

Les conditions de conservation appliquées au tenseur éner-
gétique 6,3 montrent que la trajectoire pentadimensionnelle
d’une masse d’épreuve est géodésique de la métrique de V;.
Le long d’une telle géodésique, dite ligne de courant pentadi-
mensionnelle, est vérifiée 'intégrale premiére ¢, = h = const.
Le principe de descente d’Yves Thiry [9] permet de faire
correspondre a cette ligne de courant, par projection sur Vj,
une trajectoire quadridimensionnelle géodésique de la mé-
trique finslérienne :

(I-4) V1 — k2 [yg ds + hByg.

Le caracteére propre a la théorie de Jordan-Thiry consiste
a supposer (en opposition a la théorie de Kaluza-Klein) le
quinziéme potentiel yy variable. Posant vy = — &%, I'étude
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des équations tensorielles, en repéres orthonormés adaptés,
conduit & interpréter £* comme représentant un pouvoir
diélectrique variable de ’espace vide [5].

Il est a priori naturel de désirer identifier, dans la mesure
du possible, la variété quotient V, et I’espace-temps de la
relativité générale. Les calculs approchés des potentiels
sont réalisés en égalant, dans les développements des deux
membres des équations tensorielles, les termes du méme
ordre en 1/c (c vitesse de la lumiére). Les coordonnées utili-
sées sont adaptées au groupe d’isométries et constituent un
systéeme 1sotherme dans V;; les potentiels g, possédent,
dans ces conditions, les développements suivants :

(1_5) 8AB = — 82 + 2¢2 82(100 — U) ‘+' 0(0—4)
gu = & —2U — 2099 + 0(c™?)

de = U/3 4+ Q[6: U est le potentiel newtonnien, Q est un
potentiel relatif 4 une densité fictive e*/m, (¢ et m sont
respectivement les densités énergétiques de charge et de
masse).

Ces résultats montrent que, dans le cadre de la théorie
pentadimensionnelle, I'identification de la variété V, avec
I’espace-temps relativiste est irréalisable: la contribution du
terme oy rend en effet inacceptables les expressions ci-dessus.
Les potentiels corrects sont obtenus a la seule condition
d’effacer le terme o, (c’est-a-dire de poser & = 1), ce qui
revient 4 considérer les équations de la théorie provisoire
puisqu’ll faut également effacer la quinzieme équation de
champ.

Mr¢ Hennequin résoud la difficulté en envisageant de munir
Pespace quotient d’une nouvelle métrique, dite métrique
conforme, [1], définie par la relation:

(1-6) ds*? = E ds?.

On constate que les potentiels conformes (g, =Z¢ g;,)
coincident avec les potentiels relativistes, du moins en pre-
miére approximation; soit:

(17) gip=—0F—2c235U + 0(c™®)
g = @ —2U + 0(c™?).
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L’interprétation, en métrique conforme, des équations ten-
sorielles posséde en outre des avantages annexes :

Les conditions d’isothermie pentadimensionnelles condui-
sent aux conditions classiques d’isothermie en métrique
conforme de V.

Le coefficient de gravitation ne dépend plus du quinziéme
potentiel, il est maintenant constant et peut étre identifié
au coeflicient classique.

Les dix premiéres équations de champ (S; = 6,) ne font
plus intervenir, en repéres orthonormés adaptés, les dérivées
secondes du quinziéme potentiel.

II. — Calculs en seconde approximation.

Des expressions approchées (I-7) des potentiels conformes
(%), nous ne pouvons pas déduire le coefficient du terme en
¢~ ? dans le développement du ds*? conforme. En effet, le poten-
tiel gi, n’est pas déterminé avec assez de précision par les
seuls calculs de la premiére approximation.

Le but d’une seconde approximation sera donc de déter-
miner ce coeflicient. Pour cela, il faut évaluer les développe-
ments des premiers et seconds membres des équations de
champ, évaluation effectuée en explicitant les termes d’ordre
immédiatement supérieur a celui de la partie principale.

Sans préciser le détail des calculs [8], nous présentons
uniquement le résultat final. Le calcul est effectué en conser-
vant exactement les hypothéses de M™ Hennequin, c’est-
a-dire :

— Le tenseur énergétique pentadimensionnel choisi généralise
formellement le tenseur relativiste du schéma matiére pure.

— L’interprétation s’effectue en métrique conforme de
la variété quotient.

Le potentiel U est ainsi défini par AU = — 4=xGm*, m*
étant la densité énergétique de masse évaluée en métrique
conforme, soit:

(3) Le potentiel gf, (A = 1,2,3) est, en premiére approximation, identique au
potentiel relativiste correspondant.
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Dans ces conditions, il vient:

(I1-1) gty =c2—2U + 2¢72 (U2 — ') 4 0(c™*)
=0+ 12

{ n’est autre que le terme de gravitation pure obtenu de
facon classique en relativité, ce terme est défini par la rela-
tion :

AT = »,,U— UAU —{— V2 AU.

ou V désigne la vitesse spatiale.
Z est déterminé par

(11-3) AZ — __%’)_(Ez + H)

E et H sont respectivement les champs électrique et magné-
tique.

Ce terme Z, spécifique de la théorie de Jordan-Thiry,
représente ainsi, au coeflicient 1/4n prés, un potentiel relatif
a la densité d’énergie d’origine électromagnétique.

L’expression (II-1) du potentiel conforme gj, est donc
trés voisine de celle du potentiel relativiste correspondant
gur. Ce fait résulte de nombreuses simplifications interve-
nant au cours des calculs, simplifications éliminant la contri-
bution du quinziéme potentiel yy. Soulignons par contre que
les expressions des potentiels v, et g, demeurent tres
complexes.

Le schéma considéré étant supposé purement gravita-
tionnel, en P'absence de champ électromagnétique: Z = 0.
Le potentiel conforme est alors rigoureusement égal au poten-
tiel relativiste; il en est de méme (a4 une troisitme approxi-
mation prés) du développement du ds*? [2]

(I11-4)

*2
‘f;tz & — (V2 + 2U) + 262U — L — UVE + aua VA) + 0(c4).
Il semble donc possible d’identifier la variété quotient
V; douée de la métrique conforme de M™me Hennequin avec
Pespace-temps relativiste, cette identification étant réalisée
en seconde approximation
Nous constatons ainsi que la métrique conforme ds* appa-
rait comme «osculatrice» a la métrique einsteinienne, ceci
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dans le cadre d’un schéma gravitationnel pur. Ce fait est
trés important puisqu’il permet de supposer que nous pour-
rons rendre compte, en théorie pentadimensionnelle, des
effets mécaniques relativistes (déplacement du périhélie en
mécanique céleste [2]).

L’examen des difficultés et la fagon de surmonter celles-ci
nous conduiront cependant & modifier légérement le résultat
exposé. Nous devrons en effet faire choix d’un tenseur O,g
plus complet, faisant intervenir (en seconde approximation)
la contribution du pouvoir diélectrique £3.

III. — Etude critique des équations de mouvement.

Le principe de descente permet d’écrire les équations de
mouvement d’une masse d’épreuve sous la forme variation-
nelle :

(1) 3} [VIF ReJE* £ ds* + hfog | = .

La variation étant env1sagee dans V,, la variable temporelle
a* = t n’étant pas variée, (III-1) s’écrit:

(111-2) 3} [Ldt}=0.

On évalue la partie principale de L en utilisant les calculs
en premiére approximation des potentiels. Considérons le cas
gravitationnel pur, c’est-a-dire par exemple I’étude du mouve-
ment d’un neutron (h = 0) en I'absence de champ électro-
magnétique, 1l vient:

(I11-3) L= V22 4+ U + ag + 0(c2).

Si nous envisageons le cas particulier de la théorie de
Kaluza-Klein (§ =1 d’ou ay = 0) nous retrouvons bien la
fonction de Lagrange classique. Par contre, si nous considé-
rons le cas gravitationnel pur dans le cadre de la théorie a
quinze variables de champ, nous devons simplement annuler
Q dans I’expression de ay, c’est-a-dire prendre :

aoo == U/3-

L’expression de la fonction a rendre extrémale est alors
inacceptable; nous devons en effet obtenir la fonction lagran-
13
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gienne ‘classique en premiére approximation ainsi que cela
est réalisé en théorie de Kaluza-Klein.

La principale difficulté est évidemment ’expression incor-
recte de la fonction L obtenue ci-dessus, Examinons la cause
de ce désaccord. Les équations (III-1) s’écrivent:

(111-4) 3) [Erds*{=0
lorsqu’elles définissent la trajectoire d’une. particule non
chargée (h = 0).

Nous constatons ainsi que la présence du terme £~1% est
a Porigine de la difficulté rencontrée : la projection sur I’espace
quotient de la trajectoire pentadimensionnelle d’un neutron
n’est pas géodésique de la métrique conforme ds*. En d’autres
termes, le principe des géodésiques, principe fondamental de
la relativité générale, n’est pas réalisé dans la variété quotient
munie de cette métrique conforme.

La difficulté mise ainsi en évidence est capitale; il s’agit
en effet de calculs effectués en premiére approximation; la
fonction lagrangienne L est perturbée dans sa partie princi-
pale par le terme surabondant ay alors que les variations de &
sont d’ordre c~2. Ceci tient au fait suivant : si ’on cherche un
développement de la fonction L, il faut effectuer la multipli-
cation des deux développements

B2 = 1 — g + 0(c),

%k
édft- — ¢ — ¢ I(V2]2 4 U) + 0(c).

Le premier terme est la constante c¢; le terme suivant cons-
titue la partie principale de la fonction lagrangienne; le coeffi-
cient du terme du second ordre dans le développement de &
aura donc un effet du premier ordre dans les équations de
mouvement. :

Cette incohérence ruine a priori les résultats présentés
précédemment et relatifs & un calcul en seconde approxima-
tion du potentiel g3. Nous verrons cependant qu’il nous sera
possible de préserver, dans une certaine mesure, la validité
de ces calculs, tout en obtenant des équations de mouvement
correctes.

Nous avons envisagé le cas d’une masse d’épreuve non
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chargée. Examinons le cas général: nous devons remplacer
de par sa valeur, soit a4, = U/3 + Q/6, dans I’expression
de la fonction a rendre extrémale. Une nouvelle difficulté
apparait : le potentiel Q, relatif a la densité fictive e*2/m*
figure dans la partie principale de la fonction lagrangienne;
le terme Q ne peut pourtant pas recevoir d’interprétation
classique et apparait de ce fait comme propre a la théorie
pentadimensionnelle. Un rapide calcul présenté par M@€ Henne-
quin [1] montre cependant que sa contribution est d’un
ordre de grandeur prohibitif en comparaison avec les ordres
de grandeur des termes classiques.

Le terme ay doit finalement étre considéré comme un terme
parasite; sa contribution doit étre tenue pour étrangére et
dans toute tentative pour obtenir une formulation correcte
nous devrons la faire disparaitre.

Notons enfin une derniére difficulté. L’équation de conti-
nuité

"pDa@E = 0;
permet d’affirmer que la quantité

S Ol
Vit e ds*

est conservée le long de chaque ligne de courant de V,. Envi-
sageons une particule non chargée (h = 0), nous constatons
que la densité énergétique conforme m* n’est pas conservative
ainsi que cela est réalisé en relativité. Seule l'expression
m*/E posséde cette propriété, ce qui n’est pas susceptible
d’étre interprété de fagon classique.

IV. — Généralisation des schémas matiére pure
et fluide parfait en théorie unitaire pentadimensionnelle.

A. — Schéma matiére pure généralisé.

1. Généralutés.

Nous avons signalé que la coincidence obtenue entre les
potentiels conformes g}, et les potentiels relativistes pouvait
étre prolongée en seconde approximation des calculs. Cela
nous 1ncite fortement a poursuivre nos recherches dans le
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but de faire jouer a I’espace quotient V, doué de la métrique
conforme le rdle de I’espace-temps relativiste, et cela malgré
les difficultés analysées ci-dessus.

Pour qu’il en soit ainsi, nous devons faire en sorte que le
principe relativiste des géodésiques soit vérifié dans 'espace
quotient muni de la métrique conforme. Nous posons donc a
priori le principe suivant: la trajectoire quadridimensionnelle
d’une masse d’épreuve non chargée est géodésique de la métri-
que de M™me Hennequin.

Nous orientons ainsi nos recherches sur une modification
du tenseur second membre, de facon que ce tenseur
posséde la propriété énoncée ci-dessus. Il est naturel de
considérer un tenseur possédant le degré de complexité
immédiatement supérieur a celul envisagé précédemment,
c’est-d-dire un tenseur généralisant le tenseur relativiste du
schéma fluide parfait holonome :

(IV-l) 843 == rva‘)p -_— k‘{ag.

Précisons que notre intention est de généraliser a la théorie
pentadimensionnelle le schéma matiére pure et non, pour
Pinstant, le schéma fluide parfait; nous choisissons cependant
un tenseur de la forme (IV-1) puisque le tenseur généralisant
formellement le tenseur relativiste du schéma matiére pure
(correspondant & k= 0) ne respecte pas le principe des
géodésiques en métrique conforme de V,.

2. Schéma holonome dans la variété Vs.

Le tenseur adopté étant de la forme (IV-1), on caractérise
le fait que le schéma est holonome dans V; en supposant les
scalaires r et k liés par une relation, soit:

r = f(k).
Dans ces conditions, on peut définir un troisiéme scalaire
® par I’expression :
* d
(IV-2) d=expe | o=
ko f(u)
e = == 1 suivant que le vecteur ¢, tangent a la ligne de courant
pentadimensionnelle issue du point considéré, est orienté
ds? > 0 ou do? < 0.
® est appelé indice pentadimensionnel du schéma.
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On généralise aisément les propriétés du schéma holonome
relativiste; les équations de conservation s’écrivent:

gDa(rv“) = rdq( Log @ )v®

(IV-3) ¥*Dgpg = (e7§ — #%vp) 24 Log D).

Elles expriment que les lignes de courant de V5 sont géodé-
siques de cette variété munie de la métrique :

dat = D2 do? = T du?,
(1V-4) B ge, dotdef
‘ Pveg du du |
Dans cette nouvelle métrique (dont les potentiels sont
Yag = P?Y,p) on peut considérer le vecteur ¢ de composantes :

ve = Do, v* = Y*¥pp = ¢*[D.

On observera que le vecteur ¢ est unitaire dans la métrique

ds; D, étant I'opérateur de dérivation covariante associé a
la métrique do, les équations de conservation (IV-3) entrai-
nent dans cette métrique :

(IV-5) 9Dy = 0
systéme auquel il faut ajouter I'équation de continuité :
(IV-6) D, (ro*/®) = 0, |

que nous interpréterons ultérieurement en termes de métrique
ds.

Nous pouvons appliquer le principe de descente aux géo-
désiques définies par (IV-5); celles-ci, satisfaisant a I'intégrale
premiére : ‘

(IV-T) 34 =%y =®py=h, (du=dd),
se projettent sur la variété quotient suivant les extrémales de
I'intégrale : '

(IV-8) SVI+ B[P ds + Bohs.

ds étant la métrique quotient définie par le tenseur fondamen-
tal: ‘

g8 =7y “M = ‘I’zgu, ds =@ ds,
Yoo
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la forme ¢ étant déterminée par:

po?"::—@dwizﬁdxi'
Yoo Yoo

3. Détermination d’un tenseur O.g tel que le principe des
géodésiques soit vérifié en métrique conforme de V,.

Les trajectoires quadridimensionnelles sont extrémales, pour
des variations & extrémités fixes, de I'intégrale (IV-8). Cette
intégrale peut s’exprimer en mettant en évidence le ds*
conforme.

(IV-8") SV 7[5 BE-12 ds* + hfg.

Considérons un schéma gravitationnel pur. Les équations
de la trajectoire d’une masse d’épreuve non chargée (neutron)
s’écrivent :

(IV-9) 3(foermdst)=0, (h=0).

Pour satisfaire au principe des géodésiques en métrique
conforme de V,, nous devons avoir la relation :

(IV-10) o = po,

Le tenseur 8,3 doit donc définir dans V; un indice penta-
dimensionnel égal & £'2. Les scalaires r et k caractérisant ce
tenseur seront liés par la relation :

(IV-11) dk _ 3 (Log B1).

Rappelons que les géodésiques orientées do® << 0 décrivent
le mouvement de particules élémentaires chargées telles que
le proton et I’électron. Comme nous limiterons les applica-
tions a I’étude, en théorie unitaire, des phénoménes classiques
de mécanique céleste, nous considérons exclusivement les
géodésiques orientées do® > 0 et choisirons donc ¢ = + 1; de
plus la constante h sera supposée trés petite lorsque nous
étudierons un schéma chargé.

Les calculs approchés, dont nous avons présenté les résul-
tats, ont été réalisés en utilisant la relation :

r=—-—z'—&———°E .
1—|—h2/22
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Le choix de cette expressxon est motivé par deux raisons a
priori mdependantes '

D’une part le souci d’obtenir un coefficient de gravitation
constant et égal au coefficient y, de la relativité, ceci lors
de Iinterprétation des équations de champ en metrlque
conforme de V,.

D’autre part ce choix se trouve confirmé lorsqu’on effectue
le calcul en seconde approximation du potentiel gy, : le fait
que r contienne § en facteur permet d’effacer le terme étranger
Q en éliminant les termes contenant a,.

Avec I’hypothése d’un indice pentadlmensmnnel 12 nous
choisirons :

IV-12 S /. 3

(V42 ¥ RE
les composantes des vecteurs ¢ et u, respectivement tangents
aux lignes de courant de V; et V,, étant liées par les relations (3) :

o =\V1 + K2[E u,

r étant défini par (IV-12), le scalaire k doit vérifier la relation
différentielle :

(IV-13) dk = —L8 ___qr /2,

Nous étudierons plus loin les conditions d’existence d’un
tel scalaire k, celles-ci dépendant évidemment de la distribu-
tion que I'on désire représenter.

4. Conséquences du choix de Uindice pentadimensionnel.

a) Rappelons pour mémoire que nous avons été conduits
a choisir cet indice de facon que la projection sur I’espace
quotient, de la trajectoire d’'une masse d’épreuve non chargée
(neutron), soit géodésique de cette variété quotient douée
de la métrique conforme de M™€ Hennequin.

Il est clair que, si nous obtenons par ce procédé des équations
de mouvement en accord avec le principe relativiste des géo-
désiques, l'introduction dans les équations de champ du

(3) Cette expression de r permet donc de conserver un coefficient de gravitation
constant en métrique conforme de V,

—_- K
row; = yopuiu}.
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terme ky,g va perturber les expressions des potentiels confor-
mes, expressmns calculées avec lhypothese d’un tenseur B4
correspondant & k = 0. Nous éviterons cet inconvénient en
choisissant k d’ordre 1/c? vis-a-vis de r; le calcul des potentiels
ne sera pas altéré en premiére approximation. En seconde
approximation, la contribution du terme nouveau devra étre
considérée comme caractéristique de la théorie unitaire: k
est en relation directe avec le quinziéme potentiel, ¢’est-a-dire
le pouvoir diélectrique.

b) Le choix d’un indice pentadimensionnel &2 modifie
I'application du principe de descente. Considérons la métrique
définie par (IV-4), expression ou I'on a remplacé ® par sa
valeur £¥2. Nous obtenons :

(IV-14) da? = Ey,p da* daf = do™,

c’est-a-dire la métrique conforme construite sur la variété Vy
a Paide du scalaire £. Le prlnclpe de descente doit ainsi, avec
nos hypotheéses, étre effectué a partir de la variété V; douee
de la métrique conforme Eds®.
Nous sommes conduits & distinguer dans V5 deux métriques :
— la métrique initiale définie par la relation:

do® = yep dz* daP,

les composantes du tenseur y,g étant déterminées directement
par les équations de champ dans V;. Cette métrique sera
qualifiée de « métrique naturelle de la variété Vg»;

— la métrique conforme, associée a4 la métrique naturelle,
définie par la relation:

do* =Eds?,  (Yup = EYap)-

Observons que la métrique conforme de la variété V;
fournit directement, en passant & la variété quotient, la métri-
que de Mme Hennequm. En effet: -

*  *

- E(y, nm)._ 3y — Yoo,
Yoo Yoo

La trajectoire pentadimensionnelle d’une masse d’épreuve
étant géodésique de la métrique conforme de Vj, le principe
de descente s’applique sans modifications nouvelles. Les
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geode51ques de la métrique dc satisfaisant a l'intégrale pre-
miére :

O = Yot = v = h, (£ = Yt = 1)

se projettent sur la variété quotient suivant les extremales
de I'intégrale :

h2N e . *. ,
f\/<1—~§-z—)gijdx"d;v’+ B0k gat,
Yoo / Yoo

c’est-a-dire :

(IV-15) SV + h2[E ds* + Bohsg.
En Pabsence de charges, les trajectoires quadridimension-
nelles sont géodésiques de la métrique ds*(h = 0). On obtient

donc, dans ce cas, une correspondance simple entre les géo-
désiques des variétés riemanniennes Vs et V, munies de leurs
métriques conformes respectives les secondes étant projec-
tions des premiéres et s’en déduisant a 'aide du principe de
descente.

Notons que, dans le cas ott h 5= 0, c’est le pouvoir diélec-
trique & lui-méme qui intervient, de fagon simple, dans la
métrique de Finsler associée a la variété quotient.

¢) L’équation de continuité (IV-6) associée au schéma
s’écrit :

D, (rE—12p%) = 0;
cette équation exprime la conservation, le long des lignes de
courant de V,, de la quantité :

1V-16 Y /L.
( ) n' ns \/1 _l_ hg/?’a

il suffit en effet de substituer au scalaire r le scalaire r§=12,
les calculs classiques restant inchangés.

La derniére difficulté signalée (III) disparait: en I’absence
de charges, la densité énergétique conforme m* est conservée
le long de chaque ligne de courant de V,. Nous retrouvons
ainsi le résultat relativiste.

5. Etude des conditions de conservation en métrique conforme

de V.

L’équation de continuité envisagée m-dessus peut étre
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interprétée en termes de métrique conforme de V. Exphc1-
tons la dérivation covariante :

Dig(rE220%) = 0,(r5120%) + ['%grE-1206,

Les symboles de Christoffel relatifs a la métrique conforme
de V; sont définis par:

[af

il vient:

*

I

1 o
Tip + 5 (CI0gE/E + SPoak /s — Yapy"BiE[E)

1’2@ =+ = 0135/5
Compte tenu de la relation:
ot — Fllege
nous obtenons :
Do (rE1/50%) = a,(ro®) + (i"‘:@ — %aps /5> ro,
D’ou I'identité :
(IV-17) D, (rE112p%) = 25/2]5a(r2—5/2;a) —0.

Le systéme des conditions de conservation, exprimées en
termes de métrique conforme de Vj;, s’obtient en réunissant

(IV-5) et (IV-17), soit :
| $<Dy0p = 0,
| Da(re-sesm) = 0.

On constate que ce dernier systéme résulte des conditions
de conservation, en métrique conforme de V;, du tenseur:

(IV-18)

3 v * %
(IV-19) Xap = ri™%"2p,p0p.
Cette propriété peut étre mise directement en évidence.
Les scalaires r et k étant liés par la relation (IV-11), on peut
établir I'identité :

(IV-20)  Da(rotop — k) = 8D, (rE—520%0;).

Cette identité nous permet de substituer au tenseur Ogg

(conservatif en métrique naturelle de Vi) un nouveau tenseur
*
Xap, conservatif en métrique conforme. Observons que ce

dernier tenseur généralise formellement le tenseur relativiste
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du schéma «matiére pure». Le terme relatif au pouvoir
diélectrique, soit kyqg, a en effet disparu dans le changement
de métrique.

Envisageons les équations de mouvement résultant de ces
conditions de conservation. Considérant a part Dintégrale
des géodésiques ainsi que I'équation de continuité, il reste
trois équations :

* * «

DX3)=0 (A=1,2,3.,),
ces équations, aprés une transformation classique, peuvent
2 hy
s’écrire :

d e /% 1 * k.8 /T
avat) ey = L oduXeT)

Notons que seules les composantes de la densité tensorielle

* % . . . ’ .
Xap\/y* interviennent effectivement dans les équations de
mouvement proprement dites. Explicitons ces composantes :

XV 7 = rE 0,000/ 7

Compte tenu de la relation:

nous obtenons :

rs—m\/‘—(; = I‘_}_Z'Q;LzL/Ea V—g*.

* . . A .
Soit u le vecteur, unitaire en métrique conforme de Vj,
tangent aux lignes de courant de cette variété; nous pouvons
exprimer les quinze composantes de la densité tensorielle

}*Cap\/:y_* en termes de V; munie de la métrique conforme, soit :
* 2 *
Xoo\/‘_Y; = 1—%%75 \/— g
0:\/Y ——\/1 + hz/Es i\/—_— g )
Xij\/Y* = X,oPuiuj\/— g =Ty

©;; étant exactement la densité tensorielle envisagée en relati-
vité générale [1].
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Envisageons I’hypothése d’un schéma gravitationnel pur:

* *o * * 0
v = ¢ =0, Yoo = Y =0,

I3

les équations de mouvement (IV-21) s’écrivent:

d 1. *
—— 04 = - 0.8, Y.
de T g

Nous retrouvons, ainsi que le principe de descente le lais-
sait prévoir, les équations relativistes [1] exprimées en termes
de métrique conforme de Vj.

Soulignons le fait qu’en déﬁnitive seule la densité tensorielle

(1V-22)

construite sur le tenseur X,p est ]ustlﬁable d’une interpréta-
tion énergétique dans V.

Pour achever I’étude des conditions de conservation, consi-
dérons 4 nouveau ’équation de continuité et interprétons la
quantité n’, explicitée en (IV-16), en fonction de la densité
énergétique de charge e*. Pour cela, il nous faut préciser
Pexpression de e* en écrivant les équations de champ relatives
aux indices (o, t). Ces équations sont en effet directement
comparables aux équations de Maxwell.

En repéres orthonormés adaptés :

Sei = reets,
c’est-a-dire (en utilisant les calculs effectués par Y. Thiry [9],

ainsi que I’adaptation de ces calculs en métrique conforme,
réalisée par M™ Hennequin [1]):

gy 4rofloh
1V-23) v, Hi = "
e : VIt ke[ hz/as
¢o est ici donné par I'expression: ¢, = "Eo ‘_E:;le >

La densité classique de charge p. se trouve précisée :

(1V-24) b= —poh

V1+ R [E
La densité e* peut ainsi &étre évaluée:
% dt * ohm* < * ——~———*>
e =p=V—g =" m* = p——= )
' ds\/ g V1 + h2Es Pd \/ g
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soit :
o — hB, o
Yo

n’ étant défim par la relation (IV-16).

La densité énergétique de charge, évaluée en métrique
conforme, est donc conservée le long de chaque ligne de cou-
rant de V4

La relation :

(IV-25) e Bk

O \/ 1+ k2 /23

differe de la relation analogue établie en théorie provisoire
par la présence du pouvoir diélectrique variable, terme carac-
téristique de la théorie pentadimensionnelle.

B. — Schéma fluide parfait généralisé.

1. Généralisation du schéma fluide parfait non chargé.
Rappelons une remarque effectuée précédemment : la densité
tensorielle construite, en métrique conforme de V5 a partir

du tenseur )*(ap, joue un réle déterminant dans les équations de
mouvement associées au schéma. Les composantes d’indices
, ] de cette densité, composantes devant représenter une
contribution énergétique classique, seront donc identifiées,
en I'absence de charges, aux composantes de mémes indices
de la densité tensorielle relativiste ©.

Il vient ainsi:

(1V-26)  XugV/¥ = 70 [(p + L)w-— d ?ap]v; 7.

Les composantes d’indices o, @ sont alors nulles

* *
(?o = Yu = 0);
par contre la quinziéme composante a pour expression :

X VY = —L8 . ® oV g Yoo

La contribution de cette quinziéme composante a donc
pour effet de modifier légérement les équations de mouvement.
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Interprétons ce fait en étudiant les conditions de conserva-
tion relatives au tenseur X,3. Ce tenseur a pour expression :

* * * *
(1V-27) X = 7, [(p + {2_) burg— B m] g-an,

Le scalaire p doit étre considéré comme décrivant la pression
au sens classique.
Les conditions de conservation écrites en métrique conforme

de V;:

]*ja.)*(aA . O,
donnent naissance aux équations de mouvement suivantes :
(1v-28) oK)= —2—0A*(a[3(x BVY).

Le premier membre de ces équations peut s’exprimer de
facon simple; 1l vient en effet:

X4WVy' = Xo(P + >v4m/——g,
XEVY = %o <p +—c—2>vaAV?—g*~—5;p0“\/—g,

soit :
VT = (RVY)V L pltlv — ¢

VE: composantes de la vitesse spatiale, ¢® = ¢2V",
Mettant en évidence la dérivée totale par rapport au temps,

;‘ii—t = 3 + VPds, nous obtenons:
i d 3 4/ ¥ *
WXaVY) = A VYY) ——lc%"b,.(p\/—— g)
Examinons les seconds membres des équations. En plus des

termes classiques, exprimés en métrique conforme de V,,
apparait un terme nouveau provenant de la quinziéme compo-

>.

Cette expression s’évalue simplement en observant que le

* .
sante Xg\/ Y*, soit:

1 * X * *
5 %Yo <“‘Z§ pY°V—g
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quinziéme potentiel conforme Y, est égal a Popposé du pou-
voir diélectrique du vide; supposant Y, = 0 (en P’absence de
champ électromagnétique), nous écrivons:

* ok . *
YooY® = + 1 soit YO = —E3.
Le terme nouveau a pour expression:

— OAE3/2
op V— iz

Observons que ce terme, issu du second membre et dépen-
dant essentiellement du pouvoir diélectrique (donc caractéris-
tique de la théorie unitaire), se trouve étre harmonieusement
fusionné avec le terme classique, relatif a la pression, 1solé au
premier membre.

Finalement, dans le cadre d’un schéma fluide parfait non
chargé, les équations de mouvement regoivent la forme
suivante :

(av-29) &l(p+ L )isinv =7
1 * * ik EIT
=3 gy [<P + f;"> uw — % g"] %

-, (pEvr )

g*

ou la seule différence avec les équations relativistes réside
dans l'intervention, au dernier terme, de la racine carrée du
pouvoir diélectrique.

Considérant le développement de £32:

B2 =1 4 Uc? + 0(c4)

nous constatons que, dans les équations de mouvement,
cette contribution directe du pouvoir diélectrique est d’ordre
1/c® vis-a-vis des termes de pression et, de ce fait, peut &tre
considérée comme sans influence dans des calculs effectifs.
Cette remarque est également valable lorsque I’on envisage

. - . *
le développement de l'indice F* défini par le tenseur X,g. Cet
indice est déterminé par la relation différentielle:

(IV-30)  d(Log FY) = cf_'k d [pE-2],
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soit, de facon approchée:
d (Log F*) = dp/ec® + 0(c™).

2. Eaxtension au cas du schéma fluide parfait chargé.
Dans le cadre d’un schéma fluide parfait chargé, le tenseur

* . . ’ . .
Xqp et P'indice F* seront définis par les relations:

(IV-31) iapzﬁmm n %ya;p_ 23, ]E_a,z

B B[P p
902 + p E3/2 + hZ/F*2E3/2

de facon a retrouver les expressions relatives & un schéma non
chargé en annulant la constante h. Cette constante intervient
d’ailleurs dans les formules précédentes pour la seule raison
suivante: le passage d’un schéma gravitationnel pur & un
schéma chargé s’effectue en substituant, dans les équations

(IV-32) d (Log F*) =

*
de champ, aux composantes u; les composantes :

VI+ BF8 u;
il est donc nécessaire de diviser par 1 + h?/F*2£3 I’expression
de r (relative a4 un schéma non chargé), soit y,e%, de fagon
a conserver un coefficient de gravitation constant dans les
équations de champ.

L’indice F* s’identifie, en premiére approximation, a 'indice
relativiste d’'un schéma fluide parfait. Les lignes de courant
pentadimensionnelles sont géodésiques de la variété Vs munie
de la métrique :

do = F*ds*;
ces lignes, satisfaisant a I'intégrale premiére des géodésiques,
se projettent sur la variété V; suivant les extrémales de I'inté-

grale :
VL B [FE F* ds* + Bohg.

A ces équations de mouvement quadridimensionnelles, on
N )
peut associer un indice dans la variété quotient; cet indice a
pour expression :

=\/1 -+ h2[F*2g3 F*,
F* et ®* sont égaux en l’absence de charges (h = 0); de
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fagon générale, ces indices seront égaux en premiére approxi-
mation, la constante h devant étre considérée comme treés
petite dans les schémas chargés étudiés.

3. Retour d la métrique naturelle.

Le tenseur )*(ag ayant été choisi de fagon a obtenir des
équations de mouvement satisfaisantes, c’est-a-dire proches
des équations de la théorie provisoire (le terme de pouvoir
diélectrique n’intervient qu’en seconde approximation dans
des calculs effectifs); le probléme qui se pose maintenant est
le suivant:

Déterminer en métrique naturelle de V; un tenseur 9,[3,

*

conservatif dans cette métrique, équivalent au tenseur X,
au point de vue des conditions de conservation.

Une premiére condition évidente : le tenseur 0,5 doit définir
sur V5 munie de la métrique naturelle un indice F tel que:

F = Bz,
D’autre part, ’équation de continuité relative au tenseur
*

Xap s’écrit en meétrique conforme :

* ¥ —3/2 _
De| T 7e/Fos 7 ’G+ )]“Q

Exprimons cette équation en métrique naturelle de Vi,
nous utiliserons pour cela la relation (IV-17), il vient:

e (s a

X.o(P + %)E 1 /
N 2T g% | = — F*F1/2
T JafFg FV 0 (F=F"n)

Le tenseur cherché doit naturellement étre de la forme
suivante :

soit :

D.

Oup = r'vavp — K'Yap,
il en résulte que le scalaire ' est déterminé :
Xo! P+ {;)E

(IV-33) r =

14
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~Pour définir complétement le tenseur, il faut préciser
Pexpression du second scalaire k', ce scalaire doit vérifier la
relation différentielle exprimant que I'indice est égal a F*512
en métrique naturelle.

dk’

= d (Log F*1%)

Cest-a-dire :
I {5 Yo rgsie gz-siy 1 P g
=1 ReE T+ a [ rperagen 1 a]

ayant posé pour simpllﬁer les calculs:

p=—>L .
1 + h?[F*2g
‘Finalement nous obtenons aprés réduction: )
; ' Yof Loz gop' 8
(V36 K = T T e,
. Remarquons la forme simple sous laquelle s’écrit cette

différentielle; le choix du tenseur )*(aﬁ correspond a une simpli-
fication dans I’expression du tenseur O,5. Si nous effagons le
terme de pression (p = 0, F* = 1), nous retrouvons la rela-
tion caractéristique du schéma matiére pure en théorie
unitaire. -

On ‘peut aisément vérifier I'identité :

(IV-35)  Dyfr'vivg — k'y}) = 5D, X5 = 0,

ou X"L est défini par (IV-31); cette identité généralise (IV-20)
au cas du schéma fluide parfait pentadimensionnel; elle met
en évidence la substitution des tenseurs lors du changement
de métrique dans V.

4. Etude des densités énergétiques de masse et de charge.

L’équation de continuité d’un tel schéma fluide parfait
exprime la conservation, le long de chaque ligne de courant de
V,, de la quantité:

, X0<P +%>E_3’2;4\/:,"* 70<P +_B_>_‘£t.\/___ ¥

"ETURPA+ R T Pyl + ke
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compte tenu du développement limité de F*, il vient (p étant
considéré comme constant en premiére approximation):

- n' ____1.__*___ ct
(IV-36) = Vit h’/F*”E"‘[ + 0(c™)]

La densité énergétique m* \/— g* (densité identi-

P d *
que en seconde approximation a la densité énergétique rela-
tiviste), apparait ainsi comme la densité la plus conservative
(en I'absence de charges) associée au schéma fluide parfait
généralisé; en présence de charges, il faudra lui substituer
la quantité :

. m*

o V1+ b2 [F*os,

ceci constitue une extension cohérente d’un résultat classique
obtenu en relativité [1].

Env1sageons maintenant I'expression, en repéres orthonor-
més de V,, des équations de Maxwell :

. Boh<p + g) .
(IV-37) VH, = b4n— 1 4y
F*V/1 + h?[F*2g

dM*[dt = 0(c™),

nous en déduisons I’expression de la densité de charges ainsi
que celle de la densité énergétique associée (évaluée naturelle-
ment en métrique conforme), soit:

poh<9 + %)
—e—— L el By
F*V1 + h2[F* **d * Yo

(IV-38)

Nous constatons que la densité énergétique e* est conserva-
tive. Notons également la relation approchée :

(v H__ Bk -
(IV-39) e eV 1) T [1 4 0(c™)],

ou nous observons que, conformément aux résultats relati-
vistes, I'indice du fluide n’apporte aucune contribution en
seconde approximation.
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- C. — Examen du probléme de Cauchy.

Sans reprendre ’étude détaillée de ce probleme [5], nous
envisagerons plus particuliérement la détermination du sca-
laire 7’ et du vecteur ¢ & la traversée de ’hypersurface portant
les données initiales du probléme de Cauchy, (cette hypersur-
face sera définie localement par 2* = 0, I'indice 4 n’étant plus
supposé correspondre a la variable temporelle).

Cette détermination est obtenue en considérant le systéme
des conditions de conservation relatif au tenseur O,g; ce
tenseur ayant été essentiellement modifié, il est indispensable
d’examiner les conséquences de cette modification du point de
vue du probléme de Cauchy dans le cas intérieur.

Les dérivées d,r', 3,k’, d,0* satisfont aux relations :

rlotdt — (Y™ — o¥)0k" = A4,
(IV-40) rogt 4 vt (0,r' — k') = B,

ou At et B ont des valeurs connues, fonctions des données de
Cauchy sur I’hypersurface.

Dans le but de retrouver exactement les résultats relativistes,
nous adopterons en premier lieu I'attitude suivante: nous
supposerons données a priori les relations définissant r' et k&’
en fonction de p, p, § La dérivée 3,5 étant une donnée de
Cauchy, cela revient a substituer directement les scalaires p
et p aux scalaires r’ et k’; il en résulte (dans le cas gravitation-
nel pur), le systéme :

4ty §(p T PIE)AOA — (4 — Aogpfct = A",
(IV-41) (p + plc®)dgt + v2¢'dyp[ct = B’, [p = ¢(p/c?)],

c’est-a-dire exactement le systéme envisagé en relativité. Il

est intéressant de noter que 'étude peut étre effectuée sans

modification en métrique conforme, ceci résulte du fait
. * * * ok * %

suivant : dans 'expression du tenseur X,g = r'v.vg — k'yqp,
* * . a .

les scalaires r’ et k' contiennent en facteur une méme puis-

sance de &, soit §73/2,

Etudions maintenant la généralisation des résultats précé-

dents en théorie pentadimensionnelle. Considérons le systéme

initial (IV-40); supposons, conformément aux études anté-
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rieures, le schéma holonome dans Vj, soit:
r= f (k,)’
le systéme (IV-40) s’écrit :

r'ot ot — (YM — o4 k" = A4,

(IV-A0) o+ A(f — 1)k = B,

Les variétés, ‘a4 la traversée desquelles ne peuvent étre
déterminées simultanément les dérivées, sont telles que:

(IV-42) Y — (2 —f) = 0.
Définies localement par ®(z*) = 0, ces variétés satisfont
a Iéquation: ,
(IV-42") [Y* — o2ot(2 — )] 9, 2,® = 0.

Dans un systéme de coordonnées adaptées, il vient en
termes de V,:

(IV-42") [g% —uw'W(2 —f") (1 + h?[F*2E3)] 9,0 0,0 = 0.
* La vitesse de propagation des fronts d’onde est ainsi donnée
par [5]:

(IV-43) V2 =c2[1 — (2—f") (1 + h®[F*2E3)].

Supposant les fronts d’onde orientés dans le temps, nous
devons retenir I'inégalité :

ff—2>0

Cette généralisation étant ainsi présentée de fagon formelle,
il faut maintenant considérer les résultats physiques qui en
sont les conséquences et constater que ceux-ci sont compatibles
avec les résultats classiques.
’

r et k' étant supposés fonctions d’une méme quantité
variable, nous pouvons écrire :

' = dr'|dk'.

a) Schéma matiére pure généralisé.
Les scalaires r et k deﬁmssent un indice pentadimensionnel
égal a 82, soit:

dk = rd (Log £'2).
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Dans ces conditions :
= (ﬂ_ ogr)
d (Log &)

Supposons que nous voulions décrire un schéma tel que la
vitesse de propagation des ondes soit celle de la lumiére.
Alors nécessairement :

f=2 soit d (Logr) = d (Log¥§),
soit
p®d,(rfE) = 0.
Nous déduisons de ceci que la quantité r[§ doit &tre conser-
vée le long des lignes de courant. Appliquons ce dernier résul-

tat 4 un schéma gravitationnel pur. En I’absence de charges, de
multiples raisons nous ont conduits a choisir:

‘ r = yopt.

Interprétons le fait que r soit effectivement proportionnel
a £. Nous pouvons affirmer I’équivalence des deux propositions
suivantes :

— les fronts d’onde se propagent avec la vitesse de la
lumiére;;

— la densité massique p est conservée le long des lignes de
courant. '

Envisageons maintenant I’existence de charges, alors:

__ Yopf
r= P O,
la condition f’ > 2 est bien réalisée, en effet:
e d[Log(1 + #*/2%)] 6 a*
P22 ulegy Tt
Nous en déduisons que la vitesse des ondes est donnée
par la formule:

(IV-44)

c
V1 + 6r2[E
Interprétons ce résultat: nous sommes conduits a affirmer
qu’en présence de matiére chargée, la vitesse de propagation

des ondes dans les solides est nécessairement inférieure a la
vitesse de la lumiére.
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Les divers résultats obtenus sont parfaitement cohérents;
ceci n’était pas, en principe, prévisible: le terme ky,g, relatif
au pouvoir diélectrique, étant susceptible d’apporter des
modifications propres a la théorie unitaire.

Remarquons cependant que, d’aprés les hypothéses faites,
les hypersurfaces généralisant les fronts d’ondes ne corres-
pondent plus 4 une non détermination de la dérivée d4k,
cette dérivée étant définie par I'expression :

b4k =r 04(L0g 21/2).

Il serait néanmoins possible de concevoir que 3,k est indé-
terminé sur I’hypersurface; pour cela, il faudrait supposer que
b,E n’est plus une donnée de Cauchy.

b) Schéma fluide parfait genérahse
Rappelons les expressions de r’' et dk':

r =Xo(P _';p)'” ‘
dk' = x.,p'§+ %082 d(p'[E)

ayant posé:
’ E ’

O =1 P = gy
1 F h?[FaEs (1 h[FmE)

Nous obtenons, tous calculs faits:

=c dp' — ‘ésd(p'/ga) 2 [F*ats ;
e [1 o dLog B%) + (g - T IE )].

Exprimons que la vitesse des ondes est égale a c, il vient:
dp" — Bd(p'[E?) = 0,
soit, en intégrant:
o' —p' = [ p'd(Log &) + C~.

Remarquons P'intervention simple du pouvoir diélectrique
£3; I’équation d’état s’écrit en revenant aux grandeurs usuelles 4
et p:

. — = 2 |F*2ts pd(Logt) te

(1v-15) ¢ — plet = (1 + rejroge) [~ RS e

Le terme nouveau, relatif au pouvoir diélectrique, n’a
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d’influence qu’:‘a'l’approximation supérieure; il vient de fagon
approchée : ‘

(IV-45") 6 — p/c2 = C* + O(c “),
c’est-a-dire la relation caracterlsthue en relativité, du schema
fluide parfait 1ncompress1ble [5].

V. — Application a l’étude de certaines distributions classiques.

A — Générahsatlon du probléme de Schwarzschxld
' ' en théorle umtalre

1. Genemlttes ‘

Rappelons I’énoncé du probleme de Schwarzschlld envisagé
sous son aspect physique : il s’agit de' déterminer le champ de
grav1tat10n d’une sphére matérielle’ fixe, homogéne ou compo-
sée de couches concentriques homogeénes:.

Le probléme de la détermination du champ de gravitation
statique et & symétrie sphérique admet, en relativité générale,
une solution célébre constituée par I'expression exacte du dS?
de Schwarzschild. Dans le cadre de la théorie pentadimen-
sionnelle, nous reprenons ce probléme en ayant simplement
pour but de mettre en évidence des solutions approchées suc-
cessives des potentiels et des équations approchees du mou-
vement d’une masse d’épreuve infiniment petite.

Le probléme essentiel consiste 4 déterminer de fagon expli-
cite le tenseur pentadimensionnel (‘)ap' qui, relié au tenseur
de Ricci de la variété V; par les équations de champ, permet
le calcul des potentiels en metrlque naturelle puis en métrique
conforme.

2. Conditions relatives a la détermination du tenseur ©,g.
L’étude effectuée précédemment montre qu’il faut faire
choix d’un tenseur de la forme:

Oug ='roavg — k Yapy
les deux scalaires r et k définissant, dans I’hypothése ou I’on
néglige les pressions, un indice pentadimensionnel égal a
E12. soit: -
p o= LOPS E dle = — YLoP d;.
T 1+ A5 2
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La détermination de k appelle certaines remarques. D’une
part, désirant conserver le calcul en premiére approximation
des potentiels conformes, calcul effectué avec I’hypothése
d’un tenseur 6,5 réduit 4 son premier terme, nous avons
remarqué qu’il est nécessaire de choisir k& de facon que ce
scalaire soit d’ordre c~2 vis-a-vis de r (c’est-a-dire d’ordre ¢™*).

Envisageons d’autre part les conditions de raccordement
résultant du prolongement de I'intérieur vers I’extérieur.
Soit X I'’hypersurface définissant la distribution matérielle
dans V;. 2 doit nécessairement étre engendrée par des trajec-
toires d’isométries; nous supposerons que cette hypersurface
est définie localement dans un systéme de coordonnées adap-
tées admissible, par 2! = 0.

Les composantes S} associées a la métrique exteneure
sont identiquement nulles; sur X ces composantes ne dépendent
que des potentiels, de leurs dérivées premiéres, et des dérivées
secondes d’indice au plus 1 en zt. Les conditions de raccor-
dement impliquent donc sur ¥ I'annulation des composantes

3 associées au champ intérieur:

(V-1) 1=03=rvton — kY =0,

soit

A=0 k=0,

La condition ¢* = 0, signifie que I’hypersurface X, engen-
drée. par les trajectoires  d’isométries, doit également é&tre
engendrée par les lignes de courant pentadimensionnelles du
champ intérieur.

Le scalaire k doit s’annuler sur I'hypersurface Y: cette
derniére condition ne pourrait étre remplie dans le cas d’une
distribution quelconque. Cependant, I’hypothése de la symétrie
sphérique dans V, ]01nte au postulat de cylindricité permet de
définir une expression convenable du scalaire k.

Il suffit de choisir:

(V-2) f ——Xﬁ—ds,

T+ 18 2

£, étant la valeur prise sur X par la variable &, & est une
constante d’aprés nos hypothéses. Le scalaire k, nul sur I’hy-
persurface, est ainsi d’ordre c¢™*.

Le tenseur Oa@ étant déterminé, les considérations théo-
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riques développées précédemment deviennent valables dans
le cadre du probléme de Schwarzschild. Le calcul du potentiel
conforme gj, doit comporter une légére correction, en seconde
approximation, étant donnée la contribution du terme k.
Présentons simplement le résultat, il vient: :

(V-3) gh=c—2U + 20Ut — )c2 + 0(c)

en I'absence de champ -électromagnétique, { est défini par la
relation : '

AL = a,U — L UAU — 2 U,AU + —g V2AU.

3 3
U, étant la valeur (constante) du potentiel U sur I'hyper-
surface de séparation.
A titre de comparaison, rappelons I'expression classique
du terme {n obtenu en relativité générale [1], [2]:

Aln = U — UAU + —%-VﬂAU,

La contribution du terme de pouvoir diélectrique est ainsi
fusionnée avec un terme classique, ceci réalisant simplement
un changement de coeflicient et introduisant le terme

2
3

Les calculs ont été réalisés dans ’hypothése la plus simple
d’un schéma matiére pure généralisé; dans le cas ol nous
devrions tenir compte des pressions, il nous faudrait choisir:

3 .
(V) k=[G RRApE,  (h=0)

le terme { serait alors défini par:

U,AU.

AT = 2,U — %UAU — % UAU + 2 VAU — 125Gp.

Le terme relatif a la pression est exactement celui prévu
par la relativité [1].

Les potentiels conformes g% ne différent donc des poten-
tiels relativistes que par cette seule contribution du pouvoir
diélectrique du vide (modification de coefficient dans un terme
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de {); on constate aisément que ceci n’altére pas les résultats
obtenus en relativité. Nous retrouvons en particulier I’expres-
sion exacte de I’avance du périhélie prévue par Einstein en
considérant une masse d’épreuve non chargée (infiniment
petite vis-a-vis de la distribution sphérique considérée).

Dans le cas général (unitaire), la trajectoire pentadimen-
sionnelle d’une masse d’épreuve chargée, trajectoire géodé-
sique de la métrique conforme de Vj, se projette sur V, sui-
vant une extrémale de I'intégrale: :

SV B[E ds* + hfag,

ou le pouvoir diélectrique du vide figure de fagon simple.

B. — Le probléme des deux corps en théorie unitaire.

Le probléeme abordé maintenant est plus général: il s’agit
de décrire le mouvement relatif de deux corps, aucun des
corps n’ayant des dimensions et une masse négligeables vis-
a-vis de autre. Il faut ainsi rendre compte, dans le cadre
de la théorie pentadimensionnelle, de deux distributions
matérielles en présence. La symétrie sphérique est détruite
dans T'espace quotient, il est alors impossible de déterminer
un scalaire k tel que le tenseur:

Bop = roavp — kyap,

puisse satisfaire aux conditions de raccordement. Nous pour-
rons alors faire appel & un tenseur plus complexe rendant
compte du caractére dissymétrique de 1a distribution envi-
sagée. ~

I1 est naturel de considérer un tenseur generahsant formelle-
ment le tenseur normal d’impulsion-énergie du schéma fluide
quelconque relativiste; un tel tenseur présente en effet le
degré de complexité immédiatement supérieur a celui envisagé
précédemment.

Dans le cas d’'un schéma gravitationnel pur, nous sommes

conduits a choisir I'expression suivante du tenseur second
membre :

3
(V-5) 6,@ = XoPE"a"B ———( c nge dﬁ) Yap -_— H,,p
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avec ' Il = E l,,Vﬁ,"’Vg"

Vm vecteurs propres de la matrice (6,5) par rapport a la
matrice (Yqp)- '

Le tenseur correctif Il,3 permet d’assurer les conditions
de raccordement. Les scalaires /,, en relation avec les pressions
partielles de gravitation, seront déterminés avec le souci de
ne perturber ni les équations de mouvement, ni le calcul en
seconde approximation du potentiel conforme gj,. Les calculs
précédents sont ainsi appliqués a I’étude du probléme des
deux corps avec les hypothéses de Levi-Civita [2]; nous
signalerons simplement les résultats: ‘

— la fonction lagrangienne posséde le developpement sui-
vant :

4= + Dc2 + 0(c™*).
To = —% V2 + U, (fonction de Lagrange classique).
D —

_%_org,s__U2+c+ UV2 — 2, 4 a, VA

{ étant le terme défini dans la relation (V-3).

Dans ces conditions, les calculs effectués par Lévi-Civita
demeurent valables compte tenu de la modification signalée
dans le terme C. : :

— Le principe d’effacement n’est pas altéré, autrement dit
Partifice, consistant 4 modifier légérement les constantes carac-
térisant les masses des corps (modification d’ordre ¢~2),permet
de mettre en évidence le fait que la trajectoire du centre de
gravité d’un corps ne dépend pas, a 'approximation considé-
rée, du champ intérieur dit a ce méme corps. Cette propriété
traduit en théorie unitaire la validité approchée du principe
de réaction classique.

—- L’évaluation plus précise du déplacement du périhélie
est légérement modifiée, nous obtenons:

g = O'E[i + 5 M1M2/9(M1 + Mz)z]

o étant le déplacement classique prévu en supposant le corps
gravitant infiniment petit. M, et M, sont les masses respectives
des corps (planétes). Nous obtenons le coefficient 5/9 au lieu
du coefficient 1/3 trouvé en relativité, la différence est due au
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terme k (pouvoir diélectrique). Nous en déduisons que la
correction de I’avance ne peut excéder 5/36 (dans le cas de
masses égales) de la valeur prévue par la solution du probléme
de Schwarzschild. Cette modification est sans influence sen-
sible sur Pavance du périhélie de Mercure, les masses en
présence étant trop disproportionnées.

VI. — Conclusion.

Nous avons présenté une fagcon de concevoir la généralisa-
tion d’un schéma matiére pure, puis d’'un schéma fluide par-
fait, en théorie unitaire pentadimensionnelle. Cette conception
nous a été imposée par les considérations suivantes : — d’une
part, la métrique conforme de la variété quotient V, définit
des potentiels qui s’identifient parfaitement aux potentiels
relativistes classiques — d’autre part, cette coincidence parait
inutilisable si 'on observe que les conditions de conservation,
résultant des équations de champ adoptées, sont incorrectes
dés la premiére approximation. Nous avons donc été guidés
par le souci suivant: obtenir des équations de mouvement
correctes en modifiant le tenseur second membre de facon
a perturber le moins possible les résultats concernant le calcul
des potentiels, résultats trés satisfaisants en ce qui concerne
Posculation des métriques conforme et relativiste dans le
cas gravitationnel pur.

Considérant la métrique conforme de la variété V; elle-méme
et exigeant que la trajectoire pentadimensionnelle d’une parti-
cule soit géodésique de cette métrique conforme, nous retrou-
vons, a4 I'aide du principe de descente, le principe relativiste
des géodésiques en métrique conforme de V, (particule non
chargée). La variété quotient, munie de cette métrique
conforme, peut alors étre identifiée (tant du point de vue des
équations de mouvement que du calcul des potentiels) a
Pespace-temps de la relativité. Les seules différences, par
rapport a la théorie provisoire, relévent d’une seconde approxi-
mation des calculs et sont dues au fait que I’on doit considérer
un pouvoir diélectrique variable dans le vide.

En résumé, les études théoriques présentées sont élaborées
en munissant la variété V; de deux métriques. Dans la métrique
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initiale, dite naturelle, sont écrites les équations tensorielles
de champ déterminant les potentiels; I'interprétation des
conditions de conservation s’effectue en introduisant une
seconde métrique, conforme a la métrique initiale.

Cette double conception permet ainsi de simplifier d’une
part I'écriture des équations tensorielles de champ, d’autre
part l'interprétation physique qui en résulte. En conséquence,
il ne parait pas utile de chercher systématiquement a n’utiliser
qu'une seule métrique, ce qui aurait pour effet d’entrainer
une complexité plus grande des équations tensorielles a adopter.

Dans le cadre de la solution proposée, nous constatons que
toutes les difficultés signalées disparaissent et que I’extension
des résultats au cas d’un schéma fluide s’effectue aisément.
En 'absence de champ électromagnétique, la théorie penta-
dimensionnelle rend compte de I’ensemble des phénomeénes
relativistes. Les résultats concrets propres a la théorie sont,
dans tous les cas, facilement interprétables et physiquement
satisfaisants.
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