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UN CRITERE TOPOLOGIQUE D’EXISTENCE
DE POLES POUR LE PROLONGEMENT
MEROMORPHE DE / £0

A

par D. BARLET & A. MARDHY

Soit f : (R™*,0) — (R,0) un germe de fonction analytique réelle
non identiquement nul. Soit U un ouvert semi-analytique contenant 0
dans R"*! et soit f : U — R un représentant de f Soit A1---Ax
les composantes connexes de U — f~1(0) et a; ---a, des nombres com-

plexes. Pour ¢ € C*(U) et A € C, ReA > 0, définissons / o on
A

A=Y anAs € H(U — f71(0),C) de la fagon suivante :

a=1

/A Po= 3 taemm /A @) o(e) de
ou
€a =0 si A, C{f >0}

et
ea =1 si A, C {f <0}.

On a bien siir un prolongement méromorphe de la distribution [ f*0

A
au plan complexe tout entier avec un nombre fini de séries de poles
rationnels de la forme —u —m olt u €]0,1] N Q et m € N.

Mots-clés : Cycles évanescents — Fibre de Milnor.
Classification A.M.S. : 32S55.
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Notre propos est de donner une condition suffisante simple de nature
topologique assurant I’existence d’un pole en —u —m pour m € N, m > 1,
pour u €]0, 1[NQ donné, dans le prolongement analytique de la distribution

fro.
A

Ceci est destiné & compléter le résultat de [Bl]. L’exemple le plus
simple ou le critére de [B1] se montre insuffisant est celui de la forme
quadratique de R3  f(z,y,2) = 22 4+ y? — 22 pour laquelle on a trois
composantes connexes.

On vérifiera a la fin de cet article que cet exemple est complétement
décrit par notre résultat.

De maniére plus générale, le critere de [B1] est inopérant pour
les singularités isolées (dans le complexe) dés que la fibre de Milnor
réelle est non compacte. Nos hypotheéses seront toujours vérifiées quand
la complexifiée est a singularité isolée.

Pour pouvoir énoncer notre résultat, il nous faut d’abord introduire
la situation topologique qui sous-tend notre hypothese.

Soit fc : X — D un représentant de Milnor du complexifié de ]7
(voir [B3]) et notons par F¢ la fibre de Milnor de fc.

Si so € D* NR* est choisi comme point base de D*, Fc = f5'(s0).
Soit U = Xgr = XNR"* ! et f = fo/XRr. Notons par FR la fibre de Milnor
(réelle) de f, c’est-a-dire, par définition
Fr= f"1(s0) L1 f ™" (=50).
Définissons alors 0 : Fr — F¢ de la fagon suivante :
6/ (s0) : f~'(s0) — f&'(s0) = Fc
est simplement I’inclusion donnée par complexification :
0/f 1 (=s0) : fH(=s0) — f&'(s0) = Fo
est la composée de la complexification
7N (=s0) — f&'(=s0)
et du difféomorphisme
T : fg'(=s0) — fG'(s0)

donné par un demi-tour dans le sens direct en utilisant le fait que
fc: Xc = f5'(0) — D* est une fibration C* localement triviale (Milnor



UN CRITERE TOPOLOGIQUE D’EXISTENCE... 745

[M]) et la monodromie correspondante. Donc 6 est un plongement fermé
sur f~1(sg) et sur f7!(—sp); @ est donc une immersion propre.

L’application d’intersection
NF
I:H,(Fc,C) — Hy(Fg,C)
qui consiste & prendre 'image réciproque d’un n-cycle compact de Fg par
0 correspond, via l'identification H,(F¢,C) ~ H»(Fc,C) donnée par la
dualité de Poincaré, et le calcul de De Rham, & la forme linéaire qui a
une n-forme C*° ¢ a support compact d-fermée sur F¢ associe pour chaque

composante connexe /Tj de Fr (*) le nombre complexe [ _ .
6(4;)

Considérons maintenant ’application transposée

6: H°(Fr,C) — H"(Fc, C).

A chaque composante connexe Xj de Fr elle associe sa classe fonda-
mentale (comme cycle fermé de degré n) via 0,.

Considérons maintenant la monodromie T, agissant sur H?(Fg, C)
et notons par H(Fg¢, C)e-2ixu le sous-espace spectral de T, pour la valeur
propre e~ 2™ (y €]0,1[NQ est fixé) et par N, = % log(e*™T,) le loga-
rithme nilpotent (& 2ir pres) de la partie unipotente de
T./H?(Fo, C), .

Nous montrons le théoreme suivant :

THEOREME. — Soit u €]0,1[NQ et supposons que fc ait I'origine

de C™"*1 comme point singulier isolé relativement & la valeur propre
—2imu (kk
€ (**).

Soit ee H* (Fg, C)¢-2inu et soit A = 3 an Ay € H'(Xr—f1(0),C).

a=1

Posons A= ANFr = 3 aa(Aa N Fr) € HY(Fg,C).

a=1
Sion a (64, N"(e)) # 0 avec h € N, alors pour m € N assez grand, le

prolongement méromorphe de la distribution / f 0 admet un péle d’ordre

A
>h+1 en—m—u. 0

(*) Xr—f~1(0) — D*NR est une fibration localement triviale (C*°); les composantes
connexes de Fr sont en bijection avec celles de Xgr — f~1(0).
(**) Voir [B2], définition 1, p. 407.
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Démonstration du théoréme. — Le premier ingrédient de la démons-
tration consiste a présenter “analytiquement” la classe de cohomologie
e € H*(Fg, C).-2ix« dont ’hypothése affirme 1’existence.

Fixons k € N* tel que N¥e = 0 et N*~le # 0; on aura donc k > h+1
et si E désigne le sous-espace vectoriel N, stable de HI(Fg,C)q-2inu
engendré par e, on aura dimgc E = k.

Utilisons maintenant la construction de [B2], pp. 447-448 (dans la
preuve de la proposition 3); c’est possible car les hypothéses standards sont
moins restrictives que notre hypothese de singularité isolée relativement &
la valeur propre e~27%,

On peut donc trouver des n-formes semi-méromorphes a poles dans
{f =0} wy-- wgsur X, & supports f-propres et vérifiant les conditions
suivantes :

i) dw; = ud—J{ A wj + % Awj_q sur {f # 0}, Vj € [1,k] avec la

convention wg = 0.

ii) Les images des w;/F¢ dans HJ'(Fc, C) forment une base de E.

iii) 1= <6/~1,wk_h/Fc> = aa/ . Wg—h.
:L; 0(Aq)

En effet la singularité isolée relativement & la valeur propre e~ %7
(avec 0 < u < 1) assure que l'application canonique

can : HZ}(FC, C)e—inu — HTL(FC7 C)e——2i7ru

est un isomorphisme ([B2], théoréme 3). Donc pour tester la condition ii),
il suffit de la tester sur les images par can, ce qui est immédiat d’apres la
construction de wy - - - wg.

Montrons que iii) se déduit aisément de ii) si 'on suppose h maximal
vérifiant (§(A), N (e)) # 0.

En effet notre hypothése nous dit que la forme linéaire définie par

8(A) sur E n’est pas nulle sur N*(E).
N[(E)

Comme wg—p/Fe engendre le quotient (de dimension 1) m

et
que 6(11) est nul sur N**1(E), on aura bien
<5(A),wk_h/Fc> =1

si on normalise convenablement les w;.
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Choisissons maintenant m € N assez grand pour que
w; = frw;
soit C* & support f-propre dans X¢ pour j € [1,k]. On aura alors

- af . df
ibis) dw; = (m + n)—f A wj + a A wj—y sur X avec la convention

f f

wo = 0. De plus on peut supposer que les w; vérifient les conditions ii) et
iii) précédentes (quitte a renormaliser!).

Posons alors pour j € [1,k], a € [1,5] et s€e DNR

Fj,a(s) = / ’L’lv)j.
f7H(s)NAq

On aura alors, grace & i bis)

55 (Fya)(5) = (m ) Fya5) + Fy )

et si A, C {f >0}
Fja(so) = /~ w; ol Aq = Ay N FR.
Aa

Si A, C {f <0}
Fjo(=50) = /~ @W; ot Ay =A,NFr
Ao
ce qui donne

S Gy a((1 — 260)s0) = fﬁj
a=1 A

car L aia
19, = si o« C{f>0}
-1 si Ay C {f <0}

On adonc Y anFr—na((1 —2e4))s0) =1 via iii).

a=1

Si on pose ¢;(s) = Y. aaFja((1—2eq)s) pour s € DNRY, on aura
a=1

donc ¢y—n(so) = 1 et Vj € [1,k] 5%(%)(5) = (m +n)g;(s) + dj-1(s)
avec la convention ¢g = 0.

Comme on a ¢1(8g)="+-=¢k—n—1(50)=0 et Px_n(s0)=1, il en résulte

que ¢k_h(s):<%)m+n, VseD NRY et donc ¢k(s)=<%)m+nP<log si())’

Vse DNR™' ol P est un polynéme unitaire de degré h. Si ¢ € C°(R) vaut
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+oo
identiquement 1 pres de 0, on aura / s’\i/z(s)qﬁk(s) ds qui aura un péle
0

(=1)n!
(s+m+u+1)rt1’

d’ordre h+ 1 en s = —m — u — 1 de partie principale
Mais

+o0 L
/0 P Uls)ou(s) ds = 3o /A 10— 22 f1F ()

K
= Y [
a=1 Aa

ou ¢ = f*(¢)wk A df.
Ceci acheve la preuve du théoreme. ]
Examinons ’exemple f : R? — R donné par f(z,y, z) = 22 +y%—2°.

Par homogénéité de f, on peut supposer que X¢ = C%, Xgr = R3;
on a alors

Xr = f71(0) = A1 [] A2 ] 45

avec Ay ={f >0}, Ao ={f <0, 2>0}et A3={f <0, 2<0}.Ona
donc B
A ={z?+42 -2 =1}

Ay ={a® + 9> - 22 = -1, >0}
As={a®>+y>—22=-1, 2 <0}
Fr=A1114:114s

et enfin
Fc = {(z,y,2) e C® [2? +y* — 22 = 1}.

Alors HO(Fg,C) = CA, ® CAy @ CA3 et H2(Fg,C) = Cw  avec

w = xdy A dz + ydz A\ dz + zdz A dy.

3 4
La monodromie agit sur H?(Fg,C) par T = —1 car dw = 3 7f Aw
montre que f—z% est une base horizontale multiforme du fibré de Gauss-
Manin de fc.

La sphere standard S = {(a, 8,7) € R? | o? + 8% + 72 = 1} s’injecte
naturellement dans Fe via ng : (o, 8,7) — («,0,47) et ceci donne un
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générateur de Ho(Fc,Z) puisque

/ i(adB A dy + Bdy A da + vda A df)
a?4+p2442=1

= 2/ 3dadfBdy = 4im # 0.
a?+p2+42<1

Malheureusement no(S)Nﬁ ,:fl n’est pas transversal (on trouve le cercle
{22 +9y2 =1} N {2z =0} de 4).

En utilisant la déformation suivante de 7
Ny, B,7) = (achyp + iBshep, Bchy — iashp, i7y)
pour ¢ € R, on obtient que
A1 N [no(S)] = (0) en homologie
puisque pour ¢ > 0, 6,(S)N A = @.

-Pour calguler I (gg) et I Lﬁg), nous allons calculer en fait
T~ (no(S)) N Az et T~ (1o(5)) N A dans f5'(—1).

Le cycle 7 ~!(no(9)) est homologue & I'image de S via I’application (*)
(e, B,7) — (—iachy + Bshp, —iBchp — ashp, 7).
On trouve donc pour ¢ >0
—ine(S) N Az = {(0,0,1)}
—in,(S) N A3 = {(0,0,-1)}.

Comme A; et Ag sont échangés par la monodromie qui vaut —1, les signes
correspondant & ces intersections sont opposés et on a donc

I(no(S)) = (A2 — As)
ou £ = %1 dépend des orientations choisies.
Onadonc§(A;) =0 et §(Ay) = 6(As3) # 0 dans H2(Fc, C). On en
déduit en particulier que le prolongement méromorphe de / (2?+y?—2H o
A
1
aura un pole pour A = _k_i’ keN assez grand, dés que A = a3 A1+agAs+

a3 Az vérifiera
ag + ag # 0.

(*) On suit fél(s) de 1 & —1 dans le sens indirect cette fois (donc —ine(S) donne un
cycle homologue & 71 (no(S)) dans fal(—l)).
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En fait on vérifie facilement que

/ (5132 + y2 _ Z2)>\D
z24y2—22>0

1
n’a pas de pole en A = —k — 3 Vk € N et donc que notre critere est

nécessaire et suffisant pour cet exemple.
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