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UNE FORMULE DE RIEMANN-HURWITZ
POUR LE GROUPE DE SELMER

D^UNE COURBE ELLIPTIQUE

par Alexis MICHEL

INTRODUCTION

En 1981, K. Iwasawa, s'inspirant des idées de Chevalley et Weil
([ChWe]), a déterminé le caractère de la représentation galoisienne associée
au p-groupe des classes imaginaires dans une p-extension de corps surcircu-
laires (i.e. de Zp-extensions cyclotomiques de corps de nombres, cf. [Iwl]).
Les identités dimensionnelles correspondantes ne sont autre que le pendant,
pour l'invariant lambda, de la classique formule de Riemann-Hurwitz rela-
tive au genre d'une courbe algébrique, connue sous le nom de formule de
Kida ([Ki]).

En 1988, K. Wingberg a démontré une formule analogue pour le
groupe de Selmer d'une courbe elliptique définie sur un corps de nombres
F, avec multiplication complexe par l'anneau des entiers OK d'un corps
quadratique imaginaire K C F, laquelle s'énonce comme suit, [Wi2] :

Soit p un premier impair décomposé dans K, disons ?OK = P P ? pour
lequel E a bonne réduction. Soit Foc/F l'unique Zp-extension de F contenue
dans F(Fpoo) et I/oo une p-extension finie de Foo à- groupe de Galois G, non
ramifiée au dessus "p. Alors, si SL^ (resp. Sp^) désigne le groupe de Selmer
de Loo (resp. Foo)? et 5^ (resp. Sp^) son dual de Pontrjagin^, il vient :

Mots-clés : Corps de nombres - Formes quadratiques entières.
Classification A.M.S. : 11G05 - 11G15 - 11R23 - 11R32 - 14K22 - 20C11.

(^ De façon générale on appelle rang d'un Zp-module de type fini Af, la dimension
sur Qp de M 0j Qp. On dit qu'un module N est divisible de cotype fini, si son dual
de Pontrjagin N = Hom^ (N, Qp/Zp) est un Zp-module de type fini. Dans ce cas le
corang de N est le rang de N.
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THÉORÈME 1. — Sous la conjecture faible p-adique de Leopoldt et
la nullité de l'invariant ^ des différents groupes de Selmer considérés, le
caractère \L^ de la représentation galoisienne de G associée au Qp-espaœ
vectoriel Qp (g)Zp SL^ est donné par la formule :

x
XL^ - elc = {\F^ - e)Regc + ̂  Indg^Aug^

V^P

où RegG est le caractère de la représentation régulière de G = Gal(Loo/^oo),
IG le caractère unité, \p^ le corang(1) de Sp^ et Indg^Aug^ l'induit à
G du caractère d'augmentation de Dy, le groupe de décomposition de v^\
La somme est restreinte aux places v décomposées dans L ( E y ) / L et e = 1
ou 0 suivant que F(Ep) est égale à F ou non.

Exprimée en termes de dimensions, (ou plus simplement, en évaluant
les caractères en s = 1), la formule précédente s'écrit :

x
^oo - ̂  = (Â^ - e)[Loo : F^} + ̂  (e^ - 1)

v^p

ev étant l'indice de ramification de la place v dans l'extension L^/Fyo et
A^oo étant le corang de SL^ .

Dans cette article nous nous proposons de donner une nouvelle
démonstration de ce théorème (Partie II) en suivant essentiellement la
démarche expliquée dans [JaMi] : tout comme pour les formules de
Kuz'min-Kida (ou de Deuring-Shafarevitch) relatives aux corps surcircu-
laires (ou aux corps de fonctions), nous interprétons l'identité de Wingberg
en termes de quotient de Herbrand. Ce point de vue présente l'avantage,
d'une part, d'être dans l'esprit de l'inspiration initiale de la théorie d'Iwa-
sawa et des théorèmes de représentations de Chevalley et Weil ; d'autre
part de donner de façon naturelle au regard de l'appendice de [JaMi], une
généralisation du résultat dans un cas non galoisien : cela fait l'objet de la
partie III.

Nous terminons (partie IV) en donnant, pour le groupe de Selmer,
les analogues des classiques formules de Kani ( [Ka] et [Ac]) sur le genre (ou
l'invariant de Hasse-Witt) de certaines familles de revêtements algébriques :
les preuves sont essentiellement contenues dans [MaZi] article relatif au cas
surcirculaire.

^ ) Le caractère Ind^ Aug^ ne dépend pas du choix d'une place w de Loo au-dessus
de v contrairement à Dy. Par abus, nous parlons ici du groupe de décomposition de v.
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I. NOTATIONS ET DÉFINITIONS

Dans cette partie nous donnons les définitions et les principales
propriétés utilisées par la suite et nous fixons les notations.

1. Courbe elliptique.

E désigne une courbe elliptique définie sur un corps de nombres F.
K est un corps imaginaire quadratique contenu dans F, fixé une fois pour
toutes. On suppose que E a multiplication complexe par OK l'anneau des
entiers de K. Dans ce qui suit E est toujours supposée définie sur les corps
de nombres considérés qui, de plus, contiennent toujours K.

On se donne un premier p impair vérifiant les propriétés suivantes :

(i) ?OK = PP (p est décomposé dans K/Q,)

(11) E a bonne réduction en tout premier de F au dessus de p.

Soit N une extension algébrique de F, puis E(N) le groupe des points
rationnels de E sur N. Si L est une extension galoisienne de 7V, Gal(L/7V)
est son groupe de Galois. Enfin N est une clôture algébrique de 7V fixée
une fois pour toutes.

Soit G un groupe quelconque opérant sur un module M. On note
M° le sous-module des points fixes et MG le plus grand quotient de M sur
lequel G opère trivialement.

Si M et N sont deux G-modules on fait opérer G sur Hom(M, N) de
la façon suivante :

af(a) = af(a~la) pour a e M, et a e G.

Si A est un Gal(7V/./V)-module discret, H^N.A) désigne le z-ième
groupe de cohomologie pour cette action : si A = E(N) on note juste
JP(7V, E). Pour tout Oj<-module M on note Mo, le noyau de la multiplica-
tion par a (considéré comme élément de Oj<), et pour tout idéal entier 21
deOK Ma= f1 ^a.

o'e2i

Remarque. — On notera de la même façon l'extension ou la restriction
d'une place d'un corps de nombres, afin d'alléger les notations.
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2. Eléments de calcul infinitésimal (cf [Jal]).

Soit L un corps de nombres (contenant K) et Ly son complété en
une place v. Au corps L nous associons deux Zp-modules topologiques
multiplicatifs :

- à partir du groupe Lx en formant le tensorisé KL = lp ̂  Lx

équipé de la topologie limite inductive des topologies des tensorisés de ses
sous-groupes de type fini.

- à partir de l'algèbre semi-locale Lp = ]~[ Ly, en prenant le complété
^ v^

profini L^ du groupe des éléments inversibles :

^ =iun ^/(^r =n l l m ^/wr.
'm y^p rn

Dans ce dernier cas nous obtenons un Zp-module de type fini donc compact
pour sa topologie naturelle.

L'application naturelle ^x —> I~[ L^ induit un épimorphisme continu
^ v^

de KL sur L^ noté s? et appelé application de semi-localisation.

On pose

u^ = r[(1 + um)' ^,p = ̂ W, et n^ = F) 7%,
v\p m^O

Le groupe 7^^^ est donc constitué des éléments globaux qui sont
localement au-dessus de p arbitrairement proches de 1. On l'appelle le
groupe des éléments infinitésimaux. C'est aussi le noyau de s p .

Soit SL = Zp 0z EL où EL est le groupe des unités de L et
% = ^L H U^ le noyau de la restriction de Sp à <^L. Nous l'appellerons
aussi groupe de défaut de la conjecture p-adique de Leopoldt. Lorsque la
conjugaison complexe opère sur les unités, la conjecture de Leopoldt usuelle
n'affirme rien d'autre que la trivialité de ce groupe.

En effet, définissons de la même façon 8^° = EL H 7^ et £°°- =
^L HT^^., avec des notations évidentes. Clairement 8°°- est l'image par la
conjugaison complexe r de K de £^. Donc on a £^ = £^ © r(^ ).
Affirmer la trivialité de <?j^ou de <£^, c'est bien la même'chose. Pour
alléger les notations on pose £^ = £^° (resp. 7Z^ = 7^°), sans ambiguïté
pour la suite.
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3. Corps de classes et infinitésimaux.

Nous notons T>L = Zp 0z DL le tensorisé p-adique du groupe des
diviseurs^ de L, PL = Zp0P^ son sous-groupe principal, image canonique
de "R,L dans î^. On dit qu'un diviseur est principal-infinitésimal si c'est un
diviseur engendré par un élément infinitésimal, i.e. P^ = {(a); a ç. 7^°} :
c'est aussi l'image canonique de 7^ dans VL- On note P^0 la racine de
Vy dans PL , i.e. le groupe des diviseurs dont une puissance est principale-
infinitésimale.

La théorie du corps de classes interprète les infinitésimaux comme
suit.

LEMME 1. — Le groupe de Gâlois de là p-extension abélienne maxi-
male de L, non ramifiée en dehors de p, s'identifie au groupe V^/P^, noté
encore C£^, des classes infinitésimales du corps L, quotient du groupe des
diviseurs étrangers à p par le groupe des diviseurs principaux-infinitési-
maux.

La torsion de C^ s'identifie à CK^ = P^/P^.

4. Courbe elliptique et théorie cPIwasawa.

Au corps de base F du 1, nous associons une Zp-extension construite
à partir de points de E.

On pose £Jpoo = (J Epn, ^ = F(Epoo), F = F(Ep) et A =
n

Gal^/F) (en particulier |A| divise p — 1).

L'action naturelle de GoX^oo/F) sur Epoo définit une injection \oo :
Gol^os/F) ^-> Z^ à image d'indice fini dans Z^. On écrit Z^ = iip-\ x
(1 +pZp), où /^p-i est le groupe des racines (p — l)-ièmes de l'unité, et
Gol^oo/F) = A x F, F étant le groupe de Gâlois Gal^oo/.^) isomorphe à
Zp. On a alors ^oo(A) C ^p-i et Xoo(r) C 1 +pZp. On note ^ la restriction
de %oo à A. Si on pose Foo = -^5 8^0TS Foo/F est une Zp-extension.

Comme A est cyclique d'ordre, disons d, divisant p — 1, tout Zp[A]-
module M s'écrit :

M= 9 M^,
i mod d

(3) Nous employons le langage des diviseurs car le formalisme est valable dans ce cadre.
Bien entendu p étant impair il s'agit en fait ici d'idéaux.
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où Mx est le sous-module de M sur lequel A opère via ^\

De la même façon on note M^ le plus grand quotient de M sur lequel
A opère via \.

Le groupe F = Gal(Foo/^) = ^zp est identifié à Zp, après choix
d'un générateur topologique 7. Et A = Zp[[7 — 1]] est l'algèbre d'Iwasawa
associée, isomorphe, non canoniquement, à l'anneau des séries formelles
en une variable Zp[[T]] . On munit ainsi tout F-module M compact d'une
structure de A-module compact avec :

(1 + T)x = ̂ x pour x e M.

Enfin Fn désigne l'unique sous-corps de Foo cyclique de degré p71 sur F ,
Tn étant le sous-groupe ouvert qui lui correspond par la théorie de Galois.

Les objets définis au 1, relatifs à l'étage F n / F ^ seront indexés par
Fn. Le groupe "DF^ = lim Vprz est 1e tensorisé du groupe des diviseurs
^Foo ^z ~S-p et, PF^ = nm TF^ le sous-groupe des diviseurs principaux de
Foo, image dans Dp^ de Hp^ = îp ̂ l F^.

De même pour Foo/F : ce sont ces objets là qui nous intéressent
en premier lieu. Les groupes infinitésimaux associés à Foo se définissent
de façon identique comme limite inductive de ces mêmes groupes attachés
aux sous-corps Fn' Par exemple le groupe de défaut de la conjecture de
Leopoldt dans Foo est la réunion £^ = |j <?^° .

n

On dit que la tour Foo/F vérifie "la conjecture faible -p-adique" de
Leopoldt si le Zp-rang 6^ du groupe de défaut à l'étage n est borné. Dans
ce cas E^° est un Zp-module libre de rang fini, disons 6^.

Remarquons tout de suite, que cette hypothèse "faible" est nécessaire
pour le genre de formule que l'on souhaite établir, (voir ci-après). En
revanche cette condition est toujours vérifiée dans le cas cyclotomique
(Lemme 13.30 [Wa] par exemple).

5. Groupe de Galois et groupe de Selmer [Co].

Soit S un ensemble fini de places de F'. Par Fs on désigne la p-
extension abélienne maximale de F non ramifiée en dehors de S. On note
6p = {v ç S; v\p} : dans ce cas Fsp est notée 9JÎ^.

La théorie du corps de classes affirme l'existence d'une unique Zp-
extension de K^ non ramifiée en dehors de p, que nous notons Koo- La
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théorie de la multiplication complexe montre que Foo est alors la composée
de Roc et F. En particulier Foo/F est non ramifiée en dehors de p. Donc
Foo C ajîjr. De même .Foo C 9JtjF.

On considère W^ la p-extension maximale de .Foo abélienne non
ramifiée en dehors de p, qui n'est autre que la réunion des 9Jt^. On note
x^ = Gal(9Jt^/.Foo)? et on rappelle que X^ est le sous-module de
X^ sur lequel A opère via ^. On sait (Lemme 12 et 13 [Co]) que X^ est
un A-module noethérien qui, sous la conjecture faible p-adique de Leopoldt,
est de A-torsion (Lemme 14 loc. cit.). Sous cette condition on a de plus que
X^ est sans A-module fini, ([Gr]).

Nous rappelons maintenant les résultats essentiels sur les groupes de
Selmer dont nous avons besoin. Pour plus de détails, nous renvoyons à [Co]
et [Si], par exemple.

Soit TT tel que (7r) = ̂  pour un certain k. Si A est un 0^-module,
on note A(p) = U A^n.

n>l

Comme pour les corps de nombres, on définit le groupe de Tate-
Shafarevitch JV p^ associé à Foc par la suite exacte :

0^ F^-H1{F^E)-.Y[H1(F^E).
v-[ï>

FOO.V désigne ici la réunion de toutes les complétions en v des sous-
extensions finies de F ^ / F . On notera que Foo,v n'est peut-être pas complet.

On a la suite exacte suivante :

0-̂  E^n -. E(F^) -^ E(F^) -^ 0

(bien sûr Foo est égale à F).

On obtient la suite de cohomologie pour Faction de Gai (Foo /Foo) :

0 ̂  E{F^/^ E(F^) - H\F^E^) ̂  H\F^E)^ -^ 0.

Alors, le groupe de Selmer de E sur Foo relatif à TT" est défini comme l'image
réciproque de ÇX F^)^ dans ^(Foo, E^) par le morphisme de droite. Le
groupe de Selmer associé à Foo est Sp^ = lim S^\ la limite inductive

' . '•< n
étant prise sur les morphismes induits par l'injection canonique de E^n
dans £^n+i. En particulier, les morphismes de restriction conduisent à la
suite exacte :

: 0-^ SF^H\F^E^)^\[H\F^E}W.
v^
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Remarquons que la restriction aux seules places ne divisant pas p,
dans le terme de droite, ne change, ni la définition de la p -composante du
groupe de Tate-Shafarevitch, ni celle du groupe de Selmer en haut de la
tour (Lemme 8 [Co]). C'est ce point de vue que nous utiliserons. Il en va
autrement pour un corps de nombres, i.e. pour les extensions algébriques
finies de Q.

La démonstration de la formule de Wingberg repose sur le résultat
suivant (cf. par exemple [Co] Th. 12).

THÉORÈME 2. — On a SF^ c^ îîom^(X^^Epoo) ^ Homzp(X^. ,
£poo), comme G8L\(Foo/F)-modules.

Cela signifie que le groupe de Selmer peut être regardé comme le reflet
d'un certain groupe de Galois, dans un miroir convenable.

Sous la conjecture "faible", si l'invariant p,^ d'Iwasawa associé à
Xy^ est nul alors, X^jp est un Zp-module libre de type fini de rang disons
\F^- En fait la nullité du mu de la ^-composante suffit. De plus, comme
groupe, £Jpoo est isomorphe à Qp/Zp, Sp^ est isomorphe à (Qp/Zp)^^ :
cela justifie la notation relative à Foo.

L'un des intérêts de l'étude de Sp^ est le suivant : la conjecture
"faible" implique que E(Foo) modulo son groupe de torsion est un groupe
abélien libre de type fini (Th. 16 Joe. cit.). Si de plus Xp^ est nul, alors
E(F) est de torsion.

II. LA FORMULE DE WINGBERG

1. Le cadre du problème.

Soit N un corps de nombres (au sens de I. 1). On lui associe les corps
•A/'? .A/oo et NOQ, avec les notations de I. La conjecture faible p-adique de
Leopoldt est vraie, pour une classe de courbes elliptiques à multiplication
complexe relativement grande; en effet il suffit que N{Ep) soit abélienne
sur JC, (cf. Prop. 15 [Co]), ce qui est le cas par exemple si N(Efor)/K est
abélienne sur K ou si F = K. Il n'est pas trop restrictif de supposer que
la tour .A/OO/A/' satisfait la conjecture.

Soit une p-extension finie galoisienne de Foo ? à groupe C?, non ramifiée
au-dessus de p. Compte tenu de ce qu'on souhaite montrer, on peut toujours
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se ramener au cas où l'extension est du type Loo/^oo, provenant d'une p-
extension L / F , à groupe G et non ramifiée au dessus de "p.

On énonce (et prouve succinctement) un lemme, afin de donner un
sens à certains objets.

LEMME 2. — Si COQ/y oo Gst une p-extension non ramifiée au-dessus
de -p, la nullité de /^^ invariant mu associé à X^, implique celle de fic^ •

Démonstration. — Un p-groupe étant niipotent on peut toujours
supposer que £00/^00 est cyclique d'ordre p. Soit T un ensemble fini
de places telles que T H Sp = Sp et C^ C TT (compte tenu de la
ramification cela est toujours possible). Alors (cf. Th. [8] [Wil]), le groupe
de Galois Gal(.^r/£oo) est un pro p-groupe libre de rang fini. Pour le
quotient Gal(9JÎ/^//:oo) on obtient alors /x(Gal(9Jt/^//:oo)) = 0. D'où le
lemme. D

Remarque. — Bien entendu, pour notre problème, la nullité de
^ associé à la ^-composante de chaque module suffit, mais on montre
facilement que ces deux conditions sont équivalentes ; il suffit par exemple
d'adapter la démonstration analogue relative à l'invariant ^~ des Zp-
extensions cyclotomiques à conjugaison complexe. Le lemme signifie donc
que, si /x^ est nul, alors le groupe de Selmer 6^ d'une extension de
Foc, disons NOQ contenue dans Z/oo est de type fini. Il en est de même pour
E(Tv^).

Nous supposons une fois pour toutes que [iy^ = 0. D'après [Gi] ceci
est vrai dès que F est abélienne sur K, par exemple si F = K.

Au groupe de Selmer 5^, on associe canoniquement un Qp-espace
vectoriel V/v^ de dimension A^oo ? et un réseau Ypf^ de cet espace. Il suffit de
prendre pour Y}\/^ le module Homzp (<S'7v^, Zp) des formes linéaires entières
sur le dual de Pontrjagin de SN^- Puis on pose VN^ = Yivoo ^Zp Qp. On a
ainsi défini la suite exacte suivante :

o - Y^ - y^ - s^ - o.

Si on considère la p-extension Loo/Foo^ à groupe G, VL^ hérite, cano-
niquement de SL^, , une structure de (7-module. On souhaite déterminer le
caractère associé à cette représention de G. C'est la formule de Wingberg.

Remarque. — Si S^oo ^ ̂ î comme groupe, il n'en est pas de même
lorsqu'on regarde l'action de G.
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2. Réduction au cas cyclique d'ordre p. Calcul de rang.

On suit pas à pas la démarche expliquée dans [JaMi], (pour une étude
détaillée voir [Mi]). Les lemmes suivants permettent de se ramener, d'une
part à un calcul de rang, d'autre part au cas où G est cyclique d' ordre p
(Chap.2 [Mi])

On a le résultat suivant :

LEMME 3.— H^G^ SL^) est un p-groupe fini pour i > 1.

Démonstration. —On montre en fait le résultat suivant, l'argument
étant essentiel pour la suite :

Si M est un (^-module Zp-divisible et de cotype fini, alors H ' 1 {G, M}
est un p-groupe fini. En effet, M est défini par une suite exacte :

0 -, Y -> V -> M -^ 0

où V est un Qp-espace vectoriel de dimension finie, Y un réseau de Y,
munis chacun d'une structure de (7-module. Il vient que H^(G^ V) = 1 et,
H^(G^M) ̂  ^"^(G.V) par décalage . On conclut en sachant que Y est
Zp-libre, de type fini et que H^JV~1(G^Y) de torsion. D

On considère maintenant une extension Loo/Foo finie galoisienne (non
ramifiée au dessus de p) , de degré quelconque, de groupe G qui admet un
unique p-Sylow. Le cadre du problème se limite à la situation d'un p-groupe,
mais le lemme énoncé ci-dessous est vrai sans hypothèse sur l'ordre de G.

LEMME 4. — Avec les notations précédentes, la restriction induit un
morphisme à noyau et conoyau finis, i.e. un pseudo-isomorphisme, de Sp^
dans le module des points fixes par G de S'z/oo- En particulier cela signifie
que les espaces V ci-dessus vérifient la théorie de Galois, i.e. pour tout
sous-groupe H de G on a : V^ = V^H .
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Démonstration.

• point 1 :

Comme A est d'ordre étranger à p, ^(A,M)(p) est trivial pour
tout A-module M. Les suites d'inflation-restriction donnent Pisomorphisme
suivant : Sp^ ^ S^. De même on a SL^ ^ S^ .On se ramène donc au
cas où Ey C E(F).

Les mêmes arguments montrent que Sj^ est isomorphe à S^H pour
H sous-groupe de G d'ordre étranger à p.

En prenant le p-Sylow de G, on se ramène au cas d'une p-extension
galoisienne. De plus, un p-groupe étant résoluble il admet une suite de
résolution de Jordan-Hôlder a quotients cycliques d'ordre p. On peut donc
supposer G cyclique d'ordre p.

• point 2 :

A nouveau les morphismes Inf et Res conduisent au diagramme
suivant :

0 0 0

Ken H\G,E^) /C(p)

Inf Inf
^ 4' ^

0 —— S^ —— H\F^E^) —— H^H^F^E)^)

z Res Res
^ -4/ 4^

» ^ S?^ -^ ff'tL^Ep-)0 —— n.ft.S'C-w.BXl')0

l 1
Coken H2(G,E^)

avec /C(p) = H H^G^L^/F^)^^^).
v+p

La restriction induit un morphisme î, de Sp^ vers S^ , à noyau fini
en raison du lemme 3 et de la commutativité du carré.
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II s'agit donc de montrer que Coken est un groupe fini.

Le lemme 3, à nouveau, affirme que IP(G,^poo) est fini, pour i=l
ou 2. Par le diagramme du serpent , on est ramené à démontrer que
fi H^G^L^/F^^EÇL^))^) est fini.
v^p

La trivialité de ^(Ga^Loo^/Foo^^-E'C^oo^))^) est donnée, par
passage à la limite, par les résultats de [Mz], (pp 203 et 204) lorsque
v est non ramifiée.

Compte tenu des règles de ramifications dans une Zp-extension, v
est ramifiée dans Loo/Foo si et seulement si elle l'est dans Ln/Fn pour
n suffisamment grand (ou du moins la restriction de v). En conséquence
il n'y a qu'un nombre fini de telles places au-dessus de p dans Loo/^oo-
Dans ce cas Gal(Loo,v/^oo,v) s'identifie à G. Il suffit donc de montrer que
H^^G^ -E'(Loo,-y))(p) est fini, avec v (totalement) ramifiée. En particulier,
on a (v^p) = 1 . De la suite exacte :

0 -. E{L^)^n -. E{L^) -^ Im^ -^ 0

on tire la suite de cohomologie

0 ^(Foo,.)/7r^(Foo,,) -^H\G^E(L^)^) ̂ H\G^E(L^))^ -.0.

On a donc une flèche surjective de II^ÇG.E^Loo^) H Epoo) vers
7:fl(G,£1(Loo^))(p). II suffit donc de montrer que ce premier goupe est
fini.

Comme E a bonne réduction sur F ( [Co] Lemme 5), £'(Loo,v) Fl Epo^
s'injecte dans E(foo^), où /oo,v est la Zp-extension du corps résiduel de Fy,
disons fy ^ Fg, où q = (in et £ -^ p (car v est non ramifiée). En particulier
on a -E'(Loo^) H ^poo ̂  E{P~e).

Comme £'(Loo,v)n^00 est unp-groupe, il s'identifie à un sous-groupe
du Zp-module divisible de cotype fini (Qp/Zp)2. On conclut en utilisant les
arguments du lemme 3.

On a donc établi la première partie du lemme, i.e. l'existence d'un
pseudo-isomorphisme de Sp^ vers S^.

• point 3 :

Maintenant, on considère la suite exacte :

0 —> Kern —> SF —> 5f —> Coken —> 0.
00 Lloo
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On obtient au moyen de la dualité de Pontrjagin, la suite exacte suivante
(Qp/Zp étant Zp-injectif) :

0 —> Cokerz —> (SL^G -^ Sp^ —> Ken —> 0.

On constate que Im/ est un sous-réseau de Sp^. Donc Homz (Sp^, Zp) est
un sous-réseau de Homzp(Im/,Zp). Il vient alors l'isomorphisme suivant :

Homz,(Im/,Zp) 0z, Qp ̂  V^.

On a aussi la suite suivante :

0——Coken——(^JG-^W——0.

Le noyau de / étant fini, en prenant les formes linéaires entières de ces
Zp-modules on a :

Homz,((5LjG^p) ^ Homz,(Im/,Zp).

Comme de plus

Homz,((^Jc^p) ^Homz^^Zp)0,

il suffit pour démontrer le lemme de savoir que

Homz^L^p)0 ^z, Qp ^ (Homz,(5^,Zp) ̂  Qp)0.

Ce dernier point est clair. D'où le lemme. D

Ces deux derniers lemmes, compte tenu des résultats de [JaMi],
permettent de ramener le problème d'une part, au cas où G est cyclique
d'ordre p (le cas général se faisant par induction), et d'autre part, à un
calcul de rang. Moyennant ce dévissage, la formule de Wingberg est un
cas particulier du résultat suivant (loc. cit.) : pour tout Zp[G] -module M,
Zp-divisible et de cotype fini on a

corangz M = p x corang^ M° + q(G, M)(p — 1)

où ç(G, M) est le quotient de Herbrand dimensionnel :

ç(G^^)=dimF,^2(G,5^)-dimF^ l(G,^^).

Ceci a un sens au regard du lemme 3.

Au paragraphe suivant, nous calculons donc le quotient ç(G,6'^^)
de SL^ pour l'action de G = Gol(LoQ/Foo)^ groupe associé à l'extension
galoisienne Loo/Foo de degré p et non ramifiée au dessus de p.
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3. Arithmétique du cas cyclique élémentaire :
calculs de quotient de Herbrand.

Commençons par rappeler deux propriétés essentielles du quotient de
Herbrand :

(i) q{G, M) = 0 pour tout Zp[G]-module M fini.

(ii) Pour une suite exacte courte

0 — > M — > N — > P — > 0

de Zp [G]-modules, les quotients des trois termes sont définis dès que deux
quelconques le sont, auquel cas on a ç(G, N) = ç(G, P) + ç(G, M).

En particulier cela permet de remplacer un Zp[G]-module par un autre
qui lui est pseudo-isomorphe.

Nous avons besoin aussi du résultat dual sur le corang d'un module
divisible ci-dessus, pour le rang d'un Zp[G]-module libre et de type fini :

(2) rang^M =px rang^M^ - ç(G, M)(p - 1).

Nous faisons la convention suivante pour alléger les notations : on omettra
de considérer, dans les calculs, les ^-composantes des modules considérés.
En effet, \ étant un caractère asssocié à A d'ordre étranger à p, sur une
suite de Zp-module le foncteur "^-composante" est exact. Les résultats en
revanche sont énoncés dans le cadre du problème.

Sous les conditions arithmétiques de l'énoncé (nullité de l'invariant
IJL et conjecture faible p-adique de Leopoldt) on rappelle que X^^=
Gai (9^/:oo 7^00)5 °ù ^c^o es^ ^a P-extension abélienne maximale de Coo^
non ramifiée en dehors de p, est un Zp-module de type fini, projec-
tif (i.e. libre , îp étant un anneau local ), de dimension \c^- Remar-
quons que les hypothèses signifient, en fait, que le p-rang de C£°^ , soit
dimp {C£°^ )/(Ç£°^ ^ est borné à chaque étage. Enoncées ainsi, on voit
que les contraintes arithmétiques sont identiques au cas cyclotomique (alors
qu'a priori elles semblaient plus forte dans le cas elliptique).

La théorie d'Iwasawa permet d'écrire X^,^ ^ y/^OZ/;^, où Zc,^,
est un A-module de torsion, dont la série caractéristique est un produit de
polynômes du type :

^=( i+r )^ - i ,



UNE FORMULE DE RIEMANN-HURWITZ 71

et Y^ de série caractéristique étranger à ces derniers. Cela signifie, en
particulier que Yc^/^kYc^ est fini. Notons que 9JÎ/^ est la p-extension
abélienne maximale de Cm contenue dans S^roo- ^n a donc

G^WÏcJC^^X^/^nXc^.

De plus à l'étage n on a la suite exacte :

0 _ Gal(^/^oo) -^ C£°^ -^ Gal(/:^/£,) -^ 0.

Le membre de droite étant Zp-projectif, cette suite est scindée, et on a :

C£°^ c± Xc^/uJnXc^ © îp où îp s'identifie à Gal(£oo/^n).

Ce dernier module disparaît par passage à la limite projective, pour
les morphismes induits par la norme arithmétique. La théorie du corps
de classe interprète 6c^ comme le rang pour n suffisamment grand de
Xc^l^nXc,^, modulo sa torsion. La Zp-torsion de C^, C£^ , s'identifie à
Yc^l^nYc^' 11 vient donc :

^coc-^olim C£^ ^ Zp

On note X^° ce module.

La limite inductive s'étudie comme suit : pour n suffisamment grand
on a le diagramme suivant :

C£°^ ^ Gal(/:oo//:J C Z^l^nZc^ C C^

Nn+1 J'n+1 tn+1 k n+1
n ^ ^ n 4 ' n 4 ^ n

C^ ^ Gal(/W/;,+i) © Zc^/^^Z^ 0 C^

où jn+i est induite par l'extension des diviseurs, et Nn+i par la norme
arithmétique. Le morphisme i-n+i, restriction de 7'n+i au terme de gauche,
est clairement surjectif. Le morphisme f e n + i , restriction de ?n+i au terme

n n
de droite, est défini comme suit : à une classe x modcjyi, on associe la classe

de n+l x modcc^+i. Par un lemme classique de théorie d'Iwasawa (voir
UJn

par exemple [Wa] Ch XIII §8), n+l opère, à un inversible de l'algèbre
^n

Zp[7— 1] près, comme la multiplication par p. Donc, pour la limite inductive
prise pour les jn+i, on a

n

(3) ^^2L®Zp.
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De plus, les ujn étant étrangers au polynôme caractéristique de Y^^i ils
forment, pour ce module, un système admissible (au sens d' Iwasawa). Il
vient donc ([Iw2] p. 250) :

(4) V^ ~ Homz,(lim V^/^y^.Qp/Zp).
n

Soit encore :

(5) C^L ^ lim V^ A^V^ ~ (Qp/Zp)^- -6r-.
n

De ce qui précède, il vient : C^°^, comme Zp[G]-module pseudo-
isomorphe à un Zp-module divisible et de cotype fini, d'après (1) vérifie :

(6) \c^ -6^ =(\^ -<^Jp+(p-l)g(G,C^J.

De (3) il vient :

(7) g(G,C^J=ç(G,C^J-l.

Comme £'^° est un Zp-module libre, de type fini et de rang 6c^i
d'après (2) on a :

(8) ^=P^-{p-l)q(G^^J.

En sommant membre à membre (6), (7) et (8), on obtient :

(9) A^ = p\^ + (p - l)(ç(G,C^J - q(G, £^J - 1).

Revenons à la situation du problème : regardons les ^-composantes.

On a X^ c± l^00 et (X^)^ ^ Z^00"^00.

On a montré ci-dessus que X^ est pseudo-dual de Ci°^ .

Le caractère \ étant étranger à p, les arguments précédents conduisent
au pseudo-isomorphisme de Zp-modules suivant :

\X^Y ~ Homz, ((C^)^Qp/Zp).

Il vient donc :

wj^w^00"^00'
où SL^ est le rang de la ^-composante de £^° . De la même façon on montre
que le corang de (C£^)X est \p^ — 6p^.
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On remarquera qu'on ne cherche pas à comparer les structures de G-
modules des différents objets considérés. Cela est d'une part inutile pour
établir des égalités entre dimensions (voir 11.3), et d'autre part plus délicat,
la dualité de Pontrjagin tordant l'action galoisienne.

En conclusion on a encore :

(9bis) A^ = p\^ +(p- l)(ç(G, (C^) - q(G, (£^) - 1).

Il faut donc calculer q(G, (C^)^) - q(G, (f^)^). La suite exacte

0—>f°° —>n°° —.po —>Cf°r —>0
*-'oo *-'oo *^oo ••-'oo

donne :

q(o. (^L)^ - ̂  W) = 9(^ (^L)^ - ̂  (W)'

On a les lemmes suivants :

LEMME 5. — ç(G, (P^ )x) = tx, où tx est le nombre de premiers de
F oo étrangers a -p, ramifiés dans Coo/^oo et décomposés dans Foo/Foo.

Démonstration

• point 1 : ̂ (G.P^J = 1. En effet, on a

^L = e v^.
^Poc+P

la somme étant prise sur les premiers de £00 étrangers à p. Ou bien le
groupe de décomposition, G<p^, de ^Poo dans Coo/^oo est trivial, ou bien
c'est G. Dans les deux cas on a, par le lemme de Shapiro

H\G^J= (D ^(G^,^)^,
^OO+P

la somme directe dans le terme central étant prise sur un système de
représentants des orbites des diviseurs, pour l'action de G.

•point 2 : ^(G,?^ ) ^ ® î/eooï, la somme portant sur les
00 ^oo+p

premiers de Foo ramifiés dans Coo/^oo et Coo étant l'indice de ramification.
Les règles de ramification dans une Zp-extension assurent que la somme
précédente est bien finie.
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En effet, G étant cyclique, engendré par, disons a, on a l'isomorphisme
suivant :

(T)° } °
(10) H\G^ ) ^ — — v roo; „ .

' ' coo} ^W^(^L)

p-i
où ï<Coo/:Foo = /^aî es^ ^a norme algébrique.

z=o
Cette dernière peut être remplacée par la norme arithmétique, en identifiant
les diviseurs de Foo avec leurs étendus à £001 tout diviseur de Foo étant
norme, (car sans inertie), le dénominateur dans (10) est P^- . Comme
les diviseurs ambiges, étrangers à p, sont engendrés par les étendus et les
ramifiés on a le deuxième point.

• point 3 : Les hypothèses de bonne réduction imposent à C / L d'être
non ramifiée en dehors de -p. Il en est de même pour Coo/Loo. Donc le
nombre de ramifiés étrangers à p dans Coc/J^oo est égal au nombre de
ramifiés étrangers à p dans Loo/Foo. D'où le lemme en prenant les \-
composantes. D

LEMME 6. — On a q(G, (Uc^Y) = 0.

Démonstration. — On montre en fait q{G, (T^oo)) = 0. Le premier
groupe de cohomologie ^(G,?^/:^) est nul; c'est une conséquence facile
du théorème 90 de Hilbert, par passage à la limite inductive. La trivialité
de H^^G.'Rc^) signifie, G étant cyclique, que la norme est surjective : on
vérifie qu'un élément global est norme locale partout, à l'aide des symboles
de Hasse ([Ja2], ). D'où le lemme. D

Le lemme précédent et la suite exacte :

o -^ ̂ 2L —^ ̂  — iim f^ -^ o,
n

donnent : q(G, (TZ^)^) = -q(G, (lim C^f).
n

Ceci permet d'énoncer le lemme suivant :

LEMME 7. - On a ç(G, (7Z^ )^) = [ ° si LOO(EP) ^ Loc

' ' Jcoo/ / [ 1 sinon.
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Démonstration.— Pour tout n, Gal(/^/.7^) s'identifie à G, et opère
sur l'algèbre semi-locale £^ = ]~[ £^. Par le lemme de Shapiro, on a :

v\p

Pour 2-1 ,2 7^(0, f^p) ^ 7T(G, f^J pour un v divisant p quelconque.

On a par le théorème 90 de Hilbert H1(G,C^^=1.

Pour i = 2 on a :

^ ^x
u-2//-^ /ïx \ -, ^n.v
H (G, /^y, „) 2± ——————————————————————————————'———————^————————————\ 5 n,v/ / / ^x \

^n^/^n.J^n,?)

où ^Cr,,v/J~rz,v est l'opérateur norme algébrique.

Ce dernier quotient s'interprète, par la théorie du corps de classes, comme
le groupe de l'extension locale Cn,v/^n,v ; elle est triviale ou de degré p.
Par restriction à la ^-composante on obtient le lemme. D

Démonstration du théorème 1. — On pose e = 1 si Ep C E{F), 0 sinon.
Les lemmes 5, 6 et 7, et l'égalité (9) donnent le théorème 1. D

Remarque. — L'extension L / F est une p-extension et T ' / F est de
degré premier à p. La condition Ep C E(F) peut donc identiquement se
lire aussi : Ey C E(L), E^ C E(L^) ou encore E^ C E(F^), E^ C
E(Loo),Eyoa c E(Fyo). De même, la totale décomposition d'une place
s'exprime indifféremment pour C / L ou T' / F .

III. UNE SITUATION NON GALOISIENNE

On dit qu'un groupe G d'ordre pn est métacyclique, s'il s'écrit comme
le produit direct de son p-groupe de Sylow, disons 5', d'ordre p, par un
groupe cyclique F, d'ordre n divisant p — 1. La loi de G détermine un
homomorphisme de T dans Aut6' qui se factorise via un caractère p-adique
^ de r, qui vérifie l'identité suivante :

rar~1 = a^^ pour tout T G F, où a est un générateur de 5'.

L'extension considérée, L ^ / F ^ , est toujours de degré p. En revanche,
on ne la suppose plus nécessairement galoisienne. Cependant, on demande
que la clôture normale N^ de Loo/Foo soit à groupe de Calots G =
Gà\(Noo/Foo) métacyclique. Avec les notations précédentes, on a T =
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Gal(7Voo/^oo)- On note Hoo, l'unique sous-extension de N00 fixée par 5, et
communément appelée arête métacyclique.

Le groupe des caractères irréductibles p-adiques de T sera noté F*,
IT étant le caractère unité.

En outre, E désigne toujours une courbe elliptique satisfaisant les
hypothèses de 1.1. On associe à N00 (resp. Hoo), les corps A/',A/oo et N ,
(resp. n.Uoo et H).

Les Zp-extensions considérées satisfont l'hypothèse faible p-adique de
Leopoldt. De plus, Noo/Hoo est non ramifiée au-dessus de "p.

LEMME 8. — Si I^UOQ es^ nu^ alors /^A/oo ? A^oo e^ A^oo ^e son^ a'u5•sL

Remarque. — Ce résultat assure que le groupe de Selmer d'un
quelconque sous-corps considéré est un Zp-module divisible et de cotype
fini, dès que celui associé à Hoo l'est.

Démonstration. — On oublie, comme précédemment, d'écrire la \-
composante des modules considérés.

Soit (p 6 T*. On lui associe l'idempotent e^ == — ^ (p{r~l)r.n ̂ ^j,
Comme n divise p — 1, tout Zp[T]-module M s'écrit comme la somme
directe (orthogonale) de ses (^-composantes M^ = e^M, image de M par le
projecteur e^. Si on applique cela à Xj\f^, on a, avec des notations claires :

(n) Woo = ]C ^oo-
^er*

Soit A/^ un sous-corps de A/n contenant Cn. On note T le sous-groupe
de T qui lui correspond par la théorie de Galois. Posons \T \ = n1 et ^ p '
l'induit à T du caractère unité de T . Alors C£°, s'identifie à la (//-partie
de C£0^ . En effet, la norme v^- 1^1 est, à un inversible près de Zp[T], le

projecteur e' = — ^ T, qui induit l'identité sur C £ 0 , . En particulier, on

a :

c^^çce^)1-.
Pour tous m ̂  n et pour tout (p ç r*, il est facile de voir que e^ et ^/v'm/A/n
commutent. On en déduit :

lim(CT^)^ ^ (limG^ ^ Gal(^^/A^o) ^ (X^Y.
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D'où, en spécialisant en (p = ly, on obtient :

{X^Y-^Xc^

II vient donc, en particulier,

(12) WJ17^/:^

et de la même façon :

(13) (/^J17-^-

En appliquant le lemme 2 à l'extension cyclique A^oo/^oo, on a :
A^oo = ° implique /^/^ = 0. On conclut au moyen de (11), (12) et (13).

D

Dans ce contexte, on énonce une généralisation de la formule de
Wingberg, qui est l'analogue de la'formule de Gold et Madan donnée dans
[GoMa], pour le cas cyclotomique.

THÉORÈME 3. — Soit LOQ/FOQ une extension de degré p. Supposons
que Gal(7Voo/Foo), le groupe de Galois de la clôture normale N00, de Loo
sur Foc, soit métacyclique. Avec les notations ci-dessus, sous réserve de la
nullité de l'invariant ^n^, les corangs des ^-composantes des groupes de
Selmer, associés aux différents sous-corps, pour (p e F*, sont donnés par la
formule :

p — 1
A^ = A^ + ~^r——-j—^^H^ + t N ^ / H ^ - e)

[l\oo • -^ooj

où e = 1 si Ep C E(H) et 0 sinon, t N ^ / H ^ , est le nombre de premiers
étrangers à p, ramifiés dans Noo/Hoo et totalement décomposés dans
H ( E , ) / H .

Remarque. — En regard des arguments du lemme 8 et de l'interpréta-
tion du groupe de Selmer comme dual (de la (^-composante) d'un groupe
de Galois, la spécialisation en y = IT de la formule du théorème donne :

_ p - 1
ÂLoo = A^ + __——————,(A^ + t N ^ / H ^ - ^)-

I/YOO • ^ooj

Ceci est bien une formule analogue à celle de [GoMa].

Si, de plus on suppose Loo galoisienne sur Foo, alors H^o = Foc et on
retrouve la formule de Wingberg.
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Le corollaire qui suit généralise le résultat au cas où Loo/^oo est
de degré une puissance de p. Il s'obtient essentiellement par empilement
d'extensions élémentaires.

COROLLAIRE. — Soit Loo/^oo une extension de degré p8 et N ^ / F ^ , sa
clôture normale. On suppose que Gal(7Voo/^oo) s'écrit comme produit semi-
direct de son p-groupe de Sylow S par le sous-groupe T = Gal(7Voo/^oo),
avec action fidèle sur les quotients de Jordan-Hôlder d'une suite sous-
normale de S ( condition de simplicité ). Notons H^o = Nyo3. Moyennant
les hypothèses arithmétiques précédentes, les corangs des (p-composantes
des groupes de Selmer sont donnés par :

\v> — \^ i P ~ L f\ \ , v^ 6 ^ — 1
A^ - A^ + [TV . r 1 (^oc - 6) + 2^ f/y . T 1[l\oo . ̂ ooj ^—/ [7Voo • ^ooj

où e a la signification précédente, Cy étant l'indice de ramification de v dans
NOQ/LOQ, et x signifiant que la somme est restreinte aux seuls premiers
totalement décomposés dans H ( E p ) / H .

Démonstration du théorème 3. — La preuve est identique à celle
du cas cyclotomique, voir l'appendice de [JaMi] ; on explique comment
passer du cas cyclique au cas met acy clique de façon purement algébrique,
l'arithmétique n'ayant aucune part dans la démonstration. D

Compte tenu des analogies rencontrées avec les formules relatives à
l'invariant d'Iwasawa "classique", on peut espérer obtenir une démonstra-
tion au moyen de fonctions L p-adiques de ce résultat.

IV. APPENDICE : REMARQUES SUR CERTAINES
RELATIONS ENTRE INVARIANTS LAMBDA

ASSOCIÉS AUX GROUPES DE SELMER

Dans ce paragraphe, un corps de nombre H vérifie les conditions de
1.1. On lui associe toujours les corps T^T^oo^oo. L'hypothèse faible de
Leopoldt est supposée satisfaite. Sous cette condition XH^, étant de A--
torsion et noethérien, SH^ s'écrit comme la somme directe de (Qp/Zp)^^
et d'un Zp-module d'exposant borné qui est trivial si et seulement si /^^
est nul. Dans un premier temps on n'impose pas la nullité de cet invariant.

Nous énonçons trois propositions. La première est un analogue d'un
théorème de Kani ([Ka]) pour les courbes algébriques, où le genre (ou
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l'invariant de Hasse-Witt) joue le rôle de l'invariant \H^ . Les propositions
2 et 3 sont des analogues de deux résultats de Accola sur les surfaces de
Riemann ([Ac]). Madan et Zimmer ont établi le pendant de ces relations
pour les invariants lambda classiques d'Iwasawa ([MaZi]).

PROPOSITION 1. — Soit LOO/FQO une extension galoisienne finie.
Notons 7Voo,î pour 0 ^ i ^ t les sous-corps intermédiaires et Hi ==
Gal(Loo/Woo^). On pose

1 Y-e^ = ̂  L T-
' l reH,

t t
Si on a ^ r^e^ = 0 les r, étant dans Q, il suit ^ r,À, = 0, où À, est le

^=1 i=l
corang du groupe de Selmer associé à N00 ^

On pose A\ = [ik = (21, ...^)|1 < h < h < ... < ik < ... ^ t}.

PROPOSITION 2. — Soit Loo/^oo une extension galoisienne finie. Si
H^,H^,...,Ht sont des sous-groupes de G = Gal(Loo/^oo) satisfaisant
G = |j Hi, alors on a :

i=l

\G\^=^-l)k+l ̂  In^JA^
^=1 Lk^A^

où X^ est le corang associé au compositum des A/oo^i, ••.,A/oo,îfc avec
^k= (21,...,^) et^H^ =Hi, n...n^.

PROPOSITION 3. — Soit LOO/FOQ une extension galoisienne finie. Si
Jfi, 7^2,..., Ht sont des sous-groupes de G = Gal(Loo/-Foo) satisfaisant :

(i) HiHj = H j H i p o u r i ^ j .

(11) Pour tout caractère (p de G, il existe i e {1,..., t} tel que Hi C Ker^.

Notons A^oo,î pour 0 ^ i < t les sous-corps intermédiaires et Hi =
Gal(Loo/7v^).

Alors

A^=E(-l)<^+l E À^'
fc=l t-k^



80 ALEXIS MICHEL

où Àn^ est le corang du groupe de Selmer associé à A^oo,^ H... nTVoo,^ avec
Ifc = (îl,...,îfc).

Démonstration. — Nous adaptons et simplifions la méthode de
[MaZi]. Ainsi nous mettons en évidence l'aspect "fonctoriel" de ces for-
mules.

En fait ces trois énoncés ne sont que la traduction en terme de
dimension de relations de Q-dépendance linéaire entre idempotents. Il s'agit
de construire un caractère de G dont la valeur sur un idempotent est relié
à l'invariant lambda.

On se donne TVoo une sous-extension quelconque de L^/F^o, on note
H = Gal(Loo/7Voo).

Soit le foncteur M -^ W(M) = Homzp(M,Qp/Zp) 0Zp Qp de la
catégorie des Zp-modules de torsion dans la catégorie des Qp-espaces
vectoriels. Il est exact et contravariant, nul sur les Zp-modules d'exposant
fini. (p 273 [Iw2]).

Revenons un instant sur le diagramme commutatif du lemme 4. La
restriction induit la suite exacte suivante :

0 —^ A^ -^ S^ ̂  S^ —— B^ —— 0,

où AN^ et BN^ sont des Zp-modules d'exposant fini. On notera que l'ordre
de G étant quelconque z n'est plus a priori un pseudo-isomorphisme. En
appliquant W on obtient l'isomorphisme W{SN^) ^ w{SIjI ). Or Qp/Zp
étant Zp-injectif on a :

Homz,«^Qp/Zp) ^ Homz,(^Qp/Zp)^

En remarquant que :

Homz,(^,Qp/Zp^ ^z, Qp ^ (Homz,(^Qp/Zp) ̂  Qp)^

et que Qp est de caractéristique nulle, le théorème de Maschke donne :

W(S^)^W(SLj11^

c'est-à-dire que les espaces W vérifient la théorie de Galois.

On note ^ le caractère de G associé à W(SL^) et < , >n le
produit scalaire usuel sur les caractères de H. La construction de ^ est
indépendante de H : ceci n'apparaît pas clairement dans [MaZi].
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Soit en Pidempotent associé à H. On a clairement que ^(en) =
< IH^\H >H' Ceci n'est autre que la dimension sur Qp du sous-espace
des points fixes par H de W(SL^) soit, d'après ce qui précède, \N^'

Pour obtenir les différentes propositions, il suffit, pour chacune d'elles,
d'appliquer le caractère ^ à une relation de dépendance Q-linéaire entre
idempotents, donnée par les hypothèses. Nous expliquons rapidement pour
chacune d'elles, comment on les obtient ; pour plus de détails le lecteur peut
consulter [Ka] par exemple.

Pour la première formule c'est clair.

Pour la seconde on considère la norme algébrique ^ h = \H\en^
h^H

associée à un sous-groupe H de G.

On a alors :

E^D-1)^1 E a-
g^G k-=l gçnH,^

II suffit de faire une sommation partielle sur les éléments de G qui sont
contenus exactement dans k sous-groupes parmi les t. D'où la relation :

\G\ec -E^1)'4'1 E \^H^e^^
k=l Lk^A\

Pour la dernière proposition on traduit les hypothèses. Le (i) signifie
que pour tous i^j G {1...^} e^ et en. commutent, et que par conséquent
un nombre quelconque de ces idempotents commutent.

Le (ii) signifie que tout caractère de G s'annule sur (1—e^ )...(!—e^),
i.e. que ce produit est nul. En développant on obtient une relation de
dépendance linéaire sur les idempotents, en remarquant que en^Hj =
en, H , ' D

Maintenant on se place sous la condition de nullité de l'invariant mu,
pour chacune des tours considérées. On reprend les notations précédentes.

On considère maintenant :

W^ = Homz,(C^,QA) ̂  Q,.

C'est un Qp[G]-module de dimension XL^ —^Loo sur Qp ( 11.3) . On définit
ainsi un nouveau caractère de G.
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L'extension des diviseurs de A/oo vers C^o induit un morphisme à
noyau et conoyau d'exposant borné de (Çi^Y vers ((C^)^)^. Les Qp-
espaces W vérifient aussi la théorie de Galois. En reprenant, point par
point, la démonstration précédente on obtient les résultats suivants :

PROPOSITION 1 bis. — Soit Loo/^oo une extension galoisienne finie.
Notons N^o^i les sous-corps intermédiaires pour 0 ^ i ^ t, et Hi =
Gal(Loo/A^). On pose

1 v-^
e^ = |̂  E T-

1 î l r ç H i

t t

Si on a ̂  r^e^ = 0 avec ri e Q, alors V ^(A^ - ̂ ) == 0,
î=l 1=1

où \i est le corang du groupe de Selmer associé à A^ et ^ est Je îp-
rang de la la ^-composante du groupe de défaut de Leopoldt dans la tour
A/o^/A/,.

PROPOSITION 2 bis. — Soit LOO/FQO une extension galoisienne finie.
Si H^,H<2,...,Ht sont des sous-groupes de G == Gal(Loo/^oo) satisfaisant

t
G = 1J Hi, alors on a :

i=l

\G\(\F^-^J=^-i^1 ̂  |n^J(A,-^),
^==1 ^eA{

avec les notations de la proposition 2.

PROPOSITION 3 bis. — Soit LOO/FOQ une extension galoisienne finie.
Si Tïi, H ' z , ...,Ht sont des sous-groupes de G = Gal(Loo/^oo) satisfaisant :

(i) H i H , = H , H i p o u r i ^ j .

(ii) Pour tout caractère (p de G, il existe i ç {1,..., t} tel que Hi C Ker(^.

Notons NOO^ pour i ̂  t les sous-corps intermédiaires et Hi = Gal(Loo/^Voo,-0-
Alors

t

(^ - ̂ ) = D-1)^1 E (À^ - ̂ ),
^=1 L^A{

avec les notations de la proposition 3.
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En prenant deux à deux les théorèmes précédents, on déduit les
assertions suivantes relatives au rang du défaut de Leopoldt.

PROPOSITION 1 ter. — Soit Lyo/Foo une extension galoisienne fi-
nie. Notons NOO^ pour i ^ t les sous-corps intermédiaires et Hi =
Gal(Loo/Woo,î). On pose

1 V-6^ = ̂  1. T-
w TCH,

t t
Si on a ^ r^ = 0 avec ri 6 Q, alors ^ r^i = 0, avec les notations de

i=l i=l
la proposition 1 bis.

PROPOSITION 2 ter. — Soit I/oo/^oo une extension galoisienne finie.
Si H ^ , H C 2 ^ . . . , H t sont des sous-groupes de G = Gal(Z/oo/^oo) satisfaisant

t
G = \J Hi, alors on a :

î=l

\G\6^=^-l)w ^ |n^J<^
k=l LkçA{

avec les notations de la proposition 2.

PROPOSITION 3 ter. — Soit L^/Foo une extension galoisienne finie.
Si H^^H^^ ..^Ht sont des sous-groupes de G = GaHLoo/.F'oo) satisfaisant :

(i) HiHj = HjHi pour i ̂  j.

(ii) Pour tout caractère (p de G, il existe i G {1,..., t} tel que Hi C Ker^?.

Notons NOQ i pour i ̂  t les sous-corps intermédiaires et Hi = Gal(Loo/^oo,i)

Alors

^^D-1)^1 E 6^
^=1 ^e^

avec les notations de la proposition 3.
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