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CARACTERES DES ALGEBRES DE BANACH INVOLUTIVES
par Alain GUICHARDET (Paris) '

INTRODUCTION

La méthode des représentations induites, mise au point par
G. W. Mackey, permet de trouver toutes les représentations
unitaires irréductibles de certains produits semi-directs dits
«réguliers», de groupes abéliens ; nous étudions dans le chapitre it
de ce travail certains produits semi-directs non réguliers;
a vrai dire, nous ne décrivons pas toutes leurs représentations
irréductibles; mais seulement certaines d’entre elles, que nous
appelons « normales »; nous étudions aussi les représentations
factorielles « normales » de ces groupes, et, & c6té de résultats
positifs, nous obtenons des contre-exemples a plusieurs conjec-
tures naturelles.

La notion de représentation factorielle « normale » a été
introduite par R. Godement (cf. [14]) pour les groupes locale-
ment compacts unimodulaires; en fait plusieurs auteurs ont
déja remarqué que, méme pour des groupes trés simples, cette
notion n’était pas tout a fait assez large; nous en exposons
systématiquement une extension au chapitre 1, en nous plagant
dans le cadre des algébres de Banach involutives (sur la définm-
tion des caractéres des C*-algébres, cf. aussi [31]).

Donnons maintenant un résumé plus détaillé du chapitre 1;
les résultats du § 1 sont trés semblables a ceux de [14], mais
les méthodes de démonstration différent sensiblement; étant
donnée une algébre de Banach involutive A admettant une
unité approchée, une représentation factorielle = de A sera
dite « normale » si ®(A) contient au moins un élément non

1.
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nul admettant une trace dans le facteur engendré par w(A);
nous définissons les traces et les caractéres de A de fagcon a
obtenir une correspondance biunivoque entre d’une part, les
caractéres définis 4 une constante multiplicative prés, et
d’autre part les représentations factorielles normales définies
a une quasi-équivalence preés (théoréme 1).

Le théoréme 1 du § 2 concerne la nature borélienne de la
correspondance précédente; plus précisément supposons A
séparable et telle que toute forme linéaire positive centrale
sur A soit continue; si on munit 'ensemble C; ; des caractéres
de A de type fini et de norme 1 de la structure borélienne sous-
jacente a la topologie de la convergence simple et I’ensemble

A, des classes de quasi-équivalence de représentations facto-
rielles de type fini de la structure borélienne définie dans [8],
la correspondance en question induit un isomorphisme borélien

de C; , sur A, Le théoréme 2 suppose que A est une C*-algébre
séparable; il affirme d’une part que sur le sous-ensemble A,

,

de A formé des classes d’équivalence de représentations irré-
ductibles normales la structure borélienne de Mackey et la
structure borélienne sous-jacente a la topologie de Jacobson
sont identiques et analytiques; et d’autre part que si on munit
I'ensemble C; des caractéres de type I de A de la structure
borélienne la moins fine rendant boréliennes les applications
A — A (2) ou z e A* (les caractéres sont considérés comme des
applications de A+ dans [0, + oo]) et si A vérifie une hypothése
supplémentaire assez large, la correspondance canonique entre
le quotient de C; par la relation de proportionnalité et A,,,,, est
un isomorphisme borélien.

Les résultats du § 3 (relatifs & la décomposition des traces
en sommes continues de caractéres) s’inspirent de travaux
non publiés de R. Godement; celui du n° 2 (unicité de la décom-
position), qui était énoncé sans démonstration par R. Godement,
précise certains résultats connus antérieurement (cf. par
exemple [35], p. 288 et [8], th. 3).

Les produits semi-directs G = G, X G; étudiés dans le
chapitre 11 sont supposés vérifier les conditions suivantes :

— Gy est discret et dénombrable;

— Gy est distingué, abélien et sa topologie est & base dénom-

brable;
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— la fonction 1 sur G, est limite uniforme sur tout compact
de fonctions de type positif a supports compacts;
— une condition, dite « condition (x) », relative aux mesures

positives sur G,, qui intervient dans [4] pour la contruction
des exemples de facteurs (ch. 1, § 9, n° 3).

Le § 1 est consacré essentiellement a la représentation des
éléments de la C*-algébre A de G par des applications z:
a — z, de Gy dans la C*-algébre A; de G; (prop. 1), ainsi qu’a
leur approximation par des éléments pour lesquels z, est nul
sauf pour un nombre fini d’éléments a (prop. 2); on notera
A% la sous-algébre, isomorphe a A,, formée des xze A pour
lesquels z, = 0 s1 a 5% ¢, (élément neutre de Gy).

Le § 2 est consacré aux représentations factorielles normales
et aux idéaux primitifs de A ; le théoréme 1 donne une méthode
pour obtenir toutes les classes de quasi-équivalence de repré-
sentations factorielles de type II; 4 partir de mesures positives

sur G, invariantes et ergodiques pour l'action de Gg; cette
méthode est celle utilisée dans [29] pour construire des exemples
de facteurs. Le théoréme 2 donne une méthode pour obtenir
toutes les classes d’équivalence de représentations irréduc-
tibles normales (telles que = (A%) soit de rang infini) & partir
des trajectoires infinies discrétes de Go dans Gl; cette méthode
est basée sur la notion de « systéme cinématique » exposée dans
[36]. Le corollaire de la prop. 4 établit une relation entre le
genre (CCR, GCR, NGCR) de A et la nature des trajectoires
de G, dans G,. Le théoréme 3 permet de décrire les idéaux
primitifs I de A tels que A%/l n A® soit de rang infini, a l'aide
de certaines parties fermées de Gl, exactement les adhérences
des trajectoires infinies de Gy; on a mis en remarque une des-
cription de la topologie de Jacobson sur ’ensemble de ces
1déaux.

Le § 3 est consacré a I’étude détaillée d’un exemple: le
groupe G des transformations z — ax + b ol a est une puis-
sance entiére de 2 et b un nombre rationnel dyadique; G est
un produit semi-direct vérifiant les conditions requises au
début du chapitre 11; A est NGCR.

Dans le n® 2, en utilisant des mesures invariantes ergo-

diques sur G; assez voisines de celles considérées dans [33],
nous donnons des exemples de représentations factorielles de
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type:11; de A qui ont méme noyau sans pour autant étre quasi-
équivalentes, ce qui répond par la négative a4 une conjecture
de J. Dixmier. - -

Dans le n® 3 on montre que les représentations irréductibles
m pour lesquelles ©(A*®) est de rang fini sont de dimensions
finies et que leurs classes d’équivalence correspondent biuni-
voquement aux couples (T, 0), ou T est une trajectoire finie

de G, dans G, et 0 un élément de Gy; on en déduit que A admet
un systéme complet de représentations irréductibles de dimen-
sions finies; comme A n’est pas GCR, ceci répond par la néga-
tive & une conjecture de G. W. Mackey ([28], p. 154).

Dans le n° 4 on précise la nature des caractéres de type I de
A ;- tout d’abord l'intersection des idéaux de définition de ces
caractéres est nulle; de plus, les seuls d’entre eux qui solent des
caractéres au sens de [14] sont ceux de type fini; enfin les
1déaux de définition de certains de ces caractéres ne contiennent
aucune fonction a support fim sur G.

Le n° 5 contient quelques indications concernant les idéaux
primitifs de A; en particulier I'idéal {0} est primitif et tout
1déal primitif non nul contient strictement un idéal primitif
non nul; il existe un idéal bilatére fermé maximal I tel que
A/I soit NGCR.

Dans le n® 6 on montre que I’espace des caractéres partout
définis de A, muni de la topologie de la convergence simple,
n’est pas localement compact.

Enfin le n°® 7 concerne la structure borélienne de I’ensemble
des classes de représentations irréductibles normales de A;
on montre (prop. 8) que la structure borélienne de Mackey et
la structure borélienne sous-jacente a la topologie de Jacobson,
qui sont identiques et analytiques dans le cas général, sont ici
standard. '

Signalons pour terminer que ce travail constitue la thése
de doctorat de I’auteur; je tiens & exprimer ici ma profonde
reconnaissance 3 M. Dixmier sans I’aide constante de qui cette
thése n’aurait jamais vu le jour, ainsi qu’a MM. Choquet et
Schwartz qui ont bien voulu se joindre a lui pour en constituer
le jury.



NOTATIONS ET RAPPELS

Soit G un groupe localement compact; on désignera par
G) (resp. L*G)) l'espace des fonctions sur G a valeurs
complexes et lntegrables (resp. de carré 1ntegrable) pour la
mesure de Haar a gauche sur G. Il ne sera question ici que de
représentations unitaires continues dans des espaces hilber-
tiens et de 1’équivalence unitaire de telles représentations.
Nous "appellerons C*-algébre de G I'algébre complétée de
LY(G) pour la norme f— sup lI=(F)l], = parcourant I’ensemble

des representatlons de G (sur cette notion cf. [30], § 18,n° 3
et [9], p. 369).

Par algebre normée ingolutive mous entendrons « algébre
normée munie d’une involution isométrique ». Soit A une algébre
normée involutive: on notera AT l’ensemble des éléments
positifs de A (i.e. de la forme zz*); une représentation T de A
dans un espace hilbertien H est dite non dégénérée si on a
w(A)h # {0} pour tout élément & non nul de H; elle est dite
factorielle si Valgébre de von Neumann engendree par (A)
est un facteur; deux representatlons 7, et T, sont dites quasi-
équivalentes s 11 existe un isomorphisme de l'algébre de von
Neumann engendrée par m,(A) sur I'algébre de von Neumann
engendrée par my(A) transformant ™ (%) en my(x) pour tout
€ A. Nous appellerons unité approchée de A toute famille
filtrante (2,);c; telle que eA, llz]] <1 et que ||lzy—y| et
llyz, ———y]]'tendent vers () suivant le ﬁltre des sectlons de I
pour tout y e A. ‘ '

Soit A une algebre normée involutive admettant une unité
approchée (z;) et soit m une représentation non dégénérée
de A dans un espace hilbertien H; w(x;) converge ultra-fortement
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vers 1; en effet, il suffit de vérifier la convergence forte puisque
Pon a

lin(2)l] < llel] <

et on peut supposer qu’il existe un élément he H tel que
Pensemble ©(A)h soit partout dense dans Hj il suffit alors de
vérifier que

|In(@)(y)h — =(y)kl| - 0

pour tout y € A, ce qui résulte immédiatement de la définition.

Soit A une algébre de Banach involutive admettant une unité
approchée (xi) pour toute forme linéaire positive continue f
sur A on a

lim f(z;) = lim f(z}) —hmf(a:.xa ) = lifll

en vertu de [34], th. 4.5.14.

Suivant [12] une C*-algébre sera dite N GCR si elle n’admet
aucun idéal bilatére fermé GCR différent de {0}.

Soient A une C*-algébre abélienne et X 1’espace topologique
des caractéres de A; rappelons que I'tsomorphisme de Gelfand
est application de A sur I’espace des fonctions continues sur
X nulles a l'infini définie par z — z avec z(y) = y ().

Pour toute algébre hilbertienne A on notera U(A) (resp. V(A))
I’algébre de von Neumann a gauche (resp. a droite) associée
a A; et pour tout élément = borné relativement a A, U, (resp.
V.) Popérateur de multiplication a gauche (resp. a droite)
par z.

Pour tout espace topologique localement compact Z on
note C(Z) (resp. R(Z), resp. L, (Z)) ’espace des fonctions sur
Z a valeurs complexes et continues (resp. continues et a support
compacts, resp. continues et nulles & linfini). Pour tout
espace vectoriel topologique H on désigne par £(H) I’espace
des endomorphismes continus de H.

Si f est une application d’un ensemble E dans un autre
ensemble et I un sous-ensemble de E, on note f|F la restric-
tion de f a F; on emploie la méme notation pour la restriction
d’une mesure a4 un sous-ensemble mesurable.



CHAPITRE PREMIER

CARACTERES DES ALGEBRES DE BANACH INVOLUTIVES

§ 1. Traces et caractéres.

Dans tout ce paragraphe A désigne une algébre de Banach
involutive admettant une unité approchée.

1. Généralités.

DErinttions. — Soit 1 un idéal autoadjoint de A; nous
appellerons trace défime sur I toute fonction o définie sur
I X I & valeurs complexes et vérifiant : ‘

(1) o est une forme sesquilinéaire hermitienne positive;

(i) o(y, z) = o(z*, y*) pourzel, y e I;

(11) o(zz, y) = o(=, zy)pourwelyelzeA

1v) pour tout zel la forme linéaire positive f sur A définie
par f(z) = o(az, x) est continue et de norme a(z, x);

(v) les éléments zy (x € 1, y e I) sont partout denses dans 1 pour
la structure préhilbertienne (non nécessairement séparée) déduite
du produit scalaire a(z, y).

Remarque 1. — Si A est une C*-algébre la premiére partie
de 'axiome (1v) est une conséquence des précédents; en effet
sur une C*-algébre, toute forme linéaire positive est continue

([34], th. 4.8.15).

Notations. — On notera N I'idéal autoadjoint de A formé
des z e I tels que o(z, ) = 0 et A I'application canonique de I
sur I/N; I/N, muni du produit scalaire

(Az|Ay) = a(z, y),

est un espace préhilbertien séparé; on notera H I'espace
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hilbertien complété et J l'involution dans H prolongeant
l’application Az — Az*; pour tout ze A on désignera par

) (resp. p (z)) T'opérateur linéaire dans I/N transformant
Ax en A(zz (resp A(xz)) pour tout z e L.

Prorosition 1. — L’algébre 1/N est une algébre hilbertienne;
les opérateurs m(z) et p(z) sont continus pour tout ze A et
leurs prolongements linéaires continus a H définissent des
représentations w et p de A et de l’algébre (*on]uguee dans H; on a
Jn(2)J = p(z") pour tout z € A.

Les axiomes (1), (i1) et (iv) des algebres hllbertlennes (cf [4],
ch. 1, § 5, déf. 1) sont trivialement vérifiés. Démontrons la
continuité de w(z): on a, en vertu des axiomes (iii) et (iv):

~ (n(2)Az|n(z) Az) = o(z"z3, 2) <||2"l|o (=, 2) = [|2"4]|(Az| Ax).

L’axiome (ii1) des algébres hilbertiennes se trouve démontré
du méme coup. Enfin pour zel et ze A on a

(2" ) Az = Jn(z)JAx

par suite’ e(z) est continu et les prolongements de =(z) e

o(z) 2 H vérifient p(z) = Jn(z )J

DeEringTroN. — La representatzon T (resp p) sera dite repre-
sentation gauche (resp drmte) canonlquement associée a .

Remarque 2. — Les restrlctlons de metpal sont non dégé-
nérées en vertu de 'axiome (v).

Remarque 3. — Pour tout ze I la forme hnealre positive
sur-A: f(z) = a(zx x) converge vers c(x ) sulvant toute
unité approchée de A, car

o(z2, x) = (m(z) (z)Az|Az)
'et 1\:(z) tend fortement vers 1 (cf Notations et rappels)

Remarque 4. — Soit E une partie de I partout dense dans I
pour: la_ topologie. initiale; les éléments 2y (z < E, y < E) sont
partout, denses dans I pour le produit.scalaire c(:c, y); il suffit
en effet de montrer que;tout:élément A (uv) de I/N (uel,
v e I) est limite d’éléments A (zy) (- eE, y<E), ce qui résulte
de la continuité du prodult par rapport & chacune des variables.
. AL.eni résulte .que si.A est séparable il en-est de méme de H.
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Remarque 5. — Supposons que I admette une unité appro-
chée; 'axiome (v) est alors équivalent au suivant:

(v') la forme linéaire positive f sur 1: f(z) =o(zz, z) tend
vers a(x, ) suivant au moins une unité approchée de I. Ceci
est alors vral pour foute unité approchee de L.

(v')=(v) : 1l suffit de montrer que st ze I et si (z;) est une
unité approchée de I, zx — z pour la structure préhilbertienne,
c’est-a-dire '

o(zx —z, zx—a)—>0;
or . I

o(zx — xv .zw:— 1) = o(zfzw, ¥) — o(32, ¥) — o(zx, ) + oz, T);

mais (z) est aussi unité approchee pour I’adhérence I de I;
si donc k est la norme de la restriction a I de la forme Ilnealre
positive z — (zz, z), on a (cf. Notations et rappels) :

him ¢ (zz, ) = lim o(z2, ) = lim o-(z’,;*zix,lcv) =k

et k = o(z, z); d’ou I'assertion. A
(v)=(v'): méme démonstration que pour la remarque 3.

Exemple 1. — Soit’' g une forme linéaire positive définie sur
un idéal autoadjoint I de A et vérifiant :

(1) g(zx) = g(az) pour zeletzeA; :

(1) pour tout zel la forme lmealre posmve f sur A
f(z) = g(zxx™) est continue et de norme g(zz*);

(111) les éléments zy(z e I, y e I) sont partout denses dans I
pour le produit scalaire g(xy ). i :

On vérifie immédiatement que la forme o‘(x y) = g(xy)
est une trace définie sur 1.

Ezemple 2. — Pour toute forme linéaire positive centrale
continue ‘g sur ‘A, la ‘forme o(z, y) = g(xy‘*)”est une trace
définie sur A; pour le montrer nous allons nous ramener &
Pexemple 1: Paxiome (i) et la’ premiére partle ‘de Paxiome
(n) sont trivialement vérifiés ; deuxiéme partie de I'axiome (ii) :
soit (z;) une unité approchée de A;ona

Il = lim glaes®) = glas”).
Axiome ‘(iii) : il suffit’ de démontrer que zz tend vers z
pour la structure prehllbertlenne méme demonstratlon qu a
la remarque 5. :
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Ezemple 3. — Soient © une représentation non dégénérée
de A, J lalgébre de von Neumann engendrée par =(A), Tr une
trace normale sur Jb, m son idéal de définition; on suppose que

les éléments ST (S et Te'n:(A)nm%) sont partout denses
dans m(A)nm?® pour le produit scalaire Tr(ST*). Alors la

1
forme o(z, y) = Tr « (zy"*) est une trace définie sur = (m?).
Les axiomes (1), (11), (i11) et (v) des traces sont trivialement
vérifiés; 'axiome (iv) résulte de la continuité ultra-faible de
Tr = (zz2*) par rapport a = (z) et du fait que = (z) tend ultra-
fortement vers 1 suivant toute unité approchée de A.

Notations. — En plus des notations posées aprés la remarque
1, nous noterons U (resp. V) I’algébre de von Neumann gauche
(vesp. droite) associée a I’algébre hilbertienne I/N, Tr la trace
naturelle sur U et m son 1déal de définition.

Lemme 1. — La forme G(z, y) = Tr =(xzy*) est une trace

- 1
définie sur 1 = n"(m’) et prolongeant o.
On a évidemment I>1 et & prolonge o; les hypothéses de
I’exemple 3 sont satisfaites parce que =(I) est isomorphe a
1

I/N et partout dense dans w(A) nm* pour le produit scalaire
Tr (ST*); donc & est une trace.

LemMME 2. — Sotent ¢ et ¢’ deux traces définies respectivement
sur I et I, o' prolongeant a, et sotent N, A, H, U, U, m, =, p,
(resp. N', ...) les éléments correspondants. On a

wi(wd) e vt ().

On a évidemment N = N’ n I; pour z e I on a ||Ax]| = ||A'7]|;
il existe donc un isomorphisme T de H sur un sous-espace
fermé H, de H’ tel que TAz = A’z pour tout z e I; posons
P=TT*.Ona
7'(a)T = Tx(a) (1)

pour tout a € A, car, pour tout ze I:
m'(a) TAz = A'(ax) = TA(az) = Tx(a) Az.

On a de méme p'(a)T = Tp(a) et on en déduit que
T*p'(a) = p(a) T* et aussi que P permute a ©'(A) et p’(A).
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1
Soit maintenant a e ='? (m’z); Popérateur =’(a) est de la
forme U, ou h est borné dans H’; montrons que T*h est borné
dans H et que ®(a) = Uy, c’est-a-dire que I'on a, pour tout
zel:

p(z*) T*h = =n(a) Aw.
On a, pour tout ze 1

o(z*) T*h = T*'(z") h = T*U;A'z = T*x'(a) N’z
= T*'(a) TAz = n(a) Ax

1
d’ou I’égalité annoncée; par suite w(a) e m®

1
CoroLLAIRE. — On a I' c ﬂ‘?(m’);

Remarque 6. — S1 U’ et UV’ sont des facteurs et si ¢ %0,
A’(I) est partout dense dans H’' et = et =’ sont équivalentes.
En effet P n’est pas nul et permute a ©'(A) et p’(A); on a donc
P = 1; I’équivalence de = et =’ résulte alors de (1).

DeériniTioN. — Une trace o définte sur un idéal 1 sera dite
maximale s’il n’existe aucune trace prolongeant c et définie sur
un idéal contenant strictement 1.

ProrosiTionN 2. — (1) Une trace o est maximale si et seulement

si on a 1 = I avec les notations du lemme 1.
(1) La trace ¢ du lemme 1 est mazimale.

(i) Si ¢ est maximale on a I = I puisque & prolonge s. Inver-

sement supposons I = I; soit ¢’ un prolongement de ¢ défini
sur I’> I; on a (cor. du lemme 2)

Fewi(m?) =f=1

donc I'=1. - = 1
(n) 11 suffit de montrer que I =1I; or I:——-x't“‘(ﬁ'l’) et
(lemme 2)

#1(w%) cnt(mt) = L.

DErFIniTION. — La trace ¢ du lemme 1 sera dite prolongement
maximal canonique de q.
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Remarque 7. — Toute trace maximale est le prolongement
maximal canonique d’une trace obtenue par la méthode de
Iexemple 1.

Soit en effet ¢ maximale définie sur I; soient z, U, Tr, m
les éléments associés; pour z € ©~!(m) posons g(z) = Tr‘r:( ); on
voit facilement que g vérifie les conditions (1), (i) et (111) de
Iexemple 1 et que ¢ est le prolongement maximal canonique
de la trace sur = (m) associée a g.

2. Caracteéres. Représeﬁtations factoi‘ieiles normales.

Dirinttions. — Soient o et o’ deux traces maximales déﬁniés
respectivement sur 1 et 1'; on dira que ¢ majorec’ st Icl’ et si

¢'(z, z) <oz, x) pour tout zel. Une trace maximale sera
appelée caractére st 650 et s toute trace maxl,male ma]oree
par a est proportionnelle a o.

PropositioN 3. — Soient ¢ une trace maximale non nulle,
U et UV les algébres de von Neumann associées; les conditions
suwantes sont équivalentes :

(i) U et O sont des facteurs;

(11) o est un caractére.

Définissons N, A, H Tr, m, =, pcomme aun° 1.

(1) == (ii) : solent ¢’ une trace majorée par ¢ et I’ son idéal
de définition; pour z et y « I, o’(z, y) ne dépend que de Aa: et
Ay; c’est une forme sesqu111nea1re ‘hermitienne, positive,
continue, qui, se prolonge donc & H par continuité; il existe
un operateur hermitien continu E dans H tel que 0 < E Slet

o'(z, y) = (EAz]Ay) . pour =z et yel;

on voit immédiatement que E e °u n D, donc E est un scalaire
ketona

. @, )= kolor )

pour z et y el et par suite pour z et y quelconques .

(1) = (1) : supposons que ¢ soit un caractére; soit E un
élément hermitien de U'n' U tel.que O<CE < 1; smt g 'idéal
autoad]01nt des T € <u tels que

%

E Ten—m2
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soit Iy = 7 (1g) o I; pour z et y e Iz posons
ox(z, y) = Tr (En(zy")).

La fonction T — Tr (ET) est une trace normale sur UT,
dont I'idéal de définition est ng; pour montrer que oy est une
trace il suffit (exemple 3) de montrer que les éléments ST (S et
T ew(A) nng) sont partout denses dans =(A)nung pour le
produit scalaire (S, T)— Tr (EST*); montrons d’abord que
n(A) nn est partout dense dans w=(A)nng pour ce produit
scalaire. . . o

Soit T e ©(A) n ftz; on a E* T =U, avec hborné, et E2 T*="U};
donc

1
2

adhérence 1mage U, c adhérence image E*;

posons X = E%(I/N); comme h e Uy(H), he X et il existe une

1
suite x, € I telle que E*Axz,—h; posons T,= Uy, € n(A) nnt;
on a 3

Tr (E(T, — T)(T, — T)*) = Tr(Uspn,sUsthrs,s) |
= <E?Axn — h|E* Az, — h) -0

d’ou Iassertion.

D’autre part les éléments ST (S et T e w(A) n 1) sont partout
denses dans w(A) n 1t pour le produit scalaire (S, T) — Tr(ST"),
et a fortiori pour le produit scalaire plus petit (S, T) —Tr(EST*).

On a donc prouvé que oy était une trace; elle est évidemment
majorée par o; son prolongement maximal canonique doit
donc é&tre proportionnel a ¢ : pourzetyel

os(z, y) = ko(z, y) avec k>0
(EAa|Ay) = k(Az|Ay)

donc E = k et U et U sont des facteurs.

DerinttioN. — Une représentation factorielle non dégénérée
n de A est dite normale si le facteur engendré par w(A) est semi-
fint et st =(A) en contient un élément & trace non nul.

Une représentation irréductible d’une C*-algébre est alors
normale si et seulement si ©(A) contient I’algébre K des opé-
rateurs compacts; cette condition étant évidemment suffi-
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sante, montrons qu’elle est nécessaire: si w est normale,
7n(A) n K est un idéal non nul de =(A), et par conséquent est
irréductible; mais w(A) n K est une algébre CCR (cf. [22],
th. 7. 4) et par suite est égale a K.

En particulier toute représentation factorielle non dégénérée
d’une algébre GCR est de type I et normale.

ProrosiTion 4. — Sotent ©™ une représentation factorielle
normale de A, & le facteur engendré par =(A), Tr la trace cano-
nique sur @, m son idéal de définition. Alors

(1) @ est Ualgébre de von Neumann engendrée par w(A) nm;

(1) la forme o(x, y) = Tr = (xy) est un caractére défini sur

1
[==1m?),;

(1) sotent =, la représentation gauche canoniquement associée
a o et U le facteur engendré par w,(A); il existe un tsomorphisme
et un seul de U sur @ transformant =,(x) en =(x) pour tout
rel;

(1v) tout caractére sur A s’obtient de cette fagon.

(1v) résulte immédiatement des prop. 1 et 3.

Muni du produit scalaire (S, T) — Tr (ST*), m*® est une
algébre hilbertienne achevée; soit H' I’espace hilbertien com-

plété; il existe un isomorphisme @ (resp. un antiisomorphisme ¥)

de & sur “u(m%) (resp. ‘D(m%)) tel que pour Re@ et Sem?
(®(R))(S) = RS et (F(R))(S) = SR.
Posons, pour tout ae A
m(a) = O(n(a))
mo(a) = Y(rn(a®)); ) )
les opérateurs ,(a) (resp. ©y(a)) engendrent U m?) (resp. "O(m—f))
puisque les w(a) sont iltrafortement denses dans a. N
Soit maintenant H, < H' P'adhérence de =(I) = w(A)nm?;
on a H; 5~ 0; de plus pour zeletae A

(ma(a)) (v(x)) = (P(w(a)))(w(x)) = =(a)n(x) = w(az)e n(I),
(ma(a)) (m(2)) = (¥(r(a")) (r(2)) = w(2)m(a”) = w(2a") « =(I)
donc =(I), et par suite Hj, est stable par =;(A) et w,y(A); par

suite Hy= H’ et =(I) est partout dense dans m* pour le produit
scalaire Tr (ST™).
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Pour montrer que o est une trace, il suffit (exemple 3) de
prouver que tout élément T de =(I) est limite pour ce produit
scalaire d’éléments RS(R et S € n(I)); or T est limite d’éléments

1
R,,S,,(R,, et S,,em?); puis tout élément R, (resp. S,) est
limite, d’aprés ce qui précéde, d’éléments R, , (resp. S, ,) de
=(I); o est donc une trace.
L’idéal N des z e I tels que o(z, ) = 0 est identique au noyau
de m; I/N est isomorphe a =(I); I’algébre de von Neumann

1
gauche U associée & 5 est donc isomorphe & U(n(I)) = ‘U(mﬂ,
donc & @ et I'isomorphisme en question transforme ,(a) en
n(a) pour tout a e A.

On a ainsi démontré (i) et (ii1). Pour terminer la démonstra-
tion de (1) 1l reste & prouver que ¢ est maximale, 1.e. que si

1

7,(a) est de la forme U, (h borné dans H') alors a e I; or, m*
i

étant achevée,ona hem?®

m(a) = U, = D(h)

n(a) = hem®
d’ou enfin a e I.

TutorkMe 1. — La formule s(z, y) = Tr n(ay*) établit une
correspondance biunivoque entre

a) Uensemble des classes de quasi-équivalence de représenta-
tvons factorielles normales de A.

b) Pensemble des caractéres sur A définis a un facteur constant
prés.

Résulte aussitét de la prop. 4.

DérFiNiTioN. — On appellera type d’un caractére le type de la
représentation associée.

Prorosition 5. — Soient o et o' deux caractéres de A définis
respectivement sur I et 1' et soit A’ une sous-+-algébre partout
dense dans A; supposons que InA’=1nA’ et que o et o'
sotent égaux et non nuls sur I n A’. Alors o et 5’ sont égaux.

Soient N, A, H, w, p, (resp. N’, ...) les éléments associés a o
(resp. o’) posons Ig=1InA’; A(L,) est stable par w(A’) et
¢(A"), donc aussi son adhérence A(l,) dans H; A(I,) est donc
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stable par ©(A) et g(A), et comme A(I)) =0 on a A(Io) H.
On voit de méme que A’(I)) = H'.
Pour z et y e Iy on a (Az|Ay) = (A'z|A’y); il existe donc un
lsomorphlsme T de H sur H' tel que TAz = A’z pour tout
z e l;; solent alorsze I, et ye A’; on a

Tr(y)Az = TA(yz) = N'(yz) = o' (y)A'z = ='(y )TA:v

d'on Tx(y) = ='(y)T pour tout yeA’ et, par continuité,
pour tout y € A; © et &’ sont équivalentes et ¢ et ¢’ sont propor-
tionnels, donc égaux.

DeérinitioN. — Soit G un groupe localement compact; nous
appellerons caractére de G tout caractére de la C*-algébre A de G.

Supposons maintenant G unimodulaire; il est facile de
construire une application injective de 1’ensemble des carac-
téeres de G au sens de [14] dans I’ensemble des caractéres au
sens actuel; 1l suffit pour cela de montrer que

a) toute représentation factorielle normale au sens de [14]
est normale au sens actuel relativement & L'(G) (elle sera
alors normale relativement & A et on pourra prendre le carac-
tére correspondant);

b) deux caractéres au sens de [14] qui coincident sur L}(G)
sont identiques.

Or tout caractére » au sens de [14] est défini sur un 1déal
bilatére partout dense K de l’algébre M(G); mais K n LYG)
est partout dense dans K puisque ¢ est adhérent & LY(G);
soit = une représentation factorielle telle que, pour tout a e K

x(a, o) = Trr(aa®);

on a a) puisque =(K n LY(G)) est partout dense dans =(K);
et b) résulte de la prop. 5.

On verra plus loin que cette application n’est pas surjective
en général (ch. 11, § 3, n® 4, rem. 1).

§ 2. Structures boréliennes.

1. Généralités.

Dans tout ce paragraphe, A désigne une algébre de Banach
involutive, séparable, admettant une unité approchée et telle que
toute forme linéaire positive centrale sur A soit continue; A peut
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étre en particulier une C*-algébre séparable ou une algébre de
Banach inyolutive séparable avec élément unité.

On considére les caractéres comme des formes linéaires
définies sur des idéaux autoadjoints de A; plus précisément
tout caractére s’obtient de la facon suivante: soient = une
représentation factorielle normale de A, Tr la trace canonique
du facteur engendré par =(A), m son idéal de définmtion; on
pose, pour z € ©~}(m)

AMz) = Tr =(z);

Iidéal I = =n~*(m) sera dit idéal restreint de définition de A;
pour z > 0, z ¢ I nous poserons A(z) = + .

Nous noterons C ’ensemble des caractéres et le munirons
de la structure borélienne la moins fine rendant boréliennes
les fonctions A — A(z) (x € At); nous noterons par ailleurs C,
Pensemble des caractéres de type fini (ce sont des formes liné-
aires continues sur A), C,; I'ensemble de ceux qui sont de
norme 1 et C; ’ensemble des caractéres de type I. Nous dési-
gnerons par C° 'espace quotient de C par la relation de propor-
tionnalité, muni de la structure borélienne quotient, et Ci
Iensemble des éléments de type I de C% muni de la structure
borélienne induite par celle de C°. Enfin pour tout idéal auto-
adjoint I de A nous noterons C(I) I’ensemble des caractéres
dont I'idéal restreint de définition contient I et qui ne sont pas
1dentiquement nuls sur I.

En ce qui concerne les représentations nous emploierons les
notations suivantes :

pour tout n=1, 2, ... oo, H, est un espace hilbertien fixé
de dimension n;

A, .: ensemble des représentations de A dans H,;

A, .: ensemble des éléments irréductibles de A,,,p ns
Airr nor,n ¢ ensemble des éléments normaux de A, ,;
A, : ensemble somme des A, ,;

A;(resp. Ag,): ensemble des éléments irréductibles (resp.
factoriels) de A,,,; :
Ai. .o ¢ ensemble des éléments normaux de A;,;
A quotient de A;, par la relation d’équivalence;
A,..: ensemble des éléments normaux de A
A : quotient de A, par la relation de qua51 equlvalence,

A,: ensemble des éléments de type fini de A.
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. R N » .
Les structures boréliennes de A, ., A,, et A sont définies

comme dans [28], et celle de A comme dans [8].

Nous noterons enfin ¥ (resp. ¥°) Papplication canomque
de C (resp. C?) dans Aet®d (resp ®° T'application canonique
de C; (resp. Ci) sur A,

Lemme 1. — Si 1 est U'idéal autoadjoint engendré par une
famille dénombrable d’éléments positifs x;, C(I) est borélien
dans C.

Car soit A € C; on a A e C(I) si et seulement si

a) pour tout t: A(z;) < + oo.

b) pour au moins un i: A(z;) > 0.

LemMe 2. — Soient I un idéal autoadjoint de A, X(I) Uen-
semble des traces (non nécessairement maximales), considérées
comme des formes sesquilinéaires, définies sur 1; on munit
X(I) de la structure borélienne B(I), la moins fine rendant
boréliennes les fonctions ¢ —a(z, y) (xz et yeI). Il existe alors
une application borélienne Q de X(I) dans A,,, telle que, pour
toute o € X(I), Q(c) soit équivalente & la représentation gauche
canoniquement associée a .

Nous reprenons les notations du § 1 et notons N;, A,, Hs, =,
les éléments associés 4 o. Pour tout p = 1, 2, ... oo soit (e, €, ...)
une base orthonormale de ’espace H,. Soit enfin (z,) (n=1, 2, ...)
une suite multiplicativement stable et partout dense dans I;
on sait (§ 1, rem. 4) que les éléments A,x, sont partout denses
dans H;; soient &, I’espace vectoriel engendré algébriquement
par les Ay(z,) et d; sa dimension algébrique.

Je dis que

(1) pour tout p =1, 2, ... o 'ensemble Z, des s e X(I) tels
que d; = p est borélien dans X(I);

(11) 1l existe une suite h,y(c), hy(s), ... telle que

a) pour tout ¢ e X(I), hy(5), hy(s), ... engendrent algébrique-
ment X ;

b) si dy = o0, hy(s), hy(s), ... forment un systéme orthonor-
mal; si d; << %, ky(g), ... hy () forment un systéme orthonor-
mal et h,(c) = 0 pour n > d;;

c¢) pour tout n il existe un recouvrement de X(I) par des
parties boréliennes disjointes Z; ;, Zn 3, ... possédant la pro-
priété suivante :
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sur chaque Z,;, h,(c) se met sous la forme 3 fi(s)As(z;) ol

les f; sont des fonctions boréliennes identiquement nulles pour ¢
assez grand.

La démonstration est celle de [4], ch. 1, § 1, lemme 1 ou
Ion remplace simplement Z par X(I), { par s, #6({) par H,,
Ty, Tgy ... par A(zy), A(zs), ..., Y1, Ys, ... par hy, hy, ... et « mesu-
rable » par « borélien ».

Le sous-espace %, étant partout dense dans Hg, hy(3), hy(0), ...
forment une base orthonormale de H;; pour ceZ, soit U,
Pisomorphisme de H; sur H, transformant 4, en e, et soit T, la
représentation de A dans H, définie par

ﬂ;(w) = Uc‘“c(x)Ugl;
le lemme sera démontré si on prouve que toutes les fonctions
g —> (’TO‘ k1|ka) (kl et k2 € Hp, X € A)

sont boréliennes sur Z,.
Supposons d’abord k;, et k, combinaisons linéaires des e;:

ky = 20,0
@:?Mﬁ
on a alors
(ma(@)ksks) = Z 2 A ihg, (Ts(2) u(0) | Ry ()
et il suffit de montrer que toutes les fonctions

¢ —> (Ts(x)hy() | hy(a))

sont boréliennes sur chaque ensemble Z,nZi . nZ; ; or sur
un tel ensemble on a

h(s) = ;f,(o')Aq(m,)
hy(e) = ng(a) U( m)
(mo(@)hi(a) hy()) = X Ef: (o) (Aa(22) | As(n))
=3 S io)g o tan, 2
Si maintenant k, et k, sont quelconques dans H,, la fonction

g — (mo(x)ky|ks) est limite d’une suite de fonctions boréliennes,
donc borélienne.

qQ

2
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Prorosition 1. — Supposons qu’il existe une suite d'idéaux
autoadjoints 1, de A, engendrés par des familles dénombrables
d’éléments posttifs, telle que Uon ait

C= U C(L);
alors U est borélienne.

Isuffit de démontrer que ¥ est borehenne ou encore (lemme 1)
que Y|C(I) est borélienne pour tout idéal autoadjoint I. Or
soit I1 I’application de C(I) dans X(I) définie par

II(A) = ¢ avec oz, y) = Azy*) pour z et yel;
LI est borélienne pour la structure borélienne B(I) du lemme 2
en vertu de 'identité.

4Nay") = M(@ + )@ + y)") — M@ —y)( —y))
' + (= + w)(@ + 1y)*) — iM(z — iy)(@ — iy)*).
D’autre part on a pour tout A e C(I) .
Q(II(X)) e ¥ (A)

d’aprés la remarque 6 du § 1, n° 1; en notant O Papplication
canonique de A, sur Aona donc

YIC(I) = 000011

et la proposition résulte du lemme 2.

2. Représentations factorielles de type fini.

Soient ¢ une trace maximale, I son 1idéal de définition, & la
représentation gauche canoniquement associée a o, U I'algébre
de von Neumann engendrée par w(A), Tr la trace naturelle
sur U, m son idéal de définition; on a évidemment

1
i (m)cl == (m?).

Supposons que I = A; on a alors ==} (m) = A, car ®(A)cm
puisque tout élément de A est égal au produit de deux autres
éléments de A (cf. [3], th. 1); ceci permet de parler de traces
partout définies sans préciser si on les considére comme des
formes linéaires ou sesquilinéaires; d’autre part, en rappro-
chant ceci de 'exemple 2 du § 1, n® 1, on voit qu’il existe une
correspondance biunivoque entre les traces partout définies
et les formes linéaires positives centrales sur A :

a(z, y) = Mazy").
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On notera D I’espace des formes linéaires positives centrales
de norme < 1; avec la topologie de la convergence simple sur
A, D est compact, métrisable et 4 base dénombrable ([2],
ch. 11, § 3, prop. 6). :

ProrositioN 2. — Pour qu’'un caractére soit partout défini,
Ul faut et il suffit qu’il soit de type fini.

La condition énoncée étant évidemment suffisante, montrons
qu’elle est nécessaire; ce fait étant trivial si A admet une
unité, supposons A sans umte, et soit A’ I’algébre obtenue par
adjonction d’une unité; si A est un caractére partout -défini
sur A, il est continu d’aprés I’hypothése faite sur A au'début

du § 2 et se prolonge en une forme linéaire positive centrale
A’ sur A’ définie par

Nz 4 a 1) = Aa) + oAl
Soit w (resp. =) la représentation gauche canoniquement
associée a A (resp. A'); =’ est évidemment de type fini; un
raisonnement calqué sur celui du lemme 2 du §1 montre que
n est équivalente a la représentation que w'|A induit dans un
sous-espace stable par w'(A’); par conséquent ™ est de type
fini. ’

(On peut d’ailleurs démontrer que = est équivalente a ©'|A
elle-méme.)

Cororraire 1. — Si A est U'idéal autoadjoint engendré par
une famille dénombrable E (et en particulier si A admet une
unité), C, est borélien dans C.

"En effet soit o un caractére considéré comme forme sesqui-
linéaire; on a ce(, si et seulement si ¢ est partout défini

(prop. 2), donc si et seulement si on a o(x, ) << + o pour
tout z € E.

CoroLLAIRE 2. — L’ensemble C, , est un G; dans D.
On vérifie immédiatement que C;; est ’ensemble des points

extrémaux non nuls de D et I’assertion résulte de [13], appen-
dice 1.

CororLAIRE 3. — L’espace borélien C,, est standard.
P /,

TutoriME 1. — Le sous-ensemble A, de A, formé des éléments
de type fini, est borélien dans A et standard; Uapplication cano-
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nique de C dans A induit un isomorphisme borélien de C, , sur A,.

Considérons, comme dans la prop. 1, I’application borélienne
Il de C;, dans X(A) muni de la structure borélienne B(A) et
Iapplication borélienne 1 de X(A) dans A,,; P'application
A = QolI est borélienne et injective, et comme C;, est stan-
dard et A,,, dénombrablement engendré, A est un isomorphisme
borélien de C;, sur A (Cy,) (cf. (28], th. 3.2); de plus A (C;y)
rencontre chaque classe de quasi-équivalence de A, en un
point au plus; si © est I'application canonique de A,,, sur A,
O|A(C;,) est un isomorphisme borélien de A(C,,) sur O
(A(C.4)) ([8], prop. 2), lequel est alors standard et borélien
dans A; enfin on a évidemment

lF‘Cf’I = eoA
et, d’aprés la prop. 2
¥(C,,) = A,

3. Représentations irréductibles normales.

LemMe 3. — Pour tout n =1, 2, ... o, tout xe A et tout
T e ¢(H,), ||v(x) — T|| est une fonction borélienne de = pour
Te A,

Soient hy, hy, ... des éléments partout denses dans la boule
unmté de H,; on a

n(e) — Ti| = sup [[(x(a) — T) Al

il suffit donc de montrer que pour tout he H, la fonction
n — ||(n(z) — T) A|| est borélienne; or on a

Il(w(x)——T hIF = ((n(x) ——T) (m(x —T)h|h)
w(a*z) hjk) — (n(z) Thih) — (x(z) k|Th) - (T*Thlh).

TutorkME 2. — On suppose que A est une C*-algébre séparable.

(1) A,,. est borélien dans A pour la structure borélienne de
Mackey.

(1) Sur A,lor la structure borélienne de Mackey et la structure
borélienne sous-jacente d la topologie de Jacobson sont identiques
et analytiques.

(i) St P° désigne Uapplication canonique de Ci sur A,
(9% est borélienne.
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(iv) Supposons qu’il existe une suite d’idéaux autoadjoints
I, de A, engendrés par des familles dénombrables d’éléments

positifs, telle que U'on ait C= l |C ); alors ®° est un isomor-
phisme borélien.

Démonstration.

(1) Montrons en premier lieu que A, ... est borélien
dans A, ,, pour tout n; soient (z;) une suite partout dense
dans A et T un opérateur compact non nul dans H,; A étant
une C*-algébre, un élément = de A, , est normal si et seule-
ment si 1l existe un élément € A tel que wn(z) = T; ou encore
s1 pour tout entier positif r 1l existe un entier ¢ tel que

In(@) — T <~

et I’assertion est une conséquence du lemme 3.

Il résulte de ce qui précede, d’une part que A,,, est borélien
dans A pour la structure borélienne de Mackey, etd’autre
part que A, ... . est standard.

(11) Montrons maintenant que A, est analytique pour la
structure borélienne de Mackey; il suffit ([28], p. 141) de
trouver des applications boréliennes f; (j = 1, 2, ...) de Ai,; wor.n
dans I’ensemble réel telles que deux éléments =« et p de Ay, uor, x
soient équivalents si et seulement si fj(w) = fj(p) pour tout J;
mais les éléments de A,,‘,r étant définis par leurs noyaux
(cf. [12], dém. du th. 1, a5) = a6)) on peut prendre fj(r) = ||n(z;)||
et ’assertion résulte du lemme 3. ,

Démontrons enfin I'identité des deux structures boréliennes
sur A,,,; la premiére étant analytique et plus fine que la seconde
il suffit ([28], th. 4. 2) de prouver que la seconde est « dénom-
brablement engendrée », c’est-a-dire

a) séparée.

b) engendrée par une famille dénombrable d’ensembles
boréliens.

Or

a) A, est homéomorphe pour la topologie de Jacobson a
un ensemble d’idéaux primitifs de A, lequel est certainement un
To-espace, et la structure borehenne sous-]acente est séparée;

b) la topologie de Jacobson sur A est a base dénombrable
([10], cor. du th. 3.2.) et ceci reste évidemment vrai pour A,
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(i) Il suffit de trouver une application borélienne A de
A e dans Cp qui, par passage aux quotients, donne (§°)—;
soit (h, ;) une base orthonormale de H,; pour me A, ..., on

définira A(w) par
A(m)(z) = 3 (=(2)hy, i|ka, ;) pour tout  ze At;

Papplication A posséde trivialement les propriétés requises.
(1v) résulte de (i11), de la prop. 1 et de [7].

§ 3. Décomposition des traces.

Dans tout ce paragraphe A désigne une algébre de Banach
involutive, séparable et admettant une unité approchée.

1. Existence de .la décomposition.

Soient I un idéal autoadjoint de A, E une partie partout
dense dans I et multiplicativement fermée; toute trace o
définie sur I est entiérement déterminée par les valeurs qu’elle
prend sur E (cf. § 1, n° 1, rem. 3); (si en particulier o est maxi-
male et si E est un idéal autoadjoint, s est le prolongement
maximal canonique de ¢|E en vertu du lemme 2, § 1, n° 1).

Définissons X(I) et B(I) comme au lemme 2 du § 2 et E
comme ci-dessus; B(I) est identique a la structure borélienne
la moins fine rendant boréliennes les fonctions ¢ — o(z, y)
ou z et ye E; en effet pour z et ye I la fonction ¢ —s(z, y)
est limite d’une suite de fonctions ¢ — o(z,, y,) ou z, et y, e E
(cf. § 1, n° 1, rem. 4). Choisissant E dénombrable, on voit
que B(I) est dénombrablement engendrée.

Tatorime 1. — Soient 5 une trace mazximale et 1 son idéal
de définition.

(1) Il existe un idéal autoadjoint 1, partout dense dans I,
un ensemble X de caractéres deux & deux non proportionnels
et dont les idéaux de définition (comme formes sesquilinéaires)
contiennent 1y, une topologie compacte & base dénombrable et
une mesure positive u. sur X tels que, pour x et y e I, Uapplica-
tion y — y(z, y) soit w-mesurable et

s(z, y) = [ x(@ y)du(y).
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(ii) Désignons par ¥ Papplication canonique de C dans A;
il existe une partie X' de X, borélienne, de complémentaire
w-négligeable et telle que I'(X') soit borélien dans A et standard
et que la restriction de ' @ X' soit un isomorphisme borélien.

Démonstration. Nous noterons N, A, H, U, U, Tr, m, =
les éléments associés & o (cf. § 1, n® 1), @ ’algebre hilbertienne
achevée associée & I/N, Z le centre de U et V; enfin {z, z,, ...}
une *-algébre sur le corps des rationnels complexes, dénom-
brable et partout dense dans I pour la norme.

a) Décomposition de J.
Soit H =/;® H(z)dv(z) une décomposition de H associée

a 3, Z étant localement compact & base dénombrable, v positive
bornée et H(z) == 0 pour tout z. Il existe des décompositions

a = [®a(z)dv(z)

(a(z) étant achevée et partout dense dans H(z) pour tout z) et

Az) = [*A(@,) (2) dv (2)

les A(z,)(z) étant partout denses dans @(z) et formant une
s-algebre sur le corps des rationnels pour presque tout z, soit
pour ze Z/'. '

Soient U(z), U(z), Tr,, m(z) les éléments associées a a(z);
U(z) et V(z) sont des facteurs pour presque tout z, soit pour
zel’"cZ'.

b) Décomposition de .
Par une méthode classique on associe & chaque a€ A une
décomposition

w(a) = [*n(a) (z) dv (2)

de facon que presque partout, soit pourze Z" c¢ Z”, a — w(a)(z)
soit une représentation =, de A dans H(z) et que I'on ait pour
tout n

() = Un@er

Pour zeZ"”, =w.(A) contient les opérateurs Uy, donc
engendre I’algébre de von Neumann U(z), et «, est factorielle
et normale.
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¢) Caractéres y,. Pour ze Z", =, définit un idéal autoadjoint
s :

LL=n=r 1(m(z)—’_) et un caractére y, défini sur I, :
1@ y) = Tr. (v(xy"));
on a en particulier pour tout m et tout n:
1o(@m @) = (A(@) ()| A(22)(2));

I, contient les z,, donc aussi I'idéal autoadjoint I, qu’ils
engendrent, pour tout z e Z".

D’autre part il existe (cf. [31], th. 1) une partie Z% cZ"
de complémentaire v-négligeable telle que si z et 2z’ e Z'V et
z 5= 7', alors v, et 7y, solent non proportionnels.

d) Modification de la topologie de 7.

L’espace Z' n’est pas nécessairement localement compact;
mais considérons sur Z la relation d’équivalence R dont les
classes sont les points de Z' et I’ensemble Z — Z'; elle est
v-mesurable et il existe un espace localement compact & base
dénombrable Y et une application v-propre ¢ de Z sur Y telle
que

R(z, 2') <= q(2) = q(2))

(cf. [1], ch. 6, § 3, prop. 2); I'espace X = q(Z") est localement
compact; soit . la restriction de ¢(v) & X; considérons X comme
un ensemble de caractéres et écrivons y au lieu de y. pour
ze Z; pour z et y € I, la fonction y — y(z, y) est w-mesurable
et on a

a(z, y) = [ 7@, y) dw (x).

e) Démonstration de (11).
Définissons X(I) et B(I) comme au lemme 2 du § 2; il
existe des compacts K,c X deux a deux disjoints, tels que

X—l 'Kp soit i-négligeable et que les applications y —y (2, Z,)
P
soient continues sur chaque K,; ces applications sont boré-

liennes sur X' = | 'K,, et X’ est standard pour la structure

P
borélienne sous-jacente a la topologie; 'application identique
de X' dans X(Iy) est borélienne; c’est donc un isomorphisme

et X’ est borélien dans X(I,;) (cf. [28], th. 3.2). Soit Q la
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restriction & X’ de 'application borélienne de X(I,) dans A,,
définie au lemme 2 du § 2; Q est injective, c’est donc un
isomorphisme borélien de X’ sur Q(X’) et Q(X’) est borélien
dans A, et standard; puis ¥(X’) est borélien dans A et
standard et '[' est un isomorphisme borélien de X’ sur ¥ (X’)

(cf. [8], prop. 2).

CorovrLAIRE (contenu implicitement dans [35]). — L’algébre
LYG) d’'un groupe localement compact séparable unimodulaire
admet un systéme complet de représentations factorielles normales.

Soit ¢ la trace définie sur LY(G) n L% G) par le produit sca-
laire de L*G); on sait que o(z, ) = 0 entraine z = 0, et le
corollaire résulte de la décomposition de ¢ en caractéres.

2. Unicité de la décomposition.

LemMe 1. — Soient A un facteur, B une x-algébre fortement
dense dans A, 1 un idéal autoadjoint non nul de B; 1 est fortement
dense dans A.

Soient J adhérence forte de I et A;, By, I;, J; les boules
unité respectives de A, B, I, J; 'application f: (S, T) — ST de
A, X A, dans A, est fortement continue et on a

f(Bl X Il) c Il;

comme B; (resp. I;) est fortement dense dans A; (resp. J;)
on a

f(A; X Jy) ey

autrement dit J est un idéal & gauche de A; on démontre de
méme que J est un idéal a droite, et comme 1l est fortement
fermé et non nul, il est identique & A.

Lemme 2. — Soient Z un espace localement compact, v une
mesure positive sur L, I, un idéal autoadjoint de A, J, une
x-algébre sur le corps des rationnels dénombrable et partout
dense dans 1y, (a,) une suite partout dense dans A; pour tout
z e 7 soit o, un caractére dont U'idéal de définition (comme forme
sesquilinéaire) 1, contient Iy et qui n’est pas identiquement nul
sur Io. On suppose les fonctions z — o, (ax, y) et z — o,(z, y)
v-mesurables pour tout n et tout couple (z, y) (x et y € J,); soient
N, A, H, U, V., =, 2. les éléments associés a o, (cf. § 1, n° 1).
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Dans ces conditions les champs de vecteurs z — A, (z) (z e Jy)
définissent (au sens de [4], ch. 11, § 1, prop. 4) sur le champ
z— H, une structure de champ v-mesurable pour laquelle
les champs z — =w,(a), p.(a) pour aeA, U, U, A, (L) sont
v-mesurables.

Tout d’abord la fonction z — s,(az, y) pour z et ye J, et
a € A est v-mesurable; de plus pour z et y € J, la fonction

(szlAzy) = G,(.’IJ, y)

est v-mesurable; puis les A,(z) avec z e J, sont partout denses
dans A,(Iy) (cf. § 1, n® 1, rem. 4), lui-méme partout dense
dans H, (cf. § 1, n° 1, rem. 6).

Alors pour ae A le champ z — w,(a) est v-mesurable car,
pourzetyeJ,

(z.(a) Az|Ay) = s.(az, y);
méme chose pour le champ z — p.(a). Le champ z — U, est
v-mesurable puisque U, est engendrée par les ,(a,); méme
chose pour VU, Enfin le champ d’algébres hilbertiennes

z —> A,(I,) est v-mesurable en vertu de [4], ch. 11, § 4, prop. 1.
Dans les lemmes 3 et 4 on posera :

H= [®H, dv(z)
w(a) = fs'n,(a) dv(z) pour aeA
Uy = Zﬂ(A))";
on supposera Z a base dénombrable et s,(z, y) v-intégrable

pour z et y e J,.

Lemme 3. — St U, est un facteur les caractéres o, sont presque
tous deux a deux proportionnels.
Soient Tr la trace naturelle sur U,, & I'algébre hilbertienne

f A (T , U lalgébre de von Neumannj . dv(z), Tr

la trace sur °1L égale a f Tr,dv(z); U est associée & @ et on a
Mﬂ [ Gu.
La trace Tr est normale et fidéle sur Uy; montrons qu’elle
y est semi-finie : soit T e Uy, T 55 0; pour ye Jyon a
Tr=(y*y) le T yy)dv()
= [aly, y)dviz) < + =
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donc
1
2

Tr (T¥a(y'y) T¥) < + o

or

o
o

T*n(y'y) T
1

de plus =(y) T*® n’est pas nul pour tout y € J,, car «(l,), étant

un 1déal autoadjoint non nul de ©(A), est fortement dense dans

Uy (lemme 1); =(J,) 'est aussi et en faisant tendre =(y) vers

1 on obtiendrait T = 0; il existe donc y € J, tel que

ey et Iyl T;

Tor(y'y) T*£0 et <T

et Tr est semi-finie sur U,.

Soit & I'algébre des opérateurs diagonalisables; pour toute
partie mesurable non négligeable Y de Z soit Py le projecteur
de Z correspondant & Y; comme Uy cU <2’ on a Py e U,

La fonction sur U: T — Tr (PyT) induit sur U, une trace
normale; elle est semi-finie (méme raisonnement que pour
Tr) et fidéle puisque I'application T — Ty, est un isomor-
phisme de U, sur (Up)p,; elle est donc proportionnelle & Tr:

Tr(PyT) = A(Y)Tr(T).

En particulier pour z et y € J,
Tr(Pyr(zy")) = [ou(w, y)dv(z) = h(Y) |54z, y)dv(z).
- Soit zy € J, tel que

520, w)dv(z) 7 0;

on a
rY) = (j;cz(xo, xo)dv(z))_l J;’JZ(.’EO, Zo)dv(z),
Sy, ydv(z) 4
= ( f, ma(@o, wo)d(2) )1 [ 5(@0, 2)d¥(2) ) ( [, 52(x, y)dv(z))

pour x et y € Jo.
Etant donné I'arbitraire de Y il existe un ensemble Z,c 7Z
de complémentaire négligeable tel que pour z e Z, on ait

53z, y) = (/;cz(aco, azo)dv(z))—l(o-z(x.,, xo))(ﬁcz(x, y)dv(z))
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quels que soient x et y € J;; comme ¢, n’est pas identiquement
nul sur J,, les caractéres o,(z € Zy) sont deux & deux propor-
tionnels sur J,, donc sur I, donc enfin deux a deux propor-
tionnels.

Lemme 4. — Si les o, sont deux & deux non proportionnels
on a

Uy = [PUsdy(a).

L’algebre de von Neumann U = /‘ ®aL, dy (z) est engendrée
par U, et par l'algtbre Z des opérateurs diagonalisables

cf. [4], ch. 11, § 3, th. 1), autrement dit
()lL — (u/ {7‘/.

pour démontrer le lemme il suffit de prouver que Uy>Z ou
encore, en posant Y = Uy n 3Z, que U = 2.

Je dis que Y est le centre de Uy; en effet, d’une part

Y Uy et YecZcl,
et d’autre part
U n Ugc Z n Uy = W
cUgcU
d’ou cUnWl' =23
c ‘y
Soient H= /'eH( ) dA (y) une décomposition de H associée

a Y et g l'application de Z sur Y correspondant & I'injection
canonique de 4 dans % (cf. [15], § 1, prop. 1); on peut supposer

A= g(v); soit v -—fv dA (y) une désintégration de v associée

a g. Pour presque tout ye Y les fonctions z—g,(a,xz, 2') ol
xz et x’'eJ, sont v,-mesurables; appliquant le lemme 2 on
peut donc considérer

K(y) = [“H,dv, (2)

et w(a) = [°r,(a) dv

on sait ([15], § 5) qu’on peut identifier K(y) a H(y) pour
presque tout y et qu’apres cette 1dentification on a

w(a) = [“n,(a)dA (y).
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Soit Uy = f Uo(y) dA (y) une décomposition de Uy; Uy(y)

est presque partout un facteur engendré par «,(A); d’apres le
lemme 3, v, est ponctuelle pour presque tout y et ona Y ==.

Prorosition 1. — Soient s une trace maximale, 1 son idéal
de définition, J une =-algébre sur le corps des rationnels complezxes,
dénombrable et partout dense dans 1, 1, U'idéal autoadjoint de A
engendré par J, X un ensemble de caractéres deux a deux non
proportionnels munt d’une topologie localement compacte & base
dénombrable et d’une mesure positive w, 1,, N,, A,, H,, U,, V,,
T, py, les éléments associés d tout y € X; on suppose que pour tout
€ X on a I, 51, que y n'est pas identiquement nul sur l,, que
pour z et y € 1y la fonction y — v (x, y) est u.-intégrable et que

z, y) = [ 1@, y)du(y)
Alors

(1) les champs de vecteurs y. — A, (z) ot x e J définissent sur
le champ y — H, une structure de champ p- mesumble pour
laquelle les champs y, — =,(a), p,(a) pour ac A, U,, U,, sont
u-mesurables;

(1) Il existe un zsomorphzsme de H sur j H, du.(y) transfor-
mant A(z enj Ay ( y) pour tout z € Iy, n(a )enf 7, (@) di(y)

et p(a enf ev(a dp.( ) pour tout ae A, U enf U, dp (),

U en f V, di (y) et enfin = en Ualgébre des opérateurs diagona-
lisables.

Démonstration.
(1) résulte immédiatement du lemme 2.

(i1) : pour z e I, posons & = fe A, (z) d. () alors pour z et
yelyona
(A@)|A(y) = 5(x, ) fm@wﬂum
= J (Au(@)lA(y)) (1)
= (2|y)-
Il existe donc un isomorphisme Q de H sur un sous-espace
H, de f H, du(y) transformant A(x) en & pour tout x e Iy;
H, est stable par f w,(a) du(y) pour tout ae A, donc par
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Palgébre de von Neumann engendrée et en particulier (lemme 4)
par Dlalgébre Z, des opérateurs diagonalisables; mais ([4],
ch. m, § 1, prop 7) les transformés des Z (zel,) par les élé-

ments de ZF; engendrent l’espace H ,du(y); on a donc
g p 7.

H_fHdu/)

Puis Q transforme w(a) en ) f =, (a) di(y) pour tout a € A car
pour z€ I, on a

Qrn(a)A(z) = QA(az) = (az) = f A, (az)dp(y)
—f wy(a)Ay(z) d ()
=([®n (@) du(y QA(2).
Méme raisonnement pour p(a).

Par suite Q transforme U (resp. V) en I'algébre de
von Neumann engendrée par les opérateurs f 6aﬁ./‘(a) dp ()

(resﬁl. fﬁ_px(a) dp. (x)) c’est-a-dire (lemme 4)-en f“@u,_dg (7)
(resp. fGB“DX dp (X))S Q transforme enfin % en le centre de
S, dyn (y), est-a-dire 3. |

‘TutoriME 2. — Sotent o une trace maximale, 1 son idéal. de
définition, I, Uidéal autoadjoint de A engendré par une suite
(x,) partout dense dans 1, X un ensemble de caractéres deux a
deuxr non proportionnels, munt d’une topologie localement
compacte d base dénombrable et d’une mesure positive w; on
suppose que

a) pour tout y eX, y n'est pas identiquement nul sur I,

b) pour z et yel, la fonction y —>y(x, y) est définie et
w-tntégrable et o(x, y) fy (z, y) dw (y.

Définissons de méme X' et ' avec les mémes propriétés. Il
existe alors des sous-ensembles X, de X et X, de X' de complé-
mentaires respectivement \.- et p'-négligeables et une applica-
tion bijective p-propre f de Xy sur X, telle que f(x) soit propor-
tionnel a y pour tout y € Xq; st on pose f(y) = k(y)y, on a

() = (ko f)p

Démonstration. — Soit J ’algébre involutive sur le corps des
rationnels complexes engendrée par les (z,); d’aprés la
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prop. 1 et [4], ch. 11, § 6, th. 4 il existe des sous-ensembles X,
de X et X; de X’ de complémentaires négligeables, une bijec-
tion de X, sur X, telle que f(u) soit équivalente & .’ et pour tout
7. € X, un isomorphisme V, de H, sur Hyp,, tel que

*/A' (x) = Af(x)( )

pour x e J et par suite pour z e I,. Alors V, transforme =,(a)
en Tj)(a) pour tout ae A et tout y e X, car pour ze J on a

V,m, (@) Ay (x) = V, A, (ax) = Ajyy(az)
= (@) A () = T (a) Vi A, ().

Done f(y) est proportionnel a v pour tout 7€ Xo: soit
f(x) = k(y)y, avec k(y)>0. Posons f(@) = hp" avec h(y') >0:

pourzetyel,ona ‘
fx(x,wdsx('/) s(z fxwydu (x)

=/ (n( (h /_))“x' z, y) d(f(w)(’

= [ (WF)(F )=, y) dye (x)

) = J R 2w y) A ()
On va d’abord montrer que k(y )(h(f(y))) <1 presque
partout; supposons en effet que I'on ait k(y) (h(f( )‘1 >a > 1

sur un ensemble E p-intégrable non néghgeable s01t E=(&(y)
un élément de _ /‘ ® H, dp(y) vérifiant

kol = }g %o

sinon.

Choisissons ¢ de fagon que

1\2 1\2
@)t —e)'> (pEyts &)

Comme les champs y — A, (z) ou x e I, sont partout denses
dans feHx di () (prop. 1) il existe z € I, tel que

S I (@) — Bl di () <e;

SilIA (@

<
< (e.(E))

1 1
2 2

on a alors

S A @)l — 1] e (x) EGOl dix ()

A
2
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d’ou
L@ @) di () > (w(E) ([ 1A (@) dx (1))
> (wE)( =A@ —11) du (1))°
t > ((pE)t—&)

[ (0 BF) 7, 2) s (7) > e (((B))F — )’

D’autre part

[ a2 duz) = [N, @)p e () < (1 + %)
3) =((u >+e).

Les inégalités (2) et (3) sont, & cause du choix de ¢, en
contradiction avec (1), d’ou 'assertion.
Posons alors

Wp) = (k(2)) (R(FO)) ™ —
soient X; I'ensemble des y € X, tels que I(y) =0 et X, (zeJ)
I’ensemble des y e X, tels que A,(z) = 0; on a X, =UX$
3
puisque pour tout y les A, (x) (z « J) sont partout denses dans

H,, lequel est non nul; X, n X, est p-négligeable pour tout
x e J donc X, est m-négligeable et on a

(R(f()) = k()

presque partout, soit

f(w) = hp! = (ko f)u



CHAPITRE II

REPRESENTATIONS UNITAIRES
DE CERTAINS PRODUITS SEMI-DIRECTS

Dans tout ce chapitre G désigne un groupe localement
compact, produit semi-direct d’un sous-groupe G, discret par
un sous-groupe distingué G; untmodulaire; on notera (a, b)
un élément quelconque de G avec ae Gy, be Gy, le produit
étant défim par ’

(a, b) (a', b') = (ad’, b.ab’)

oua— (b —> ab) est un homomorphisme de G, dans le groupe
des automorphismes de G;; on a alors

(ay b)™ = (a7, a7'b71)
et en notant e, et e, les éléments neutres de G, et Gy,

(a, b) = (e, b) (a, &)

(a, e1) (eo; b) (@7, &) = (eo, ab).

On notera d(ab) = 8;*db 'action de G, sur la mesure de
Haar de G,; on a alors la mesure de Haar a4 gauche sur G

@, byda, b) = 35, [ f(a, b)db.

Désignons par A, Ay, A; les C*-algébres respectives de G,
Go, G;. Nous supposerons que la fonction 1 sur G, (resp. G,)
est limite uniforme sur tout compact de fonctions de
type positif 4 supports compacts; il en est alors de méme
pour G d’aprés [37], et la représentation réguliere gauche
my (resp. w;, resp. ©) de G, (resp. Gy, resp. G) définit un
isomorphisme de A, (resp. A, resp. A) sur son image.

3
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§ 1. Préliminaires sur la C*-algébre de G.

1. Représentation des éléments de A par des applications de G,
dans A.

Pour fe LYG) et a € G, nous noterons f, ’élément de LYG,)
défini par
fu(b) = Cuf (a, b);
pour g e LY(G;) nous noterons g° I’élément de L'(G) défini par
g'(a’, b") = (e 1g(b") si d=a
0 sinon;

enfin nous noterons L'(G,)* 'ensemble des g* pour ge L}{G,).
L’application f— f, induit sur L}G,)* un isomorphisme
d’espaces de Banach de LY(G,)* sur L}G,;), et méme un iso-
morphisme d’algébres de Banach involutives pour a = e,;
on désignera par A“ 'adhérence de LYG,)* dans A.
L’espace L*G) est somme hilbertienne d’espaces H,(a € G),
images de L*G,) par des isomorphismes J, tels que

(k) (@) = V8P R(b) s a =a
0 sinon;

tout opérateur continu T dans L% G) est donc représenté par
une matrice (T, ,) ou

T, o = JETJ, e YL¥G,)).
Soit fe LY(G); pour ¢ € L%G) on a
(=) (@, b) = 58 [ f(a', V)s(a'~a, o' (b"2b))db’
d’ou, pour § e L¥(G,);
() ab)(B) = 8lzs [ flaraz®, b')d(aza™ (b'=b))db';

(7(f))a,, o, ne dépend que de aja3' et est donc de la forme
(7(f) )agas+ OU

((=()ab)(b) = &k [ fla, b)Y Y(a= (b'-D))db.
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Pour a € G, soit U, 'opérateur unitaire dans L*G,) défini
par

(U)(B) = 33 4(ab);
on a alors

(1) (®(f))e = ®1(fo) U

Par continuité, pour z € A, (7(x)),,, o, est de la forme (w(z))g,or
et on a

(7(2))oUa* € m(A4);
soit z, I’élément de A, défini par
(7)) = w(@)aUa";

Papplication z — z, de A dans A, est linéaire, diminue les
normes et prolonge I'application f— f, déja considérée.

Pour fe L}G,)* la formule (1) montre que ||f||a = ||fdla,;
la restriction de I’application z — z, & A* est donc un isomor-
phisme d’espaces de Banach de A® sur A; et méme un isomor-
phisme d’algébres de Banach involutives pour a = ¢,. Pour
tout ze€ A; on notera z* I'élément correspondant de A°, qui
est donc défini par

o\ sl a =a
(#)¢ =10 sinon.

Enfinsize A on a
() = 3 (@) (@)

la série convergeant fortement; donc (az*), >0 et (zz%),,
est nul si et seulement si z = 0.
Nous avons ainsi démontré la

Prorosition 1. — A tout élément x de A est associée de
fagon biunivoque une application a — x, de G, dans A; telle
que pour z € LYG) on ait

z, e LYG,y) et  x,(b) = ¢,.2(a, b);

pour tout a e Gy Uapplication z — z, est linéaire et continue;
elle est positive et fidéle pour a = ey; elle induit sur A® un tso-
morphisme d’espaces de Banach de A® sur A;, et méme un iso-
morphisme d’algébres de Banach involutives pour a = e,.
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2. Action de G, dans A,. Quelques formules.
Pour fe LY{G,) et ae G, posons (a.f)(b) = &,f(a~*b); on a

m(a.f) = Uy (f) Uz

donc ||a.fl|s, = ||flla, et automorphisme f— a.f de LYG,) se
prolonge en un automosphisme z — a.z de A;; on a encore

m(a.z) = U,my(z) Ut
d’ott on déduit facilement que pour ze A et y e L}(G)

(2) (@%)0 = a.((~)")
(3) (@y)a = 2 2@’ Yurra)

la derniére série convergeant au sens de A;.

Soit maintenant (u;);e; une unité approchée de LY(G;);
on sait que (u;) est aussi unité approchée pour A,; on a, pour
ze A, et aeG,

(4) o 2% = lim z°(u,)"

) (@.z) = him (u;)%2%(u;)"";
en effet les deux membres de (4) sont dans A? et 1l suffit de
vérifier que

(2%, = lim (2°(u)%)q;
or (z%), = z et (z*(u;)*), = zu;; de méme les deux membres de
(5) sont dans A® et il suffit de vérifier que

((@-2)*)e, = lim ((w)2(w) ")

or on a
- ((@.2)%), = a.z

et »
((we)2(w) ), = wia. (2u;).

'Soit enfin ¢ une représentation unitaire de G; pour a e G,
ona - ‘
o(a, e) = lim 5((w)?)

et par suite, pour z€ A, :

(%) O plE) = e(e)ela, e
(59 e((@-2)*) = p(a, ex)p(z")p(a, &)™
REMARQUE. — Supposons G, discret; soit ¢ la forme linéaire

positive sur A, prolongeant la forme f — f(e;) sur LYG,):
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alors A est 1somorphe au « produit croisé » de A; par le groupe
d’automorphismes G, pour la forme & (cf. [38], th. 1).

3. Approximation des éléments de A.

(Le résultat de ce numéro a été démontré avec l'aide de
P. Eymard, & qui est due, essentiellement, I'idée d’employer
les éléments P.)

En vertu de I’hypothese faite au debut de ce chapitre sur
Gy, 1l existe une famille filtrante (f));ex de fonctions de type
positif sur G, a4 supports finis telles que fileo)) =1 et que
fi(a) — 1 pour tout ae G,. - - :

Soit z € A; pour tout ¢ € I posons

P =3f(a) (@)

comme ||(z,)]] <|l#|l, P; est un opérateur linéaire continu
dans A; de plus si  est hermitien, P,z I’est aussi; en effet

(P@)* = D fi(a™) ((2.)*)" = X fi(a) ())Y

et on voit facilement que

(@) = (2"

Lemme 1. — On a ||P|]| < 2 pour tout t e I (la norme || || est
prise au sens de A).
Il suffit de montrer que ||Pi|| <|lz|| pour tout élément
hermitien z de L(G), ou encore que pour un tel z on a
| lg(Pa)l < [l

pour toute forme linéaire positive continue g sur A telle que
llgll << 1; une telle forme est définie par une fonction de type

positif ¢ sur G telle que {(e;, ¢y) <1 et comme Pz e LYG),
on a

g(Pw) =33, [ (a, b) (P) (a, b)db
=35, [ Ya, b)fi(a)a(a, b)db

posons

, W(a, b) = f(@)bla, b);
on obtient '

(6) g(Pw) =32, [ ¥/(a, b)a(a, b)db.
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La fonction sur G: {"(a, b) = fi(a) est de type positif; il
en est alors de méme de §' = {"{ et en outre (e, ;) << 1;
on a donc, d’apres (6)

< .

ProrositioN 2. — On a z = lim P,z pour tout z € A.
11 suffit, en vertu du lemme 1, de le démontrer pour z € L}(G)
et dans ce cas cela résulte du fait que pour toute partie finie

E de Gy:
llo— Pally = 3l — (Pl
=31t — fi(a)l Iz
<SM—f@lleh+2, 3

CoroLraire. — Soit p une représentation de G et soit = un
élément de A; si on a p((x,)*) =0 pour tout aeG,, alors
p(z) = 0.

Car d’aprés la formule (4)

9( z,)") = p((@)*)p(a, €)= 0 pour tout a
Px) =0 pour tout ¢ et enfin p(z) = 0.

4. Idéaux autoadjoints fermés de A et de A,.

Lemme 2. — (1) Soit I un idéal autoadjoint fermé de A;
Pimage 11(1) de 1n A® par Papplication z — z, est un idéal
autoadjoint fermé de A, invariant par G,.

(1) Soit J un idéal autoadjoint fermé invariant de A,; Uen-
semble 11'(J) des z de A tels que x,€ J pour tout a est un idéal
autoadjoint fermé de A et on a :

IryJ) =J.
(1) On a IW'II(I) ¢ I pour tout idéal autoadjoint fermé I de A.

Démonstration. — (1) II(I) est évidemment un idéal auto-
adjoint fermé; il est invariant par G, en vertu de la formule (5).

(i) II'(J) est évidemment un sous-espace vectoriel fermé;
il est autoadjoint d’apres la formule (2); pour montrer que c’est
un idéal il suffit de prouver que si z € [I'(J) et y e L}(G), alors
zy e II'(J), ce qui résulte de la formule (3); la derniére asser-
tion est évidente.
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(i) Soit p une représentation de A de noyau I; on a, pour
tout z e A, z e II'[I(I) si et seulement si z, e [I(I) pour tout a,
donc si et seulement si p((z,)*) = 0 pour tout a et ceci entraine

o(x) = 0 (cor. de la prop. 2).

5. Homomorphisme de A sur A,.
On désigne ici par A le prolongement a A, de la forme liné-
aire positive sur LY(G;) définie par A(g fg ) db.

Prorosition 3. — Pour toute fe LNG) soit f I'élément de
LY(G,) définv par
a) =2, [f(a, b

Papplication f — f se prolonge en un homomorphisme de A sur
A,, dont le noyau est U'ensemble des x e A tels que A(z,) = 0
pour tout a.

L’application f— f est évidemment linéaire et surjective;
c’est un homomorphisme car pour fet ge LY(G) on a

a—Sff(a ,a“b“db——ff -1 b)db = (f)*a
(fg)(a) = 0f(23 S, b)glaa, a'(b"b )db’)db

=83 ffa b)db’ [ g(a'a, b)db)
= 2 f(@)g(a""a) = (f&)(a)

Elle se prolonge donc en un homomorphisme de A dans A,,
dont I'image est une C*-algébre contenant L!(G,) et par suite
identique a A,.

D’autre part, appliquant les résultats du n® 1 au cas ou G,
se réduit & e;, on voit que tout élément u de A, est représenté
par une fonction u(a) et que pour tout ae Gy, u(a) dépend
continiiment de u; comme pour z e L}(G) on a

(a) = A.)
cette égalité reste vraie pour x € A et on a

& =0<= i(a) =0 pourtouta
<= Az,) = 0 pour tout a.
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§ 2. Représentations factorielles de G.

Dans tout ce paragraphe on suppose G, discret et dénombrable
et G, abélien a base dénombrable; on suppose de plus que la
fonction 1 sur G, est limite uniforme sur tout ensemble fini
de fonctions de type positif & supports finis; les hypothéses
du début du chapitre sont donc satisfaites. Enﬁn il sera ques-
tion uniquement de représentations unitaires de G dans des
espaces hilbertiens d bases dénombrables. ’

On sait que pour fe LYG,) on a [lflls, = A IIfll. et que la
transformation de Fourier f—f se prolonge en un isomor-
phisme ¥ de A, .sur Lm(Gl).

On notera y — ay l'action de G, dans: G, avec
(ay, by = (g, a7'b);

on notera d’autre part ¢ — ag action de G, dans L (Gl)
avec

(ag) (1) = ¢(a™2);

pour tout z e A, on a alors J(a. x) = a.(%x). Enfin si dy est
la mesure de Haar sur G, on a d(ay) = S,dy.

1. Propriétés générales des représentations de G.

Soient © une représentation de G dans un espace hilbertien
H et I le noyau de la représentation correspondante de A;
F(11(I)) est 'ensemble des éléments de LM(GI) nuls sur une
partie fermée de G1 invariante par Go; et F s'identifie au
'spectre de m(A%). Soit C la classe de mesures sur G, associée
A 7|G, grice au théoréme de Ambrose- Godement Naimark.
Tout élément de Gy, transformant =|G; en une représentation
équivalente, conserve C; autrement dit les éléments de C sont
des mesures quasi-invariantes par Go; leur support est F;
enfin si © est factorielle, C est ergodique (cf. par exemple

[25], p. 542).

Lemme 1. —_:—‘»Supposons que pour tout a e Go différent de e,
et tout ensemble E e G; mesurable et non négligeable pour C
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il existe un ensemble E' ¢ E mesurable et non négligeable pour
C tel que aE'nE' = g. Alors si ze A et si ©(z) =0, on a
7((@,)) = 0 pour tout a. On a en outre I = II'LI(I).

En vertu des hypothéses de dénombrabilité il existe une
mesure y.eC telle que |ju]]=1 et une décomposition
H= f H(y )dp(y) telle que, en notant ¢ — Tg le prolon-

gement a L”(Gl, ¢) de l'isomorphisme de Gelfand, T, soit
Popérateur de multiplication par ¢.

Soit a € Gy; 1l existe une fonction localement p-intégrable
ro(y) telle que

du (ay) = ra(y) di- (1) ;
d’autre part, comme ‘r:(a e;) conserve I’algébre des opérateurs
dlagonahsables on sait (cf. [15], § 4) qu’il existe pour tout

1 € G, un isomorphisme U, 4 de H(a™'y) sur H(y) tel que pour
tout h = (h(y)) € H on ait presque partout

((a, en)h) () = ra—*(X)EUa,y_h(a_lx)-
Soient z € A tel que w(z) = 0, aye G, et € > 0; 1l existe un
élément y de A tel que y, = O sauf pour un nombre fini

d’éléments distincts ay, ..., a, et éventuellernent a, et quel’on ait
lly -— z|] <<e. Comme

m(y) = ;Tgya“(% e1)

on a, pour tout k = (h(y)) e H et pouf presque tout ¥ :

(w()R) (1) = 3 res() (1) Vs hla)

D’aprés ’hypothése et le lemme de Zorn il existe une suite

(E;) de parties mesurables de G,, deux a deux disjointes,
telles que u E; soit de complementalre neghgeable et que 'on
ait, pour tout i =1, 2, ... n et pour tout j:

choisissons j arbitrairement et he H tel que

1 1 K
RGN = S LS@E

sinon;

[n()Al* < ||h][* = &w(as”E)

on a alors
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et d’autre part
H i
I = f |5 o) ) U =) [ dos )
1 2
> [, |5red >*@y.,<x>Ua,,,h(a-lx>H dp(7)
= et Gy )12 du ()
= g, y.,.(aox)lzdu (x)

et comme ceci est vrai pour tout j:

[ 15y faep)Pdi (v) < &

D’autre part on a ||z, — y/|x, << ¢ pour tout a, et en parti-
culier

|Fz.,(a0y) — Fya(aoy)| < ¢

pour tout y; donc

(/[ 19zfact)dn (1)) " <2

et, vu I'arbitraire de ¢

[ 18z (ac)Fdp (x) = 0;

ol

par suite

[ 1%z )P () = 0

™((@)*) = 0.

Enfin I’égalité I = II'lI(I) résulte de ce qui préceéde et du
lemme 2 du § 1.

et enfin

2. Représentations factorielles normales relativement a A’.

On désigne par A’ la sous-algébre de A formée des éléments
x tels que z, soit nul sauf pour un nombre fini d’éléments a;
une représentation factorielle = de G sera dite normale relati-
vement @ A’ si, m étant I'idéal de définition de la trace cano-
nique du facteur engendré par w(A), on a w(A’) nm == {0{.

On n’est malheureusement pas parvenu a déterminer si
toute représentation factorielle normale relativement & A
’est aussi relativement a A’.
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Lemme 2. — Sotent © une représentation de G, & Ualgébre
de von Neumann engendrée par w(A), Tr une trace normale
sur @; on suppose que la classe de mesures sur G, associée &

©|G, vérifie la condition dulemme 1. Alors pour xe A'* on a
Tr=(z) = Tr=((z,)").

Soit z € A’ tel que z, = 0 sauf pour a = a,, ... a,; on a
n(z) = igl 7((®,)%) T(a;, €).

D’autre part il existe en vertu du théoréme de Zorn une
suite (E;) de projecteurs de I’algébre de von Neumann engen-
drée par w(A%), deux & deux orthogonaux, de somme 1 et
tels que E; soit orthogonal & =(a;, e;) Ejn(a;, ;)™ pour tout j et
tout ¢ vérifiant 1 <t << n et a; 5~ ¢,. On a alors

Em(z)E; = 2 ((2a)"Ejm(a;, &) B,
= Eﬂ‘( (e)*) By
Trx(z) = % Tr (Ejx(z) E))
= 3 Te(Er((a)) E)
= Tr w((z.,)*).

Définition. — Une mesure positive . définie sur une partie

ouverte invariante Q de G, sera dite vérifier la condition (»)
s1 pour tout élément a de G, différent de e, et toute partie
pw-mesurable non négligeable E de Q il existe une partie
w-mesurable non négligeable E’ de E telle que aE' n E' = ¢.

Prorosition 1. — (1) Soit p. une mesure positive, invariante,
ergodique et vérifiant la condition (), définie sur un ouvert

invariant Q de Gy; la formule
(m(a, b)g)(a’, 1) = (1> b)g(a~a’, a™'y)

définit une représentation © de G dans L*G) ® L¥Q, @); cette
représentation est factorielle et normale relativement ¢ A'; son
caractére A\ dans A est donné par

Az) = w(Fr,)|Q) pour reAt;

elle est de type 1 (resp. 1) si et seulement si p est atomique
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(resp. diffuse), et de type fint st et seulement st . est bornée (et
par conséquent prolongeable a G,).

(1) St Pon définit de la méme fagon ', v/, =', ' est quasi-
équivalente a = si et seulement si w et ' induisent sur Qn Q'
des mesures proportionnelles et non nulles.

(m) Toute classe de quasi-équivalence de représentations
factorielles normales relativement a A’, telle que la classe de

mesures correspondante sur G, vérifie la condition (x), s’obtient
de cette fagon.

Démonstration. — (1) Soit @ une mesure positive invariante
(non nécessairement ergodique) définie sur un ouvert invariant
Q; Tespace H = L*Gy) ® L¥(Q, u) est somme hilbertienne
d’espaces H,(a € G,), images de L%, @) par des isomorphismes
évidents; pour ae G, soient U, l'opérateur unitaire dans

L*(Q, w) défini par

(Ueg) (1) = (™)

et U, opérateur unitaire dans H représenté par la matrice
U i 71—
(Ua)a,,a, = 0 ¢ : 3 h% @

Pour feL”(Q, wu) soient T, I'opérateur de multiplication
par f dans L3(Q, i) et T, Uopérateur analogue dans H. L’opéra-
teur m(a, b) de I'énoncé n’est autre que Ty, U, et on vérifie
immédiatement que m est une représentation de G dans H.
L’ensemble ©(G) engendre la méme algébre de von Neumann,
soit @, que les U, (a € Go) et les T, (fe L* (Q, ). D’apres [4],
ch. 1, § 9, prop. 1 (ou encore [29], lemme 12-4-3) il existe une
trace Tr, normale, fidéle et semi-finie sur @ telle que, si T e a*
est représenté par une matrice T, , = T, et si T, est
I’opérateur de multiplication par fe L*(Q, @) (f>0), on ait

TrT = u(f);
pour ze A’ w(x) est représenté par la matrice
(TC(.’,B) )“h Gy : Tﬂz;‘a’—i U“aa?‘

et cette propriété s’étend par continuité a tout ze A; on a
donc, pour z e A*:

sinon.

Trn(z) = u(Fz,|Q).
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Supposons maintenant que @ soit ergodique et vérifie la
condition (x); d’aprés [4], p. 134, @ est un facteur, et T est
factorielle et normale relativement & A’ (et méme relativement
a A%). L’assertion relative au type de = résulte de [4], ch. 1,
§ 9, prop. 3 (ou encore de [29], lemme 13-1-2) dans le cas ou
w est diffuse, et de [29], lemme 13-1-1 dans le cas ou p est
atomique. :

(1) Définissons de méme Q'; p’, ©’; si i et @' induisent sur
Q n Q' des mesures proportionnelles et non nulles, Q n Q' est
de complémentaire négligeable pour ® et w' et =’ est équiva-
lente a =.

Réciproquement supposons « et =« quasi-équivalentent
Qn Q" est de complémentaire négligeable pour v. et u', car si
par exemple Qn ()’ était m-négligeable ()’ ne rencontrerais
pas le support de w; de plus les mesures induites sur Q n Q;
sont proportionnelles puisque Tr'='(z) est proportionnel a
Trx(z) pour tout z e A.

(1) Soient ' une représentation possédant les propriétés
de I’énoncé, H' son espace @’ I’algébre de von Neumann en-
gendrée par ©'(A), Tr' la trace canonique sur &', m’ son idéal
de définition, C’ la classe de mesures sur G, associée a ='|Gy, F’
son support.

D’aprés le lemme 2, si my = m’'nn'(A%), on a m,0;
soit E’ le sous-ensemble fermé de F’, invariant par G,, corres-
pondant a my; E’ est C’-négligeable puisque C’ est ergodique;
d’aprés [24], 25 D, m, contient les T, tels que fe X (F' —E’)
et il existe une mesure positive invariante non nulle 1, sur

F’ — E’ telle que
Tr' Tf = P-o(f) pour toute fe J{(F' — E).

Montrons que pge C'|F" — E’ (classe des mesures induites
sur F' — E’); C’|F’ étant la classe des mesures basiques pour
n’(A%) (cf. [4], ch. 1, § 7), cela revient a démontrer que, g
étant un élément fixé de Z+(F' — E’), pour he H+HF" —E’)
eth< g '

on a
Tr'T, = 0 <3 (T,55) =0 pour tout £e H'.

1
’r2

Implication = : considérons m’* comme une algébre hilber-
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1
tienne partout dense dans un espace hilbertien L; Tj est de
la forme U, avec neL et on a Tr'T, = (y|n); donc 4 — 0 et,
1
pour tout ' em?, on a
Uy =9y - 0;

comme ||U,|| est bornée, U, tend fortement vers 0 et T, tend
faiblement vers 0.

Implication <=: il existe une suite (%) d’éléments de H’
telle que pour tout T e @'+ on ait

Tr'T = X (T%E)

et 'assertion résulte du fait que I'on a

(Th&ilg) < (TGEIE)

D(TEl&) = Tr'T, < + oo.

et

Par conséquent u, est ergodique et vérifie la condition ()
et en la prolongeant par 0 dans G, — F’ on obtient une mesure
w sur Q = G; — E’ satisfaisant a toutes les conditions de

I’énoncé (1).
Remarquons que 'on a
T (y) = Wy, 0)
pour tout élément y positif de A*%; en effet soit M I’ensemble
des g e R(F' — E’) tels que 0 < ¢ << Jy,,; on a
Tr'w'(y) = Tr'Tg,, = sup Tr'T;
' o PeM ’
(Fyo|Q2) = sup wo(9)
PeM
et
Tr'Ty = o(3)
d’aprés la définition de .
On a alors, en vertu du lemme 2 :
o' w'(a) = p(B2,/0)
pour tout z e A'+,
Soit maintenant = la représentation obtenue & partir de
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w et Tr la trace canonique sur le facteur engendré par =(A);
on a, pour tout z e A'*:

Trr(z) = w(Fz,|Q) = Tr' «'(z)
et ©' est quasi-équivalente a © d’aprés la prop. 5 (ch. 1, § 1).

Remarque 1. — Soit p la représentation de G; dans L*Q, 1)

définie par
(e(®) ) (1) = B $(0)s

la représentation © de la prop. 1 est équivalente a la représen-

tation ¢ induite par p. En effet § agit dans I’espace des appli-
cations F de G dans L*Q, @) vérifiant

F(a, b'b) (1) = (1, ) Fla, B) (1)

S (IF(a, BIF <+ o

et

(ce nombre est indépendant de b); ¢ est définie par
(¢(a, b)F)(a’, b') = F(a’a, b’".a'd)

et on obtient un opérateur d’entrelacement en associant a
toute F 1’élément ¢ de L3G,) ® L*(Q, w) défini par

#(a, y) = F(a™, &) (a7y).

Remarque 2. — La représentation = de la prop. 1 est normale
relativement @ 1L}(G). Soient en effet y un point du support de
. et U un voisinage ouvert relativement compact de y dans Q;
il existe ([24], 36 D) un élément = de LY(G,) tel que Fz soit
égale 4 1 en y et en 0 en dehors de U; alors (zz*)* e LY{(G) et
on a

0 < Tr=((zz*)*) = w(|Fz|?) < + .

TrtorimME 1. — Supposons que toute mesure positive, quasi-

invariante, ergodique et & support infini sur G, vérifie la condi-
tion (%) ; alors la formule

’

(“(a’ b) ?) (@', 1) = b gla™a’, aly)
établit une correspondance biunivoque entre
a) Pensemble des mesures positives, invariantes, ergodiques,
diffuses et normées sur Gy;
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b) Uensemble des classes de quasi-équivalence de représenta-
tions factorielles de type 11, de G.
Résulte immédiatement de la prop. 1.

3. Représentations irréductibles telles que m(A*) soit de rang fini.

Prorosition 2. — (1) Sotent G une trajectoire finie dans G,,
Yo un élément de ©, S le stabilisateur de y, dans Go, p une repré-
sentation irréductible de S, § la représentation de S. G, définie par

é(a, b) = (%o, b) p(a);

la représentation © de G induite par 3 est irréductible et w(A*)
est de rang fini.

(11) Supposons T, y,, S, o', ©' définis de la méme fagon;
pour que ' soit équivalente d = il faut et il suffit que T =T
et que, a, étant un élément de G, transformant vy, en vy, les repré-
sentations a — p'(a) et a — p(ag'aa,) de S’ soient équivalentes.

(i) Toute classe de représentations irréductibles de G telle
que T(A%) soit de rang fini s’obtient de cette fagon.

Démonstration. — (1) et (1) résultent facilement de [27],
p. 131-132.

(111) : soit = une représentation irréductible de G telle que
n(A%) soit de rang fini; I’ensemble F (cf. début du n° 1) est

une partie finie de G,, invariante par G, qui est le support
d’une mesure ergodique et par suite se réduit a une trajectoire
finie; I’assertion résulte alors de [27], p. 131-132.

CororLLAIRE. — Si G, est abélien, toute représentation
irréductible = telle que w(A%) soit de rang fini est de dimension
finie.

Remarque 1. — Calcul du caractére de =, G, étant supposé
abélien.

La représentation p est alors un caractére 6 de S; = agit
dans L%(T) et si a ¢S, n(a, b) permute effectivement les élé-
ments de la base canonique de L*T), donc est de trace nulle;
reste a calculer Tr=(a, b) pour a e S; en vertu de [27] th. 7.1,
la restriction de = & S.G; est somme directe des représentations

la, b) = (0, a) {agye, b)
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ou a, parcourt ’ensemble des classes & gauche modulo S;
on a donc, en notant p le nombre d’éléments de ©:

.l |
Trx(a, b) = ;(0, a)gﬁ(x, bY siae$S
0 sinon.

Remarque 2. — Supposons toujours G, abélien; soit T une

trajectoire finie fixée dans Gy; pour tout 0 € S soit my la repré-
sentation de G obtenue 4 partir de © et de 0, et soit Iy son
noyau dans A; II(Iy) — ensemble des z de A; tels que Jz
soit nulle sur © — est indépendant de 0, notons-le J; on a

gyl

pour tout 0 (mais pas ’égalité, puisque, les © étant deux 4 deux
non équivalentes, les Iy sont deux a deux distincts).

On va montrer que 11'(J) = ﬂ I;.
ge8
Soit g le caractére de =) dans G; on a

1 .
Lo, b S
» O, a) Xé@(x Y si ae

0 sinon;

do(a, b)
soit Ag la forme linéaire positive correspondante sur A; posons
1
b) = — b our b e Gy;
%(b) p xg‘f; G b p 1

soit « la forme linéaire positive correspondante sur A, :

1
==Y & : A;;
x(y) » xgﬁ Jy(x) - pour  yeA,
posons .
Y, b) = o(b) s1 a=e,

0 sinon;
soit A la forme linéaire positive correspondante sur A; on a
A(2) = a(z.,)
pour z e LY(G), puisqu’alors

ANz) = a% d(a, b)z(a, b) = % ¢(b) z(eq, b)

et, par continuité, pour tout z de A.
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D’autre part pour (a, b) e G

= ["bu(a, b)do
d’ou, pour z e L‘(G) :

)‘q/a, z(a, b) /Zq)eab (a, b) db = Jlg(x

soit maintenant ze A et soit z, -2 ou z, e LY{G)

ho(@,) = ho(y) pour tout B e S et |Ag(z,)| < ||z|, donc
| @) = lim A(z,) = lim [ Ay(2,)d0 = [hg(a)d

; on a

Soit alors ze mle, on a )\e(x:c)—O pour tout 0, d’ou

. fe
AMzz*) =0 et a((zz*),) = 0; mais on a pour tout a(§1,
n®1):
T < (xx*)e.;
par conséquent pour tout a

a(x.xs) = 0
5, 193,00 = 0

autrement dit z e [I'(J).

4. Représentations irréductibles normales de A.

Soient p une mesure positive quasi-invariante sur G, et
r, (pour tout aeG,) une fonction localement intégrable
telle que

dw (ay) = ray) di(y);

la formule

(m(a, b)e)(x) = ra—.(x)%oc, by ¢(a~y)

définit une représentation = de G dans L¥G,, ); le spectre
de m(A%) s’identifie au support de ¢ qui appartient 4 la classe
C associée & w; = est irréductible si et seulement si \ est ergo-
dique (cf. [36], th. 4.1).

Dans tout ce numéro on supposera (. concentrée sur une
trajectoire G} © étant dénombrable, chacun de ses points a
une masse > 0; = est irréductible et sa classe d’équivalence,
qui ne dépend que de G, sera désignée par .
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Si le stabilisateur dans G, de tout élément de G se réduit a
{eo}, mg est induite par la représentation b — (y, b) de G, ou
y. est un élément quelconque de ©.

LeMME 3. — St © est discréte (en tant que sous-espace topo-

logique de G,), mg est normale; la réciproque est vraie si les
stabilisateurs des éléments de © dans G, sont des sous-groupes
distingués (et par conséquent identiques).

Supposons d’abord © discréte; w(A*®) contient I'opérateur

(de rang 1) de multiplication par une fonction ¢eL, (Gl)
différente de O en un seul point de T, et par suite ™ est normale.
Supposons maintenant normale soit y, un pomt de ©;

pour tout pomt y, de © notons ¢, I’élément de LGy, ) egal
a1leny eta0 alleurs; lalgehre Tt(A) contient tous les opéra-

teurs compacts dans L2 (Gl, (cf ch. 1, § 1, n° 2) et en particu-

lier Popérateur P de projection sur la drmte contenant @y,;.

pour tout e > 0 il existe donc un élément z de A tel que z, = 0.
. sauf pour un nombre fini de valeurs de a et que 'on ait

| lin(2) — Pl <e
pour tout ¢ e LGy, 1) on a

(R@)) (1) = Breslr) *Folp)blan)

((T:(w> L P)?X )(7) — er-(x)?gxa(x) | Si x # Yo §
Era_.(x)?fix,,(x) — 1 ‘ Si Y= Yo
(la somme est prise pour ay, = y) et, pour yy %= ¥, .

(@) — P)g) (1) = 2ruelr) *Fly)

(la somme étant prise pour ay; = y). - :
On obtient donc, en tenant compte du fait que
res(2) = (a0 (x)

(1) o) = [I(m(@) — P)oyJI* > o) 2Faa(ye) — 1|
(la somme étant prise pour ay, = 7y,) et |
@ i) >(n(@) — PP > win) lmcva(x Ik

(la somme étant prise pour ay, = v,).
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Si on suppose identiques les stabilisateurs dans G, des
éléments de © on a
2 Fx,= 3 Iz,
a%o="Yo ala=%
cette fonction étant continue, les inégalités (1) et (2) entrainent
que 7y, est un point isolé de ‘(5 donc que G est discréte.

LemmE 4. — Supposons G discréte; alors Tg(A) est identique
a l’algebre des opérateurs compacts st et seulement si G est fermee

Si © n’est pas fermée, 1l existe une suite y;,, Az . de points
distincts de © convergeant vers un point y’ de G, et un élément
z de A, tel que z(y) = 1 pour y = y3, %a,... et %'; alors =(z*%)
n’est pas compact.

Supposons maintenant © fermée; pour montrer que =(z)
est compact pour tout x de A il suffit de le vérifier pour les
éléments w(y*) ou ye A; et, en vertu de la formule (4’) du
§ 1, n°2, pourles éléments 1:(y‘°) ouy e A,; mais alors n(y*) =T,
et Jy est limite uniforme de fonctions ¢ de J{(G), et pour
une telle ¢, T, est compact puisque le support de ¢ ne contient
qu’un nombre fini de points de G.

Prorosition 3. — On suppose que le stabilisateur dans G,
de tout élément de G, dont la trajectoire est infinie se réduit a
%eo} Alors la construction du début du numéro met en corres-
pondance biunivoque.

a) les trajectoires infinies discrétes © dans G,.

b) les classes d’équivalence de représentations irréductibles
normales = telles que w(A*) soit de rang infini et dont le noyau 1
vérifie II'II(I) = I; Palgébre w(A) est identique & Ualgébre
des opérateurs compacts st et seulement st G est fermée.

La derniére assertion a déja été démontrée (lemme 4).

'Si © est une trajectoire infinie discréte, w est irréductible
(cf. début du numéro) et n(A*) a pour spectre 'adhérence de G,
donc est de rang infini; si I est le noyau de = dans A on a
II'II(I) = I en vertu du lemme 1 et de 'hypothése faite sur
les stabilisateurs; enfin la classe d’équivalence de © ne dépend
que de G et la détermine entiérement.

Soit maintenant p une représentation irréductible normale
telle que p(A%) soit de rang infini et dont le noyau J vérifie
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I'[I(J) = J; le sous-ensemble fermé invariant F de G; qui
s’identifie au spectre de p(A*) est infini et est le support
d’une mesure ergodique; F est donc (cf. [21], p. 29) I'adhé-
rence d’une trajectoire G; si I est le noyau de ngona I = IT'[1(I)
et de plus II(I) = IlI(J) (= ensemble des e A, tels que Fz
soit nulle sur F); par consequent I =J et comme p est nor-
male, p est équivalente & ng (cf. [12], dém. du th. 1, & 5==>a6)
enﬁn © est discréte en vertu du lemme 3.

Remarque. — S1 G; est discret, G, est compact et mg(A)
contient toujours strictement I’algébre des opérateurs compacts.

_ Tukorime 2. — Supposons que toute mesure positive sur
G,, quasi-invariante, ergodique et & support infini vérifie la
condition (x); alors lapplwatwn G — mg est une bijection de
Pensemble des trajectoires infinies discrétes de G, dans G, sur
Uensemble des classes d’équivalence de représentations irréduc-
tibles normales « telles que ©(A*) soit de rang infini; le caractére

A de 7g dans A est donné par

)\(-’E) = 2 gxe,(X) pour tout reAt;
XEG

enfin Ualgébre mg(A) est identique a Ualgébre des opérateurs
compacts st el seulement si T est fermée.

L’hypotheése de la prop. 3 est vérifiée puisque toute tra]ec-
toire infinie porte une mesure posn;lve, quasi-invariante,
ergodique et a support infini; mise a part 'assertion relatlve
au caractére, le théoréme résulte donc de la prop. 3 et du
lemme 1. Calculons maintenant le caractére de wg. Celle-ci
est factorielle et normale relativement a A% (cf. dem du
lemme 3) et a fortiort relativement & A’; elle est donc quasi-
équivalente 4 une représentation w construire par la méthode
de la prop. 1 a partir d’une mesure g sur un ouvert Q; =
étant de type I, i est concentrée sur une trajectoire infinie
©,; ™ et mz ayant méme noyau, G et 5, ont méme adhérence;
supposons © =~ ©,; soit y un point de ©; il existe une suite
Y. de points de T, convergeant vers y¥; comme chaque 7,
est limite d’une suite de points de & différents de v, il en est
de méme de 7y, ce qui contredit le fait que T est discréte;
on a donc & = G,. La formule résulte alors de la prop. 1.



56 : ALAIN GUICHARDET

ProrosiTion 4. — Supposons en plus de l’hypothése du
th. 2, que Go soit abélien; soit V U'adhérence de la réunion des
trajectoires non discrétes dans G, et soit N I'idéal bilatére fermé
‘des x € A pour lesquels Fx, est nulle sur V pour tout a; N est
‘le plus grand vdéal GCR de A.

Il s’agit de démontrer que

a) N est GCR, ou encore que si m est une représentation
irréductible de A non nulle sur N, =(N) contient un opérateur
compact non nul; ce fait étant trivial si = est de dimension
finie, nous supposerons = de dimension infinie; soient I le
noyau de © et E le sous-ensemble fermé invariant de G; qui
s’identifie au spectre de w(A*); on a E«¢ V car dans le cas
contraire an aurait [I(N) < [I(I) et

N = [I'II(N) e 'II(T) < T

D’apres le corollaire de la proposition 2, E est infini; E est

I’adhérence d’une trajectoire G infinie contenue dans G,—V,
donc discréte; d’aprés le lemme 1 on a I =II'lI(I); = et =g
ont méme noyau et, ©g étant normale, sont équivalentes; il
reste 4 voir que wg(N) contient un opérateur compact non
nul; soit y un point de ©; il existe z € A, tel que Fz soit égale
a1 eny et nulle sur — {y} et sur V; on a alors z*e N et
ng(z%) est un projecteur de rang 1.

b) A/N est NGCR, ou encore ([12], th. 1) : pour toutz e A—N
il existe une représentation irréductible non normale de A
telle que

=(N) = {0, (x) # 0;

or il existe un a € G, tel que Fz, soit non identiquement nulle
sur V, donc sur une trajectoire non discréte T; mg est non
normale (lemme 3), nulle sur N et non nulle en z.

CoroLrLAaIRE. — Les hypothéses étant celles de la prop. 4.

(1) A est GCR st et seulement s toutes les trajectoires de G,
sont discrétes;

(i1) A est CCR st et seulement si toutes les trajectoires sont
discrétes et fermées;

(i) A est NGCR st et seulement si la réunion des trajectoires

non discrétes est partout dense dans G.
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5. Idéaux primitifs de A. :
La prop. 2 raméne I’étude des 1déaux primitifs I pour lesquels

by

II(I) est de codimension finie 4 ’étude des trajectoires finies

A
dans G et des représentations irréductibles de certains sous-
groupes de Go. Nous étudions ici les autres idéaux primitifs

de A.

TutorkEME 3. — Supposons que toute mesure positive, quasi-
invariante, ergodique et & support infint sur G, vérifie la condi-
tion (x); soit F Uadhérence d’une trajectoire infinie T dans Gy;
le noyau de =g ne dépend que de F et est Uensemble des xe A
tels que Fx, soit nulle sur I pour tout a; nous le noterons Ir;
Papplication F — Ip est une bijection de Uensemble des adhé-

rences des trajectoires infintes dans G, sur Pensemble des idéaux
primitifs 1 de A tels que 11(1) soit de codimension infinie. Elle
est décroissante; Iy est un idéal bilatére fermé mazximal st et
seulement su toute trajectoire contenue dans F est partout dense
dans F.

Si F est 'adhérence d’une trajectoire infinie G, le noyau de
ng est (lemme 1) 'ensemble des x e A tels que Jz, soit nulle
sur G, ou, ce qui est équivalent, sur F, pour tout a; et 1I(I)
est de codimension infinie.

Réciproquement soit I un idéal primitif de A tel que [I(I)
soit de codimension infinie; I est de la forme Ir d’apres la
démonstration de la prop. 3. L’application F — Iy est évidem-
ment décroissante; elle est injective, car si Iy, = Iy, on a en
particulier II(I¢) = II(Iy,), c’est-d-dire que pour ye A,

Fy=0 sur F;<>Fy=0 sur F,

Supposons que Iy soit un idéal bilatére fermé maximal et
montrons que toute trajectoire &' contenue dans F est partout
dense dans F; supposons &' non partout dense; @' est néces-
sairement finie d’aprés ce qui précéde; soit I’ le noyau d’une
représentation construite a partir de & (prop. 2); on a
(1) 2 1(Ir)
I'> II’[I(I’) ? [l,[](IF) = IF
d’ou contradiction.

Supposons maintenant que toute trajectoire contenue dans
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F soit partout dense dans I et montrons que Ir est maximal
dans I'ensemble des idéaux bilatéres fermés de A; supposons
le contraire : I est strictement contenu dans un idéal primitif
I’ et II(I') est nécessairement de codimension finie d’aprés ce
qui précéde; I’ est le noyau d’une représentation irréductible
construite & partir d’une trajectoire finie &' et on a [I(I') > II(I)
d’ou ©' ¢ F ce qui est contradictoire.

- Remarque 1. — On peut donner a propos de A/Ir des rensei-
gnements analogues a ceux, relatifs & A, qui sont énoncés
dans la prop. 4 et son corollaire.

Remarque 2. — Considérons sur G, la relation d’équivalence
R suivante: R (y, X') si et seulement s1 les trajectoires G, et
@, de y et 3’ ont méme adhérence; soit Q la réunion des tra]ec-
tmres infinies; 'application y — I‘G définit une bijection A
de Q/R sur l’ensemble W des idéaux primitifs I tels que II(I)
soit de codimension infinie.

L’application A est un homéomorphisme si on munit Q/R
de la topologie quotient de la topologie sur Q induite par celle
de G et W de la topologie de Jacobson.

Démonstration. — Pour tout ye Q/R on notera F, I'adhé-
rence de la trajectoire d’un élément quelconque de y; on a
alors A(Y) = Ir,; on a aussi ¥ = F; car d’une part v, et par
suite ¥, est contenu dans F,; mais par ailleurs tout point de F,
est limite de transformés de points de v, donc limite de points
de y; en définitive on a

Ay) =TI =T

Soit maintenant [' une partie quelconque de Q/R; posons

G=UJv

Yel
& = A(I') = ensemble des I3 pour ye T’
J = intersection des éléments de &.

On a g = U ¥ et J est 'ensemble des z e A tels que Jz,
Yell
soit nulle sur § pour tout a.
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Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :

[' est fermé dans Q/R

G est fermé dans Q

G=Qng

pour tout y € Q: yeG=—>ye§
—  yeQ/R: ye§g—>yel
— — YcG—yel
— — isJ=yel
— — Ay)eb == A(y) &

& est fermé dans W.

Remarque 3. — Toute mesure positive ergodique définie
sur un ouvert invariant de Gl est concentrée sur une classe
d’équivalence selon R. . ,

Tout d’abord, pour toute partie fermée F de G, ’ensemble
Ar des y tels que B, c F est fermé car

yeAr <> ayel pour tout a@y‘ema“lF;

par suite pour tout ouvert U l'’ensemble By des y tels que
©, rencontre U est ouvert; soit (U,) une base d’ouverts de Gy;
posons B, = By, ; les B, sont ouverts et saturés pour R; ils

séparent les classes d’équivalence selon R, car si G, =G,
il existe un indice n, tel que

©,cU, £ et  G,nU, =g,
done

¥ € B, et Y€ B,.

Soit maintenant u ergodique définie sur Q; pour tout n,
B, nQ est négligeable ou de complémentaire négligeable;
posons

D — Q—B,nQ dans le premier cas;
" (B,nQ dans le second;

D =ﬂD,, est de complémentaire négligeable et ne peut

n
rencontrer plus d’une classe d’équivalence selon R, puisque
les B, séparent ces classes.
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§ 3. Etude d'un exemple.

Prenons pour G, le groupe Z (discret) des entiers, pour G,
le groupe discret des nombres rationnels dyadiques et comme
opération a.b le produit ordinaire de 2¢ par b; les hypothéses
générales du § 2 sont satisfaites.

Toutes les classes d’éléments conjugués distinctes de {e/
étant infinies, la représentation réguliére gauche de G est
factorielle et de type II, (cf. [30], § 8, n°® 5) et A est NGCR
cor. du lemme 12 de [11]).

1. Etude de G,.
Le groupe G; étant limite inductive de sous-groupes iso-

morphes a Z, G, est limite projective de groupes isomorphes
au tore T; plus précisément, pour tout neZ soit Z, le sous-
groupe de G; formé des éléments de la forme [/2" (leZ) et

soit A, ’homomorphisme de G, sur Z = T défini par

<A,,(“/), l> = <7J <l/2n>,

A, a pour noyau le sous-groupe orthogonal de Z, et on a

1
z\n—l(%) = An <"§_ x> = 21\,,(X)

Représentant les éléments de T par leurs développements
binaires normalisés on peut écrire, pour tout 7 € Gy

A(x) =0, aya, ...
‘An(X) = Oa A pt1Qpt2 - - -5

tout élément y de G, est ainsi représenté par un développe-
ment (a,),ez avec @, =0 ou 1 et a, =0 pour une infinité
d’indices positifs; chaque a, est fonction borélienne de .

On obtient un systéme fondamental de voisinages d’un
élément 7 = (a,) de la fagon suivante :

a) si a, =1 pour une infinité d’indices positifs, on prend
qeZl, pel* et Pensemble des y' = (a,) vérifiant a; = a;
pour i =g¢q, ¢+ 1, ... ¢+ p;
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b) s1 an,—y =1 et a;= 0 pour j > m, on prend ¢ < m —2,
p = m—q et '’ensemble des 7' = (a,) vérifiant

ou bien a;=ga; pour i=g¢q, ¢+ 1, ...q¢+p
ou bien a;=4a pour i=gq,q¢q+1, .. m—2,a,,=0
et aj=1 pour j=mm+1,..q+ p.

Pour toute suite finie de 0 et de 1, soit S = (b, ... b,), on
notera Ks I’ensemble des y = (a,) vérifiant

a; = bl’ vee, Ay = bu;

tout ensemble ouvert dans Gl est réunion d’ensembles Ks ou
de transformés de tels ensembles par des éléments de G,.

S1y = (a,), on a 2y = (b,) avec b, = a_,y,; le stabilisateur
de y dans G, est non nul si et seulement si la suite (a,) est
périodique; si p est sa période, ce stabilisateur est p.Z et la
trajectoire de y contient p éléments; si la suite (a,) est non
périodique, la trajectoire de 7y est infinie.

LemMme 1. — Toute mesure positive . sur G, n’ayant de masse
en aucun point & développement périodique vérifie la condi-
tion (x) du § 2, n® 2.

Soilent r un entier non nul et E une partie w-mesurable non
négligeable de Gy; pour tout entier ¢ notons B; (resp. Bi)
Iensemble w-mesurable des y = (a,) vérifiant

a=20 et ai_, =1 (resp. ¢, =1 et a_, = 0);

s1 y appartient au complémentaire de la réunion des B; et
des B;i, son développement admet la période r; ce complé-
mentaire est donc w-négligeable et il existe un indice ¢ tel que
E n B; ou E n B’ soit non négligeable; or

2'B;nB; = 2'B; n B, = ¢.

2. Représentations factorielles de type II normales relative-
ment & A’.

Prorosition 1. — Soit v une mesure positive, invariante,
ergodique et diffuse définie sur une partie ouverte invariante ()

de Gy; la formule

(n(a, b)%) (a, 1) = (t» b)p(e7'a’, a™™y)
définit une représentation de G dans L*G,) ® L¥Q, w), facto-
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rielle, de type 11 et normale relativement a A'; elle est de type 11,

st et seulement si . est bornée, i.e. prolongeable ¢ G,; son noyau
est Uensemble des x e A tels que Fx, soit nulle sur le support de
u pour tout a; son caractére est donné par

Az) = (T, |Q) pour tout zxeAt;

st on définit de la méme fagon Q', p’, ©’, = et =’ sont quasi-équi-
valentes s et seulement st p. et p" induisent sur Q n Q' des mesures
proportionnelles et non nulles; enfin toute classe de quasi-équi-
valence de représentations factorielles de type 11 normale relati-
vement & A’ s’obtient par ce procédé.

Résulte de la prop. 1 du § 2 et du lemime 1.

Notations. — Pour toute partie finie de Z: ¢ ={1,, iy, ..., 1,}
avec 1y << Iy ... < I, et toute suite S = (b, ... b,) d’éléments
égaux 4 0 ou a 1, on désignera par Kj; s ’ensemble des y = (a,)
vérifiant

a, = by, ..., a,, = b,

lu
Lemme 2. — Soit E la réunion d’une suite finie d’ensembles

de la forme Ks s; alors E est la réunion d’une suite finie d’en-
sembles de cette forme deux a deux disjoints.

Soit E = UK3 s;; posons ¢ =ug;; soit p le nombre

d’éléments de : o, quand S parcourt ’ensemble des suites de
p ¢léments égaux a 0 ou a 1, les ensembles Kj s forment une
partition de Gy; chaque ensemble Kj s, étant réunion de
certains ensembles Kj s, il en est de méme de E; d’ou le lemme.

Lemme 3. — Soient p. une mesure positive sur Gy, U un ouvert
dans G, et ¢ > 0; il existe des ensembles Ks, s, (i = 1, ... n) deus
a deux disjoints, contenus dans U et tels que leur réunion E
vérifie (U —E) <.

D’aprés le n® 1, U est réunion d’ensembles de la forme
a.Ks, donc d’une suite ng (1=1, 2, ...) et 1l existe une
sous-suite finie dont la réunion B verlﬁe w(U—B) ¢j le
lemme résulte alors du précédent.

Prorosition 2. — L’algébre A admet une famille non dénom-
brable de représentations factorielles de type 11,, fidéles et deux
¢ deux non quasi-équivalentes.
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Il suffit (prop 1) de construire des mesures invariantes
ergodiques sur G,, de support G, et deux & deux non propor-
tionnelles.

Pour tout entier n soient X, I’ensemble {0, 1} et v, la
mesure sur X, définie par les masses @ en 0 et 1-—a en 1
(0 << a << 1); posons

X=HX,, et v =& V;

neZ neZ

le sous-ensemble X’ de X formé des suites (z,) telles que =z,
soit nul pour une infinité d’indices positifs est de complemen-
taire v-négligeable; d’autre part on a une bijection continue

évidente @ de X' sur Gl, prolongée arbitrairement sur X — X/,
® devient une application v-mesurable de X sur G, et on peut
considérer la mesure w sur G, image de v par ¢ ([1], ch. 5,

§6,n01).

Pour tout ensemble K; s ot S contient s fois 0 et ¢ fois 1 on a
(Kss) = (1 —a) >0

et par suite @ a pour support Gl, d’autre part @ est évidemment
invariante par Go; reste a voir que % est ergodique; cela
résulte d’un théoréme de Théorie des Probabilités ([23],
30.4), mais nous allons en donner une démonstration directe,
d’ailleurs inspirée de celle de [20], p. 29.

Soit E une partie p-mesurable presque invariante par tout
a e G, et soit ¢ > 0; il existe un ouvert U tel que

EcU et w(U—E)<e

puis 1l existe (lemme 3) des ensembles Kj, s, (t =1, 2, ... n)
deux a deux disjoints, contenus dans U et dont la réunion B

vérifie (U — B) <{e. On a alors
@ #(|E — BJ) < 2
(|E — B| désigne la différence symétrique), d’ou

w(IE —a.B|) <2
et

@) w(E — B n aB) < 4¢

pour tout a € G,. Mais a.B est réunion d’ensembles de la forme
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K, s, o 5; se déduit de ¢; par une certaine translation, et on a
(BnaB) = Sj (Ks, s, 0 Ks; 5))-
i,
 Mais si a est suffisamment grand on a

{"'( KS.’. g N KGj» S;) = P'(K?)i- “;) H’( Kﬁ'j. 8 )

J

= !J'(Ksi- Si) !“‘(K5j. Sj)
pour tout i et tout j égaux a 1, 2, ... n et par suite
W(B 0 a.B) = 3Ky, 0)(Ks, ) = (H(B)).
Etant donné Parbitraire de ¢ et de a, et en vertu de (1) et

(2), on en déduit que w(E) = (®(E))? d’ou w(E) = 0 ou 1.

Remarque. — On voit sur cet exemple que la propriété
« toute représentation irréductible normale est déterminée
a une équivalence prés par la donnée de son noyau » ne se
généralise pas aux représentations factorielles, méme en
remplacant I’équivalence par la quasi-équivalence.

3. Représentations irréductibles de dimensions finies.

ProrosiTion 3. — Soient © une trajectoire finie dans Gy, p
le nombre de ses éléments, ¥, un de ses éléments, O un élément
du tore T, p la représentation de pZ.G, définie par

e(kp, b) = exp (2wikb) (3o, b);

la représentation = de G induite par p est irréductible et de
dimension p; son caractére sur G est donné par

. 1 < . a > . . .
—exp(2nt—0) Y {(y, b) st pdivisea
Yo, n) = p P50 500 P ’
sinon ; _
la classe d’équivalence de © ne dépend Que du couple (G, 9) et
le détermine entiérement; enfin toute classe de représentations

irréductibles de dimension finie s’obtient de cette fagon.
Résulte du § 2, n® 3 (prop. 2, cor. de la prop. 2 et rem. 1).

CoroLLAIRE. — L’algébre A admet un systéme complet de
représentations irréductibles de dimensions. finies.
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En vertu de la rem. 2 du § 2, n° 3, 1l suffit de remarquer que
la réunion des trajectoires finies, 1.e. 'ensembles des éléments

a développements périodiques, est partout dense dans G,.

Remarque. — Ceci résoud par la négative une conjecture de
G. W. Mackey ([28], p. 154); en effet A admet un systéme
complet de représentations irréductibles normales au sens

de [14], mais A n’est pas « lisse » puisque A n’est pas GCR
(cf. [6], th. 1).

4. Représentations irréductibles normales de dimension infinie.

ProposiTioN 4. — Soit © une trajectoire infinie discréte
dans Gy; la formule

(n(a, b)g) (1) = (z, b)yg(ay)

définit une représentation irréductible normale de G dans 13(%);
son caractére dans A est donné par

Mz) = X Fx,(y) pour tout re At
Led

le noyau de © dans A est U'ensemble des x tels que Fx, soit nulle

sur G pour tout a; la classe d’équivalence de w est déterminée

de fagon biunivoque par la donnée de T; toute classe d’équivalence

de représentations irréductibles normales de dimension infinte

s’obtient ainst; enfin ©(A) contient toujours strictement l’algébre

des opérateurs compacts dans L*(0). '
Résulte du th. 2 du § 2 et du lemme 1.

Cororraire 1. — L’intersection des idéaux de définition
des caractéres de type I de A est nulle.

Il suffit pour le voir de prouver que, pour tout ouvert
UcG,, il existe une trajectoire infinie discréte G telle que
U n © soit infini; or U contient un y ayant un développement
périodique de la forme

...OCIC2...Cuoclcz...Cu..

et un tel y est adhérent a la trajectoire infinie discréte définie
par le développement

...00001...10¢;...¢,0¢;...0¢5.

u+1
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CoroLLAIRE. 2. — L’algébre A admet un systéme complet de
représentations irréductibles normales de dimension infinie.

Remarque 1. — Un raisonnement analogue a celui du lemme
4 du § 2 montre que w(z) n’est pas compact pour tous les
x e LY(G); 1l en résulte, en vertu de [14], p. 77 que = n’est pas
normale au sens de [14]; les seules représentations irréductibles
de G normales au sens de [14] sont celles dont la dimension est
finie.

Remarque 2. — 1l est facile de donner des exemples de repré-
sentations irréductibles non normales de A : toute représenta-
tion construite, comme il est indiqué au début du n% 4 du § 2,
a partir d’une trajectoire non discréte dans Gy; or on a vu
que la représentation réguliére gauche p de G est factorielle;
comme la classe de mesures qui lui correspond sur G, est
celle de la mesure de Haar, celle-ci est ergodique; il résulte
alors de [21], p. 29 que pour presque tout xeél (pour la
mesure de Haar) la trajectoire de y est partout dense dans Gy,
et par suite non discréte; on montre en outre que p est I'inté-
grale sur G, de représentations irréductibles qui sont presque
toutes fidéles et non normales sur A.

Il existe encore des représentations irréductibles non nor

males d’un type tout a fait différent (voir par exemple [26],
th. 11).

Remarque 3. — Exemple de représentation irréductible
normale relativement & A, mais non relativement a K(G).

Soit © la trajectoire infinie discréte définie par le développe-
ment ’

.0000101001000100001 ..

les points de & — T sont I’élément neutre et tous les points
de la trajectoire ©' définie par le développement

.000010000..
nous noterons ... Y—j, Yo, Y1 ... les points de ©’, y, étant

représenté par un développement (a,) ou a, =0 sauf pour
n=r.
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Soit y un élément de R(G) tel que, en posant z = yy*,
on ait

Z gxeo()(.) < + CD;
L€

soient [;/2" (1 =1, 2, ... p) les points du support de z, et «
les valeurs correspondantes de z,; on a alors

o) = 5o (1, LD > 0;
pour tout 6 e T posons
$(0) = Yo exp (2mlh);
J

on a

Jxe,( J<A X lj) - q"(A )

Mais Jz,, doit étre nulle en tout point de &6 — ©, donc
0 = Jao(y,) = Y(An(xy)) = 4277

pour tout entier r; étant donnée la forme de { il en résulte
=0, Fz, =0 x, =0 et enfin £ =0 d’aprés le lemme 1
du § 1.

On voit donc que la représentation irréductible, normale
relativement & A, associée a T, n’est pas normale relativement
a J%(G); son caractére ne peut pas étre défini par une fonction
sur G, ce qui redémontre en particulier que la notion de carac-
tére utilisée ici est plus générale que celle de [14].

5. Idéaux primitifs de A.

DEriNitioN. — Etant donnés un développement (a,),ez et
une suite finie de 0 et de 1: S = (b, ... b,), on dira que S est
contenue dans (a,) s’tl existe un entier t tel que

b1 = Q;, e bu = aH_u__.l.

LemME 4. — Sout © une trajectotre dans Gy non partout dense;
il existe une trajectoire ©' telle que

I:og o et o = Gy
Soit y = (a,) un élément de T; on peut évidemment supposer

y, différent de I’élément neutre; comme © n’est pas partout
5
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dense dans G, il existe une suite finie S = (by, ... b,) non conte-
nue dans (a,); définissons ¥’ = (a,) de la fagon suivante :

}aﬁ, =a, pourtout n<0
’
(Ae(3) =0, by ... bya ya opy ... @@y 1a_y ... Gyyq .

On va montrer que la trajectoire & de y’ répond a la ques-
tion; d’abord toute suite finie contenue dans (a,) étant aussi

contenue dans (a,), 7, est adhérent & T’ et on a &< ©'; ensuite
7" n’est pas adhérent & © puisqu’on a a, = 1 pour une infinité
de n > 0 et que (by, ... b,) n’est pas contenue dans (a,); on a
done &' £ 6.

Montrons enfin que %' n’est pas partout dense; posons

S’ = (bh oes bu’ bl) vee bu’ bl) .o bu);

S’ n’est pas contenue dans (a,) car dans le cas contraire I'une

des trois suites (b;, ... b,) qui constituent S’ serait contenue
soit dans (...a_a_1ay), soit dans (a_,, @—yiy, ... @), soit dans
(@ye1y Q—yy .. Gyyq), €tc., ce qui contredirait le choix de S.

Définissons y” = (a,) de la facon suivante :

ya, = 0 pour tout n <0
(Ao(y") =0, by ... bby ... 000y ... 51 01010...;

1" n’est pas adhérent & T’ puisqu’on a a, = 1 pour une infinité
den > 0etque (by ... bby ... byby ... b,) n’est pas contenue
dans (a,).

Lemme 5. — Soit S = (by, ... b,) une suite finie contenant 0;
soit Ls Uensemble des y,= (a,) pour lesquels il existe un entier
7 (0 <7 < u) tel que pour tout entier k et tout entier | = 1,2, ... u
on ait

Wtwutiyt = b

L’ensemble Lg est invariant et fermé.

Il est évidemment invariant; démontrons qu’il est fermé;
soit ¥’ = (a,) un point adhérent & Ls; comme, pour tout
y. = (a,) de Ls, (a,) ne contient pas plus de u chiffres 1 consé-
cutifs, pour tout entier m > 0 il existe un élément y™ = (aJ)
de Ls tel que

/ m U .
A_p, = A_py .. Ay = Qp;
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par suite pour tout m il existe un entier " =0, ... u tel que
Pon ait

Ajmprutiyet = by
pour tout entier k et tout ! = 1, 2, ... u vérifiant

—m<L "t hku+1D)+1I<<m;

quand m parcourt Z*, j” prend pour une infinité d’indices m,
une certaine valeur j, (0 <{j, << u); on a donc

y = b
Aot ki = O;

pour tout entier k et tout I = 1, 2, ... u vérifiant
——mi<].0+k(u+ 1) +l<mi

donc finalement pour tout entier k et tout l=1, 2, ... u;
autrement dit on a y’ e Ls.

Lemme 6. — Soient S = (b, ... b,) une suite finie de 0 et
de 1 et (c,) un développement périodique de période p < u;
il existe d égal a 0 ou a 1 tel que la suite (by, ... b,, d) ne soit pas
contenue dans (c,).

Si S n’est pas contenue dans (c,) on peut choisir d arbitrai-
rement; supposons maintenant S contenue dans (¢,) et numé-
rotons les ¢, de fagon que

bl=cl,...bu=Cu;

posons d =1 — cy4q; (by, ... by, d) n’est pas contenue dans
(c,) : en effet supposons qu’au contraire il existe un entier i
tel que

b, = Ciy «-- b, = Citu—1y d= Citus
on aurait en particulier
Ci = Cy ... cp == cp+i—1
d’ou
1 —1 = modulo p
et
d= Citu = Cyp1 = 1— Cuta

ce qui est absurde.

Lemme 7. — Il existe une partie fermée invariante non vide
A
de Gy qui ne contient aucune trajectoire finie.
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Numérotons les trajectoires finies de telle facon que leurs
nombres d’éléments aillent en croissant: ©;, ©,, ...; on va
construire par récurrence des suites S, (r = 1, 2, ...) contenant
0, telles que Ls_ ne contienne pas . et que ’on ait Ls_, < Ls ;
alors les Ls_seront des ensembles fermés invariants (lemme 5)
décroissants et non vides; leur intersection sera un ensemble
ferm¢, invariant, non vide (puisque G, est compact) et ne
contenant aucune trajectoire finie.

Posons S; = (1, 0); supposons S, construite : S, = (by, ... b,);
soient p le nombre des éléments de G, et 7 = (c,) un de ces
éléments; soit ¢ un entier positif tel que g(uv 4+ 1) > p; choisis-
sons arbitrairement des nombres a;, ... a, et posons

;-+1 == (bl) “ e bu’ a, bl) o e bu, Qg, bl’ .« e bu, aq, bl’ .« b")

il existe (lemme 6) un d tel que la suite (S;y,;, d) ne soit pas
contenue dans (c,); posons

Sr—l—l = (S:'+1’ d, bl, v bu);

alors Ls_, < Ls_ et Ls_, ne contient pas G.4,.

Prorosition 5. — (1) Les idéaux primitifs de codimension
finie de A sont les noyaux lg o des représentations wg o de la
prop. 3; ce sont des idéaux bilatéres fermés maximaux; leur
intersection est nulle. . v

(i) Pour toute partie F de G,, adhérence d’une trajectoire
infinte, soit Iy Uensemble des x e A tels que Fx, soit nulle sur
F pour tout a; Uapplication F — Iy est une bijection de Uen-

semble des adhérences des trajectoires infinies dans G, sur
Uensemble des idéaux primitifs de codimension infinie de A;
le quotient A/ly n’est jamais CCR.

(111) I1 existe un idéal bilatére fermé maximal de A & quotient
NGCR.

(1v) L’idéal nul est primitif; tout idéal primitif non nul
contient strictement un idéal primitif non nul.

Démonstration. — (1) est une conséquence immédiate de la
prop. 3 et de son corollaire.

(11) résulte du th. 3 du § 2 et du lemme 1. .

(1) : soit F un ensemble fermé invariant non vide dans G,
ne contenant aucune trajectoire finie (lemme 7); I'1déal I des
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x € A pour lesquels Jz, est nulle sur F pour tout a est contenu
(puisque A admet une unité) dans un idéal bilatére formé
maximal J; J ne peut étre de codimension finie car 1l serait
alors de la forme Ig 4, © étant une trajectoire finie et on aurait

(1) < LI(Ig ) et GcF

ce qui est contradictoire; J est donc de codimension infinie
et A/J est simple et non CCR, donc NGCR.

(iv): I'idéal nul est primitif puisque la représentation
réguliére gauche de G est factorielle et fidéle sur A. La derniére
assertion résulte du lemme 4.

Remarque. — 11 résulte des précédentes assertions (i) et
(1v) et du lemme 4 de [5] que 'espace des idéaux primitifs
de A (pour la topologie de Jacobson) ne contient aucune
partie ouverte séparée non vide.

6. Topologie de I'espace des caractéres partout définis sur A.

Pour toute suite finie de 0 et de 1: S = (b,, ... b,), tout
entier p > 0 et tout y = (a,) € G; on désigne par ¢g ,(y) le
quotient par p du nombre d’indices i tels que

1<1<P et aizbb'--al+u—1=bn;

Lemme 8. — Soit p une mesure positive sur Gy, invariante,
ergodique et normée; pour presque tout y (pour \) on a pour
toute S

w(Ks) =lim gs ()  pour  p—>+ .

L’ensemble des S étant dénombrable, il suffit de démontrer
cette égalité pour une S fixée; soit fla fonction caractéristique
de Ks; on a, pour tout y et tout p

#s.5() =—;;(f(x) YY) o F2Y)

et ceci tend vers w(f) = p(Is) pour presque tout 7y d’aprés un
théoréme ergodique (cf. par exemple [20], p. 31).

o . A
Lemme 9. — Sotent y, et .y deux mesures positives sur Gy,
inyariantes, ergodiques et normées et s; et sy deux entiers > 0;
la mesure

S1f4 + Salke

= s1 1 s2
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est limite vague de mesures positives, invariantes, ergodiques
et normées.

Pour i =1, 2 soit y; = (a;,,) tel que pour toute S, gs ,(y:)
tende vers w;(Ks) quand p — 4 o (lemme 8). Pour tout entier
r > 0 soit T, la trajectoire finie représentée par un développe-
ment périodique ayant pour période

(1) Ay, 1 c.0 0y p oo a]rl . e a|1_,a2|,1 e alz’r [N azl'l “ee alz'r
] | | I

s, fois s, fois

soit v, la mesure positive invariante ergodique normée portée
par ©,; on va montrer que pour toute S : v.(Ks) = u(Ks) quand
r— -+ oo.

SiS=(by, ... by avec u<r, v(Ks) est égal au quotient
par r(s; + s;) du nombre de fois que S est contenue dans la
suite (1) augmentée a droite de a; 4, ... a3 ,4; On a donc

V(Ks) = (r(s1 + $2))H((r—u + 1) (195, r—ut2(%a)
+ $2¢s, r——u+1 ) + k)

ou k est un entier positif au plus égal a (v —1)(s; + s5);
et quand r > +

vi(Ks) = (81 + )7 (s1142(Ks) + s222(KGs)) = 12(Ks).

Montrons enfin que v, tend vaguement vers u quand

r — -+ oo; pour toute suite S = (¢c;, ... ¢p) de O et de 1,
2-"Ks est I’ensemble des y = (a,) tels que

Ay = C1y o .. Ay = Cgy.
Pour tout entier u > 0 notons S;, ... S, les suites de 2u
éléments; les ensembles 27"Ks, (1 =1, ... 2*®) forment une

partition de G,; soit y; un élément quelconque de 2-"Ks..

Soit f une fonction continue positive sur G, et soit f, la
fonction égale a f(y,;) dans 2—°Kjg, pour tout ¢; on a v,(f) = (f)
parce que f est limite uniforme de fa pour u — -+ o, que

v(fa) = &(fu) pour tout u quand r—> 4 o et que v, est
bornée en norme (')

(!} Le lemme s’étend de fagon évidente au cas d’un nombre quelconque (fini) de
mesures.
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A
Lemme 10. — Toute mesure u. sur Gy, positive, invarianie,
ergodique et normée est limite vague de mesures positives, inva-
riantes, ergodiques, normées et diffuses.

Soit { = (b,) e G, tel que pour toute S, s ,({) tende vers
w(Ks) quand p - 4 o (lemme 8). Soit n un entier >0;
pour tout y = (a,) soit ®@,(y) ’élément représenté par le
développement

o a_1b1 e bnaﬁbl S b,,albl [P bnagbl “ e b,,a;, e
ou I’élément a, est mis a la place d’indice 1; posons
(I)n,l(X) = 2(Dn,0(x) o
D, (1) = 2°Py, (1)
Soit A une des mesures sur G; construites a la prop. 2. _
Les applications ®,; (=0, 1, ... n) sont continues en
tout point y = (a,) tel que @, = 1 pour une infinité de m > 0;
ces points formant un ensemble de complémentaire A-négli-
geable, @, ; est A-mesurable et on peut considérer les mesures

Vn,n = (I)n,i()\)
et Vo = (n + 1)—1(\),,_0 + -+ vn,n)'

La mesure v, est diffuse; montrons qu’elle est invariante :
pour toute fonction continue f sur G, on a

S @) dvi(y) = (n+ 1—‘fo(2<1>“ ) dX (v,
=(n+ —‘(sz D, 0)) A (y, +ff(‘bno2L)dl @)
= /() dva (%)

Montrons maintenant que v, est ergodique: soit [ une
fonction v,-mesurable, bornée et telle que f(2y) = f(y); comme
les mesures v, ; sont deux a deux étrangéres, f est ¢, ;-mesu-
rable pour tout ¢; alors fo @, ; est A-mesurable et on a

(fe 0@, )( )(2y) = f(2n+1(1)"i )= (fo®y) ) ()

donc fo®, ; est égale A-presque partout & une constante k;;
mais on a, pourL—O ..n—1.

f (I)n i f(zq)n l )) = f((I)n.H'l(X.))

par suite les k; sont égaux et f est égale ¢,-presque partout
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a une constante. Il reste & montrer que v, tend vaguement
vers . quand n — -+ oo, etil suffit, en vertu d’un raisonnement
fait au lemme 9, de montrer que v,(Ks) — y.(Ks) pour toute
suite S = (¢, ... ¢,); soit g la fonction caractéristique de Kg;
ona:

va(Ks) = 1) f (8(Puo(2)) + - - &(Pr,nly))d(z)

Siu<n0nad0nc

vo(Ks) = (n+ 1) [ ((n— w + 1)gs,-ara(Q) + h(3))dN(3)

ou h(y) est un entier positif au plus égale a u; d’ou P'assertion.

ProrosiTion 6. — Lespace des caractéres partout définis
sur A et de norme 1 n’est pas localement compact pour la topologie
de la 'convergence simple.

Soient C; cet espace et D I’espace des formes linéaires
positives centrales de norme < 1; il suffit de construire une
suite d’éléments de D —C; ,, adherents a G, et convergeant
vers un élément de Cj ;.

Soient v; et v, des mesures positives, invariantes, ergodiques,

normées, diffuses et différentes sur G, et « un nombre rationnel
vérifiant 0 << a« << 1; d’aprés les lemmes 9 et 10, la mesure
av; + (1 — a)vy est limite vague de mesures (., invariantes,
ergodiques, normées et diffuses; considérons les caractéres sur

A (cf. prop. 1):

Mz) = w(da,)  ob 1,2
1, 2

L
0.(7) — w(Jz) od  n (TeAT
)

i

La forme linéaire ad; 4 (1 — a)A, appartlent a D; elle est
limite de 0, donc adhérente & Cy,; elle n’est pas dans Cf 13
enfin elle converge vers A, quand o — 1.

7. Structures boréliennes.

Soit . une mesure positive, invariante et ergodique définie
sur une partie ouverte invariante Q de Gl; pour toute fonction
continue positive f sur G; nous poserons

i(F) = «(f1);

nous. noterons M I’ensemble des applications de 6+(G1) dans
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[0, + oo ] ainsi obtenues et le munirons de la structure borélienne
la moins fine rendant boréliennes toutes les fonctions

i—>@(f)  pour fecH(Gy).

Nous noterons enfin M, ’ensemble des . pour lesquelles w
n’a pas de masse en aucun point y a développement périodique.

Lemme 11. — Soit Z un espace localement compact a base
dénombrable; Uespace b, (Z) des mesures positives sur 7 est
standard pour la structure borélienne sous-jacente a la topologie
vague.

Dans le cas ou Z est compact, I'assertion résulte du fait
que pour tout entier n la boule de rayon n est borélienne dans
Mo (Z) et standard (cf. [2], ch. 1, § 3, prop. 6).

Supposons maintenant Z non compact; Z est réunion d’une
suite croissante de compacts K, (n =1, 2, ...); pour n < m
soit ¢, , 'application de b (K,) sur M, (K,) qui associe &
toute mesure sur K, la mesure qu’elle induit sur K, ; montrons
que ¢, . est borélienne; il suffit de prouver que pour toute
fonction continue posmve g sur K,, ¢, .(r)(g) . est fonction
borélienne de w; or soit g’ la fonction sur K, prolongée de g
par O sur K,, — K,; on a

Oma(%)(8) = w(8)

et 'application g — p(g’) est semi-continue supérieurement
et par conséquent borélienne.
Considérons I’espace borélien standard Y =][[.b (K,) et

n
son sous-ensemble borélien Y’ formé des suites (@,) telles que

Wy = %,‘n(p.m) pour n<<m;
soit A T'application de Y’ dans b (Z) définie de la fagon

suivante :
soit & = (@,) € Y’ et soit fe R(Z); le support de f est contenu
dans un K, et on pose

A(@)(f) = palfIK)

ce qui ne dépend pas de I'entier n choisi; alors i, est la mesure
induite par A(a) sur K,, ce qui prouve que A est injective;
d’autre part on vérifie immédiatement que A est surjective
et bicontinue pour la topologie produit sur Y et la topologie
vague sur Jby(Z).
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Lemme 12. — Soit Q une partie ouverte invariante de Gy;
Uensemble des mesures positives, invariantes, ergodiques sur
Q, n’ayant de masse en aucun point y développement périodique
est borélien dans M, (Q).

Tout d’abord l’ensemble N des mesures invariantes est
fermé et ’ensemble N’ des mesures invariantes n’ayant de
masse en aucun point a développement périodique est boré-
lien, puisque ces points forment un ensemble dénombrable;
il reste 4 montrer que le sous-ensemble N” de N formé des
mesures ergodiques est borélien dans N’.

Soit . un élément de N’; la construction de la prop. 1 du
§ 2 fournit une représentation m, de A dans L*G,) ® L, u);
pour z € A, ,(z) est représenté par la matrice

(ﬂ'r‘-(x) )an a = Tgwaiag—aUam;“ 5

soient & l’algébre de von Neumann engendrée par m,(A),

Tr la trace normale fidéle semi-finie sur @ construite dans
1

[4], ch. 1, § 9, prop. 1 et m son idéal de définition; ﬁ@'l(m?) est

I'ensemble des ze A tels que %(zz*), soit w-intégrable et

par suite contient 'idéal autoadjoint I de A engendré par les

z tels que JF(xz*),, ait son support contenu dans (.

Montrons que la forme a,(z, y) = Trm,(zy") est une trace
sur I; les axiomes (1) ... (1v) des traces sont trivialement
vérifiés; démontrons (v') : la restriction de w, a I est non dégé-
nérée puisque 7,(I) contient tous les opérateurs de multiplica-
tion par des éléments de K(Q); si (u,) est une unité approchée
de I ona

ou(ux, ) = Trr,(u,za")
et m,(u,) tend fortement vers 1, donc
ou(u.x, z) = ou(z, ).

Définissant X(I) et B(I) comme au lemme 2, ch. 1, § 2,
nous avons donc une application borélienne g — g, de N’
dans X(I); il en résulte, en vertu du lemme cité, une applica-
tion borélienne Il de N’ dans A,,,.

Si @ est ergodique, w, est factorielle (§ 2, prop. 1), o, est la
restriction d’un caractére et II(i) e A,; réciproquement si
[I(4) € A, o, est la restriction d’un caractére, =, est facto-
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rielle et . est ergodique; le lemme résulte donc du fait que
A, est borélien dans A, ([8], th. 1).

LemME 13.

partie ouverte inyvariante de Gy; Uensemble ouvert invariant
v fRY) (feeH(Ga), () < + o)

(R%) = ensemble des nombres réels strictement positifs) est le
plus grand ouvert U possédant la propriété suivante: si une

Soit u. une mesure invariante définie sur une

fonction continue positive g sur Gy a son support contenu dans

U, alors .(g) < + .
Soit d’abord ge €+(G,) avec K = support gcQ; K est

contenu dans une réunion finie Uf (R%) avee g(f) <+ oo;

posons i

f=3f et a=inffe);

1 EK

on a a > 0; posons § = sup g(y); on a g<%f et par suite
k(g) <+ 0. _

Soit maintenant U possédant la propriété de I’énoncé et
soit y € U; il existe une fonction continue positive g telle que

support gc U et gly) =1;
alors G(g) < + o et XE“p

Remarque. — Dans la suite @ sera considérée comme une
mesure sur (.

Lemme 14. — Soit U une partie ouverte invariante de G;
Uensemble My des . e M tels que

Q:>U et w(U)=£0
est borélien dans M ; Uapplication P : .. — 1| U est un isomorphisme
borélien de My sur l’ensemble des mesures invariantes ergodiques

non nulles sur U. .
Soit (f,) une suite croissante d’éléments de C+(G,) telle que

support f,< U pour tout n
fi(x) =1 pour tout yeU;

alors, pour . € M, on a Q> U si et seulement si &(f,) < + =
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pour tout n et 1(U) 0 si et seulement si i(f,) = 0 pour au
moins un n; d’ou la premiére assertion.
Soit {1 e MU, w|U est évidemment invariante, ergodique et

non nulle; Oz — U est p-négligeable, donc pour fe C+(Gl) on a

() = w(flQ:) = P(g) (f1U)

ce qui prouve que P est injective; P est surjective car si v
est invariante, ergodique et non nulle sur U, on a P(%) = v;
P est borélienne car si ge R+(U) et si g’ est la prolongée de g

par 0 dans G, — U, on a

P() (g) = p(g)
qui est fonction borélienne de f; P! est borélienne car si
fe€+(Gy) on a

&(f) = P(@) (f1U)

qui est fonction borélienne de P({).

LemMme 15. — L’espace M, est standard et admet une section
borélienne pour la relation de proportwnnaltte

Soit (0,) une base d’ouverts de Gl, pour tout nsoit U,= G‘,.O,l :
¢’est un ouvert invariant et tout ouvert invariant est la réunion
des U, qu’il contient; si donc . € M il existe n tel que

Qs> U, et «(U,) 0,
1.e. p.€ My, ; on adonc M =UM'-’"; puis My n My, est borélien

dans M, et 1somorphe (lemme 14) a ’espace des mesures inva-
riantes ergodiques non nulles sur U, n’ayant de masse en
aucun point a développement périodique M, n My, est donc
standard (lemme 12) et il en est de méme de M,.

Soit maintenant (f,) une suite d’éléments de (3+(G1) conte-
nant pour chaque m une suite partout dense dans R+(U,);
pour tout n soit B, ’ensemble borélien des . € M, tels que

alf) = 30 ou + o pour J<n

pour ] = n;
Pensemble B=l 'B,, est borélien; deux éléments proportion-

n
nels de B sont égaux; enfin tout élément de My, (et par consé-
qent de M,) est proportionnel a un élément de 'B.
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Notations. — L’espace borélien C, ses sous-espaces C, C, 4,
C; et son quotient C° sont définis comme au ch. 1, § 2; on
désignera en outre par C’ ’ensemble des caractéres correspon-
dant a des représentations factorielles normales relativement

aA.

Prorosition 7. — (1) L’espace C' est standard.

(ii) Le sous-ensemble ¥ de A formé des éléments normaux
relativement & A’ est borélien dans A et standard.

(i) L’application canonique W° de C° dans A induit un
isomorphisme borélien du quotient de C' sur X.

Démontrons (1). On sait (ch. 1, § 2, th. 1) que C,, est boré-
liennement isomorphe & A,; il résulte alors de [6] que G,y n C;
est borélien dans C;, et par suite standard. Puis C;n C; est
Pimage de I’espace standard R X (C,, n C;) par 'application
injective borélienne (et méme continue) (a, A) = aA; par
conséquent C,n C; est borélien dans C, et standard ([28],
th. 3.2). Puis, C, étant borélien dans C (ch. 1, § 2, cor. 1 de la
prop. 2) et contenu dans C’, C;n C; est borélien dans C' et
standard; on va montrer que I'ensemble Cqj = C'— C;n C;
est aussi standard, d’ou il résultera que C’ est standard;
d’apreés la prop. 1 du § 2 C; est mis en correspondance biuni-
voque avec M, par la formule

Az) = ((Jz,), ou  AeCj f(eM, wzeAt

cette correspondance est visiblement un isomorphisme borélien
et Passertion résulte du lemme 15; (1) est ainsi démontré.

Puis 1l existe une section borélienne S dans C’ pour la rela-
tion de proportionnalité: la réunion d’une section évidente
dans C;n C; et d’une section dans C; dont D’existence est
assurée par le lemme 15. Il résulte alors de [28], th. 3.2 que
Papplication canonique de C’ sur son quotient induit un iso-
morphisme borélien de S sur ce quotient.

Reprenons d’autre part les f, du lemme 15 et posons

yn = g_l(fn) € Al)
T, = (y,)" € A,
I =

. = 1déal autoadjoint engendré par z,;

soit E, le sous-ensemble de Cy formé des A dont 1'idéal de
définition contient I, et qui ne sont pas identiquement nuls



80 ALAIN GUICHARDET

sur I,; on voit immédiatement que E, est borélien dans C;
et que C, est la réunion des E,; un raisonnement calqué sur
celui du th. 1, ch. 1, § 2 montre que I'application canonique

¥ de C dans A induit un isomorphisme borélien de S n E, pour
tout n sur son image et de C,,n C; sur son image, et par
conséquent de S sur son image X; enfin ¥° induit un isomor-
phisme borélien du quotient de C’ sur X, et X est borélien

dans A, ce qui démontre (ii) et (iii).

Prorosition 8. — Sur Am,, les deux structures boréliennes
identiques du th. 2, ch. 1, § 2, sont standard.

En vertu de [6], A est boréliennement isomorphe a A,
lequel est borélien dans A; par cet isomorphisme A,,. corres-

pond a A;nY qui est donc borélien dans E, et standard
d’apres la prop. 7.
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