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Ami. Inst. Fourier, Grenoble
13 (1963), 1 à 81.

CARACTÈRES DES ALûÈBRES DE BANACH 1NVOLUT1VES
par Alain GUICHARDET (Paris)

INTRODUCTION

La méthode des représentations induites, mise au point par
G. W. Mackey, permet de trouver toutes les représentations
unitaires irréductibles de certains produits semi-directs dits
«réguliers », de groupes abéliens $ nous étudions dans le chapitre n
de ce travail certains produits semi-directs non réguliers;
à vrai dire, nous ne décrivons pas toutes leurs représentations
irréductibles, mais seulement certaines d'entre elles, que nous
appelons « normales »; nous étudions aussi les représentations
factorielles « normales » de ces groupes, et, à côté de résultats
positifs, nous obtenons des contre-exemples à plusieurs conjec-
tures naturelles.

La notion de représentation factorielle « normale » a été
introduite par R. Godement (cf. [14]) pour les groupes locale-
ment compacts unimodulaires ; en fait plusieurs auteurs ont
déjà remarqué que, même pour des groupes très simples, cette
notion n'était pas tout à fait assez large; nous en exposons
systématiquement une extension au chapitre i, en nous plaçant
dans le cadre des algèbres de Banach involutives (sur la défini-
tion des caractères des C*-algèbres, cf. aussi [31]).

Donnons maintenant un résumé plus détaillé du chapitre i ;
les résultats du § 1 sont très semblables à ceux de [14], mais
les méthodes de démonstration diffèrent sensiblement; étant
donnée une algèbre de Banach involutive A admettant une
unité approchée, une représentation factorielle TT de A sera
dite « normale » si i:(A) contient au moins un élément non

l.
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nul admettant une trace dans le facteur engendré par it(A);
nous définissons les traces et les caractères de A de façon à
obtenir une correspondance biunivoque entre d'une part, les
caractères définis à une constante multiplicative près, et
d'autre part les représentations factorielles normales définies
à une quasi-équivalence près (théorème 1).

Le théorème 1 du § 2 concerne la nature borélienne de la
correspondance précédente; plus précisément supposons A
séparable et telle que toute forme linéaire positive centrale
sur A soit continue; si on munit l'ensemble C^i des caractères
de A de type fini et de norme 1 de la structure borélienne sous-
jacente à la topologie de la convergence simple et l'ensemble
Ày des classes de quasi-équivalence de représentations facto-
rielles de type fini de la structure borélienne définie dans [8],
la correspondance en question induit un isomorphisme borélien
de C^ i sur Ây. Le théorème 2 suppose que A est une C*-algèbre
séparable; il affirme d'une part que sur le sous-ensemble Â^or
de A formé des classes d'équivalence de représentations irré-
ductibles normales la structure borélienne de Mackey et la
structure borélienne sous-jacente à la topologie de Jacobson
sont identiques et analytiques; et d'autre part que si on munit
l'ensemble Ci des caractères de type 1 de A de la structure
borélienne la moins fine rendant boréliennes les applications
À -> \ (rr) ou xe. A4" (les caractères sont considérés comme des
applications de A4- dans [0, + oo]) et si A vérifie une hypothèse
supplémentaire assez large, la correspondance canonique entre
le quotient de Ci par la relation de proportionnalité et k^ est
un isomorphisme borélien.

Les résultats du § 3 (relatifs à la décomposition des traces
en sommes continues de caractères) s'inspirent de travaux
non publiés de R. Godement ; celui du n° 2 (unicité de la décom-
position), qui était énoncé sans démonstration par R. Godement,
précise certains résultats connus antérieurement (cf. par
exemple [35], p. 288 et [8], th. 3).

Les produits semi-directs G == Go X Gi étudiés dans le
chapitre il sont supposés vérifier les conditions suivantes :

— Go est discret et dénombrable;
— GI est distingué, abélien et sa topologie est à base dénom-

brable:
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— la fonction 1 sur Go est limite uniforme sur tout compact
de fonctions de type positif a supports compacts ;

— une condition, dite « condition (*) », relative aux mesures
positives sur Gi, qui intervient dans [4] pour la contruction
des exemples de facteurs (ch. i, § 9, n° 3).

Le § 1 est consacré essentiellement à la représentation des
éléments de la C*-algèbre A de G par des applications x :
a ->• Xa de Go dans la C*-algèbre Ai de Gi (prop. 1), ainsi qu'à
leur approximation par des éléments pour lesquels Xa est nul
sauf pour un nombre fini d'éléments a (prop. 2); on notera
A60 la sous-algèbre, isomorphe à Ai, formée des x e A pour
lesquels Xa = 0 si a -=f=- eo (élément neutre de Go).

Le § 2 est consacré aux représentations factorielles normales
et aux idéaux primitifs de A; le théorème 1 donne une méthode
pour obtenir toutes les classes de quasi-équivalence de repré-
sentations factorielles de type IIi à partir de mesures positives
sur GI invariantes et ergodiques pour l'action de Go; cette
méthode est celle utilisée dans [29] pour construire des exemples
de facteurs. Le théorème 2 donne une méthode pour obtenir
toutes les classes d'équivalence de représentations irréduc-
tibles normales (telles que ^ (A^°) soit de rang infini) à partir
des trajectoires infinies discrètes de Go dans ôi; cette méthode
est basée sur la notion de « système cinématique » exposée dans
[36]. Le corollaire de la prop. 4 établit une relation entre le
genre (CCR, GCR, NGCR) de A et la nature des trajectoires
de Go dans Gi. Le théorème 3 permet de décrire les idéaux
primitifs 1 de A tels que A^/I n A^0 soit de rang infini, à l'aide
de certaines parties fermées de Gi, exactement les adhérences
des trajectoires infinies de Go $ on a mis en remarque une des-
cription de la topologie de Jacobson sur l'ensemble de ces
idéaux.

Le § 3 est consacré à l'étude détaillée d'un exemple : le
groupe G des transformations x —> ax 4- b où a est une puis-
sance entière de 2 et & un nombre rationnel dyadique; G est
un produit semi-direct vérifiant les conditions requises au
début du chapitre n; A est NGCR.

Dans le n° 2, en utilisant des mesures invariantes ergo-
diques sur GI assez voisines de celles considérées dans [33],
nous donnons des exemples de représentations factorielles de
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type1 Hi de A qui ont même noyau sans pour autant être quasi-
équivalentes, ce qui répond par la négative à une conjecture
de J. Dixmier.

Dans le n° 3 on montre que les représentations irréductibles
Tt pour lesquelles ^(A60) est de rang fini sont de dimensions
finies et que leurs classes d'équivalence correspondent biuni-
voquement aux couples (T, 0), où T est une trajectoire finie
de Go dans Gi et 6 un élément de Go; on en déduit que A admet
un système complet de représentations irréductibles de dimen-
sions finies; comme A n'est pas GCR, ceci répond par la néga-
tive à une conjecture de G. W. Mackey ([28], p. 154).

Dans le n° 4 on précise la nature des caractères de type 1 de
A; tout d'abord l'intersection des idéaux de définition de ces
caractères est nulle; de plus, les seuls d'entre eux qui soient des
caractères au sens de [14] sont ceux de type fini; enfin les
idéaux de définition de certains de ces caractères ne contiennent
aucune fonction a support fini sur G.

Le n° 5 contient quelques indications concernant les idéaux
primitifs de A; en particulier l'idéal j 0 j est primitif et tout
idéal primitif non nul contient strictement un idéal primitif
non nul; il existe un idéal bilatère fermé maximal 1 tel que
A/IsoitNGCR.

Dans le n° 6 on montre que l'espace des caractères partout
définis de A, muni de la topologie de la convergence simple,
n'est pas localement compact.

Enfin le n° 7 concerne la structure borélienne de l'ensemble
des classes de représentations irréductibles normales de A;
on montre (prop. 8) que la structure borélienne de Mackey et
la structure borélienne sous-jacente à la topologie de Jacobson,
qui sont identiques et analytiques dans le cas général, sont ici
standard.

Signalons pour terminer que ce travail constitue la thèse
de doctorat de l'auteur; je tiens à exprimer ici ma profonde
reconnaissance à M. Dixmier sans l'aide constante de qui cette
thèse n'aurait jamais vu le jour, ainsi qu'à MM. Choquet et
Schwartz qui ont bien voulu se joindre à lui pour en constituer
le jury.



NOTATIONS ET RAPPELS

Soit G un groupe localement compact; on désignera par
L^G) (resp. L^G)) l'espace des fonctions sur G à valeurs
complexes et intégrables (resp. de carré intégrable) pour la
mesure de Haar à gauche sur G. Il ne sera question ici que de
représentations unitaires continues dans des espaces hilber-
tiens et de l'équivalence unitaire de telles représentations.
Nous appellerons C*-algèbredeG l'algèbre complétée de
L^G) pour la norme /'—^sup IK/*)!], ^ parcourant l'ensemble

• . . 7Î . . . .

des représentations de G (sur cette notion cf. [30], § 18, n°3
et [9], p. 369),

Par 'a lgèbre normée invôlutive nous entendrons « algèbre
normée munie d'une involution iso métrique ». Soit A une algèbre
normée invôlutive ; on notera A4- l'ensemble des éléments
positifs de A (i.e. de la forme xx*)', une représentation TC de A
dans un espace hilbertien H est dite non dégénérée si on a
'ît(A)A =f=- \Q\ pour tout élément h non nul de H; elle est dite
factorielle si l'algèbre de voïï Neumann engendrée par TC(A)
est un facteur; deux représentations T;i etlia sont dites quasi'
équivalentes s'il existe un isomorphisme de l'algèbre de von
Neumann engendrée par ^i(A)^ sur l'algèbre de von Neumann
engendrée par ^(A) transformant T:i{x} en ^(x) pour tout
rcéA. Nous appellerons unité approchée de A toute famille
filtrante (^)iei telle que ^<É A, [|^f) < 1 et que .||̂ i/ — y\\ et
))î/a*i—î/[] tendent vers 0 suivant le filtre des sections de 1
pour tout y e A. : ' i

Soit A une algèbre normée invôlutive admettant une unité
approchée (^) et soit TC une représentation non dégénérée
de A dans un espace hilbertien H; ii(^) converge ultra-fortement
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vers 1 ; en effet, il suffit de vérifier la convergence forte puisque
l'on a

11̂ )11 < I N I < 1
et on peut supposer qu'il existe un élément h e H tel que
l'ensemble Ti(A)A soit partout dense dans H$ il suffit alors de
vérifier que

^Wy)h-^y)h\\-^0
pour tout y e A, ce qui résulte immédiatement de la définition.

Soit A une algèbre de Banach involutive admettant une unité
approchée (^) ; pour toute forme linéaire positive continue f
sur A on a

lim 7(0 == lim f(xî) = lim fW=\\f\\
en vertu de [34], th. 4.5.14.

Suivant [12] une C*-algèbre sera dite NGCR si elle n'admet
aucun idéal bilatère fermé GCR différent de Î O j .

Soient A une C*-algèbre abélienne et X l'espace topologique
des caractères de A; rappelons que Yisomorphisme de Gelfand
est l'application de A sur l'espace des fonctions continues sur
X nulles a l'infini définie par x ~> x avec â(yj = yj^x).

Pour toute algèbre hilbertienne A on notera ^(A) (resp. ^(A))
l'algèbre de von Neumann à gauche (resp. à droite) associée
à A; et pour tout élément a; borné relativement à A, Vy: (resp.
V^) l'opérateur de multiplication à gauche (resp. à droite)
par x.

Pour tout espace topologique localement compact Z on
note 6(Z) (resp. 3t(Z), resp. L^(Z)) l'espace des fonctions sur
Z à valeurs complexes et continues (resp. continues et à support
compacts, resp. continues et nulles à l'infini). Pour tout
espace vectoriel topologique H on désigne par Ï(H) l'espace
des endomorphismes continus de H.

Si f est une application d'un ensemble E dans un autre
ensemble et F un sous-ensemble de E, on note f\F la restric-
tion de f h F; on emploie la même notation pour la restriction
(Tune mesure à un sous-ensemble mesurable.



CHAPITRE PREMIER

CARACTÈRES DES ALOÈBRES DE BANACH INVOLUTIVES

§ 1. Traces et caractères.

Dans tout ce paragraphe A désigne une algèbre de Banach
involutive admettant une unité approchée.

\. Généralités.

DÉFINITIONS. — Soit ï un idéal autoadjoint de A; nous
appellerons trace définie sur 1 toute fonction <7 définie sur
ï X 1 à valeurs complexes et vérifiant :

(i) a est une forme sesquilinéaire hermitienne positive;
(ii) a(y, x) = o^*, y*) pour x e I, y e I;
(ni) cr(^, y) == v{x, z*y) pour xe I, y e I, z CE A;
(iv) pour tout x es I la forme linéaire positive f sur A définie

par f(z) = a{zx, x) est continue et de norme <j[x, x) ;
(v) les éléments xy {x e I, y e I) sont partout denses dans l pour

la structure préhilbertienne (non nécessairement séparée) déduite
du produit scalaire o"(rc, y).

Remarque 1. — Si A est une C*-algèbre la première partie
de l'axiome (iv) est une conséquence des précédents; en effet
sur une C*-algèbre, toute forme linéaire positive est continue
([34], th. 4.8.15).

Notations. — On notera N l'idéal autoadjoint de A formé
des x e I tels que <r(^, x) = 0 et A l'application canonique de I
sur I/N$ I/N, muni du produit scalaire

(Aa;]Ay) = a{x, y),

est un espace préhilbertien séparé; on notera H l'espace
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hilbertien complété et J l'involution dans H prolongeant
l'application A^-^Aa;*; pour tout z e A on désignera par
7t(z) (resp. p(z)) l'opérateur linéaire dans I/N transformant
Ax en K{zx) (resp. \{xz)) pour tout x e I.

PROPOSITION 1. — L'algèbre I/N e^ une algèbre hilbertienne ;
les opérateurs 7t(z) et p(z) 5oyi( continus pour tout z e A ^
feur^ prolongements linéaires continus à H définissent des
représentations -K et p de A. et de l'algèbre conjuguée dans H', on a
^(2),^== p(z*) pour tou^ z e A.

Les axiomes (i), (ii) et (iv) des algèbres hilbertiennes (cf. [4],
ch. 1, § 5, déf. 1) sont trivialement vérifiés. Démontrons la
continuité de it(z) : on a, en vertu des axiomes (iii) et (iv) :

. (^{Z)\X\^Z)^X) = ̂ ZX, X) <||Z*Z[|Œ(^ X) = \\Z\\\^X\Kx).

L'axiome (iii) des algèbres hilbertiennes se trouve démontré
du même coup. Enfin pour r c e I e t z e A o n a

p(z^Kx==J^z)JKx
par suite p(z) est continu et les prolongements de -n(z) et
p(z) à H vérifient p(z) = Jii^J. "

DÉFÎNITION.— La représentation TC (resp, p^ sera dite répré-
sentation gauche {resp. droite) canoniquement associée à Œ.

Remarque2. —Les restrictions de ^ et p à I sont non dégé-
nérées en vertu de l'axiome (v).

Remarque• 3. — Pour tout x e I la forme linéaire positive
SUT "A : f[z) "== Œ [zx, x) converge vers Œ ( x , x) Suivant toute
unité approchée de A, car
:: • : - . , . - ,. ^ :̂ X) = (7:(z)A^|A^)

'. ' ...'. : ' ! ' . ' . ' : ' . — ' • ' " • . • .' . . ' ' . " ' . " ' ' ' " • ' : ' • •'• . ' : .
et TC^) tend fortement vers 1 (cf. Notations et rappels).

Remarque 4. — Soit E une partie de I partout dense dans I
pour la topologie initiale; les éléments xy-(x e E, y e E) sont
partout denses dans I pour le produit scalaire a-(^, y) ; il suffit
en effet de montrer que:tont-élément A r(w) de I/N (n el,
9 e I) est limite d'éléments A {xy) (x e E, y e E), ce qui résulte
de la continuité du produit par rapport à chacune des variables.
; II en résulta que si A est séparable il: en est de même de H,
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Remarque 5 .— Supposons que 1 admette une unité appro-
chée; l'axiome (v) est alors équivalent ausuivant :

(v') la forme linéaire positive f sur I: f{z) = a{zx, x) tend
vers o-(^, x) suivant au moins une unité approchée de I. Ceci
est alors vrai pour toute unité approchée de I.

(v') =^ (v) ^ il suffit de montrer que si x e I et si {z,) est une
unité approchée de I, z,x->x pour la structure préhilbertienne,
c'est-à-dire

cr(z^—x, z,x—a;)~>0;
or

(j{ZiX —— X, Z^X-— X) = Or(z?Z^, X} —— <7{ZiX, X) —— 0-( ,̂ X) + (J(x, X) ;

mais {Zi} est aussi unité approchée pour l'adhérence T dé 1 ;
si donc 7c est la norme de la restriction a i de la forme linéaire
positive z-> (zx, x), on a (cf. Notations et rappels) :

lim Œ (z^x, x) = lim cr(^a?, x) = Km o"(z^, x) == k
et A* = ff{x\ a?); d'où l'assertion.

(v)===»-(v') : même démonstration que pour la remarque 3.

Exemple 1. —-Soit g une forme linéaire positive définie sur
un idéal autoadjoint 1 de A et vérifiant :
. (i) g{zx)= g{xz) pour xei et zeA.9, . , ,

(ii) pour tout xeï la forme linéaire positive f sur A:
A2) == ë^^} est continue et de norme g{xx'} ;

(ni) les élémentsxy(xe I, y e I) sont partout denses dans 1
pour le produit scalaire g(xy*). ' . '

On vérifie immédiatement que la formé Œ(^, y) == g(xy*}
est une trace définie sur I.

Exemple 2. — Pour toute forme linéaire positive centrale
continue g sur A, là forme (r(a;, y) == g(.ry*) est une trace
définie sur A; pour le montrer nous allonsnous ramener à
Pexémple 1 : l'axiome (i) et la première partie de l'axiome
(ii) sont trivialement vérifiés; deuxième partie dé l'axiome (ii) :
soit (z,) une unité approchée de A; on a

m=^ê^)=g^^ • :;

Axiome (iii) : it suffit de démontrer que ^x tend vers x
ppiur la structure préhilbertienne; même démonstfation q)u'à
la remarque 5. ;
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Exemple 3. — Soient TC une représentation non dégénérée
de A, J(o l'algèbre de von Neumann engendrée pariT(A), Tr une
trace normale sur ^, m son idéal de définition; on suppose que

les éléments ST ^S et T e= -rc(A) n \U2) sont partout denses

dans 'K{A)nm2 pour le produit scalaire Tr(ST*). Alors la

forme or(^, y) = Tr n: {xy*) est une trace définie sur T""1 yU2).
Les axiomes (i), (ii), (iii) et (v) des traces sont trivialement

vérifiés; l'axiome (iv) résulte de la continuité ultra-faible de
Tr TC {zxx*} par rapport à TC (z) et du fait que TC (z) tend ultra-
fortement vers 1 suivant toute unité approchée de A.

Notations. — En plus des notations posées après la remarque
1, nous noterons ̂  (resp. ï)) l'algèbre de von Neumann gauche
(resp. droite) associée à l'algèbre hilbertienne I/N, Tr la trace
naturelle sur ^U et ni son idéal de définition.

LEMME 1. — La forme S{x, y) == Tr ^(.ri/*) est une trace

définie sur Ï = Tc^^m2) et prolongeant a.
On a évidemment I 3 I et or prolonge o- ; les hypothèses de

l'exemple 3 sont satisfaites parce que ^(I) est isomorphe à

I/N et partout dense dans 'ît(A) n m a pour le produit scalaire
Tr (ST*); donc 5' est une trace.

LEMME 2. — Soient or et (/ deux traces définies respectivement
sur î et F, o-' prolongeant or, et soient N, A, H, U, V, m, it, p,
(resp. N', ...) les éléments correspondants. On a

^(m'^c^n^).
On a évidemment N === N' n I; pour x e I on a ||Aa:|| == HA'J;)!;

il existe donc un isomorphisme T de H sur un sous-espace
fermé H^ de H' tel que TKx = K'x pour tout x <= I; posons
P = TT*. On a

^(a)T - T^(a) (i)
pour tout a e A, car, pour tout x e I :

V (a) TKx = \\ax) = TA(aa;) == T^(a) \x.

On a de même p'(a)T == Tp(a) et on en déduit que
T*p'(a) = p(a) T* et aussi que P permute à ^'(A) et p'(A).
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Soit maintenant ae ^'^(m'2} ; l'opérateur 7:'(a) est de la
forme U^ où h est borné dans H' ; montrons que T*h est borné
dans H et que 'îi(a) === UT*/», c'est-à-dire que l'on a, pour tout
xe. I :

p(a;*) T*A = ^(a) Ao;.

On a, pour tout x e 1

p(o0 r/i == TY(^) A == ru.A'o; = TV(a) A'o;
== TV(a) T^x == ^(a) Ao;

JL^

d^où Fégalité annoncée; par suite 7 i (a)ent 2 .

COROLLAIRE.—On a V c Tr'^ni2).

Remarque 6. — Si ̂  et ï)' sont des facteurs et si <r =^0,
A'(I) est partout dense dans H' et ir et TC' sont équivalentes.
En effet P n'est pas nul et permute à TC'(A) et p'(A)$ on a donc
P === 1; l'équivalence de TT et TC' résulte alors de (1).

DÉFINITION. — Une trace a définie sur un idéal Ï sera dite
maximale s^il n1existe aucune trace prolongeant a~ et définie sur
un idéal contenant strictement I.

PROPOSITION 2. — (i) Une trace (T est maximale si et seulement
si on a Ï = 1 avec les notations du lemme 1.

(ii) La trace 5- du lemme 1 est maximale.
(i) Si G- est maximale on a I == I puisque 5 prolonge o-. Inver-

sement supposons I == I ; soit o-' un prolongement de (T défini
sur F 3 I; on a (cor. du lemme 2)

ra^l(m^)=î=î
donc F = I. ^ . . / IL\

(il) II suffit de montrer que I === 1$ or I == •îi^^m'/ et
(lemme 2)

^(ni^c^m^ î.
DÉFINITION. — La trace S du lemme 1 sera dite prolongement

maximal canonique de or.
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Remarque 7. — Toute trace maximale est le prolongement
maximal canonique d'une trace obtenue par la méthode de
l'exemple 1.

Soit en effet Œ maximale définie sur I; soient TC, U, Tr, m
les éléments associés; pour x e= Tc-^m) posons g{x) = Tr^Çx) $ on
voit facilement que g vérifie les conditions (i), (ii) et (iii) de
l'exemple 1 et que o- est le prolongement maximal canonique
de la trace sur i^~1 (tîl) associée à g.

2. Caractères. Représentations factorielles normales.

DÉFINITIONS. — Soient <r et Œ' deux traces maximales définies
respectivement sur ï et F; on dira que a majore cr' si le I' et si
(j'{x, x) <: (j[x, x) pour tout xe. I. Une' trace maximale sera
appelée caractère si Œ=^O et si toute trace maximale majorée
par• <res t proportionnelle à (T.

PROPOSITION 3. —Soient <r une trace maximale non nulle,
U et V les algèbres de von Neumann associées; les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) U et V sont des facteurs;
(ii) cr est un caractère.
Définissons N, A, H, Tr, m, TC, p comme au n° 1.
(i) ^==^ (ii) : soient Œ' une trace majorée par Œ et I' son idéal

de définition; pour x et ye I, ^(x, y) ne dépend que de Arc et
Ay; c'est une forme sesquilinéaire, hermitienney positive,
continue, qui se prolonge donc à H par continuité; il existe
un opérateur hermitien continu E dans H tel que 0 <; E <; 1 et

<j'{x, y) = (EAa?|Aî/) , pour x et y e I;

on voit immédiatement que E e U n ï), donc E est un scalaire
/c et on a

( : . ^ ; (Jf^ y} = M^ y) ,.! :; ^:;:

pour x et y e I et par suite pour x et y quelconques. , . ;^
(n) ==^- (i) : supposons que Œ soit un caractère ; soit E un

élément hermitien de 'U^ ï t e lqueO^E^ 1; soit HE l'idéal
autoadjoint des T e U tels que

E ^ T e n ^ m ^ : Ml - . . - • : ; - - • . - - - - 1 • : . ^-.- --•-
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soit IE = ^"^(îlE) => 1 ; pour x et y e Ig posons

. , ' Œ^ y} = Tr (E^*)). : : '

La fonction T -> Tr (ET) est une trace normale sur ^U4',
dont l'idéal de définition est HE; pour montrer que GE est une
trace il suffit (exemple 3) de montrer que les éléments ST (S et
T.e-n(A) n HE) sont partout denses dans rc(A) n HE pour le
produit scalaire (S, T)-^Tr(EST*); montrons d'abord que
i:(A) n n est partout dense dans 'ïr(A) n ÎÎE pour ce produit
scalaire. \

SoitTe^A) n UE; ona E^T=U^ avec A borné, et E^T^U^;
donc

adhérence image U/» c adhérence image E 2 ;
JL" ' • i - _____ • _ ' • . •

posons X = E 2 (I/N) ; comme h e U^(H), h e X et il existe une
J_

suite Xn e I telle que E 2 A^ -> h ; posons T» == UA^, e ^(A) n n ;
on a

Tr (E(T, - T)(T, - T)*) - Tr(UE/.A^U^/^-.)

= (E^\x,—h\E^\x,—h) ->0

d'où l'assertion.
D'autre part les éléments ST (S et T e -n(A) n n) sont partout

denses dans IT(A) n n pour le produit scalaire (S, T) -> Tr(ST*),
et a fortiori pour le produit scalaire plus petit (S, T) ->Tr(EST*).

On a donc prouvé que ŒE était une trace ; elle est évidemment
majorée par (T; son prolongement maximal canonique doit
donc être proportionnel à Œ : pour x et y e I

^{àc, y).== k(j[x, y) avec k > 0
(EAo;|Aî/) ==/c(A^Aî/)

donc E == k et U et ï) sont des facteurs.

DÉFINITION. — Une représentation factorielle non dégénérée
TC de A e^ cîi^ normale si le facteur engendré par TT(A) est semi-
fini et si T;(A) en contient un élément à trace non nul.

Une représentation irréductible d'une C*-algèbre est alors
normale si et seulement si 7c(A) contient l'algèbre K des opé-
rateurs compacts; cette condition étant évidemment suffi-



14 ALAIN GUICHABDET

santé, montrons qu'elle est nécessaire : si TC est normale,
it(A) n K est un idéal non nul de î^(A), et par conséquent est
irréductible; mais ^(A) n K est une algèbre CCR (cf. [22],
th. 7. 4) et par suite est égale à K.

En particulier toute représentation factorielle non dégénérée
d'une algèbre GCR est de type 1 et normale.

PROPOSITION 4. — Soient il une représentation factorielle
normale de A, cl le facteur engendré par ^(A), Tr la trace cano-
nique sur d, îu son idéal de définition. Alors

(i) cl est l9 algèbre de von Neumann engendrée par 'rc(A) n îlî;
(ii) la forme (r(;r, y) == Tr TC (xy) est un caractère défini sur

I^-1^);
(iii) soient ̂  la représentation gauche canoniquement associée

à <r et U le facteur engendré par 'TCi(A); il existe un isomorphisme
et un seul de ^ sur ex transformant ^{x) en n[x) pour tout
x e A ;

(iv) tout caractère sur A s'obtient de cette façon.
(iv) résulte immédiatement des prop. 1 et 3.

JL
Muni du produit scalaire (S, T) -> Tr (ST*), m 2 est une

algèbre hilbertienne achevée; soit H' l'espace hilbertien com-
plété ; il existe un isomorphisme(? (resp. un antiisomorphisme Y)

de a sur ^(m2) (resp. ^(m2)) tel que pour R e a et Se m 2

($(R))(S) = RS et Or(R))(S) = SR.
Posons, pour tout a e A

-rii(a) == $(^(a))
^(a)=¥(^(a*));

les opérateurs TCi(a) (resp. ^2(0)) engendrent^ (ni2) (resp. ̂ (m2})
puisque les ^(a) sont iltrafortement denses dans d. ^

Soit maintenant Ho c H' l'adhérence de ^(I) = ^(A) n m 2 ;
on a Ho =7^= 0 ; de plus pour x e I et a e A

(^(a))(^))=(^(a)))(^)) =^{a)^x} ==^)e^(I),
W)W) = (¥(ï:(a*)))(^)) == ̂ x)^) = ̂ xa^ e ^(1)

donc TC(I), et par suite Ho, est stable par 'n:i(A) et ^(A); par
suite Ho===1 H' et ^{ï) est partout dense dans m 2 pour le produit
scalaire Tr(ST*).
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Pour montrer que cr est une trace, il suffit (exemple 3) de
prouver que tout élément T de 7t(I) est limite pour ce produit
scalaire d'éléments RS(R et S e -ÎT;(I)); or T est limite d'éléments

RA^Rn et S ^ e m 2 ) ; puis tout élément R^ (resp. S^) est
limite, d'après ce qui précède, d'éléments R^, (resp. S^p) de
7t(I) ; or est donc une trace.

L'idéal N des x e 1 tels que (j{x, x) = 0 est identique au noyau
de TC; I/N est isomorphe a 7t(I); l'algèbre de von Neumann

gauche U associée à a- est donc isomorphe à ^(^(I)) = ^(n^),
donc à a et l'isomorphisme en question transforme T:i(a) en
T;(a) pour tout a e A.

On a ainsi démontré (i) et (iii). Pour terminer la démonstra-
tion de (ii) il reste à prouver que cr est maximale, i.e. que si

7:1(0) est de la forme U^ (h borné dans H') alors a e I ; or, m2

i_
étant achevée, on a h e îïï2

^i(a) = U, == $(fc)

-ït(a) == h e m^
d'ou enfin a e I.

THÉORÈME 1. — La formule (j{x, y) = Tr 7t(^î/*) établit une
correspondance biuniwque entre

a) l9 ensemble des classes de quasi-équivalence de représenta-
tions factorielles normales de A.

b) l'ensemble des caractères sur A définis à un facteur constant
près.

Résulte aussitôt de la prop. 4.

DÉFINITION. — On appellera type d'un caractère le type de la
représentation associée.

PROPOSITION 5. — Soient o- et a-' deux caractères de A définis
respectivement sur ï et I' et soit A' une sous-^-algèbre partout
dense dans A ; supposons que I n A' == I' n A' et que Œ et G-'
soient égaux et non nuls sur I n A'. Alors cr et cr' sont égaux.

Soient N, A, H, TC, p, (resp. N', ...) les éléments associés à cr
(resp. cr') posons I o = = I n A ' ; A(Io) est stable par -n(A') et
p(A'), donc aussi son adhérence A(Io) dans H; A(to) est donc
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stable par T:(A) et p(A), et comme A(Io) =^= 0 on a A(Io) = H.
On voit de même que A'(Io) = H'.
Pour x et y ^ ï o on a (Aa;|Aî/) == (A'^|A'î/); il existe donc un

isomorphisme T de H sur H' tel que TKx = K ' x pour tout
x e Iç ; soient alors x e Iç et y e A' ; on a

T^^x = TA(yr) = lV{yx) = ̂ (y)^x = ̂ (y)TKx '

d'où Tu(î/) === 7:'(î/)T pour tout y e A' et, par continuité,
pour tout y e A ; 11 et TC' sont équivalentes et cr et cr' sont propor-
tionnels, donc égaux.

DÉFINITION. — Soit G un groupe localement compact; nous
appellerons caractère de G tout caractère de la C^'algèbre A de G.

Supposons maintenant G unimodulaire ; il est facile de
construire une application injective de l'ensemble des carac-
tères de G au sens de [14] dans l'ensemble des caractères au
sens actuel; il suffit pour cela de montrer que

a) toute représentation factorielle normale au sens de [14]
est normale au sens actuel relativement à L^G) (elle sera
alors normale relativement à A et on pourra prendre le carac-
tère correspondant) ;

b) deux caractères au sens de [14] qui coïncident sur L^G)
sont identiques.

Or tout caractère x au sens de [14] est défini sur un idéal
bilatère partout dense K de l'algèbre M(G) $ mais K n L^G)
est partout dense dans K puisque £ est adhérent à L^G);
soit TI une représentation factorielle telle que, pour tout a e K

x(a, a) == Trii(aa*);
on a a) puisque 'n(K n L^G)) est partout dense dansTC(K);
et b) résulte de la prop. 5.

On verra plus loin que cette application n'est pas surjective
en général (ch. n, § 3, n° 4, rem. 1).

2. Structures boréliennes.

1. Généralités.
Dans tout ce paragraphe, A désigne une algèbre de Banach

inwlutwe, séparable, admettant une unité approchée et telle que
toute forme linéaire positive centrale sur A soit continue; A peut
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être en particulier une C^-algèbre séparable ou une algèbre de
Banach involutive séparable avec élément unité.

On considère les caractères comme des formes linéaires
définies sur des idéaux autoadjoints de A; plus précisément
tout caractère s'obtient de la façon suivante : soient ^ une
représentation factorielle normale de A, Tr la trace canonique
du facteur engendré par ^(A), m son idéal de définition; on
pose, pour x e ^""^(ni)

'\(x) == Tr ^{x) $

l'idéal 1 == ^'^(îîl) sera dit idéal restreint de définition de X;
pour x ̂  0, x < 1 nous poserons \(x) === 4- oo.

Nous noterons C l'ensemble des caractères et le munirons
de la structure borélienne la moins fine rendant boréliennes
les fonctions X —> \{x) (x e A^) $ nous noterons par ailleurs Cy
l'ensemble des caractères de type fini (ce sont des formes liné-
aires continues sur A), C^i l'ensemble de ceux qui sont de
norme 1 et Ci l'ensemble des caractères de type I. Nous dési-
gnerons par C° l'espace quotient de C par la relation de propor-
tionnalité, muni de la structure borélienne quotient, et C!
l'ensemble des éléments de type 1 de C°, muni de la structure
borélienne induite par celle de C°. Enfin pour tout idéal auto-
adjoint 1 de A nous noterons C(I) l'ensemble des caractères
dont l'idéal restreint de définition contient 1 et qui ne sont pas
identiquement nuls sur I.

En ce qui concerne les représentations nous emploierons les
notations suivantes :

pour tout n= 1, 2, ... oo, H^ est un espace hilbertien fixé
de dimension n\

Arep,re ; ensemble des représentations de A dans H^;
A^r,^ ensemble des éléments irréductibles de Arep,n;
A i r r , n o r , n ^ ensemble des éléments normaux de A^,n;
A,ep : ensemble somme des Ayep.n;
Airr(resp. Afaç) : ensemble des éléments irréductibles (resp.

factoriels) de A^p;
Airr.noi^ ensemble des éléments normaux de Airr;
A : quotient de A^r par la relation d'équivalence;
Anor^ ensemble des éléments normaux de A;
A: quotient de Afac par la relation de quasi-équivalence;
Aj- : ensemble des éléments de type fini de À.
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Les structures boréliennes de Arep.n, Ayep et A sont définies
comme dans [28], et celle de À comme dans [8].

Nous noterons enfin T (resp. Y°) l'application canonique
de C (resp. C°) dans À et $ (resp. $°) l'application canonique
de Ci (resp. Cî) sur A^r.

LEMME 1.— Si ï est r idéal autoadjoint engendré par une
famille dénombrable d9 éléments positifs x^ C(I) est borélien
dans C.

Car soit À e C ; on a X e C(I) si et seulement si
a) pour tout i : ^{x^) <; + oo.
b) pour au moins un i : X(rCi) > 0.

LEMME 2. — Soient ï un idéal autoadjoint de A, X(I) l9 en-
semble des traces (non nécessairement maximales), considérées
comme des formes sesquilinéaires, définies sur ï ; on munit
X(I) de la structure borélienne B(I), la moins fine rendant
boréliennes les fonctions cr-->o-(^, y) {x et y e I). Il existe alors
une application borélienne Q de X(I) dans A,ep telle que, pour
toute <reX(I) , Q(<r) soit équivalente à la représentation gauche
canoniquement associée à <r.

Nous reprenons les notations du § 1 et notons N5, A(;, Hy, ^y
les éléments associés à o". Pour tout p == 1, 2, ... oo soit (^i, e^ ...)
une base orthonormale de l'espace Hp. Soit enfin (o^) (n= 1, 2,...)
une suite multiplicativement stable et partout dense dans I;
on sait (§ 1, rem. 4) que les éléments KyX^ sont partout denses
dans H<j; soient %y l'espace vectoriel engendré algébriquement
par les A^n) et dy sa dimension algébrique.

Je dis que
(i) pour tout p = 1, 2, ... oo l'ensemble Zp des or e X(I) tels

que dy === p est borélien dans X(I);
(ii) il existe une suite Ai(<r), hz(a), ... telle que
a) pour tout (TG X(I), h^), h^), ..• engendrent algébrique-

ment %Q ;
V) si dy = oo, Ai((r), h^a), ... forment un système orthonor-

mal; si dg <i oo, Ai((r), ... h^ (a) forment un système orthonor-
mal et An(o') = 0 pour n ;> dy ;

c) pour tout n il existe un recouvrement de X(I) par des
parties boréliennes disjointes Z^i, Zn,2? • • • possédant la pro-
priété suivante :
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sur chaque Z^, ^(a) se met sous la forme S f^)A^x,) où
les /; sont des fonctions boréliennes identiquement nulles pour i
assez grand.

La démonstration est celle de [4], ch. n, § 1, lemme 1 ou
Pon remplace simplement Z par X(I), *( par cr, Ï6ÇQ par Hç,
x^ x^ ... par A(a;i), A(^),..., y^ y^ ... par Ai, ̂  . • . et « mesu-
rable » par « borélien ».

Le sous-espace ̂  étant partout dense dans H^, h^), /^((T), ...
forment une base orthonormale de Hçy; pour <r e Zp soit U,
l'isomorphisme de H^ sur Hp transformant A^ en ^ et soit ii^ la
représentation de A dans Hp définie par

<{x) == U^(^)U,1;
le lemme sera démontré si on prouve que toutes les fonctions

cr-^ «(rc)/ci|/ca) (k^ et ^ e Hp, ;reA)

sont boréliennes sur Zp.
Supposons d'abord k^ et /Cg combinaisons linéaires des e, :

k! = S^l.^i

Â-2 == 2^2.^;

on a alors

«( /̂cil̂ ) == 2 ̂ \i\^{x)h^)\h^))

et il suffit de montrer que toutes les fonctions

^Wh^h^))

sont boréliennes sur chaque ensemble Z ^ n Z ^ n Z ^ ; or sur
un tel ensemble on a

h^)=^f^)^)

W-S^^AŒ^)

Wh^)\h^)) = S S/l^)g,(Œ)(A,(^)|A^))
{ Wl

:== S S fl{^gm[^{xXi, ^).
^ m

Si maintenant /Ci et ̂  sont quelconques dans Hp, la fonction
cr ~^ (^(^^il^) est limite d'une suite de fonctions boréliennes,
donc borélienne.
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PROPOSITION 1. — Supposons quil existe une suite d'idéaux
autoadjoints ï^ de A, engendrés par des familles dénombrables
^éléments positifs, telle que Von ait

^Uw;n
alors ^FO est borélienne.

Il suffit de démontrer que ¥ est borélienne, ou encore (lemme 1)
que Y|C(I) est borélienne pour tout idéal autoadjoint I. Or
soit II l'application de C(I) dans X(I) définie par

II(X) = a avec o-(.r, y) = \(xy*} pour x et y <= I;
II est borélienne pour la structure borélienne B(I) du lemme 2
en vertu de l'identité.
4X(^) = U(x + y)(x + yD - \({x - y){x - y})

+ ^1((^ + iy){x + iyT) — ^((x— iy){x — iyf}.
D'autre part on a pour tout X e C(I)

û(n(X))eY(X) . .
d'après la remarque 6 du § 1, n° 1; en notant 6 l'application
canonique de Afae sur À on a donc

¥|C(I) == 6 o Q o II
et la proposition résulte du lemme 2.

2. Représentations factorielles de type fini.
Soient a une trace maximale, 1 son idéal de définition, TT; la

représentation gauche canoniquement associée à o-, ̂  l'algèbre
de von Neumann engendrée par 'rc(A), Tr la trace naturelle
sur ^y îîl son idéal de définition; on a évidemment

^-i^cl^-1^).

Supposons que 1 = A; on a alors 'TC~"l(^l) == A, car it(A) c m
puisque tout élément de A est égal au produit de deux autres
éléments de A (cf. [3], th. 1); ceci permet de parler de traces
partout définies sans préciser si on les considère comme des
formes linéaires ou sesquilinéaires ; d'autre part, en rappro-
chant ceci de l'exemple 2 du § 1, n° 1, on voit qu'il existe une
correspondance biunivoque entre les traces partout définies
et les formes linéaires positives centrales sur A :

(T(^, y) = \{xy^.
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On notera D l'espace des formes linéaires positives centrales
de norme < 1; avec la topologie de la convergence simple sur
A, D est compact, métrisable et à base dénombrable (T21
ch. m, §3, prop. 6). X L j î

PROPOSITION 2. — Pour qu'un caractère soit partout défini,
il faut et il suffit qu'il soit de type fini.

La condition énoncée étant évidemment suffisante, montrons
qu'elle est nécessaire; ce fait étant trivial si A admet une
unité, supposons A sans unité, et soit A' l'algèbre obtenue par
adjonction d'une unité; si X est un caractère partout défini
sur A, il est continu d'après l'hypothèse faite sur A au début
du § 2 et se prolonge en une forme linéaire positive centrale
X' sur A' définie par

X' (^+al )=À(a; )+a | |X | | . _ , , ,
Soit ^ (resp. TT') la représentation gauche canoniquement

associée à X (resp. X'); ^ est évidemment de type fini; un
raisonnement calqué sur celui du lemme 2 du § 1 montre que
TC est équivalente à la représentation que TT'JA induit dans un
sous-espace stable par ^'(A'); par conséquent -K est dé type
fini.

(On peut d'ailleurs démontrer que -r: est équivalente à Y) A
elle-même.)

COROLLAIRE 1. — Si A est l'idéal autoadjoint engendré par
une famille dénombrable E (et en particulier si A admet une
unité), Cy est borélien dans C.

En effet soit cr un caractère considéré comme forme sesqui-
linéaire; on a cr e C^ si et seulement si cr est partout défini
(prop. 2), donc si et seulement si on a cr(^, x) < 4- oo pour
tout xe. E.

COROLLAIRE 2. — L'ensemble C^i est un Gg dans D.
On vérifie immédiatement que Cy,i est l'ensemble des points

extrémaux non nuls de D et l'assertion résulte de [13], appen-
dice 1.

COROLLAIRE 3. — L'espace borélien C^i est standard.

THÉORÈME 1. — Le sous-ensemble k^de À, formé des éléments
de type fini, est borélien dans À et standard; l'application cano-
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nique de C dans À induit un isomorphisme borélien de C^ i sur À/.
Considérons, comme dans la prop. 1, l'application borélienne

II de C^i dans X(A) muni de la structure borélienne B(A) et
l'application borélienne Q de X(A) dans Apep; l'application
A = QoII est borélienne et injective, et comme Ç^i est stan-
dard et A,ep dénombrablement engendré, A est un isomorphisme
borélien de C^i sur A (Cy.i) (cf. [28], th. 3.2); de plus A (C^i)
rencontre chaque classe de quasi-équivalence de Afac en un
point au plus; si 6 est l'application canonique de A.^ sur A,
6|A(C^i) est un isomorphisme borélien de A(C^i) sur 6
(A(C^i)) ([8], prop. 2), lequel est alors standard et borélien
dans À; enfin on a évidemment

et, d'après la prop. 2

Y|C^==6oA

¥(C^) == À,.

3. Représentations irréductibles normales.

LEMME 3. — Pour tout n == 1, 2, ... oo, tout x es A et tout
TeÏ(H^), \\^{x)—T|| est une fonction borélienne de TC pour
^ e A,ep, n-

Soient fci, h^ ... des éléments partout denses dans la boule
unité de H^; on a

|l^)_T||=sup[|(^)-T)^||;
P

il suffit donc de montrer que pour tout k e H^ la fonction
i: —> (KIÎ^) —T)/i[| est borélienne; or on a

||(̂ ) - T) h\\2 = {W - T)* W - T) h\h)
= ̂ x) h\h) — ^{x} rh\h)—{^x} h\Th) + (T*TA|/i).

THÉORÈME 2. — On suppose que A est une C*-algèbre séparable.
(i) Anor est borélien dans A pour la structure borélienne de

Mackey.
(ii) Sur Anor ̂  structure borélienne de Mackey et la structure

borélienne sous-jacente à la topologie de Jacobson sont identiques
et analytiques.

(iii) Si $° désigne Inapplication canonique de Cî sur Anor?
($°)"~1 est borélienne.
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(iv) Supposons qu'il existe une suite (V idéaux autoadjoints
!„ de A, engendrés par des familles dénombrables ^éléments
positifs, telle que Von ait C = 1_jC(In); alors <I>° est un isomor-
phisme borélien. n

Démonstration.
(i) Montrons en premier lieu que Airr ,nor ,n est borélien

dans Ai^y», pour tout n\ soient (x^) une suite partout dense
dans A et T un opérateur compact non nul dans H^; A étant
une C*-algèbre, un élément i: de A^ „ est normal si et seule-
ment si il existe un élément x e A tel que ^.{x} = T ; ou encore
si pour tout entier positif r il existe un entier i tel que

|K^)-T||<^

et l'assertion est une conséquence du lemme 3.
Il résulte de ce qui précède, d'une part que Anor est borélien

dans A pour la structure borélienne de Mackey, et d'autre
part que An.,.,nor.n est standard.

(ii) Montrons maintenant que Anor est analytique pour la
structure borélienne de Mackey; il suffit ([28], p. 141) de
trouver des applications boréliennes fj (/ = 1, 2, ...) de Airr.nor.n
dans l'ensemble réel telles que deux éléments ^ et p de A^nor.r,
soient équivalents si et seulement si fj(^) == //(p) pour tout /;
mais les éléments de Anor étant définis par leurs noyaux
(cf. [12], dém. du th. 1, a5) ===^a6))on peut prendre ^(-n) = \\^{xj)\\
et l'assertion résulte du lemme 3.

Démontrons enfin l'identité des deux structures boréliennes
sur Anor; la première étant analytique et plus fine que la seconde
il suffit ([28], th. 4. 2) de prouver que la seconde est « dénom-
brablement engendrée », c'est-à-dire

a) séparée.
b) engendrée par une famille dénombrable d'ensembles

boréliens.
Or

A

a) Anor est homéomorphe pour la topologie de Jacobson à
un ensemble d'idéaux primitifs de A, lequel est certainement un
To-espace, et la structure borélienne sous-jacente est séparée;

b) la topologie de Jacobson sur À est à base dénombrable
([10], cor. du th. 3.2.) et ceci reste évidemment vrai pour Anor-
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(iii) II suffit de trouver une application borélienne A de
Airr.nor dans Ci qui, par passage aux quotients, donne ($°)""1;
soit (h^i) une base orthonormale de H^; pour 'n:<=A^nor,n on

définira A('ÏT) par

A(T;)(^) = ^ (^Cr)/^ ,\h^,) pour tout x e A+;

l'application A possède trivialement les propriétés requises.
(iv) résulte de (iii), de la prop. 1 et de [7].

§ 3. Décomposition des traces.

Dans tout ce paragraphe A désigne une algèbre de Banach
involutive, séparable et admettant une unité approchée.

1. Existence de la décomposition.
Soient 1 un idéal autoadjoint de A, E une partie partout

dense dans 1 et multiplicativement fermée ; toute trace Œ
définie sur 1 est entièrement déterminée par les valeurs qu'elle
prend sur E (cf. § 1, n° 1, rem. 3) ; (si en particulier o- est maxi-
male et si E est un idéal autoadjoint, cr est le prolongement
maximal canonique de cr[E en vertu du lemme 2, § 1, n° 1).

Définissons X(I) et B(I) comme au lemme 2 du § 2 et E
comme ci-dessus; B(I) est identique à la structure borélienne
la moins fine rendant boréliennes les fonctions (T —> (j(x, y)
où x et y es E ; en effet pour x et y e I la fonction Œ -> Œ(rc, y)
est limite d'une suite de fonctions a- -> cr(^, yj où x^ et î/n e E
(cf. § 1, n° 1, rem. 4). Choisissant E dénombrable, on voit
que B(I) est dénombrablement engendrée.

THÉORÈME 1. — Soient (T une trace maximale et ï son idéal
de définition.

(ï) I I existe un idéal autoadjoint ïo partout dense dans I,
un ensemble X de caractères deux à deux non proportionnels
et dont les idéaux de définition (comme formes sesquilinéaires)
contiennent Io, une topologie compacte à base dénombrable et
une mesure positive ^ sur X tels que, pour x et y e ^ l'applica-
tion 7^ -> y^x, y) soit [^-mesurable et

^ y} =/x(^ yW/J-



CARACTERES DES ALGEBRES DE BANACH INVOLUTIVES 25

(ii) Désignons par T l'application canonique de C dans À;
il existe une partie X' de X, borélienne, de complémentaire
[^-négligeable et telle que T(X') soit borélien dans A et standard
et que la restriction de T à X' soit un isomorphisme borélien.

Démonstration. Nous noterons N, A, H, ^ ^5 Tr, îîl, r.
les éléments associés à <r (cf. § 1, n° 1), Ct l'algèbre hilbertienne
achevée associée à I/N, S le centre de U et ï); enfin \x^ x^ ... \
une «-algèbre sur le corps des rationnels complexes, dénom-
brable et partout dense dans 1 pour la norme.

a) Décomposition de <A).
y®Soit H == / îî(z)d^(z) une décomposition de H associée

à S, Z étant localement compact à base dénombrable, v positive
bornée et H(z) =7^ 0 pour tout z. Il existe des décompositions

a= f^z) d^ {z}

(<9L(z) étant achevée et partout dense dans H(z) pour tout z) et

^=fe^{x^{z)d^z}

les A(^)(z) étant partout denses dans €i(z) et formant une
*-algèbre sur le corps des rationnels pour presque tout z, soit
pour z e Z'.

Soient ^l(z), ^(z), Tr^, m(z) les éléments associées à cx(z);
^(z) et ^(z) sont des facteurs pour presque tout z, soit pour
z e Z " c Z ' .

b) Décomposition de TC.
Par une méthode classique on associe à chaque a e A une

décomposition
/*©

-rc(a) ==== | 7i(a) (z) rfv (z)

de façon que presque partout, soit pour z e V c Z", a -> 'n:(a) (z)
soit une représentation ̂  de A dans H(z) et que l'on ait pour
tout n

^z^n) == UA^»)^).

Pour z <= Z"7, ^(A) contient les opérateurs UA(^)(Z)? donc
engendre l'algèbre de von Neumann ^(z), et ^ est factorielle
et normale.
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c) Caractères y , . Pour z e= Z'", ^ définit un idéal autoadjoint

L = '^"^mOs)2} et un caractère y^ défini sur L :

5^ ^-Tr,^^*));

on a en particulier pour tout m et tout n :

7À^ ^-(A^J^IA^)^));

I,, contient les x^ donc aussi l'idéal autoadjoint Io qu'ils
engendrent, pour tout z e= Z^'.

D'autre part il existe (cf. [3l], th. 1) une partie 7F c V
de complémentaire v-négligeable telle que si z et z' e Z^ et
z ̂  z'? ^Ofs 7.7 et Xz' soient non proportionnels.

d) Modification de la topologie de Z1 .̂
L'espace TF n'est pas nécessairement localement compact;

mais considérons sur Z la relation d'équivalence R dont les
classes sont les points de 7P et l'ensemble Z — Z ^ ; elle est
v-mesurable et il existe un espace localement compact à base
dénombrable Y et une application v-propre q de Z sur Y telle
que

R(z, z ) ̂  q{z) = ç(z')

(cf. [l], ch. 6, § 3, prop. 2); l'espace X == q{Z^) est localement
compact; soit (x la restriction de ç(v) à X; considérons X comme
un ensemble de caractères et écrivons y au lieu de y^ pour
z e Z^; pour x et y <= Io la fonction ^->yfx, y) est a-mesurable
et on a

^ y}=f7S^y)d^(y^
e) Démonstration de (ii).
Définissons X(I) et B(I) comme au lemme 2 du § 2; il

existe des compacts Kp c X deux à deux disjoints, tels que
X—LJ K? soit [^-négligeable et que les applications y,->yj^, rcj

p
soient continues sur chaque Kp; ces applications sont boré-
liennes sur X' == [_j Kp et X' est standard pour la structure

p
borélienne sous-jacente à la topologie; l'application identique
de X' dans X(Io) est borélienne; c'est donc un isomorphisme
et X' est borélien dans X(Io) (cf. [28], th. 3.2). Soit Q la
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restriction à X' de l'application borélienne de X(Io) dans A^p
définie au lemme 2 du § 2; Q est injective, c'est donc un
isomorphisme borélien de X' sur Û(X') et Q(X') est borélien
dans Ay.c et standard; puis ^(X') est borélien dans À et
standard et ¥ est un isomorphisme borélien de X' sur ¥ (X')
(cf. [8], prop. 2).

COROLLAIRE (contenu implicitement dans [35]). — L'algèbre
L^G) d'un groupe localement compact séparable unimodulaire
admet un système complet de représentations factorielles normales.

Soit <r la trace définie sur L^G) n L^G) par le produit sca-
laire de L^G); on sait que d{x, x} = 0 entraîne x = 0, et le
corollaire résulte de la décomposition de Œ en caractères.

2. Unicité de la décomposition.

LEMME 1. —Soient S un facteur^ B une ^-algèbre fortement
dense dans A, 1 un idéal autoadjoint non nul de B ; 1 est fortement
dense dans S.

Soient J l'adhérence forte de 1 et Si, Bi, Ii, Ji les boules
unité respectives de S, B, I, J; l'application f: (S, T) -> ST de
ïi X îi dans Ai est fortement continue et on a

ABiX Ii) c l i ;

comme Bi (resp. Ii) est fortement dense dans Si (resp. Ji)
on a

/•(Si x Ji) c Ji
autrement dit J est un idéal à gauche de Ï; on démontre de
même que J est un idéal à droite, et comme il est fortement
fermé et non nul, il est identique à S.

LEMME 2. — Soient Z un espace localement compact, v une
mesure positive sur Z, Io un idéal autoadjoint de A, Jo une
^'algèbre sur le corps des rationnels dénombrable et partout
dense dans Io, (aj une suite partout dense dans A; pour tout
z <= Z soit o^ un caractère dont l'idéal de définition (comme forme
sesquilinéaire) î^ contient Io et qui n'est pas identiquement nul
sur Io. On suppose les fonctions z->cr^(a^, y) et z -> cr^, y)
^-mesurables pour tout n et tout couple {x, y) {x et y e J^) ; soient
N,,, A^, HL, %„ U, T:,, ^ les éléments associés à (j, {cf. § 1, n° 1).
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Dans ces conditions les champs de vecteurs z —> A^(x) {x e Jç)
définissent (au sens de [4], ch. n, § 1, prop. 4) sur le champ
z —> H^ une structure de champ ^-mesurable pour laquelle
les champs z->^(a), p^(a) pour a e A, U^ U, A^(y 50Mt
^-mesurables.

Tout d'abord la fonction z -> o^(a;r, y) pour .r et yesJo et
a <= A est v-mesurable ; de plus pour x et y e J^ la fonction

(A^|A^/) == ^(^, y)

est v-mesurable ; puis les ^(x) avec rr e Jç sont partout denses
dans A^(Io) (cf. § 1, n° 1, rem. 4), lui-même partout dense
dans H, (cf. § 1, n° 1, rem. 6).

Alors pour a e A le champ z —> 7;^(a) est v-mesurable car,
pour x et y e Jç

(^(a)A^lA^) = ̂ (a^, y);

même chose pour le champ z -> p^(a). Le champ z -> U^ est
v-mesurable puisque U^ est engendrée par les ^(aj; même
chose pour U. Enfin le champ d'algèbres hilbertiennes
z -> A^(I^) est ^-mesurable en vertu de [4], ch. n, § 4, prop. 1.

Dans les lemmes 3 et 4 on posera

H-J^H,^)

f ©
Tr(a) == ^z(a) dv(z) pour a e A
^=(7^))'';

on supposera Z à base dénombrable et v^x, y} v-intégrable
pour x et y <= J^.

LEMME 3. — Si °Uo e5^ un facteur les caractères cr^ 5on( presque
tous deux à deux proportionnels.

Soient Tr^ la trace naturelle sur ̂  a l'algèbre hilbertienne
J^A^)^), H l'algèbre de von Neumann j^U.d^z), Tr

yffl
la trace sur U égale à f Tr^v(z); °IL est associée à a et on a
^oc^l.

La trace Tr est normale et fidèle sur °tlo; montrons qu'elle
y est semi-finie : soit T e ^ll^, T =/= 0; pour y e Jo on a

Tr^^)-/9^^^)^)

= f^y, y) d^{z) < + oo
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donc

T^(T^(^)T i)<+oo;
or

A^/re^, et (̂i/)!!2/!';
j.

de plus r^y) T 2 n'est pas nul pour tout y<= Jo, car ^(lo), étant
un idéal autoadjoint non nul de 'ÏT:(A), est fortement dense dans
UQ (lemme 1); ir(Jo) l'est aussi et en faisant tendre ^(î/) vers
1 on obtiendrait T = 0; il existe donc y e Jç tel que

A^T^O et <T
et Tr est semi-finie sur UQ.

Soit à l'algèbre des opérateurs diagonalisables ; pour toute
partie mesurable non négligeable Y de Z soit Py le projecteur
de Z correspondant à Y; comme UQ c 'U c 3' on a Py e ^io.

La fonction sur U : T -> Tr (PyT) induit sur UQ une trace
normale; elle est semi-finie (même raisonnement que pour
Tr) et fidèle puisque l'application T -> Tp^ est un isomor-
phisme de UQ sur ('H^PY î elle est donc proportionnelle à Tr :

Tr(PyT) == A(Y)Tr(T).

En particulier pour x et y e Jp

^ Tr(P^(^*))=/^z(^ î/)^(z)= h^)J^,(x, yWzY

Soit XQ^ JQ tel que
,-» •

, j.^{xo, Xo)dv{z) ̂ 0;
on a

^^ = (Jz77^"' ̂ (Wz))"1^^ a;o)^(z),
J^7x(a-, t/)dv(z)

= (J^'7z{xo'xoW^)-l(J^^{xQ, Xo)d^{z))(f^{.v, yWz))

pour a; et y e Jg.
Etant donné l'arbitraire de Y il existe un ensemble Zo c Z

de complémentaire négligeable tel que pour z s Zo on ait

^zfa-, y} = (J^{xo, Xo)d^{z))-\^{x», Xo))(f^(x, y)dv(z))
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quels que soient x et y e Jo; comme o-z n'est pas identiquement
nul sur Jo, les caractères c^(z e Zo) sont deux à deux propor-
tionnels sur Jo, donc sur Io, donc enfin deux à deux propor-
tionnels.

LEMME 4. — Si les ŒZ sont deux à deux non proportionnels
on a

U^fu^z).
/•»/T\

L'algèbre de von Neumann H == j H^dîv^) est engendrée
par %o et par l'algèbre S des opérateurs diagonalisables
(cf. [4], ch. ii, § 3, th. 1), autrement dit

<U '=< i4nS ' ;

pour démontrer le lemme il suffit de prouver que Ho => S ou
encore, en posant c^ = Ho n S, que ^ == S.

Je dis que ^ est le centre de Ho; en effet, d'une part
^c^o et ^cScZl,

et d'autre part
^o n X c S' n Ho == H'

c H o c H
d'où c H n H' == 3

c^-
©

Soient H == / H(y) rfX (y) une décomposition de H associée
à °^ et g l'application de Z sur Y correspondant à l'injection
canonique de ^j dans Z (cf. [15], § 1, prop. 1) ; on peut supposer
^ == ^M; solt v == f ̂ y^Çy) une désintégration de v associée
à g. Pour presque tout y e= Y les fonctions z ~> ^(a^rr, rc') où
a' et x9 e Jo sont Vy-mesurables ; appliquant le lemme 2 on
peut donc considérer

K^^pi^z)
/*©

et T^(a) == J iî (a) rfv^ (js) ;

on sait ([15], § 5) qu'on peut identifier K(y) à H(y) pour
presque tout y et qu'après cette identification on a

/fr\
it(a) == tt^(a) rfX {y).
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/q\

Soit ^o == ^(^^(î/) une décomposition de lio; ^o(y)
est presque partout un facteur engendré par ^y(A) ; d'après le
lemme 3, v^ est ponctuelle pour presque tout y et on a °lj = S.

PROPOSITION 1. — Soient a une trace maximale, 1 son idéal
de définition, J une ^--algèbre sur le corps des rationnels complexes,
dénombrable et partout dense dans I, Io l'idéal autoadjoint de A
engendré par J, X un ensemble de caractères deux à deux non
proportionnels muni d'une topologie localement compacte à base
dénombrable et d'une mesure positive pi, ly, Ny, Ay, Hy, U^, ^Dy,
TTy, py les éléments associés à tout y e X; on suppose que pour tout
y^ e X on a ly 3 Io, que y^ n'est pas identiquement nul sur Io, que
pour x et y e îo la fonction y^ —>• yj^x, y) est u.-intégrable et que

^ y) ==/x(^ y^x)-
Alors
(i) les champs de secteurs y^ -> Ay(^) où rce J définissent sur

le champ ^ ~> Hy une structure de champ [/.-mesurable pour
laquelle les champs y,~^^y(û0? P/(^) pour aeA, U^, ï)y, sont
^-mesurables',

/'*©(ii) 71 existe un isomorphisme de H sur j Hy rfm (y^) transfor-
/^ffl ' /l®mant\(x) enj Ay(^)d(A(yJ pour tout xe 1 ,̂ 'ïT(a) enj ^(»)^(yJ

et p(a) en y P/^^t^yJ po^^ ^u( aeA, 11 en / ^7,^(7.)?
^ en f Dy rf[x (yj et enj^n S en l'algèbre des opérateurs diagona-
lisables.

Démonstration.
(i) résulte immédiatement du lemme 2.

/©
(ii) : pour x e Io posons x = A^(;r) d!pi (yj ; alors pour a; et

y e Io on a

(A(^)|A(î/)) == ^x, y) = f^{x, y) dy. (yj

-/(A^)|A^))da(yJ
== (A|y).

Il existe donc un isomorphisme Q de H sur un sous-espace
/3/T\

HI de j Hy d!(Jt.(y^) transformant A(rr) en A pour tout XGIo;
HI est stable par j ^y(^)^(yj pour tout aeA, donc par
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l'algèbre de von Neumann engendrée et en particulier (lemme 4)
par l'algèbre Si des opérateurs diagonalisables ; mais ([4],
ch. ii, § 1, prop. 7) les transformés des x {xe Io) par les élé-

J/TS

ments de S^ engendrent l'espace Hyrfa(y) ; on a donc
H^^Hy^yJ.

Puis û transforme 'tt(a) en /^y(o) dy.(y^ pour tout as A car
pour a; s Io on a

Û7i(a)A(;K) == ÛA(aa;) == [ax) == ̂ ®Ay (aa;) dy. (y,)
/"*©

==J Tty(o)Ay(a;)d(A(a;)

=(/%(a)^(yj)QA(;r).

Même raisonnement pour p(a).
Par suite Q transforme ^ (resp. CD) en l'algèbre de

von Neumann engendrée par les opérateurs /le ̂ 7(^)^(7)
(resp. J p^(»)^(yj) c'est-à-dire (lemme 4) en /^yd^yj
(resp. ^^^(7,)); û transforme enfin S en le centre de

/*(P\
j ^rf^(yj, c'est-à-dire Si.

THÉORÈME 2. — Soient o- une trace maximale^ 1 50M idéal de
définition^ Io V idéal autoadjoint de A engendré par une suite
(a*n) partout dense dans I, X un ensemble de caractères deux à
deux non proportionnels^ muni Sune topologie localement
compacte à base dénombrable et d^une mesure positive (JL; on
suppose que

a) pour tout y,eX, y^ n'e^ pas identiquement nul sur Io.
6) pour a? et yelo la fonction y^-> y^x, y) est définie et

^'intégraUe et a{x, y) == fy^x, y) dy. (yj.
Définissons de même X' et (x' avec les mêmes propriétés. Il

existe alors des sous-ensembles Xo de X et Xo de X' cfc complé-
mentaires respectivement [JL- ^ ^-négligeables et une applica-
tion bijective ^-propre f de Xo sur Xo telle que f(x) soit propor-
tionnel à -^ pour tout y^ e Xo; si on pose f{yj == k{y)y^ on a

/•(^-(^/•-V.
Démonstration. — Soit J l'algèbre inyolutive sur le corps des

rationnels complexes engendrée par les (^)$ d'après la
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prop. 1 et [4], ch. n, § 6, th. 4 il existe des sous-ensembles Xo
de X et Xo de X' de complémentaires négligeables, une bijec-
tion de Xo sur Xo telle que /'(pi) soit équivalente à p.' et pour tout
y e Xo un isomorphisme Vy de Hy sur H^y) tel que

VyAy^) = Aw{x)

pour x^ J et par suite pour xe ïç. Alors Vy transforme iTy(a)
en it/(y)(a) pour tout a e A et tout ^ e Xo car pour a; e= J on a

Vy^y. (a) Ay, (.r) = VyA.^ (ao;) == A^) (ao;)
= ̂  (a) A}^) (.r) = ̂  (a) V^A^ (.r).

Donc /*(yJ est proportionnel à y pour tout 7^ e Xo : soit
f(x) = ̂ (yJx avec ^(T.) >0- Posons /'(p.) == ̂ / avec A(y,') >0:
pour rr et î/ e Io on a

/X(^ 2/) ̂  (X) = ̂ (^, !/) == /X'(^ !/) ̂ ' (y;)

-/^(Z'))-1//^?/)^^)^)
=/W(7J))-l(A7J)(^^/)^(yJ

(l) -/W7J)(W7J))-^^^

On va d'abord montrer que A'(y.) (^(/'(yj))"1 ̂  1 presque
partout; supposons en effet que l'on ait /c(yj (^(^(yj))~1 ̂  a > 1
sur un ensemble E [x-intégrable non négligeable; soit ^ = (S(y))r '<« ,
un élément de Hy rf(JL(y^) vérifiant

n^Mi (1 siy^E
lhw" fû sinon.

Choisissons £ de façon que
/ JL JL\2 / 1 l \2

a^E))2-^2) >((^E)) Ï+£T) .

Comme les champs y^ -> Ay(rc) où ^e Io sont partout denses
/"*© "

dans J Hy dy. (yj (prop. 1) il existe x G Io tel que

^J|Ay^)-^)|[^(x(yJ<£;
on a alors

/Jl|A^)|l-l|^(yJ</JlA^)-^)||^(yJ
«s.^E)^
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d'où

^ y ,̂ x) dy. (yj > ((X(E))-I (^ ||A^)|i ̂  (yj )2

>((.(E))-i(^(i-|||A,(..)||-l|)^(^))2

/ X i\2
>(((X(E))2-£2)

et

(2) /TOW/W))-1./^, •^)^(x)>a(([x(E))i-£i)2

D'autre part

//^, .r) rfa (yj == /|]A.,(̂  ̂  (yj < (||^| + ̂ )2

(3) :=:((^(E))i+ei)2.

Les inégalités (2) et (3) sont, à cause du choix de s, en
contradiction avec (1), d'où l'assertion.

Posons alors
W-W/J)^^)))-1-!;

soient Xi l'ensemble des ^ e Xo tels que î(yj = 0 et X^ (x e J)
l'ensemble des y ^ e X o tels que \^(x) =^0; on a Xo = = l l x , .

puisque pour tout ̂  les Ay (^) {x es J) sont partout denses dans
Hy, lequel est non nul ; Xi n X^ est pi-négligeable pour tout
x e J donc Xi est (A-négligeable et on a

W{vj)) = w
presque partout, soit

/'("•)= ̂ -(^"/•-V.



CHAPITRE II

REPRÉSENTATIONS UNITAIRES
DE CERTAINS PRODUITS SEMI-DIRECTS

Dans tout ce chapitre G désigne un groupe localement
compact, produit semi-direct d'un sous-groupe Go discret par
un sous-groupe distingué Gi unimodulaire ; on notera (a, b)
un élément quelconque de G avec a e= Go, b e Gi, le produit
étant défini par

(a, b) (a', bf)= (aa', b.aV}

où a -> (b —> ab} est un homomorphisme de Go dans le groupe
des automorphismes de Gi; on a alors

(a, b)-1 = (a-1, a-^-1)

et en notant <?o et e^ les éléments neutres de Go et Gi,
(a, b) = (^o, &) (a, <?i)

(a, <?i) (eo, fc) (a-1, ei) == (^0, a6).

On notera d{ab) = S^^fc l'action de Go sur la mesure de
Haar de Gi; on a alors la mesure de Haar à gauche sur G

ff{a, b)d(a, b)==^^ff{a, b)db.

Désignons par A, Ao, Ai les C*-algèbres respectives de G,
Go, Gi. Nous supposerons que la fonction 1 sur Go (resp. Gi)
est limite uniforme sur tout compact de fonctions de
type positif à supports compacts; il en est alors de même
pour G d'après [37], et la représentation régulière gauche
j:o (resp. îii, resp. ît) de Go (resp. Gi, resp. G) définit un
isomorphisme de Ao (resp. Ai, resp. A) sur son image.

3
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§ 1. Préliminaires sur la C*-algébre de 0.

1. Représentation des éléments de A par des applications de Go
dans A.

Pour /*€ L^G) et a e Go nous noterons ^ l'élément de L^Gi)
défini par

fa{b)=^f(a, &);

pour g e L^Gi) nous noterons g" l'élément de L^G) défini par

^(a7, &') - C ̂ W) si a = a
^ 0 sinon $

enfin nous noterons L^Gi)" l'ensemble des g" pour gesL^Gi).
L'application f-> fa induit sur L^Gi)" un isomorphisme

d'espaces de Banach de ^(Gi)" sur L^Gi), et même un iso-
morphisme d'algèbres de Banach involutives pour a == ^o;
on désignera par A" l'adhérence de L^Gi)" dans A.

L'espace L^G) est somme hilbertienne d'espaces H^ae Go),
images de L^Gi) par des isomorphismes Ja tels que

[3Ji) [a\ b') = ' S~Jh(V) si a = a
0 sinon ;

tout opérateur continu T dans L^G) est donc représenté par
une matrice (Ta, a ' ) où

T^^^JÎTJ.e^L^)).
Soit /'e L^G) ; pour ç e L^G) on a

W)ç)(a, b) =y.ff{af, bW-1^ a^-^dV

d'où, pour^eL^Gi);

(W))..^)(fc) = ̂ ff(a^\ b^^cr^-^dV^

(^{f))a,,a^ ne dépend que de aiûÇ1 et est donc de la forme
W))<w1 où

((^(/•))^)(fc) - o^/A^ b^a-^b^db^
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Pour a e Go soit U<, l'opérateur unitaire dans L^Gi) défini
par

ww^si^b)^
on a alors

(1) W))a =^l(/a)U,

Par continuité, pour^e A, {^{x)\^, est de la forme (^(x))^^
et on a

(^U^e^Ai);

soit a;a l'élément de Ai défini par

^l(^a) == ^OaUT1;

l'application a; -> Xa de A dans Ai est linéaire, diminue les
normes et prolonge l'application f-> fa déjà considérée.

Pour /-eL^Gi)- la formule (1) montre que ||/'HA = ||/a|k;
la restriction de l'application x -> Xa à A" est donc un isomor-
phisme d'espaces de Banach de A0 sur Ai et même un isomor-
phisme d'algèbres de Banach involutives pour a = e^ Pour
tout x es Ai on notera x" l'élément correspondant de A0, qui
est donc défini par

( a\ __\x si af == a

^^-{Q sinon.
Enfin si x e A on a

(^(^)^=S(^))a(^)):

la série convergeant fortement; donc {xx*}^ > 0 et {xx*)e
est nul si et seulement si x = 0.

Nous avons ainsi démontré la

PROPOSITION 1. — A tout élément x de A. est associée de
façon biuniwque une application a -> Xa de Go dans Ai telle
que pour x e L^G) on ait

^eL^Gi) et ^(&)==â,.o:(a,fc);

pour tout a e Go l'application x —> Xa est linéaire et continue;
elle est positive et fidèle pour a == CQ; elle induit sur A" un iso-
morphisme d'espaces de Banach de A" sur Ai, et même un iso-
morphisme d'algèbres de Banach involutives pour a = e^
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2. Action de Go dans Ai. Quelques formules.
Pour /"eL^Gi) et a e Go posons {a.f) (&) == V^-^); on a

^(a.n = U^^U^1

donc HO./'HA, == \\f\\A, et rautomorphisme f-> a.f de L^Gi) se
prolonge en un automosphisme x —> a.x de Ai; on a encore

iTi(a.a;)= U^i(^) U71

d'où on déduit facilement que pour .r e A et y e ^(G)

(2) (^*)a=a.((^)*)

(3) (^2/)a == S ^a(^'.2/a'-<a)
a'

la dernière série convergeant au sens de Ai.
Soit maintenant (u^çi une unité approchée de L^Gi);

on sait que (u») est aussi unité approchée pour Ai; on a, pour
z e Ai et a es Go

(4) z" = limz^u^
(5) (0.2)'°== lim (^^(u^"1;

en effet les deux membres de (4) sont dans A0 et il suffit de
vérifier que

(z^-lim^u,)0),;

or (z^a = z et (ze9{Ui)a)a= zu^ de même les deux membres de
(5) sont dans A60 et il suffit de vérifier que

((a.^^-lim^uO^u^-1)^;
or on a

(;(a.z)^=a.z
et

{(u^W^ = u,a.(zu0.

Soit enfin p une représentation unitaire de G; pour a e Go
on a

p(a, e^) = limp^u^)

et par suite, pour z e Ai :
(4') p^^p^^a, e,)
(5') p((a.z)-') = p(a, ei)p(^)p(a, e,)-1.

REMARQUE. — Supposons Gi discret; soit a' la forme linéaire
positive sur Ai prolongeant la forme f —r f(ei) sur L^Gi):
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alors A est isomorphe au « produit croisé » de Ai par le groupe
d'automorphismes Go pour la forme o- (cf. [38], th. 1).

3. Approximation des éléments de A.
(Le résultat de ce numéro a été démontré avec l'aide de

P. Eymard, à qui est due, essentiellement, l'idée d'employer
les éléments Pi^.)

En vertu de l'hypothèse faite au début de ce chapitre sur
Go, il existe une famille filtrante (/î)iei de fonctions de type
positif sur Go à supports finis telles que f^eç) == 1 et que
fi{a) -> 1 pour tout a <= Go.

Soit x e A ; pour tout i e I posons

P^=2/^)W;
•' " • a •

comme IK^a)0!] ̂  I M I ? Pi est un opérateur linéaire continu
dans A; de plus si x est hermitien, P^x l'est aussi; en effet

(p^=m^{w=m^(w^r
a a

et on voit facilement que

(W-T^W. / : ; '
LEMME 1. — On a |jP,[| < 2 pour tout i e I {la norme |[ |[ est

prise au sens de A).
Il suffit de montrer que ||P |̂| <; \\x\\ pour tout élément

hermitien x de L^G), ou encore que pour un tel x on a

4^)1 <N
pour toute forme linéaire positive continue g sur A telle que
||g|)<; 1; une telle forme est définie par une fonction de type
positif ^ sur G telle que ^i, êo) < 1 et comme P,x e L^G),
on a

g{P,x)=^f^b)(P,x){a,b)db

=yaf^b)f,{a)x{a,b)db^
posons

^{a,b)=f,{a)^a,b);
on obtient

(6) g{P^=^fy{a,b)x{a,b)db.
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La fonction sur G: ^"(a, b) == f,{a) est de type positif; il
en est alors de même de ^' == ^"^ et en outre ^'(^o? ^i) <s 1 ;
on a donc, d'après (6)

ig(P^)KN.
PROPOSITION 2. — On a x = lim P^ pour tout x e A.
Il suffit, en vertu du lemme 1, de le démontrer pour x e L^G)

et dans ce cas cela résulte du fait que pour toute partie finie
E de Go :

lk-P^lli-21k-(P^|]x
=S|l-^(a)l|M,

<2|l-/t.(a)l|Nk+2 S INIr
a€E aeGo—E

COROLLAIRE. — Soit ç une représentation de G et soit x un
élément de A; si on a p^a)"0) == 0 pour tout a es Go, alors
p{x)=0.

Car d'après la formule (4')

P^a)^ = P^a)'0)? ,̂ ^1)= 0 pOUr tOUt 0

p(Pîrc) == 0 pour tout i et enfin p(rc) === 0.

4. Idéaux autoadjoints fermés de A et de Ai.

LEMME 2. — (i) Soit I un idéal autoadjoint fermé de A;
V image 11(1) de I n A''0 par l'application x -> x^ est un idéal
autoadjoint fermé de Ai invariant par Go.

(ii) Soit J un idéal autoadjoint fermé invariant de Ai; l^ en-
semble II'(J) des x de PL tels que x^ e J pour tout a est un idéal
autoadjoint fermé de A et on a
II'(J) = J.

(iii) On a Il'II(I) c I pour tout idéal autoadjoint fermé I de A.

Démonstration. — (i) II(I) est évidemment un idéal auto-
adjoint fermé; il est invariant par Go en vertu de la formule (5).

(ii) IT(J) est évidemment un sous-espace vectoriel fermé;
il est autoadjoint d'après la formule (2) ; pour montrer que c'est
un idéal il suffit de prouver que si x e II'(J) et y e L^G), alors
a^/eII^J), ce qui résulte de la formule (3); la dernière asser-
tion est évidente.
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(iii) Soit p une représentation de A de noyau I; on a, pour
tout x e= A, x e iril(l) si et seulement si Xa e II(I) pour tout a,
donc si et seulement si p{{XaY°) == 0 pour tout a et ceci entraîne
p(^) === 0 (cor. de la prop. 2).

5. Homomorphisme de A sur Ao.
On désigne ici par X le prolongement à Ai de la forme liné-

aire positive sur L^Gi) définie par ^(g) == Çg(b)db.

PROPOSITION 3. — Pour toute fe L^G) soit f F élément de
L^Go) défini par

/(a)=âjy(a, b)db,

Inapplication f—> f se prolonge en un homomorphisme de A. sur
Ao, dont le noyau est Vensemble des x e A tels que \(Xa) == 0
pour tout a.

L'application f-> f est évidemment linéaire et surjective;
c'est un homomorphisme car pour f et g e L^G) on a

^(o) = S, ff{a-\ a-^db = fJicr^db == (^(o)

(/?)(") =^f(ï^ff(af, &')g(a'-la, a'-^b'-b)) db'\db

= Sa 2; (ff{a\ b') db'f^a, b) db)

-S^W-^^O^).
a'

Elle se prolonge donc en un homomorphisme de A dans Ao,
dont l'image est une C*-algèbre contenant L^Go) et par suite
identique à Ao.

D'autre part, appliquant les résultats du n° 1 au cas où Gi
se réduit à e^ on voit que tout élément u de Ao est représenté
par une fonction u(a) et que pour tout a e Go, u(a) dépend
continûment de u; comme pour x^ L^G) on a

x(a) = Uxa)

cette égalité reste vraie pour x e A et on a

x == 0 -4==^ x(a) = 0 pour tout a
<<==^ \(Xa) = 0 pour tout a.
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§ 2. Représentations factorielles de 0.

Dans tout ce paragraphe on suppose Go discret et dénombrable
et GI abélien à base dénombrable^ on suppose de plus que la
fonction 1 sur Gi est limite uniforme sur tout ensemble fini
de fonctions de type positif à supports finis; les hypothèses
du début dû chapitre sont donc satisfaites. Enfin il sera ques-
tion uniquement de représentations unitaires de G dans des
espaces hilbertiens à bases dénombrables.

On sait que pour /•e L^Gi) on a \\f\\^ == \\f\\^ et que la
transformation de Fourier f-> f se prolonge en un isomor-
phisme 9 de Ai sur L^(Gi).

On notera y^ •-> a^ Faction de Go dans ôi avec

<^ b)=^ a-^); '

on notera d'autre part ç-> 09 Faction de Go dans L^(Gi)
avec

(^(x) ^î^"1/.);
pour tout ^eAi on a alors 9{a.x) == a\9x}. Enfin si d-y^ est
la mesure de Haar sur Gi on a d{ayj = Sad-y.

1. Propriétés générales des représentations de G.
Soient TC une représentation de G dans un espace hilbertien

H et 1 le noyau de la représentation correspondante de A;
^(rnî)) est Fensemble des éléments de L^(ôi) nuls sur une
partie fermée de Gi invariante par Go, et F s'identifie au
spectre de ^(A60). Soit C la classe de mesures sur Gi associée
-à itjGi grâce au théorème de Ambrose-Godement-Naïmark.
Tout élément de Go, transformant -rc|Gi en une représentation
équivalente, conserve C ; autrement dit les éléments de C sont
des mesures quasi-invariantes par Go; leur support est F;
enfin si TC est factorielle, C est ergodique (cf. par exemple
[25], p. 542).

LEMME 1. —Supposons que pour tout ae Go différent de eo
et tout ensemble E e Gi mesurable et non négligeable pour C
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il existe un ensemble E' c E mesurable et non négligeable pour
C tel que aE' n E' = ^. Alors si x e A et si ^{x) == 0, on a
^((XaY0) = 0 pour tout a. On a en outre ï = n'll(l).

En vertu des hypothèses de dénombrabilité il existe une
mesure ^ e C telle que |[p(.[[ == 1 et une décomposition/~*(f\
H = j H(yJ d^{y) telle que, en notant 9 -> Tç le prolon-
gement à L°°(ôi, 9) de l'isomorphisme de Gelfand, Tçp soit
l'opérateur de multiplication par y.

Soit aeGo; il existe une fonction localement (x-intégrable
^(y.) ^ll6 (îue

^(^ == ̂ (yj^yj;
d'autre part, comme T;(a, ^i) conserve l'algèbre des opérateurs
diagonalisables, on sait (cf. [15], § 4) qu'il existe pour tout
y^ <s ôi un isomorphisme Ua,y de I-^a-1/) sur H(yJ tel que pour
tout h == (^(/J) s H on ait presque partout

(^(a, ^)A) (yj = r^{yyV^h{a-\).

Soient x e A tel que -n;(oî) ==?: 0, Oo e Go et £ > 0; il existe un
élément y de A tel que y a = 0 sauf pour un nombre fini
d'éléments distincts ai,..., a^ et éventuellement OQ et que l'on ait
||î/~a;||<;£. Comme

^(î/) = S T^(a, ei) ;
a

on a, pour tout h == (A(yJ) e H et pour presque tout y^ :

(^(2/W (x) = S ̂ (yJi^(yJU,^(a-lyJ.
a

D'après l'hypothèse et le lemme de Zorn il existe une suite
(Ey) de parties mesurables de Gi, deux à deux disjointes,
telles que u E y soit de complémentaire négligeable et que l'on
ait, pour tout i .= 1, 2, ... n et pour tout / :

Oî Ey n ÎLj = ̂  ;

choisissons / arbitrairement et h e H tel que

on a alors
W'HÎ ion;7-"̂

My)W < t'HAII8- ••WE,)
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et d'autre part

IKyW ==f ̂ r^y9y^\!^h{a-\} \a()0

>f^ ̂ r^^W^h^yJ'dy.W

==J,/..-«(x)il̂ .(x)i2^(yJ
=^13îy«.(aox)12^(7J

et comme ceci est vrai pour tout / :

/19f2/a,(ao7J|2^(yJ<^.

D'autre part on a \\Xa—^HA, ̂  s pour tout a, et en parti-
culier

l^(aoyJ—^(aoX)|<£
pour tout ^; donc

(/̂ ..("ox)!2^))^^
et, vu l'arbitraire de e

/^.("ox)!2^)^

/l^(yJ12^(x)=o
par suite

et enfin
<W = 0.

Enfin l'égalité 1 == n'II(I) résulte de ce qui précède et du
lemme 2 du § 1.

2. Représentations factorielles normales relativement à A'.
On désigne par A' la sous-algèbre de A formée des éléments

x tels que Xa soit nul sauf pour un nombre fini d'éléments a;
une représentation factorielle T. de G sera dite normale relati-
vement à A' si, îU étant l'idéal de définition de la trace cano-
nique du facteur engendré par 'ir(A), on a 'rc(A') n m =7^= [Oi.

On n'est malheureusement pas parvenu à déterminer si
toute représentation factorielle normale relativement à A
l'est aussi relativement à A'.
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LEMME 2. — Soient TI une représentation de G, cl Valgèbre
de von Neumann engendrée par 'rc(A), Tr une trace normale
sur Ci; on suppose que la classe de mesures sur G^ associée à
'ît|Gi vérifie la condition du lemme 1. Alors pour x e A'4" on a

rrr^x)=Tr^{x^

Soit x e A'4' tel que Xa = 0 sauf pour a === a^ ... a^ on a
n

Tt(a;) = S<W°)TC(a., ci).
i==:l

D'autre part il existe en vertu du théorème de Zorn une
suite (Ej) de projecteurs de l'algèbre de von Neumann engen-
drée par ^(A^), deux à deux orthogonaux, de somme 1 et
tels que Ey soit orthogonal à ^(a», <°i) Ey^o;, <?i)-1 pour tout / et
tout i vérifiant 1 <; i <; n et a, -=f=- <?o. On a alors

E^{x}Ej = S^((^,)'°E^(a,, e,} E^
=E^((^)E^

Tr^) = STr(E^)E^)

=STr(E^((^o)E,)
- Tr<(^).

Définition. — Une mesure positive [JL définie sur une partie
ouverte invariante Q de ôi sera dite vérifier la condition (*)
si pour tout élément a de Go différent de <?o et toute partie
[A-mesurable non négligeable E de Q il existe une partie
^.-mesurable non négligeable E' de E telle que aE' n E' === p.

PROPOSITION 1. — (i) Soit pi. une mesure positive, invariante,
ergodique et vérifiant la condition (*), définie sur un ouvert
invariant û de Gi ; la formule

(T:(a, fc)?)(a, yj==<y,, ^(a-V, a-^)

définit une représentation r: de G dans L^Go) ̂  L^Q, ^) ; cette
représentation est factorielle et normale relativement à A'; son
caractère X dans A est donné par

\{x) == pi(3?.rJQ) pour rcesA4-;

^M<? <35< cfc ^ype I (r^p. II) si et seulement si ^ est atomique
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(resp. diffuse), et de type fini si et seulement si pi est bornée {et
par conséquent prolongeable à Gi).

(n) Si Von définit de la même façon Q', a', -n:', ir' est quasi-
équivalente à T. si et seulement si a et pi' induisent sur Q n û'
des mesures proportionnelles et non nulles.

(ni) Toute classe de quasi-équivalence de représentations
factorielles normales relativement à A', telle que la classe de
mesures correspondante sur Ôi vérifie la condition (*), s'obtient
de cette façon.

Démonstration. — (i) Soit p. une mesure positive invariante
(non nécessairement ergodique) définie sur un ouvert invariant
Q ; l'espace H = L^Go) <8) L^Q, pi) est somme hilbertienne
d'espaces H^ae Go),images de L^Q, pi) par des isomorphismes
évidents; pour a e Go soient U^ l'opérateur unitaire dans
L^û, a) défini par

WW-^1)
et Ûa l'opérateur unitaire dans H représenté par la matrice

/TU — ̂ a sl aïOa"1 = a
^k^-(o sinon.

Pour /'eL^Q, a) soient T^l'opérateur de multiplication
par/"dans L^Q, (A) et Ty l'opérateur analogue dans H; L'opéra-
teur -ïT(a, fc) de l'énoncé n'est autre que T(^fr)Ûa et on vérifie
immédiatement que TC est une représentation de G dans H.
L'ensemble îc(G) engendre la même algèbre de von Neumann,
soit a, que les Û, (a <= Go) et les T^ (fe L00 (Q, pi)). D'après [4],
ch. i, § 9, prop. 1 (ou encore [29], lemme 12-4-3) il existe une
trace Tr, normale, fidèle et semi-finie sur a telle que, si Te a4-
est représenté par une matrice T\^ = T,̂  et si T^ est
l'opérateur de multiplication par /'eL^Q, pi) (/*>0), on ait

TrT=^(/1);
pour rce A', ^(rr) est représenté par la matrice

(^))^^-T^^U^

et cette propriété s'étend par continuité à tout o;eA; on a
donc, pour x e A4" :

Tr^)=^F^|Q).
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Supposons maintenant que p. soit ergodique et vérifie la
condition (*); d'après [4], p. 134, a est un facteur, et TC est
factorielle et normale relativement à A' (et même relativement
à A^0). L'assertion relative au type de TC résulte de [4], ch. i,
§ 9, prop. 3 (ou encore de [29], lemme 13-1-2) dans le cas où
y. est diffuse, et de [29], lemme 13-1-1 dans le cas où pi est
atomique.

(ii) Définissons de même Q', pi', TC'; si pi et pi' induisent sur
Q n Q' des mesures proportionnelles et non nulles, Q n Q' est
de complémentaire négligeable pour pi et a' et TT' est équiva-
lente à T;.

Réciproquement supposons T: et TC' quasi-équivalentent
Q n û' est de complémentaire négligeable pour a et UL', car si
par exemple Q n Q' était pi-négligeable û' ne rencontrerais
pas le support de pi; de plus les mesures induites sur Q n û;
sont proportionnelles puisque Tr'ir'^) est proportionnel à
Tr -K{x) pour tout x e= A.

(iii) Soient TC' une représentation possédant les propriétés
de l'énoncé, H' son espace ex' l'algèbre de von Neumann en-
gendrée par ^'(A), TY la trace canonique sur ex', m' son idéal
de définition, C' la classe de mesures sur Gi associée à ^'|Gi, F'
son support.

D'après le lemme 2, si nîo == 111' n ^'(A^), on a m o = / = 0 ;
soit E' le sous-ensemble fermé de F', invariant par Go, corres-
pondant à nio; E' est C'-négligeable puisque C' est ergodique;
d'après [24], 25 D, nio contient les T^ tels que fe 3i (F' — E')
et il existe une mesure positive invariante non nulle u.o sur
F '— E'telle que

Tr' T^ = pio(/*) pour toute /'e 3î(F' — E').

Montrons que p i o € = C ' | F ' — E ' (classe des mesures induites
sur F' — E'); C'|F' étant la classe des mesures basiques pour
•^'(A^) (cf. [4], ch. i, § 7), cela revient à démontrer que, g
étant un élément fixé de 3t+(F' — E'), pour / ie3t+(F'—E')
et h < g
on a

Tr'T\ -> 0 ̂ > (T^[E) -> 0 pour tout Ç e H'.
j_

Implication ====»- : considérons ni'2 comme une algèbre hilber-
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tienne partout dense dans un espace hilbertien L; T^ est de
la forme U^ avec Y] e L et on a Tr'T\ === (Y]|Yj) ; donc Y) —>- 0 et,

j.
pour tout ïj' e ni 2 , on a

U^ '^Yj r /^O;

comme ||Uyj| est bornée, U^ tend fortement vers 0 et T\ tend
faiblement vers 0.

Implication •<== : il existe une suite (^) d'éléments de H'
telle que pour tout T e a'4" on ait

Tr'T-SraE.)t

et l'assertion résulte du fait que Fon a

(T^)<(W.)
et

S(T^|^=Tr'T,<+ûo.

Par conséquent uLo est ergodique et vérifie la condition (*)
et en la prolongeant par 0 dans Gi — F' on obtient une mesure
;JL sur il = GI — E' satisfaisant à toutes les conditions de
l'énoncé (i).

Remarquons que l'on a

TrV(y) == ^(S-î/JÛ)

pour tout élément y positif de A^0; en effet soit M l'ensemble
des ç e ,TÎ(F' — E') tels que 0 < y < 9y^ on a

TrY(t/) = Tr'T^ = s^ TrT,
a(^JÛ) = sup ^(ç)

çeM
et

TrT, - ̂ (?)

d'après la définition de 0.0.
On a alors, en vertu du lemme 2 :

Tr'T^)=^(feJQ)
pour tout x e A^.

Soit maintenant ^ la représentation obtenue à partir de
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a et Tr la trace canonique sur le facteur engendré par ii;(A) ;
on a, pour tout x e A'4' :

Tr^) == u^rjQ) == Tr'^'(^)

et TT' est quasi-équivalente à TC d'après la prop. 5 (ch. 1, § 1).

Remarque 1. — Soit p la représentation de Gi dans L^Q, pi)
définie par

(pm)(x)=<x, 6>w;
la représentation TT de la prop. 1 est équivalente à la représen-
tation p induite par p. En effet p agit dans l'espace des appli-
cations F de G dans L^Q, (JL) vérifiant

F(a, ^)(yJ==<X, &')F(a, &)(yJ
et

S ||F(a, 6)||2 < + oo
a

(ce nombre est indépendant de b) ; p est définie par
(p(a, &)F)(a', 6')=F(a'a, fc'.a'fc)

et on obtient un opérateur d'entrelacement en associant à
toute F l'élément ç de L^Go) ® L^Q, y.) défini par

^yJ-F^^Ka-1/,).

Remarque 2. — La représentation TÏ de la prop. 1 est normale
relativement à L^G). Soient en effet y un point du support de
a et U un voisinage ouvert relativement compact de y^ dans Q ;
il existe ([24], 36 D) un élément x de L^Gi) tel que 9x soit
égale à 1 en y^ et en 0 en dehors de U; alors {xx*)60 e L^G) et
on a

0 < Tr^^y0) == a(1^12) < + oo.

THÉORÈME 1. — Supposons que toute mesure positive, quasi-
invariante, ergodique et à support infini sur Gi vérifie la condi-
tion (*) ; alors la formule

(7:(a, b) y) {a, yj == <y, b) 9(a-V, a-^)

établit une correspondance biunivoque entre
a) Vensemble des mesures positives, invariantes, ergodiques,

diffuses et normées sur G^;
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b) V ensemble des classes de quasi-équivalence de représenta-
tions factorielles de type IIi de G.

Résulte immédiatement de la prop. 1.

3. Représentations irréductibles telles que ^(A^) soit de rang fini.

PROPOSITION 2. — (i) Soient 6 une trajectoire finie dans Gi,
5^0 un élément de S, S le stabilisateur de 5^0 dans Go, p une repré-
sentation irréductible de S, p la représentation de S. Gi définie par

p(a, b) =(y,o, b) p(a);

la représentation TC de G induite par p est irréductible et TcÇA*'0)
est de rang fini.

(il) Supposons 6', yo, S', p', TC' définis de la même façon;
pour que 11' soit équivalente à T: il faut et il suffit que S' === S
e( que, OQ ^an< un élément de Go transformant y^ en y^, les repré-
sentations a —> p'(a) et a —> pÇa^ooo) de S' soient équivalentes.

(iïi) Toute classe de représentations irréductibles de G teiïe
çue T^A60) 5oi'< rfe mng /îyu s'obtient de cette façon.

Démonstration. — (i) et (ii) résultent facilement de [27],
p. 131-132.

(iii) : soit TT une représentation irréductible de G telle que
^(A^) soit de rang fini; l'ensemble F (cf. début du n° 1) est
une partie finie de Gi, invariante par Go, qui est le support
d'une mesure ergodique et par suite se réduit à une trajectoire
finie; l'assertion résulte alors de [27], p. 131-132.

COROLLAIRE. — Si Go est abélien, toute représentation
irréductible i: telle que TT^A^) soit de rang fini est de dimension
finie.

Remarque 1. — Calcul du caractère de TC, Go étant supposé
abélien.

La représentation p est alors un caractère 9 de S; ^ agit
dans L2^) et si a « S, îc(a, b) permute effectivement les élé-
ments de la base canonique de L^S), donc est de trace nulle;
reste à calculer Triï(a, b) pour ae S; en vertu de [27] th. 7.1,
la restriction de 11 à S.Gi est somme directe des représentations

(a, b) -> (0, a) (aoYo, b)
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où OQ parcourt l'ensemble des classes à gauche module S,
on a donc, en notant p le nombre d'éléments de S :

Tr ̂ (a, &) - | 7 <9? a>^ <x? ^ si a e s

( 0 sinon.
Remarque 2. — Supposons toujours Go abélien; soit S une

trajectoire finie fixée dans ôi; pour tout 0 e § soit TIQ la repré-
sentation de G obtenue à partir de € et de 0, et soit IQ son
noyau dans A; II(Ie) — ensemble des x de Ai tels que 9x
soit nulle sur 6 — est indépendant de ô, notons-le J$ on a

ir(J)cio
pour tout ô (mais pas l'égalité, puisque, les TTQ étant deux à deux
non équivalentes, les IQ sont deux à deux distincts).

On va montrer que II'(J) == Ç^\ le.
oeâ

Soit 4'e le caractère de -no dans G$ on a

+.(",») '^"'^Â^^ '• •"s
0 sinon $

soit XQ la forme linéaire positive correspondante sur A ; posons

îW-^j^ b) pour &eG,;

soit a la forme linéaire positive correspondante sur A^ :

posons
a(y)==1- X^(X) Pour yeAi;

f A.^lb

•^^s^ ^ a==eo
* / (0 sinon;

soit \ la forme linéaire positive correspondante sur A; on a
\{x) = a(rrj

pour xe. ̂ (G), puisqu'alors

HX) = S ̂ (a, 6)o;(a, 6) == 2 y(&)^o, &)
a.fr ^

et, par continuité, pour tout x de A.
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D'autre part pour (a, b) e G

^(a, &)=/^(a, &)rf6

d'où, pour x e L^G) :

Â(^) = î ̂  &)^ &) = f2 ^e(^ &)^, &) ^ô == AeW rf0;
a, 6 a, b v

soit maintenant rc e A et soit x^ —> x où x^ e ̂ (G) ; on a
^o(^n) -> ^e(x) po11!* tout 0 e ê et |Xo(.rJ| < |[ |̂|, donc

X(rr) = lim X(^) == limyXe(^)rf9 =f\^x)d^.

Soit alors ^ e j J l e ; on a \^{xx^ == 0 pour tout 0, d'où
ee^

^(^) == 0 et (x.ÇÇxx*)^) = 0; mais on a pour tout a (§ 1,
nM):

^î < (̂ *).,;

par conséquent pour tout a

a(a^î) = 0
S l^yJI^O

Xe^

autrement dit ^ e II'(J).

4. Représentations irréductibles normales de A.
Soient p. une mesure positive quasi-invariante sur Gi et

Ta (pour tout a e Go) une fonction localement intégrable
telle que

^(^/J = ^(X)^/.)?
la formule

(̂ , fc)î)(yJ=^(x) i<x, ^y^-1/,)
définit une représentation ^ de G dans L^Gi, (x); le spectre
de ^(A^) s'identifie au support de pi qui appartient à la classe
C associée à it; T; est irréductible si et seulement si ^ est ergo-
dique (cf. [36], th. 4.1).

Dans tout ce numéro on supposera ^ concentrée sur une
trajectoire S; S étant dénombrable, chacun de ses points a
une masse >0; ir est irréductible et sa classe d'équivalence,
qui ne dépend que de S, sera désignée par TCç.
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Si le stabilisateur dans Go de tout élément de S se réduit à
l ^ o j ? ̂  est induite par la représentation b -> <y, b} de Gi où
y est un élément quelconque de S.

LEMME 3.̂  — Si S est discrète (en tant que sous-espace topo-
logique de Gi), TTg est normale; la réciproque est vraie si les
stabilisateurs des éléments de S dans Go sont des sous-groupes
distingués (et par conséquent identiques).

Supposons d'abord S discrète; ^(A^) contient l'opérateur
(de rang 1) de multiplication par une fonction y e LJÔi)
différente de 0 en un seul point de 6, et par suite TC est normale.

Supposons maintenant TC normale; soit y^o un point de 6;
pour tout point ^ de 6 notons Çy l'élément de L^ôi, (Ji) égal
à 1 en y et à 0 ailleurs; l'algèbre 7t(A) contient tous les opéra-
teurs compacts dans L^Gi, ^) (cf. ch. i, § 1, no 2) et en particu-
lier l'opérateur P de projection sur la droite contenant Çy ;
pour tout £ > 0 il existe donc un élément x de A tel que x^ =0

, sauf pour un nombre fini de valeurs de a et que l'on ait
|K^)-P||<£; . .

pour tout ^eL^ôi, pi) on a

(^)(yJ = ̂ ^(yj^^yj^a^yj
, ' -a ' . . • . • ; . - , • . .

((^)-P)<pj(yJ = -̂.(̂ ,(yJ sî^Xa- -

Sr^(yJa ̂ (yj — 1 s.i 7. = ^o

(la somme est prise pour a^o == /,) et» pour Xi ̂  Yo ;

((^) - P)çy,)(5c) = Sr,-.(yy^(yJ

(la somme étant prise pour a/i == y).
On obtient donc, en tenant compte du fait que

'•«-(x) = t^"1^)/^):

(1) ^(Xo) > ||(̂ ) - P)yj|2 > ^(y,o)|ï^(y,o) - 112

(la somme étant prise pour a^o = Xo) et

(2) ^(yo)>ll(^)-P)yJ|2>^)|S^(y,)|2
fia somme étant prise pour ay^i == yi).
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Si on suppose identiques les stabilisateurs dans Go des
éléments de S on a

^ ^= S ^a;
a/.o=Xo aXi==y.i

cette fonction étant continue, les inégalités (1) et (2) entraînent
que ^o est un point isolé de ©, donc que S est discrète.

LEMME 4. — Supposons S discrète; alors ^g(A) est identique
à V algèbre des opérateurs compacts si et seulement si S est fermée.

Si S n'est pas fermée, il existe une suite 5̂ 1, y^,... de points
distincts de E convergeant vers un point y/ de Gi et un élément
x de Ai tel que rc(/J == 1 pour y^ = 5̂ 1, y^,... et y/ $ alors 11(0̂ °)
n'est pas compact.

Supposons maintenant C fermée; pour montrer que ^(x)
est compact pour tout x de A il suffit de le vérifier pour les
éléments ^(y0) où y e Ai et, en vertu de la formule (4') du
§ 1, n°2, pour les éléments ^{y09) où y e Ai; mais alors 'K(yeo)=^Sy
et ^y est limite uniforme de fonctions <p de 3t(G); et pour
une telle <p, T® est compact puisque le support de ç ne contient
qu'un nombre fini de points de 6.

PROPOSITION 3. — On suppose que le stabilisateur dans Go
de tout élément de Gi dont la trajectoire est infinie se réduit à
\CQ\. Alors la construction du début du numéro met en corres-
pondance biuniwque.

a) les trajectoires infinies discrètes S dans Gi.
b) les classes d'équivalence de représentations irréductibles

normales T: telles que ^(A^) soit de rang infini et dont le noyau 1
vérifie n'II(I) == I; V algèbre it(A) est identique à V algèbre
des opérateurs compacts si et seulement si S est fermée.

La dernière assertion a déjà été démontrée (lemme 4).
Si © est une trajectoire infinie discrète, TC est irréductible

(cf. début du numéro) et ^(A60) a pour spectre l'adhérence de S,
donc est de rang infini; si 1 est le noyau de TC dans A on a
IPII(I) = ï en vertu du lemme 1 et de l'hypothèse faite sur
les stabilisateurs ; enfin la classe d'équivalence de TC ne dépend
que de 6 et la détermine entièrement.

Soit maintenant p une représentation irréductible normale
telle que p(Aeo) soit de rang infini et dont le noyau J vérifie
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iriI(J) = J; le sous-ensemble fermé invariant F de ôi qui
s'identifie au spectre de p(Aeo) est infini et est le support
d'une mesure ergodique; F est donc (cf. [2l], p. 29) l'adhé-
rence d'une trajectoire S; si 1 est le noyau de iiç on a 1 = lï'II(I)
et de plus II(I) == II(J) (== ensemble des a?eAi tels que 9x
soit nulle sur F) ; par conséquent 1 == J et comme p est nor-
male, p est équivalente à TTç (cf. [12], dém. du th. 1, à 5 ===^a6) ;
enfin S est discrète en vertu du lemme 3.

Remarque. — Si Gi est discret, Ôi est compact et TCç(A)
contient toujours strictement l'algèbre des opérateurs compacts.

THÉORÈME 2. — Supposons que toute mesure positive sur
GI, quasi-invariante, ergodique et à support infini vérifie la
condition (*) ; alors Inapplication S —> iiç est une bijection de
l'ensemble des trajectoires infinies discrètes de Go dans ôi sur
l'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréduc-
tibles normales TC telles que ^(A^) soit de rang infini; le caractère
\ de TCç dans A est donné par

\{x) = S ̂ o(7 ) P0^ tout ^ e A4-;xeç

enfin l'algèbre TCç(A) est identique à l'algèbre des opérateurs
compacts si et seulement si S est fermée.

L'hypothèse de la prop. 3 est vérifiée puisque toute trajec-
toire infinie porte une mesure positive, quasi-invariante,
ergodique et à support infini; mise à part l'assertion relative
au caractère, le théorème résulte donc de la prop. 3 et du
lemme 1. Calculons maintenant le caractère de iip Celle-ci
est factorielle et normale relativement a A"0 (cf. dém. du
lemme 3) et a fortiori relativement à A'; elle est donc quasi-
équivalente à une représentation TC construire par la méthode
de la prop. 1 à partir d'une mesure [JL sur un ouvert Q; T.
étant de type I, (x est concentrée sur une trajectoire infinie
®i; 'TC et ^ç ayant même noyau, 6 et ©i ont même adhérence;
supposons S=/=©i; soit ^ un point de S; il existe une suite
y^ de points de î?i convergeant vers y/, comme chaque y^
est limite d'une suite de points de 6 différents de y^, il en est
de même de 7^, ce qui contredit le fait que S est discrète ;
on a donc S == f^. La formule résulte alors de la prop. 1.
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PROPOSITION 4. — Supposons, en plus de l'hypothèse du
th. 2, que Go soit abélien; soitN l'adhérence de la réunion des
trajectoires non discrètes dans ôi et soitN V idéal bilatère fermé
des x e A pour lesquels 9x^ est nulle sur V pour tout a; N est
le plus grand idéal GCR de A.

Il s'agit de démontrer que
a) N est GCR, ou encore que si TC est une représentation

irréductible de A non nulle sur N, it(N) contient un opérateur
compact non nul; ce fait étant trivial si -n; est de dimension
finie, nous supposerons -n de dimension infinie; soient I le
noyau de r. et E le sous-ensemble fermé invariant de Gi qui
s'identifie au spectre de ^(A'0); on a E ce V car dans le cas
contraire an aurait I1(N) c 11(1) et

N = iriï(N) c IPII(I) c I.

D'après le corollaire de la proposition 2, E est infini; E est
l'adhérence d'une trajectoire S infinie contenue dans Gi _ V,
donc discrète; d'après le lemme 1 on a 1 ===n'II(I); ir et -ïiç
ont même noyau et, ̂  étant normale, sont équivalentes; il
reste à voir que ^(N) contient un opérateur compact non
nul; soit ^ un point de S; il existe x e Ai tel que 9x soit égale
a i en 7^ et nulle sur S— |yJ et sur V; on a alors Xe0 e N et
^(a^0) est un projecteur de rang 1.

b) A/N est NGCR, ou encore ([12], th. 1) : pour tout x e A—N
il existe une représentation irréductible non normale de A
telle que

^(N)= |0j, ^)^=0;

or il existe un a e Go tel que 9x^ soit non identiquement nulle
sur V, donc sur une trajectoire non discrète S; -îiç est non
normale (lemme 3), nulle sur N et non nulle en x.

COROLLAIRE. — Les hypothèses étant celles de la prop. 4.
(i) A est GCR si et seulement si toutes les trajectoires de Go

sont discrètes;
(11) A est CCR si et seulement si toutes les trajectoires sont

discrètes et fermées;
(m) A est NGCR si et seulement si la réunion des trajectoires

non discrètes est partout dense dans Gi.
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5. Idéaux primitifs de A.
La prop. 2 ramène l'étude des idéaux primitifs 1 pour lesquels

11(1) est de codimension finie à l'étude des trajectoires finies
dans G et des représentations irréductibles de certains sous-
groupes de Go. Nous étudions ici les autres idéaux primitifs
de A.

THÉORÈME 3. — Supposons que toute mesure positive, quasi-
iwariante^ ergodique et à support infini sur Gi vérifie la condi-
tion (*); soit F V adhérence d'une trajectoire infinie î) dans Gi;
le noyau de Ttç ne dépend que de F et est V ensemble des x e A
tels que 9xa soit nulle sur F pour tout a; nous le noterons Ip;
Inapplication F —> Ip est une bijection de V ensemble des adhé-
rences des trajectoires infinies dans Gi sur l'ensemble des idéaux
primitifs ï de A tels que II(I) soit de codimension infinie. Elle
est décroissante; Ip est un idéal bilatère fermé maximal si et
seulement si toute trajectoire contenue dans F est partout dense
dans F.

Si F est F adhérence d'une trajectoire infinie S, le noyau de
TCç est (lemme 1) l'ensemble des x e A tels que 9xa soit nulle
sur S, ou, ce qui est équivalent, sur F, pour tout a; et II(Ip)
est de codimension infinie.

Réciproquement soit 1 un idéal primitif de A tel que II(I)
soit de codimension infinie; 1 est de la forme Ip d'après la
démonstration de la prop. 3. L'application F -> Ip est évidem-
ment décroissante; elle est injective, car si Ip, = Ip, on a en
particulier 11(1̂ ) = 11(1?,), c'est-à-dire que pour y e Ai

9y = 0 sur Fi ^=^ 9y = 0 sur Fa.

Supposons que Ip soit un idéal bilatère fermé maximal et
montrons que toute trajectoire S' contenue dans F est partout
dense dans F; supposons S' non partout dense; S' est néces-
sairement finie d'après ce qui précède; soit I' le noyau d'une
représentation construite à partir de S' (prop. 2) ; on a

ii(i')^iï(ip)
i'oirn(i'):3irn(iF) = ip

d'où contradiction.
Supposons maintenant que toute trajectoire contenue dans
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F soit partout dense dans F et montrons que Ip est maximal
dans l'ensemble des idéaux bilatères fermés de A$ supposons
le contraire : Ip est strictement contenu dans un idéal primitif
F et II(r) est nécessairement de codimension finie d'après ce
qui précède; F est le noyau d'une représentation irréductible
construite à partir d'une trajectoire finie ̂  et on a II(I') D 11(1?)
d'où S' c F ce qui est contradictoire.

Remarque 1. — On peut donner à propos de A/Ip des rensei-
gnements analogues à ceux, relatifs à A, qui sont énoncés
dans la prop. 4 et son corollaire.

Remarque 2. — Considérons sur ôi la relation d'équivalence
R suivante : R (y^, y/) si et seulement si les trajectoires 6y et
®y.; ̂ e X et X' ont même adhérence ; soit Q la réunion des trajec-
toires infinies; l'application y — > 1̂ - définit une bijection A
de Q/R sur l'ensemble W des idéaux primitifs 1 tels que II(I)
soit de codimension infinie.

L'application A est un homéomorphisme si on munit Q/R
de la topologie quotient de la topologie sur Q induite par celle
de G et W de la topologie de Jacobson.

Démonstration. — Pour tout y e Q/R on notera F^ l'adhé-
rence de la trajectoire d'un élément quelconque de Y; on a
alors ^A(y) = Ip^; on a aussi y = F-y car d'une part y, et par
suite y, est contenu dans F-p mais par ailleurs tout point de F.
est limite de transformés de points de y, donc limite de points
de y; en définitive on a

A(y) = Ip, == I,.

Soit maintenant F une partie quelconque de Q/R; posons

ç=Uï
Tep

ê == A(F) = ensemble des Iy pour y <= F
J == intersection des éléments de ê.

On a Ç == (^_j y et J est l'ensemble des x e A tels que 9xa
Ter

soit nulle sur Ç pour tout a.
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Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :

F est fermé dans Q/R
Ç est fermé dans Q
Ç - Q n ç
pour tout y <= Q : y e G—> y e fi

— y e Q / R : y c ç ^ y e r
- - ï^^ï^r
— — ly D J ===^ y e r
— — A ( y ) e = ê = = ^ A ( y ) e g

ê est fermé dans W.

Remarque 3. — Toute mesure positive ergodique définie
sur un ouvert invariant de Ôi est concentrée sur une classe
d'équivalence selon R.

Tout d'abord, pour toute partie fermée F de Gi, l'ensemble
Ap des y tels que %^ c F est fermé car

y^ e AF ^=^ ay e F pour tout a ^=^ y e F ^ a-^F ;
a

par suite pour tout ouvert U l'ensemble Bu des y tels que
Sy rencontre U est ouvert; soit (UJ une base d'ouverts de ôi:
posons B^ = Bu^; les B^ sont ouverts et saturés pour R; ils
séparent les classes d'équivalence selon R, car si 6-, =/=Ç
il existe un indice rio tel que

donc
^ c ̂ o ̂  P et Sy, n U,, = p,

/a e B^ et 7^2 « B,^.

Soit maintenant a ergodique définie sur û; pour tout M,
B^ n Q est négligeable ou de complémentaire négligeable;
posons

p. _ ( û — B^ n iî dans le premier cas;
(B^ n Q dans le second;

D == [ 1 D^ est de complémentaire négligeable et ne peut
n

rencontrer plus d'une classe d'équivalence selon R, puisque
les B,^ séparent ces classes.
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§ 3. Étude d'un exemple.

Prenons pour Go le groupe Z (discret) des entiers, pour Gi
le groupe discret des nombres rationnels dyadiques et comme
opération a.b le produit ordinaire de 2" par &; les hypothèses
générales du § 2 sont satisfaites.

Toutes les classes d'éléments conjugués distinctes de ^e\
étant infinies, la représentation régulière gauche de G est
factorielle et de type IIi (cf. [30], § 8, n° 5) et A est NGCR
cor. du lemme 12 de [11]).

1. Étude de Gi.
Le groupe Gi étant limite inductive de sous-groupes iso-

morphes à Z, GI est limite projective de groupes isomorphes
au tore T ; plus précisément, pour tout n e Z soit Z,i le sous-
groupe de GI formé des éléments de la forme l|2n Cl e Z) et
soit A^ Fhomomorphisme de Gi sur Z === T défini par

<A^),0=<7,,<^);

A^ a pour noyau le sous-groupe orthogonal de Z,^ et on a

A^(^=A,Y1^-2A^).
\ z /

Représentant les éléments de T par leurs développements
A

binaires normalisés on peut écrire, pour tout y e Gi

^(X) == °. ̂ 2 • • •
^(/J = 0, a_^ia-^4-2 ... ;

tout élément y de Gi est ainsi représenté par un développe-
ment (a^ez avec a^ = 0 ou 1 et a^ = 0 pour une infinité
d'indices positifs; chaque a^ est fonction borélienne de )^.

On obtient un système fondamental de voisinages d'un
élément y == (aj de la façon suivante :

a) si a^ = 1 pour une infinité d'indices positifs, on prend
g e Z, p e Z4' et l'ensemble des y' == (a^) vérifiant a'i == a,
pour i == ç, q + 1, ... q + p;
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b) si a^_i = 1 et aj == 0 pour / ̂  m, on prend q ̂  m —2,
p^ m — q et l'ensemble des y/ == (a^) vérifiant
ou bien a'i ==0; pour i == ç, ç + 1, ... q -|- p
ou bien a'i = a» pour i == ç, ç -p 1, ... m — 2, a^_i == 0
et ay = 1 pour / == m, /n + 1, ... q + p.

Pour toute suite finie de 0 et de 1, soit S = (&i, ... &„), on
notera Kg l'ensemble des y^ = (aj vérifiant

a! == l̂? • • • ^u == &u;

tout ensemble ouvert dans Gi est réunion d'ensembles Ks ou
de transformés de tels ensembles par des éléments de Go.

Si y^ = (aj, on a 2^ = (&„) avec &„ = a-r+n; le stabilisateur
de 5^ dans Go est non nul si et seulement si la suite (aj est
périodique; si p est sa période, ce stabilisateur est p.Z et la
trajectoire de y^ contient p éléments; si la suite (aj est non
périodique, la trajectoire de y^ est infinie.

LEMME 1. — Toute mesure positive pi sur Gi nayant de masse
en aucun point à développement périodique vérifie la condi-
tion (*) du § 2, n° 2.

Soient r un entier non nul et E une partie a-mes arable non
négligeable de ôi; pour tout entier i notons B; (resp. B',)
l'ensemble a-mesurable des y = (aj vérifiant

a; = 0 et a^ == 1 (resp. a; == 1 et a;_^ == 0) ;

si 5^ appartient au complémentaire de la réunion des B^ et
des BS, son développement admet la période r; ce complé-
mentaire est donc ^-négligeable et il existe un indice i tel que
E n B( ou E n B7 soit non négligeable; or

2^, n B, = 2^ n B, = p.

2. Représentations factorielles de type II normales relative-
ment à A'.

PROPOSITION 1. — Soit p- une mesure positive, invariante,
ergodique et diffuse définie sur une partie ouverte invariante Q
de GI ; la formule

(11(0, 6)9) (a', yj == (y,, 6)y(a-V, a-1/,)

définit une représentation de G dans L^Go) ® L^û, !A), facto'
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rielle, de type II et normale relativement a A'; elle est de type IIi
si et seulement si (JL est bornée, i.e. prolongeable à Gi; son noyau
est l'ensemble des x e A tels que 9xa soit nulle sur le support de
[x pour tout a; son caractère est donné par

\{x) = ̂ (^JQ) pour tout x e A4-;
si on définit de la même façon Q', (JL', 11', if et Tt' sont quasi-équi-
valentes si et seulement si p. et ^/ induisent sur Q n Q' des mesures
proportionnelles et non nulles^ enfin toute classe de quasi-équi-
valence de représentations factorielles de type II normale relati-
vement à A' s'obtient par ce procédé.

Résulte de la prop. 1 du § 2 et du lemme 1.

Notations. — Pour toute partie finie de Z : à == [i^ i^ ..., iyl
avec ii < 1*2 ••• < iu et toute suite S == (&i, ... 6J d'éléments
égaux à 0 ou à 1, on désignera par K^s l'ensemble des y = (a^)
vérifiant

^ = &i? • • • ? ^ == &u.
LEMME 2. — 5oi( E la réunion d'une suite finie d'ensembles

de la forme K^s;?* alors E est la réunion d'une suite finie d'en-
sembles de cette forme deux à deux disjoints.

n

Soit E == [ J K^ s, ; posons S == u S^; soit p le nombre
i==l

d'éléments de S; quand S parcourt l'ensemble des suites de
p éléments égaux à 0 ou à 1, les ensembles K§ s forment une

^ A '

partition de G^; chaque ensemble Kg^s^. étant réunion de
certains ensembles Kg, s, il en est de même de E ; d'où le lemme.

LEMME 3. — Soient (JL une mesure positive sur ôi, U un ouvert
dans G! et £ > 0; il existe des ensembles K^s» {i = 1, ... n) deux
à deux disjoints, contenus dans U et tels que leur réunion E
vérifie (Ji(U — E) <; £.

D'après le n° 1, U est réunion d'ensembles de la forme
a.Ks, donc d'une suite K§^ (/' = 1, 2, ...) et il existe une
sous-suite finie dont la réunion B vérifie ( J i . (U—B)^£; le
lemme résulte alors du précédent.

PROPOSITION 2. — L'algèbre A admet une famille non dénom-
brable de représentations factorielles de type IIi, fidèles et deux
à deux non quasi-équivalentes.
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II suffit (prop. 1) de construire des mesures invariantes
A A

ergodiques sur Gi, de support Gi et deux à deux non propor-
tionnelles.

Pour tout entier n soient X^ l'ensemble |0, I j et v^ la
mesure sur X^ définie par les masses a en 0 et 1 — a en 1
(0 <; a <; 1) ; posons

X^n^ et v=(g)v.;
nez nez

le sous-ensemble X' de X formé des suites (^) telles que x^
soit nul pour une infinité d'indices positifs est de complémen-
taire v-négligeable ; d'autre part on a une bijection continue
évidente $ de X' sur Gi; prolongée arbitrairement sur X — X',
$ devient une application ^-mesurable de X sur Gi et on peut
considérer la mesure ui sur Gi, image de v par ^ ([l], ch. 5,
§6,n°i).

Pour tout ensemble K^ s où S contient s fois 0 et t fois 1 on a

(K^^a^l—ayX)

et par suite [x a pour support Gi; d'autre part (x est évidemment
invariante par Go; reste à voir que ;JL est ergodique; cela
résulte d'un théorème de Théorie des Probabilités ([23],
30.4), mais nous allons en donner une démonstration directe,
d'ailleurs inspirée de celle de [20], p. 29.

Soit E une partie pi-mesurable presque invariante par tout
a e Go et soit s > 0; il existe un ouvert U tel que

E c U et [ J I ( U — E ) < £ ;

puis il existe (lemme 3) des ensembles Kg^g. {i = l? 2, ... n)
deux à deux disjoints, contenus dans U et dont la réunion B
vérifie (x(U — B) ̂  £. On a alors

(1) a(|E-B|)<2£

(|E—B[ désigne la différence symétrique), d'où

pL( |E—a.B|)<2£
et

(2) (J i ( |E—BnaB|)<4£

pour tout a e Go. Mais a.B est réunion d'ensembles de la forme
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K^ où (T, se déduit de §, par une certaine translation, et on a

(BnaB)=S(K , , s , nK^s , ) .
**7

Mais si a est suffisamment grand on a

^(Kg.s.n K^s,) = ^(K8,s,)(x(K^s,)
= ^(K8,s,).a(K6^)

pour tout i et tout /' égaux à 1, 2, ... n et par suite

,a(B n a.B) = ^(K^y.(K^) = (^(B))2.l»./
Étant donné l'arbitraire de £ et de a, et en vertu de (1) et

(2), on en déduit que pi(E) == (pi(E))2 d'où pL(E) == 0 ou 1.

Remarque. — On voit sur cet exemple que la propriété
« toute représentation irréductible normale est déterminée
à une équivalence près par la donnée de son noyau » ne se
généralise pas aux représentations factorielles, même en
remplaçant l'équivalence par la quasi-équivalence.

3. Représentations irréductibles de dimensions finies.

PROPOSITION 3. — Soient S une trajectoire finie dans ôi, p
le nombre de ses éléments, y^ un de ses éléments, 0 un élément
du tore T, p la représentation de pZ. Gi définie par

p(/cp, 6) == exp (2^/cO) <y,o, &>;

la représentation v: de G induite par p est irréductible et de
dimension p ; son caractère sur G est donné par

^ fc) ^ ^^{^^^^^^ ^ si P divisea.
0 sinon ;

la classe d'équivalence de ^ ne dépend que du couple (S, 6) et
le détermine entièrement; enfin toute classe de représentations
irréductibles de dimension finie s'obtient de cette façon.

Résulte du § 2, n° 3 (prop. 2, cor. de la prop. 2 et rem. 1).

COROLLAIRE. — U algèbre A admet un système complet de
représentations irréductibles de dimensions finies.
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En vertu de la rem. 2 du § 2, n° 3, il suffit de remarquer que
la réunion des trajectoires finies, i.e. Pensembles des éléments
à développements périodiques, est partout dense dans Gi.

Remarque. —Ceci résoud par la négative une conjecture de
G. W. Mackey ([28], p. 154); en effet A admet un système
complet de représentations irréductibles normales au sens
de [14], mais A n'est pas « lisse » puisque A n'est pas GCR
(cf. [6], th. 1).

4. Représentations irréductibles normales de dimension infinie.

PROPOSITION 4. — Soit S une trajectoire infinie discrète
A

dans GI; la formule

(7:(a, &)9) (yj - (rr, ^ç^yj

définit une représentation irréductible normale de G dans L2^);
son caractère dans A est donné par

\(x) == S ^-0(7) pour tout oîeA4 ' ;
XeÇ

le noyau de TI dans A est l'ensemble des x tels que 9xa soit nulle
sur S pour tout a; la classe ^équivalence de TC est déterminée
de façon biunivoque par la donnée de 6; toute classe d'équivalence
de représentations irréductibles normales de dimension infinie
s^obtient ainsi; enfin TC(A) contient toujours strictement Valgèbre
des opérateurs compacts dans L^S).

Résulte du th. 2 du § 2 et du lemme 1.

COROLLAIRE 1. — L'intersection des idéaux de définition
des caractères de type 1 de A est nulle.

Il suffit pour le voir de prouver que, pour tout ouvert
U c GI, il existe une trajectoire infinie discrète ® telle que
U n S soit infini; or U contient un y^ ayant un développement
périodique de la forme

... 0 CiCg • . . Cn 0 CiCg ... Ça ...

et un tel ^ est adhérent à la trajectoire infinie discrète définie
par le développement

... 0 0 0 01 . . , 1 0 ci ... c^0 ^ ... c^ ...
u+l



°6 ALAIN GTJICHARDET

COROLLAIRE. 2. — L'algèbre A arfme( un système complet de
représentations irréductibles normales de dimension infinie.

Remarque 1. — Un raisonnement analogue à celui du lemme
4 du § 2 montre que i:{x) n'est pas compact pour tous les
xe. L^G); il en résulte, en vertu de [14], p. 77 que TI n'est pas
normale au sens de [14] ; les seules représentations irréductibles
de G normales au sens de [14] sont celles dont la dimension est
finie.

Remarque 2.— II est facile de donner des exemples de repré-
sentations irréductibles non normales de A : toute représenta-
tion construite, comme il est indiqué au début du n° 4 du § 2,
à partir d'une trajectoire non discrète dans ôi; or on a vu
que la représentation régulière gauche p de G est factorielle;
comme la classe de mesures qui lui correspond sur Gi est
celle de la mesure de Haar, celle-ci est ergodique; il résulte
alors de [2l], p. 29 que pour presque tout y e G^ (pour la
mesure de Haar) la trajectoire de y^ est partout dense dans Gi,
et par suite non discrète ; on montre en outre que p est l'inté-
grale sur GI de représentations irréductibles qui sont presque
toutes fidèles et non normales sur A.

Il existe encore des représentations irréductibles non nor
mâles d'un type tout à fait différent (voir par exemple [26],
th. H).

Remarque 3. — Exemple de représentation irréductible
normale relativement à A, mais non relativement à 3t(G).

Soit 6 la trajectoire infinie discrète définie par le développe-
ment

. . . 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 l ...;

les points de S — S sont l'élément neutre et tous les points
de la trajectoire S' définie par le développement

... 0 0 0 0 1 0 0 0 0 ... ;

nous noterons .. . ̂  y^ y^ ... les points de S', ^ étant
représenté par un développement (aj où a^ == 0 sauf pour
n = r.
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Soit y un élément de 3Î(G) tel que, en posant x = yy*,
on ait

.S^o(5C)<+ ^;/.^ç
soient ^/2"1 (i = 1, 2, ... p) les points du support de x^ et a;
les valeurs correspondantes de x^\ on a alors

^/J-S^y,, ̂ X);
pour tout 0 <= T posons

W=S^exp(2iTi7,e);
on a

^o(7j = S a/A,(yJ, ^> == ^(A,(yJ).

Mais 9x^ doit être nulle en tout point de © — S, donc

0 = ̂ o(Xr) = ̂ (A,(5c,)) = ^(2——)
pour tout entier r; étant donnée la forme de ^ il en résulte
^ = 0, fe^ == 0 ^ = 0 et enfin x = 0 d'après le lemme 1
du §1.

On voit donc que la représentation irréductible, normale
relativement à A, associée à S, n'est pas normale relativement
à 3t(G) ; son caractère ne peut pas être défini par une fonction
sur G, ce qui redémontre en particulier que la notion de carac-
tère utilisée ici est plus générale que celle de [14].

5. Idéaux primitifs de A.

DÉFINITION. — Etant donnés un développement (ajngz et
une suite finie de 0 et de 1 : S == (&i, ... &„), on dira que S est
contenue dans (aj s il existe un entier i tel que

bi ̂  a,, ... b^= a^_i.

LEMME 4. — Soit S une trajectoire dans Gi non partout dense;
il existe une trajectoire ©' telle que

Se: S' et S'^Gi.^ •
Soit y = (aj un élément de 6; on peut évidemment supposer

y différent de l'élément neutre; comme 5 n'est pas partout
5
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dense dans Gi il existe une suite finie S == (&i, ... b^) non conte-
nue dans (an) ; définissons y ' = (a^) de la façon suivante :

( a'n = a^ pour tout n ̂  0
^o(x') =0, &i . . . fcna_^_u+i . . . a^^a^ . . . a î . . .

On va montrer que la trajectoire S' de y/ répond à la ques-
tion; d'abord toute suite finie contenue dans (a^) étant aussi
contenue dans (a^), y^ est adhérent à S' et on a %cS' ; ensuite
y' n'est pas adhérent à S puisqu'on a a^ == 1 pour une infinité
de n > 0 et que (&i, ... bu) n'est pas contenue dans (a^); on a
donc S' =/=f5.

Montrons enfin que S' n'est pas partout dense; posons

S' == (&1, ... &U5 &lî • • * &U5 &lî • • • &u);

S' n'est pas contenue dans (a^) car dans le cas contraire l'une
des trois suites (&i, ... &u) qui constituent S' serait contenue
soit dans (. . .a-g^-i^o)? solt dans (a_u, 0̂ 4.1, ... Ou), soit dans
(a_Q_i, a_n, ... an-n), etc., ce qui contredirait le choix de S.
Définissons y/' == (a^) de la façon suivante :

\a'n ===0 pour tout n <; 0
(\^) =0, &x • . . &A ... &^i ... 6al 0 1 0 1 0 ... ;

y '/ n'est pas adhérent à S' puisqu'on a a^ = 1 pour une infinité
de n > 0 et que (&i . . . b^ . . . b^ . . . &„) n'est pas contenue
dans (aï,).

LEMME 5. — Soit S === (&i, ... &„) une suite finie contenant 0;
5oi( Ls ^ensemble des y^ == (aj poî r lesquels il existe un entier
j (0 ̂  / <; u) ̂  çue pour tout entier k et tout entier l = 1, 2, ... u
on ai(

^Ka+W-l = ^i-

U ensemble Lg est invariant et fermé.
Il est évidemment invariant; démontrons qu'il est fermé;

soit y/ == (a'n) un point adhérent à Ls; comme, pour tout
y == (a^) de Lg, (aj ne contient pas plus de u chiffres 1 consé-
cutifs, pour tout entier m > 0 il existe un élément y7" == (a^)
de Ls tel que

y»^ —— /•^ ^ fv^a_^ == a_^, ... a^ = a^,
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par suite pour tout m il existe un entier /m = 0, ... u tel que
l'on ait

a/OT+A(u+l)-H = bi

pour tout entier k et tout î = 1, 2, ... u vérifiant

— m < /m + k(u + 1) + l < m$

quand m parcourt Z4-, /m prend pour une infinité d'indices m,
une certaine valeur /o (0 <; /o <; u) ; on a donc

^o+W-D-H == bi

pour tout entier /c et tout l = 1, 2, ... u vérifiant

— ̂  < /o + ̂  + 1) + l < m,

donc finalement pour tout entier k et tout f === 1, 2, ... u;
autrement dit on a yj e Lg.

LEMME 6. — Soient S = (&i, ... &„) une «Mite /îme Je 0 et
de 1 et (c^) un développement périodique de période p <^ u;
i7 ercî e d egaî a 0 ou à 1 <d! çu^ la suite (b^ ... &u, d) ne soit pas
contenue dans (c^).

Si S n'est pas contenue dans (cj on peut choisir d arbitrai-
rement; supposons maintenant S contenue dans (c^) et numé-
rotons les c^ de façon que

^ = ci, . . . & „ = = €„;

posons r f = 1—c^i; (&i, ... b^ d) n'est pas contenue dans
(c^) : en effet supposons qu'au contraire il existe un entier i
tel que

bl = C^ ... fca == C^u_i, rf == C^n ;

on aurait en particulier

Ci == Cf, . . . Cp = Cp-̂ -.i
d où

î — 1 == 0 modulo p
et

rf == Cf+u = C^ = i —— Cn+i

ce qui est absurde.

LEMME 7. — II existe une partie fermée invariante non vide
de GI qui ne contient aucune trajectoire finie.
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Numérotons les trajectoires finies de telle façon que leurs
nombres d'éléments aillent en croissant : ̂  Ï^, ... ; on va
construire par récurrence des suites Sp (r = 1, 2, ...) contenant
0, telles que L§^ ne contienne pas 6p et que l'on ait Lg^ c Lg/,
alors les Ls^ seront des ensembles fermés invariants (lemme 5)
décroissants et non vides; leur intersection sera un ensemble
fermé, invariant, non vide (puisque Gi est compact) et ne
contenant aucune trajectoire finie.

Posons Si = (1, 0) ; supposons S^ construite : Sp == (&i , . . . &u) ;
soient p le nombre des éléments de ©p+i et ^ == (c^) un de ces
éléments; soit q un entier positif tel que q{u + 1) ̂  p; choisis-
sons arbitrairement des nombres a^ ... dq et posons

SÎ4-1 == (&1? • • • ^u? ^1, ^1, . . . &U5 »2î &l5 • • • &u? ̂ , &1, . . • &n)

il existe (lemme 6) un d tel que la suite (8 .̂4-1, d) ne soit pas
contenue dans (cj; posons

Sr+l == (S4l) ^5 ^lî • • • ^u) ;

alors Ls^ c Lg^ et Ls^, ne contient pas S^+i.

PROPOSITION 5. — (i) Les idéaux primitifs de codimension
finie de A. sont les noyaux I^Q des représentations 1^9 de la
prop. 3; ce sont des idéaux bilatères fermés maximaux; leur
intersection est nulle.

(ii) Pour toute partie F de Gi, adhérence Sune trajectoire
infinie, soit Ip V ensemble des x e A tels que 9xa soit nulle sur
F pour tout a; Inapplication F —> Ip est une bijection de l^ en-
semble des adhérences des trajectoires infinies dans Gi sur
l9 ensemble des idéaux primitifs de codimension infinie de A;
le quotient A/Ip n'est jamais CCR.

(iii) II existe un idéal bilatère fermé maximal de A. à quotient
NGCR.

(iv) L'idéal nul est primitif; tout idéal primitif non nul
contient strictement un idéal primitif non nul.

Démonstration. — (i) est une conséquence immédiate de la
prop. 3 et de son corollaire.

(ii) résulte du th. 3 du § 2 et du lemme 1.
(iii) : soit F un ensemble fermé invariant non vide dans Gi

ne contenant aucune trajectoire finie (lemme 7); l'idéal I des



CARACTERES DES ALGEBRES DE BANACH INVOLUTIVES 71

x e= A pour lesquels î^Xa est nulle sur F pour tout a est contenu
(puisque A admet une unité) dans un idéal bilatère formé
maximal J; J ne peut être de codimension finie car il serait
alors de la forme I^e? ® étant une trajectoire finie et on aurait

n(I)cII(I^e) et Se F
ce qui est contradictoire; J est donc de codimension infinie
et A/J est simple et non CCR, donc NGCR.

(iv) : l'idéal nul est primitif puisque la représentation
régulière gauche de G est factorielle et fidèle sur A. La dernière
assertion résulte du lemme 4.

Remarque. — II résulte des précédentes assertions (i) et
(iv) et du lemme 4 de [5] que l'espace des idéaux primitifs
de A (pour la topologie de Jacobson) ne contient aucune
partie ouverte séparée non vide.

6. Topologie de l'espace des caractères partout définis sur A.
Pour toute suite finie de 0 et de 1 : S == (&i, ... 6g), tout

entier p > 0 et tout y^ = (a,») e Ôi on désigne par <ps, p(y,) le
quotient par p du nombre d'indices i tels que

1 < i < p et a, == &i, . . . aî+^i = &„;

LEMME 8. — Soit p. une mesure positive sur Gi, invariante,
ergodique et norméCy pour presque tout y^ (pour y.) on a pour
toute S

p-(Ks) = lim ys,p(y.) pour p -> + oo.
L'ensemble des S étant dénombrable, il suffit de démontrer

cette égalité pour une S fixée; soit /'la fonction caractéristique
de Ks ; on a, pour tout y^ et tout p

îs. p(/J == ̂  (Ax) + ̂ yj + • • • f (2-^70)

et ceci tend vers ^{f) = (Ji(Is) pour presque tout y^ d'après un
théorème ergodique (cf. par exemple [20], p. 31).

LEMME 9. — Soient [f.^ et (JL^ deux mesures positives sur Gi,
invariantes, ergodiques et normées et s^ et s^ deux entiers > 0 ;
la mesure

^ Wi + ̂ 2
Si +^2
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est limite vague de mesures positives, invariantes, ergodiques
et normées.

Pour i = 1, 2 soit y^ == (a^) tel que pour toute S, Çs,p(y,i)
tende vers ^i(Ks) quand p->+ oo (lemme 8). Pour tout entier
r > 0 soit S? la trajectoire finie représentée par un développe-
ment périodique ayant pour période

(1) a^ i . . . O^r . • • Û l̂. 1 • • . <ïl, r^2. l • • • ^2. r • • • ^2, 1 • • • »2, r

^i fois 5g fois

soit Vy la mesure positive invariante ergodique normée portée
par Sr; on va montrer que pour toute S : Vr(Ks) ->;x(Ks) quand
r ~> + °o-

Si S == (&i, .. . &„) avec u<;r, Vr(K-s) est égal au quotient
par r(^i + «2) du nombre de fois que S est contenue dans la
suite (1) augmentée à droite de a^i, .. . a^n_i; on a donc

v,(Ks) == (r(5i + s^)-\(r—u + 1) {s^r-u^i}
+52ys.r-»4-l(X.2))+/c)

où k est un entier positif au plus égal à (u — 1) (s^ + s^) ;
et quand r —> + oo

v,(Ks) -> (^i + ̂ -^(Ks) + ^P4(Ks)) == ".(Kg).
Montrons enfin que v^ tend vaguement vers [J. quand

r ~> + OQ ; pour toute suite S == (ci, ... Cgu) de 0 et de 1,
2~'UKs est l'ensemble des ^ = (aj tels que

î-u == Ci, ... On === eau.

Pour tout entier u > 0 notons Si, ... 8220 les suites de 2u
éléments; les ensembles 2~UKs^ (i == 1, ... 22") forment une
partition de Gi$ soit y^ un élément quelconque de 2~°Ks,.

Soit f une fonction continue positive sur Gi et soit fu la
fonction égale à f(y^) dans 2-° Kg, pour tout i; on a ^(/>) -> y.{f)
parce que f est limite uniforme de /n pour u-> + oo, que
Vr(/a) -> P-(/u) pour tout u quand r ~> + oo et que v,. est
bornée en norme (1).

(l) Le lemme s'étend de façon évidente au cas d*un nombre quelconque (fini) de
mesures.
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LE MME 10. — Toute mesure a sur Gi, positive, invariante,
ergodique et normée est limite vague de mesures positives, inva-
riantes, ergodiques, normées et diffuses.

Soit *( = {bn) e ôi tel que pour toute S, Çs.pCQ tende vers
p,(Ks) quand p —> + °° (lemme 8). Soit n un entier >0;
pour tout 5^ === (a^) soit ^n.oÇ/.) l'élément représenté par le
développement

. . . a-ifci . . . b^aob^ . . . &n«A • • • ^2^1 • • • AA$ . • •
où F élément ai est mis à la place d'indice 1; posons

^00-2^,o(x)---
^.n(X) - 2^,o(7j.

Soit \ une des mesures sur Gi construites à la prop. 2.
Les applications ^, (i == 0, 1, ... n) sont continues en

tout point y == (a^) tel que a^ == 1 pour une infinité de m > 0 ;
ces points formant un ensemble de complémentaire X-négli-
geable, $„,; est X-mesurable et on peut considérer les mesures

^i=^W
et Vn == {H + I '̂KO + • • • + ^n.n).

La mesure v^ est diffuse; montrons qu'elle est invariante:
pour toute fonction continue f sur Gi on a

ffW ^n(x) = {n + ̂ ^S/^S^tto)^ (X)

== (^+ l^^l/A^^))^^/.) +/^.o(2x))^(x))

-^^(X)".1

Montrons maintenant que v^ est ergodique : soit f une
fonction v^-mesurable, bornée et telle que /*(2yJ = f{yj ; comme
les mesures v^; sont deux à deux étrangères, f est ^^-mesu-
rable pour tout i; alors /*° $n,i est ^-mesurable et on a

{f° ̂ i)(2yj = y^"4-1^))== (/to ̂ .i) (yJ
donc fo^n,i es^ égale X-presque partout à une constante Â^;
mais on a, pour i == 0, ... n — 1.

(f° ̂ ) (x) = W,.(x)) == /•( .̂.+i(yJ)
par suite les ^ sont égaux et f est égale ^-presque partout
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à une constante. Il reste à montrer que ^ tend vaguement
vers a quand n -> + oo, et il suffit, en vertu d'un raisonnement
fait au lemme 9, de montrer que v,(Ks) -> [x(Ks) pour toute
suite S == (ci, . . . Cy); soit g la fonction caractéristique de Ks$
on a :

v»(Ks) = (n + ̂ /(A,^)) + . . . g^n,nW)d(y).
Si M << n on a donc

^n(Ks) - (M+ l)-1/^—— U + l)ys.n-u4-lCO + A(yJ)^(yJ

ou /i(yj est un entier positif au plus égale à u, d'où l'assertion.

PROPOSITION 6. — L'espace des caractères partout définis
sur A et de norme i n^est pas localement compact pour la topologie
de la 'convergence simple.

Soient Cy.i cet espace et D l'espace des formes linéaires
positives centrales de norme <1; il suffit de construire une
suite d'éléments de D—C^i , adhérents à Cy,i et convergeant
vers un élément de C^i.

Soient Vi et Vg des mesures positives, invariantes, ergodiques
normées, diffuses et différentes sur ôi et a un nombre rationnel
vérifiant 0 < a < 1; d'après les lemmes 9 et 10, la mesure
avi + (1 — a)va est limite vague de mesures m^ invariantes,
ergodiques, normées et diffuses ; considérons les caractères sur
A (cf. prop. 1) :

\{x)=^{9x^ où i = = l , 2 ) .
W=^x^) où ^1,2,...^^

La forme linéaire aXi + (1 — a) Xg appartient à D; elle est
limite de 6^ donc adhérente à C^i; elle n'est pas dans Cy^;
enfin elle converge vers Xi quand a —> 1.

7. Structures boréliennes.
Soit [A une mesure positive, invariante et ergodique définie

sur une partie ouverte invariante Q de ôi; pour toute fonction
continue positive /*sur Gi nous poserons

?.(/•) =^|Q);
-nous noterons M l'ensemble des applications de 6+(ôi) dans
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[0, -4~ oo ] ainsi obtenues et le munirons de la structure borélienne
la moins fine rendant boréliennes toutes les fonctions

^^W) pour /•e6+(Gi).

Nous noterons enfin Mo l'ensemble des pL pour lesquelles pi
n'a pas de niasse en aucun point ^ à développement périodique.

LEMME 11. — Soit Z un espace localement compact à base
dénombrable; Vespace jll)̂ .(Z) des mesures positives sur Z est
standard pour la structure borélienne sous-jacente à la topologie
vague.

Dans le cas où Z est compact, l'assertion résulte du fait
que pour tout entier n la boule de rayon n est borélienne dans
M)^.(Z) et standard (cf. [2], ch. ni, § 3, prop. 6).

Supposons maintenant Z non compact; Z est réunion d'une
suite croissante de compacts K^ (n == 1, 2, . . .); pour n <; m
soit ç^ l'application de jH)-i_(KJ sur .^(KJ qui associe à
toute mesure sur K^ la mesure qu'elle induit sur K^; montrons
que ç^n est borélienne; il suffit de prouver que pour toute
fonction continue positive g sur K^, ^m^WÇg) est fonction
borélienne de a; or soit g' la fonction sur K^ prolongée de g
par 0 sur K^ — K^ ; on a

?m.n(E^)(g) == i^(g')

et l'application p. —> pi(g') est semi-continue supérieurement
et par conséquent borélienne.

Considérons l'espace borélien standard Y ==]^[ciH9^_(Kn) et
n

son sous-ensemble borélien Y' formé des suites (p^) telles que
V-n == ym,n(P-m) POUr n < m ;

soit A l'application de Y' dans ^^(Z) définie de la façon
suivante :

soit a = (pi^) e Y' et soit fe 3t(Z) ; le support de f est contenu
dans un K^ et on pose

A(a)(y) = ^(/•|K,)
ce qui ne dépend pas de l'entier n choisi; alors [x^ est la mesure
induite par A(a) sur K^, ce qui prouve que A est injective;
d'autre part on vérifie immédiatement que A est surjective
et bicontinue pour la topologie produit sur Y' et la topologie
vague Sur Jlll)^-(Z).
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LEMME 12. — Soit Q une partie ouverte invariante de Gi;
^ensemble des mesures positives, invariantes, ergodiques sur
û, n^ayant de masse en aucun point y développement périodique
est borélien dans JKb-j_(Q).

Tout d'abord l'ensemble N des mesures invariantes est
fermé et l'ensemble N' des mesures invariantes n'ayant de
masse en aucun point à développement périodique est boré-
lien, puisque ces points forment un ensemble dénombrable;
il reste à montrer que le sous-ensemble N" de N formé des
mesures ergodiques est borélien dans N'.

Soit (JL un élément de N'; la construction de la prop. 1 du
§ 2 fournit une représentation ^u. de A dans L^Go) ® L^Q, m) ;
pour x e A., r^(x) est représenté par la matrice

(^(^Ok.a, = T^^L\ar*;

soient ex l'algèbre de von Neumann engendrée par Xj^A),
Tr la trace normale fidèle semi-finie sur a construite dans

[4], ch. i, § 9, prop. 1 et m son idéal de définition; r^1^2) est
l'ensemble des x e A tels que S{xx*)^ soit [x-intégrable et
par suite contient l'idéal autoadjoint 1 de A engendré par les
x tels que 9[xx*}^ ait son support contenu dans Q.

Montrons que la forme o" ,̂ y ) == Tr ̂ {xy*) est une trace
sur 1 ; les axiomes (i) ... (iv) des traces sont trivialement
vérifiés $ démontrons (v') : la restriction de ^u à I est non dégé-
nérée puisque i^(I) contient tous les opérateurs de multiplica-
tion par des éléments de 3t(Q); si (uj est une unité approchée
de I on a

<r^(u^, x) == Tm^u^xx*)

et 'î^.(Un) tend fortement vers 1, donc

<T^(U^, X) -> (7y.{x, X).

Définissant X(I) et B(I) comme au lemme 2, ch. i, § 2,
nous avons donc une application borélienne (x —> Oy, de N'
dans X(I); il en résulte, en vertu du lemme cité, une applica-
tion borélienne II de N' dans A,ep.

Si pi est ergodique, ̂  est factorielle (§ 2, prop. 1), <r« est la
restriction d'un caractère et II([A) e Af,c; réciproquement si
n((A) e Ay,e, 0 .̂ est la restriction d'un caractère, î j. est facto-
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rielle et [x est ergodique; le lemme résulte donc du fait que
Afaç est borélien dans A,.ep ([8], th. 1).

LEMME 13. — Soit a une mesure invariante définie sur une
A

partie ouverte invariante de Gi; V ensemble ouvert invariant

ûp, = u /^(R;) (/-e e+(ôi), pi(̂ ) < + oo)
(R^) == ensemble des nombres réels strictement positifs) est le
plus grand ouvert U possédant la propriété suivante: si une
fonction continue positive g sur Gi a son support contenu dans
U, alors p.(g) < + oo. ^

Soit d'abord geÊ^Gi) avec K = support g c Q « ; K est
contenu dans une réunion finie [ J / Y ~ ( R * ) avec ?.(/',) <; + °o $
posons '

f-I^fi et a-J^^yJ;

on a a > 0; posons ? == sup g(y); on a g ^ - " - f et par suite
t^X+oo. ' ^ a

Soit maintenant U possédant la propriété de l'énoncé et
soit y e U ; il existe une fonction continue positive g telle que

support g c U et g(yj == 1 ;

alors pi(g) < + oo et y^ e Qp,.

Remarque. — Dans la suite p» sera considérée comme une
mesure sur Qji.

LEMME 14. — Soit U une partie ouverte invariante de ôi;
V ensemble Mu rf^ p. e M te?5 çu^

Q p L D U et i^(U)^=0

e^t borélien dans M ; V application P : p. -> (JLJU e^ un isomorphisme
borélien de My ^ur l9 ensemble des mesures invariantes ergodiques
non nulles sur U.

Soit (fn) une suite croissante d'éléments de fi^Gi) telle que

support fn c U pour tout n
/^(yj~>l pour tout y^U;

alors, pour pi e M, on a ÛRL D U si et seulement si ^(/n) < + x
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pour tout n et p.(U) =7^ 0 si et seulement si ?.(/„) ̂  0 pour au
moins un 71; d'où la première assertion.

Soit p.e Mu; p.]U est évidemment invariante, ergodique et
non nulle; Qp — U est [^-négligeable, donc pour fe C-^ôi) on a

W = ̂ {W - P(PO (/1U)
ce qui prouve que P est injective; P est surjective car si v
est invariante, ergodique et non nulle sur U, on a P(v) = v;
P est borélienne car si ge3t+(U) et si g' est la prolongée de g
par 0 dans Gi — U, on a

P(^) (g) = W
qui est fonction borélienne de p.; P-1 est borélienne car si
/'e(°+(Ôi) on a

W=PW{f\V)
qui est fonction borélienne de P(p-).

LEMME 15. — L'espace Mo est standard et admet une section
borélienne pour la relation de proportionnalité.

Soit (OJ une base d'ouverts de ôi ; pour tout n soit U^== Go.O^ :
c'est un ouvert invariant et tout ouvert invariant est la réunion
des U» qu'il contient ; si donc p. e M il existe n tel que

ÛE^U, et ix(U,)^0,

i.e. pi e Mu^; on a donc M ==[_JMi^; puis Mo n M^ est borélien
n

dans Mo et isomorphe (lemme 14) à l'espace des mesures inva-
riantes ergodiques non nulles sur U^ n'ayant de masse en
aucun point à développement périodique ; Mo n Mu^ est donc
standard (lemme 12) et il en est de même de Mo.

Soit maintenant (Q une suite d'éléments de fi^ôi) conte-
nant pour chaque m une suite partout dense dans 3Î+(UJ;
pour tout n soit B^ l'ensemble borélien des p. e Mo tels que

,',(f\—\° ou + oo pour / < M
™ ^ ? 1 pour / = n ;

l'ensemble B = f JB^ est borélien; deux éléments proportion-
n

nels de B sont égaux; enfin tout élément de M^ (et par consé-
qent de Mo) est proportionnel à un élément de B.
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Notations. — L'espace borélien C, ses sous-espaces Cy, Cy i,
Ci et son quotient C° sont définis comme au ch. i, § 2; on
désignera en outre par C' l'ensemble des caractères correspon-
dant à des représentations factorieiïes normales relativement
à A'.

PROPOSITION 7. — (i) Uespace C' est standard.
(ii) Le sous-ensemble S de À formé des éléments normaux

relativement à A' est borélien dans À et standard.
(iii) Inapplication canonique Y0 de C° dans À induit un

isomorphisme borélien du quotient de C' sur S.
Démontrons (i). On sait (ch. i, § 2, th. 1) que C^i est boré-

liennement isomorphe à Ày; il résulte alors de [6] que C^i n Ci
est borélien dans Ç^i et par suite standard. Puis Cj-n Ci est
l'image de l'espace standard R*. X (Cy,i n Ci) par l'application
injective borélienne (et même continue) (a, X ) - > a X $ par
conséquent C^nCi est borélien dans Cf et standard ([28],
th. 3.2). Puis, Cy étant borélien dans C (ch. i, § 2, cor. 1 de la
prop. 2) et contenu dans C', Cy n Ci est borélien dans C' et
standard; on va montrer que l'ensemble Co == C ' — C y n C i
est aussi standard, d'où il résultera que C' est standard;
d'après la prop. 1 du § 2 Co est mis en correspondance biuni-
voque avec Mo par la formule

\{x) = p.(^), OÙ À e Co, p. €E Mo, X e A+;

cette correspondance est visiblement un isomorphisme borélien
et l'assertion résulte du lemme 15; (i) est ainsi démontré.

Puis il existe une section borélienne S dans C' pour la rela-
tion de proportionnalité : la réunion d'une section évidente
dans C^nCi et d'une section dans Co dont l'existence est
assurée par le lemme 15. Il résulte alors de [28], th. 3.2 que
l'application canonique de C' sur son quotient induit un iso-
morphisme borélien de S sur ce quotient.

Reprenons d'autre part les fn du lemme 15 et posons
t/n^-V^A,,

^ = W0 e A» . .
!„ == idéal autoadjoint engendré par x^

soit E^ le sous-ensemble de Co formé des X dont l'idéal de
définition contient 1̂  et qui ne sont pas identiquement nuls
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sur 1^; on voit immédiatement que E^ est borélien dans Co
et que Co est la réunion des E^; un raisonnement calqué sur
celui du th. 1, ch. i, § 2 montre que l'application canonique
¥ de C dans À induit un isomorphisme borélien de S n E^ pour
tout n sur son image et de C^nCi sur son image, et par
conséquent de S sur son image ^; enfin ¥° induit un isomor-
phisme borélien du quotient de C' sur S, et S est borélien
dans À, ce qui démontre (ii) et (iii).

PROPOSITION 8. — Sur Âno, les deux structures boréliennes
identiques du th. 2, ch. i, § 2, sont standard.

En vertu de [6], À est boréliennement isomorphe à Ai,
lequel est borélien dans À; par cet isomorphisme Â^ corres-
pond à Ai n ^ qui est donc borélien dans E, et standard
d'après la prop. 7.
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