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Ann. Inst. Fourier, Grenoble
12 (1962), 627-641.

EXTENSION D'UN THÉORÈME DE CARLEMAN
par Pierre LELONG (Paris).

1. Introduction.

Soit M(a), 0 <; M(a) ̂  + oo, une suite de nombres dépen-
dant d'un indice multiple (a) = (ai, . . . , aj, a^ entiers
positifs; on note |a| = ai + ag + • • • 4- a^. On se propose de
donner d'abord des conditions nécessaires et suffisantes
pour que la suite des majorations :

(1) l/̂ i, ..., ^)| < M^zT^z^ . .. ^are!, a, > 0

vérifiées par une fonction f analytique dans la région
I\:^==^>0, l < / c < n , entraîne /'=0. On pose

Zk = ^k + M/fc$

l'arête de I\ est la variété A définie par x^ == 0, 1 <; /c <; M.
A la suite M(a) == M^...a^? oi1 associera la fonction

(2) ^.....rj^sup^î-—^1

(a) M(a)

le sup étant pris pour 7*1, . . ., r^ donnés. Les majorations (1)
équivalent au fait que \f\ soit borné dans I\ et que pour
V = ̂ Vk) e A, f{y) = lim. sup f(z), z e F^, z -^ y e A vérifie la
majoration :

(3) log |A"/i, . . . iyn)\ < - log T (|^|, . . . |yJ).

Rappelons que dans le cas n = 1, cette considération suffit
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à donner la solution du problème. En effet la formule de
Poisson appliquée au demi-plan I\ donne, d'après (1) :

/ / \ i \fi i • \i ^- i r"'00—^g^hi)^^(4) log \f{x + zy)\ < .- j^ ^ ^ ̂ ^

et le résultat classique de T. Carleman en découle, cf. [1]
et [4 a] : pour n = 1, une condition nécessaire et suffisante
pour que les majorations (1) déterminent f=0 est la diver-
gence de l'intégrale qui figure au second membre de (4) ;
elle équivaut à la condition de divergence :

(5) Ii = J;°°(l + r2)-1 log T(r) dr = + oo

Notons que si l'on a Ii < oo, le second membre de (4) définit
une fonction harmonique g(x, y); si g' est sa conjuguée, une
solution non nulle du problème est fournie par /r == e9^'.

Pour n ̂  2, et, par exemple, pour n == 2, il est clair que
(1) entraîne encore sur Fg :

(6) logl/^i + M/i, x^ + iy^)\
g Ç —logT(|Yii|, \r\^)x^d^d^

^ JAK+(!/l-ïll)2][^+(y2-<n2)2]
et l'on voit que, pour n quelconque, la divergence de l'intégrale

(7)
I, ̂ ^...^(i + r^ ...(!+ ^-UogT^,... r,) dr, . . . d r ^

entraîne que la seule solution de (1), analytique sur I\, soit
/*^0. Cette condition suffisante de détermination est une
condition nécessaire dans la famille des fonctions V(^, . . . zj
harmoniques séparément des z^ sur ^n\ ^e ne l'6^ P38 (1)
dans la famille des fonctions plurisousharmoniques et, a
fortiori, dans celle des fonctions log \f\, f analytique, comme
on le verra plus loin par un exemple.

On posera, pour r, = r^ = • • • = r^ == r :

(8) 0(r) = T(r, . . ., r) = sup -̂  = sup^
(a) M(a) p.?

et (JLp == inf M(a) pour |a| == ai + ag . . . + a^ == p. Le pro-

(l) L'erreur est commise dans [2] à partir de la page 282.



EXTENSION D'UN THEOREME DE CARLEMAN 629

blême posé est alors résolu par l'énoncé suivant, que nous
avions déjà donné dans la note [3 a] :

THÉORÈME 1. — Pour que les majorations (1), où f est ana-
lytique dans I\ : x^ = ̂  > 0, 1 < k < n, déterminent f= 0,
il faut et il suffit que soit divergente l^ intégrale

(9) 3==^°°(l+r^log6(r)^.

On donnera ici une application du théorème à l'étude des
classes dérivables de fonctions, en laissant de côté d'autres
applications à portée qui concernent notamment le problème
des moments à plusieurs variables.

2. Démonstration du théorème 1.

a) Montrons d'abord que 3 = oo entraîne f^O. Soit Fn
la partie de I\ définie par

^n === ^n > 0, Zf, == t^, 1 < k < n — 1,
les 4 étant réels et assujettis à vérifier ^^1. Considérons

î(0 ==A^n, • • . , ^-1^, Zn)

qui est analytique dans le demi-plan Siz^ > 0 et y vérifie
pour tout (a) les inégalités :

|y(^)| < M^ç-^ ... t^\z^\ < M^l^'.
Elles équivalent à la majoration :

|y(zJ| < infp \Z^-P [ inf MJ = infp (Xp|zJ^
L|a|=p J

Le théorème pour n = 1, appliqué à y(^) entraîne alors
y(z^)=0, c'est-à-dire f(z^, . . . , ^ ) = = 0 en tout point de Fn.
Soit P un point de coordonnées xï réelles positives,
choisies de manière qu'on ait pour l < / c < n — 1:^;== t^n,
avec tï > 1 + X, où X > 0. Alors Fn contient un voisinage
de P dans l'espace R" des coordonnées réelles. En effet si l'on

A

choisit Œ vérifiant 0 < o- <-. X<, les points (x^ . .., x^) e R"
pour lesquels on a

(10) \^—xl\<^ l< / c<n .
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appartiennent à F n'y la série de Taylor de f de centre P est
donc nulle et l'on a /*= 0 dans I\, ce qui établit la condition
suffisante.

b) Dans l'autre sens, remarquons que 3 < oo assure
F existence d'une fonction /e(js) =/= 0, vérifiant dans I\ les
majorations

(11) \M\ < (^pH^ pour tout p.

Il suffit alors de montrer l'énoncé suivant.

PROPOSITION 1 .—S i f(z)=/=0 est analytique pour âU > 0
et vérifie (11), alors il existe une constante a>0 telle que

(12) f{z, . . . ^) = a/e(^) /e(^) ... f^n)
est analytique dans I\, et y vérifie (1) pour tout (a), a^^O.

Pour la démonstration, on est amené à considérer la
régularisation convexe des suites log M(a), log pip. Dans l'espace
R"4"1 des coordonnées Ui, . . ., u^ v, considérons d'abord l'en-
semble E de demi-droites définies par

Ui = a^ . . . , U^ = 0 ,̂ V > log M(a)

ceci pour tous les indices (a) == (ai, . . ., aj, a^ entier positif.
Si l'on mène par l'origine P(a) de l'une des demi-droites le
plan de coefficients (log r^, . . ., log r^, — 1), son ordonnée à
l'origine est

n

(̂a) == lûg M(a) —— S a^ log r^
1

et si l'on compare avec (2) on obtient, pour r^, . . ., r^ donnés :
(13) ~ log T(ri, . . ., r^) = inî^ ̂ y

II en résulte que si E0 est dans R71"1"1 l'enveloppe de convexité
de E, —logT(ri, . . . , rj est l'ordonnée à l'origine du plan
tangent à E0 dont les coefficients de direction sont (logr^,—1),
ce plan laissant E0 dans le demi-espace déterminé par la
demi-droite des P positifs. Pour o^, . . . , o^ donnés entiers
positifs, E° détermine une demi-droite v ̂  log M^a) appar-
tenant à E0; on a évidemment M^) ̂  M(a) : M^) sera dit
la régularisée convexe de la suite M(O).

Opérons, ce qui est classique, la même construction sur
la suite (A? à un seul indice : dans l'espace R^u, v) on construit
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l'ensemble e des demi-droites d'abscisses entières positives :
u = p, v ̂  log pip, pour tout p ;>. 0, entier. Soit e0 l'en-
veloppe convexe de e; pour u == p, soit ^ ̂  log ̂  la demi-
droite déterminée sur e°. On a u.̂  ̂  pip. On a alors :

PROPOSITION 2. — Soi( pi? == min M(a); OM a entre les
|a|=p ^ . • . • ' •

régularisées convexes yfp, M^a) cîes deux suites (Ap, M(a) îa relation
(14) (^ = min M^)

|a|=p

En effet si l'on considère l'espace R^u, v} comme projection
de l'espace R/^UI, . . . , u^ ^5 la projection s'écrivant

u = Ui + ^2 " • + u^ y = v

la projection de E est e et la proposition 2 exprime le fait
que les enveloppes de convexité E° et 0e se correspondent
par la projection.

Achevons alors la démonstration de la proposition 1 : d'après
le théorème 1 pour n = 1, il existe une fonction /e(z) ^fe 0,
analytique pour Siz > 0, vérifiant (11) pour tout p; elle vérifie
alors les majorations équivalentes :

l /e(^l<^M^ P=^ 2, ...
La fonction définie sur les entiers p > 0 par

l ( p ) = -1- log 0e, si p > 1, et l{0) = 0
P

est croissante à partir d'une certaine valeur po? et Kp) "̂  + °°
quand p -> oo. Dans le cas contraire en effet, comme 0e est
convexe, on aurait pour l(p) une limite lo finie et l(p) <; IQ + £,
e > 0, pour p > pi. Or on a

log 9(r) = supp [p log r — log [Xp] === sup p [log r — l{p)]
ce qui donnerait log 9(r) = + oo pour logr > lo + s, en
contradiction avec la convergence de J. Il existe donc une
certaine valeur pg? ^ll6 qu'on ait pour tout entier p > pa ;

î(p) == sup î(p)
y^p

Revenons à (12) ; on a :
\ffr T \\ <^ nfL0 IIe \7~a't T"^l/^l? • • • ? ^njl^^a, • • • t^anl^l • • • ^n \

n n

Mais pour |a[ > pg? on a S ̂ (^ < ^(M) S ̂  = l01!^!0^!)-
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D'où: g(ai, .... 0==((^ ... ^J^,)-^! pour|a|>p2;
On a donc b = sup(a) g(ai, ..., o^) < oo. Choisissons a === 6~1 ;
On a alors :

^g \f{^ • • • » OK log ^fa| —— ̂ k lûg |̂ |

Appliquons alors la proposition 2 ; il vient :

log |/^i, ... , z,)| < inf(a) [log M^) — Sa,, log |z,|]

où inf est pris pour tous les indices multiples (a) = (ai, ..., aj.
La proposition 1 et le théorème 1 sont alors établis.

3. Comparaison de T(r, . . ., rj et de6(r).

On a défini 6(r) == T(r, . . . , r); plus généralement on a

THÉORÈME 2. — Soit X == (Xi, ..., X^) un vecteur unitaire de
R", vérifiant ^ > a > 0. On pose: 6^(r) = T(Xir, ..., X^r).
Afor^ on a

9(ar)<et(r)<e(r).

En effet on a simultanément :

log W = sup [[aj log r + S a, log \ — log M(a)1< log e(r)
(a) L i J

log9î(r)>sup[|a |logy+|a|loga—logM(a)]===loge(ar).
(a)

COROLLAIRE. — Toutes les fonctions

<W=T(^r, ..., V)

où X ^5( un vecteur n^ayant aucune composante nulle, se com-
portent comme 6(r), en ce qui concerne la convergence ou la
divergence de Vintégrale Ï.

Comparaison des intégrales !„ et J. — Contre-exemple pour
n ̂  2. Nous allons construire pour n = 2 une suite Mp.
telle que J diverge, tandis que Ig converge; on établira ainsi
que la divergence de !„ n'est plus, pour n ̂  2, une condition
nécessaire pour déterminer f= 0 par le problème posé (1).
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Remarquons tout d'abord que, si l'on compare les suites
Mp.<y et M;̂  = (Mp^)\ s > 0, on a :

(15) log T'(ri, r^) == sup [p log 7-1 + q log ^ — log M; J
=^ogT^;r^).

D'autre part, considérons la suite particulière m^ === n"
et la fonction associée 6i(r); on a :

(16) log 6i(r) == sup^ [n log r — n log n] ~ re-1.

Définissons alors la suite Mp^, de la manière suivante:
Mp,q=fl{Pï ?)+^(p, ?), où Fon pose

f) A(P, q)=(P+q}^ si p=y;A(P,?)=+oos i p^=ç;
6) h(p, q) =+ oo si p = ç; /a(p, ç) == (p + ç)2^) si p ̂ = ç.
Soit ^ = inf Mp^. Posons gi(n) == yi" === ̂  si n est pair et

P+q==n

giW == + oo si n est impair. De même définissons

g^n) == n2» = ̂

si M est impair et g^{n) == +00 si n est pair. On a, en appli-
quant (15) :

(17) ^=sup^=sup,^=0î(t)

(18) P2(r)=sup^<sup^=0î(v/r).

D'après (16) et (18) le rapport j2^ tend vers zéro quand r
augmente indéfiniment et l'on a r l v /

Pi(r) < ô(r) == sup^< ?,(r) + W
["n

qui montre
log 6(r) -̂  re~1

et la divergence de }. D'autre part on a

T(r,,r,)<sup.^+sup-^
P^ /l(P? ?) ^.î /2(Pî ?) ___

T(r,,r.)<sup.^+^^^<e;(^'.)+e;(v/,7+r;)

ce qui, compte tenu de (16), montre qu'il existe une constante
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c > 0, telle qu'on ait pour tout couple (ri, rg), r^ > 0, r^ > 0 :

log T(ri, ^) < c[\/7, + V/r; + \/^2]

et .assure que l'intégrale Ig est convergente. Ainsi donc

THÉORÈME 3. — I I existe des suites M(a), pour n > 1, gui
rendent convergente l'intégrale !„ tandis qu'elles rendent diver-
gente l'intégrale J.

Remarque. — On a en même temps répondu à la question
suivante: existe-t-il des fonctions plurisousharmoniques(2) V,
qui vérifient les majorations

(1)' V(^, . . . , zj < log M(,) —Sa, log |̂ |
" • • " . ' ' ' i
dans I\? On obtient, comme conséquence de l'énoncé précédent :

COROLLAIRES. — I) La divergence de l'intégrale J est une
condition nécessaire et suffisante pour qu'il n'existe aucune
fonction plurisousharmonique vérifiant (1)' dans I\.

II) 5i n^2, il existe sur l'arête A de I\ des fonctions continues
^l,...^n)==——logT(|ïli|,...Jïl,|)

qui majorent sur A^ une fonction séparément harmonique des Zjç
dans I\, mais qui ne majorent aucune fonction plurisousharmo-
nique bornée supérieurement dans I\.

III) Soit P le polycercle |zJ < 1, d'arête A': ^ = e1^,
0 <^ o)^ ̂  2TC. Il existe des fonctions continues 9((0i, . . ., o\)
sur A', ÇMI tendent vers — oo quand l'un au moins des co^
(enrf vers 0 ou 21:, pour lesquelles l'intégrale sur A' a une
valeur finie, et qui ne majorent sur A' aucune fonction pluri-
sousharmonique sur P.

4. Application aux classes de fonctions dérivables.

A la suite M(a), 0 <; M(a) ̂  + °° ? nous ferons corres-
pondre une classe C[M(a)] de fonctions dérivables.

(a) On rappelle que la constante — oo n'est pas considérée comme appartenant
à la classe des fonctions plurisousharmoniques.

(3) On convient de dire que V(zi, ... z^) définie sur I\ est majorée sur A par la
fonction continue ^(T)i, ... Tin) si lim sup V(z) <; ^(vi) pour Zfe-> if\kf a = (2^) eF.
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DÉFINITION. — On dira qu'une fonction f{x^, . . ., rcj appar-
tient sur un ensemble E à la classe C[M(a)] si f est indéfiniment
dérivable sur E, et si les dérivées successives

ôl01'/'
D^f=

ôo;?1, . .., ô^"
vérifient pour tout (a) les majorations:

(19) [D^KA/C^IM^)
les constantes A et k étant relatives à la fonction /*eC[M(a)].

En admettant éventuellement la valeur M(a) == + °° ? °n peut
supposer que M(a) est défini pour tous les indices (a), a^^.0,
a,, entiers. Le théorème 1 fournit alors une caractérisation des
classes C[M(a)] qui ne peuvent contenir de fonction à support
compact non vide.

DÉFINITION. — La classe C[M(a)] sera dite une classe de
convergence ou de divergence selon que Vintégrale Ï associée
à |M(a)^ par (8) et (9) converge ou diverge.

On a alors le résultat suivant :

THÉORÈME 4. — 1° Si f appartient à une classe de divergence
sur un compact G de R71 et s'annule ainsi que toutes ses dérivées
sur la frontière de G, alors on a f^O sur G.

2° Si C[M(a)] est une classe de convergence, et G un compact
0 0

de R" d'intérieur G non vide, il existe une fonction f^O dans G,
appartenant à C[M(a)]. et nulle en dehors de G.

Pour établir 1° opérons au besoin une translation, de manière
que G soit dans la région des coordonnées x^ positives, ce
qui ne modifie pas les hypothèses, et posons, f étant obtenu
en prolongeant f par les valeurs nulles sur R71 — G :

(20) F(^, ..., zn) = Ïf = f^ e-^^ . . . , Q d^t).

On désignera par B une borne supérieure du volume ï(G) du
compact G.

On a alors, pour la transformée de La place Ï[Dyj :
(21) Ï[DWf} = (- l)'01^)!01' ̂ , . . . , ^F(^, .. . , ^)

et l'hypothèse (19) donne, pour S{Zfc ̂  0 :

(2î:)'a'|z?s . . . , ^»||F(^, ..., <)|<M^rfï(()<BM^
(22) |F(^, . . . , ^)| < B(2^-^a'M^^aS ..., "̂1.
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La fonction F est une fonction entière de type exponentiel.
D'après (22) la fonction

(23) F,(^, . . . , ^=B-^(^...^\
\^ûTC Zit/

est analytique sur I\, et vérifie sur I\ les hypothèses du
théorème 1$ il en résulte Fi =0, C[M(a)] étant une classe de
divergence. On a donc f^O, ce qui établit 1°.

Pour établir 2°, le compact G étant donné, d'intérieur G
non vide, considérons un pavé

(24) xl<x,<xl+h, h>0, l < / c < n ,

contenu dans G. D'après le résultat connu pour n = 1, il
existe une fonction f^x} =1=. 0, indéfiniment dérivable sur
0 ̂  rc <ç 1, dont toutes les dérivées s'annulent pour x == 0
et x = 1, et qui vérifie les majorations

(25) |/w^)l<^%;
CQ et A* sont des constantes positives et [A? == inf M(<X) est la

|a(=p
suite construite à partir de la suite M(a) supposée donnée,
C[M(a)] étant une classe de convergence. A la suite (Xp, asso-
cions la suite (A^, régularisée convexe. D'après un résultat
cpnnu (4), on a alors, pour tout p :

(26) \fW\^c,W
pour des constantes Ci, /Ci positives finies. Définissons alors

,̂..., ̂ ) =/.(̂ i) x /.(̂ )... x ̂ ).

D'après (26), on aura :

^/o^, . . ., ^)[ < h-Wcîk^^ . . . ̂

On opère alors comme plus haut, en remarquant que la
convexité du diagramme 6e entraîne à partir d'une certaine
valeur la croissance de l{p) == p~1 log ^, ce qui permet d'écrire
pour une certaine constante 6, finie :

{<.t^ • • • t< < ^fal.

(4) Cf. [4, b, théorème 8, p. 63].
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On a donc

^/o î, ...,^l<6cï(^-l)'a'^<c^alM •

ou A-2 == k^hr1 et Cg sont des constantes indépendantes de
l'indice (a). Ainsi fo appartient à C[M(a)], sans être identi-
quement nulle dans G, ce qui établit 2° et achève la démons-
tration. Notons, en conséquence du théorème 4 :

COROLLAIRE. — 5i f^ et /2 appartiennent dans un domaine D à
une classe de divergence, et si Von a f^ == /g sur un voisinage
de la frontière d'un ouvert Q relativement compact dans D, H c D,
alors f^ et f^ coïncident sur Q.

Remarque. — On peut se demander si, U^ étant une
classe de divergence, l'appartenance de f à C [M<a)] dans un
voisinage D de l'origine, entraîne nécessairement f=0,
quand f et toutes ses dérivées s'annulent à l'origine. Il n'en
est rien pour n ̂  2, on va le montrer par un exemple simple.
On considère une fonction A(o^), indéfiniment dérivable,
vérifiant pour — 1 <; x^ <; 1 :

Et<^
la suite (Xp déterminant une classe de divergence. D'autre part
on considère une fonction ^2(^2) ^= 0, nulle ainsi que toutes
ses dérivées à l'origine, par exemple /a^a) = exp ( — ' \
pour x^ ̂  0, ^(O) == 0. Alors \ x^

f^i,^) = A(^i) ^2(^2)
a toutes ses dérivées partielles D^/* nulles à l'origine et
d'autre part, en désignant par M le maximum de \f^\ pour
—1<^2<1? on a dans le carré R: \x^\ < 1, \x^\ < 1 :

ID^i, ^)|<Mfx,.

Ainsi f appartient bien dans le carré R, à une classe C[M(a)],
pour laquelle on a

inf M^ == (Ap
r -+- s = p • , ;

donc à une classe de divergence et l'on a établi de ce fait :
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THÉORÈME 5. — II existe, pour n ̂  2, des fonctions appar-
tenant à une classe de divergence C[M(a)] dans un voisinage de
l^origine, s annulant ainsi que toutes leurs dérivées à l'origine
et non identiquement nulles.

5. Cas d'une famille d'opérateurs différentiels.

Soit 9 une famille de polynômes P = P{z-^, . .., z^) homo-
gènes; on désigne encore par ^ la famille des polynômes de

dérivation P ( — )• Pour généraliser le théorème 4, on utilisera
\ôa?fc/

la remarque suivante :

PROPOSITION 3. — Soit F(zi, . . . , Zn) une fonction entière*,
si pour t = (<i, . . ., (J fixé, t^ réels, on a

F(tiu, ..., t^u} = 9((u)E=0,

et cela pour tous les points t d'un ensemble e de mesure positive
dans R71, alors on a F ̂  0.

En effet F '=!=. 0 entraîne que dans le développement

F-S^Q^l, ...^n)
0

il y ait un premier polynôme soit Q^ non identiquement nul;
alors Qm === 0 définit un ensemble de R^-mesure nulle (5)
dans R^t); on aboutit ainsi à une contradiction qui établit
Fénoncé.

De là découle.

THÉORÈME 6. — Soit 9 une famille de polynômes homogènes-,
soit Cp une constante positive associée à P e S, de manière que si a
est le degré de P, les polynômes P' == CpP engendrent une famille
de fonctions plurisousharmoniques

Vp(^,...,z,)=^log|P'(zi,...,^)|.

(6) Les infinis négatifs de la fonction plurisousharmonique logjQpJ possèdent
en effet cette propriété, cf. [3, (d)], théorème 6, où on établit la sommabilité locale
des restrictions à l'espace réel R" pour une classe plus générale que les fonctions
plurisousharmoniques.
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localement bornée supérieurement et n'admettant pas la fonction
limite — oo, dans C". Soit d'autre part une famille Mp,
0<Mp<4-oo de constantes associées aux polynômes Peâ?;
on pose

(27) W=sup———.
P€E^ LpMp

On dira qu'une fonction f(x^ .. ., x^) appartient à la classe
C[Mp] sur un ensemble E si il existe des constantes k, A, dépen-
dant de /*, mais non de P e 3?, de manière que soient vérifiées
sur E toutes les majorations

pW
\î>x^

< AA'Mp.

Alors pour que la classe C[Mp], P e 9, ait la propriété de
quasi-analyticité énoncée par le 1° du théorème 4, il faut et
il suffit que l'intégrale

(28) J=^°°(l+,2)-iiog(^,^,
soit divergente.

Pour la démonstration, remarquons que les fonctions4
V(zi, . .., z,) = -^-log |P(zi, . .., z,)| sont des fonctions pluri-

sousharmoniques dans C» et, considérées comme fonctions
R^-sousharmoniques, sont de masse bornée sur tout compact
L'aire <r(R) de l'ensemble P == 0 dans la boule ||z|| < R vérifie
en effet

<r(R) < c(ra)a R2"-2

d'après un résultat établi dans [3, (c)]. La masse relative
à logjP étant proportionnelle à a-, la masse relative à V a
une majoration de la forme c'(n) R2"-2 dans une boule ||z|j <R.
On peut alors déterminer les constantes Cp ; il suffit, par exemple,
de déterminer Cp de manière que la moyenne X(V, 0,1) de V
sur la sphère [|z[| = 1 s'annule, ce qui donne:

l o g C p = — X [log JP|, 0,1].

Les fonctions Vp(^, ..., zj =-^-log [CpP(z,, ..., ^)| sont

alors^ uniformément bornées supérieurement sur tout compact
et n'admettent pas la fonction limite _ oo.



640 PIERRE LELONG

Le choix des constantes Cp étant fait, posons, comme dans
[3, (rf)]:

W ( z i , . . . , z J = = s u p V p ( ; 5 i , . . . , ^ )
pe^

W*^, . . . , z,). = rég. sup W(zi, . . . , ^)

La fonction W* est (6) plurisousharmonique dans C\
Généralisons alors le procédé utilisé dans la démonstration

du théorème 1 : soit F(zi, . . ., z^) une fonction entière véri-
fiant sur I\ les majorations

M
(29) |F(z,, . . . , ^K^——^——^, pour Peg î .

|.r^Zi, . . ., z^|

On en déduit, en posant
Mp=CpMp,

log |F(^, ..., ̂ )| < — sup [log |P'(^, .. ., zj| —log Mp]
P6^

log|F(zi, ..., ^)|<—sup[aW(^, . . . , ^)—logMp].

Mais comme le premier membre est continu, on a aussi, en
tout point z e I\ :

log |F(z)| < — sup [aW^z) — log Mp].
Peg?

Soient 4 des nombres réels, positifs. On aura

log|F(^u,.. . ,^u)|<—sup[alog|u|+aW*((i,. . . ,^)—logMp]

l'homogénéité des polynômes se traduisant par

W*(^u)=logH+W*(4)

Mais W* étant plurisousharmonique dans C71 est localement
sommable (5) sur le sous-espace réel R71. Si donc on donne
à ti, . . ., t^ des valeurs réelles positives, il existe L > — oo,
tel qu'on ait W*(<i, ..., (J > L pour tous les ( == (^) d'un
ensemble e de R^mesure positive dans R^., (^ ̂ . 0). Fixons
t e e ; alors où a :

log |F(<iU, . . . . , t^u)\ ̂  — sup [a(log |u| + L) —log Mp]
pe^

(30) log|F(^u,...,^u)|<—loge^|u[), pour ^>0

(e) On désigne par reg. sup. W (régularisée supérieure) la plus petite majorante
semi-continue supérieurement de W.
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où l'on a posé L = log L Alors (29) entraîne, compte tenu de
(28), qu'on ait F(^u, .. ., t^u) == 0 pour ( e <?, quel que soit u.
La proposition 3 établit alors F = 0.

Le théorème 6 en résulte : opérons comme dans la démons-
tration du théorème 4; soit f une fonction de classe C[Mp]
sur un compact G, nulle ainsi que ses dérivées sur la frontière
de G. Soit fie prolongement de /", à valeurs nulles sur R71 — G.
Alors ïf= F est entière et la fonction Fi qui s'en déduit par (23)
vérifie (29) sur I\; on a donc F=0, ce qui entraîne f=0. Ainsi
la condition suffisante est établie. La condition nécessaire
résulte d'autre part directement du théorème 4.

COROLLAIRE. — La divergence de Vintégrale J donnée par
(28) est une condition nécessaire et suffisante pour que la classe
C[Mp], considérée dans un owert, ne contienne pas de fonction
f^O à support compact.

BIBLIOGRAPHIE

[1] T. CARLEMAN, Fonctions quasi-analytiques (Gauthier-Villars), Paris, 1926.
[2] S. KODAMA, Memoirs of thé Collège of Science, Kyoto Impérial University,

t. 22, no 5, 1939.
[3] P. LELONG. a) Sur une propriété de quasi-analyticité des fonctions de

plusieurs variables. Comptes rendus. Ac. Se. Paris,
t. 232, 1951, pp. 1178-1180.

b) Propriétés métriques des variétés analytiques complexes
définies par une équation, Ann. E.N.S.y t. 67, 1950,
pp. 393-419.

c) Sur l'aire des ensembles analytiques complexes. Annales
Acad. Scient. Fennicae. A, 150/21, 1958.

d) Fonctions plurisousharmoniques et fonctions analytiques
de variables réelles. Annales Institut Fourier, t. 11,
1961, pp. 515-562.

[4] S. MANDELBROJT. a) Séries de Fourier et classes quasi-analytiques (Gau-
thier-Villars), Paris, 1935.

b) Analytic functions, Rice Institute Pamphlet, vol.
29, 1942.

41


