ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

LoiC MEREL
Opérateurs de Hecke pour I'y(N) et fractions continues

Annales de Uinstitut Fourier, tome 41,n°3 (1991), p. 519-537
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1991__ 41_3_ 519 0>

© Annales de I’institut Fourier, 1991, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de l'institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1991__41_3_519_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
41, 1 (1991), 519-537

OPERATEURS DE HECKE POUR TI'(N)
ET FRACTIONS CONTINUES

par Loic MEREL

0. INTRODUCTION

Soit N un entier strictement positif. Comme d’habitude I'¢(IV)

désigne le groupe des matrices (cl b) € SLy(Z) telles que ¢ = 0(mod N).

d
Il opére a gauche par homographies sur le demi-plan de Poincaré H. La sur-

face de Riemann quotient I'y(N)\ H (resp. sa compactifiée) est notée Yy (V)
(resp. Xo(N)); ptes désigne ’ensemble Xo(N)—Yy(N) = To(N)\P1(Q) des
pointes.

L’application (Z b) — (¢, d) définit par passage aux quotients une

d
bijection canonique de [o(N)\SLz(Z) dans P!(Z/NZ). L’application qui &
g € SLy(Z) associe le symbole modulaire {g0, goo} définit donc par passage
aux quotients une application & de P!(Z/NZ) dans le groupe d’homologie
relative H;(Xo(N), ptes,Z). Manin [Manl] démontre que l'image de &,
engendre H; (Xo(N), ptes,Z) .

Par la suite m sera toujours un entier > 1 et premier & N. La
correspondance de Hecke T}, sur Xo(/NV) définit un endomorphisme, noté
également T, du Z-module H;(Xo(N), ptes,Z). Le but du présent travail

Mots-clés : Symboles modulaires — Opérateurs de Hecke.
Classification A.M.S. : 11F67 — 11F25 — 11F30.
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est d’exprimer, pour A € P1(Z/NZ), T}, (£&(\)) comme combinaison linéaire
d’éléments de I'image de &;.

Si (u,v) est un systéme de coordonnées homogenes d’un élément A

de PY(Z/NZ) et si A = (‘CL Z

premier & N, AA désigne I’élément de P'(Z/NZ) de coordonnées homogenes
(ua + ve, ub + vd).

€ M>(Z) est une matrice de déterminant

. . r - , .
Soit S,,, I’ensemble des matrices (y' m,y) € M>(Z) de déterminant
m vérifiant 'une au moins des trois relations suivantes :

(i) z> |y >0etz' >|y| >0et yy' >0
/

T
(i) y=0Oet ly| < =

2
(iii) ' =0et |y| < %
THEOREME 1. — Soit A € P}(Z/NZ). Alors pour m impair pre-

mier & N, I'opérateur de Hecke T,, vérifie :

Tn(Go(N) = Y &) .

AE€S,,

Pour m non nécessairement impair, des formules d’un type analogue
permettent de calculer T, o &; en 2.1 est indiqué comment construire
de telles formules. Un résultat di & Heilbronn ([Hei], [Manl]) permet
de construire toutes les matrices figurant dans le théoréme a partir d’un
algorithme de fractions continues, voir 2.2. Une estimation du cardinal de
S,. est indiquée en 3.2. La section 3.3 est consacrée a des applications
aux coefficients de Fourier des formes modulaires de poids 2 pour I'g(NV)
fonctions propres des opérateurs de Hecke. Une généralisation de certains
théoremes de Manin ([Manl], [Man2]) sera donnée.

Les méthodes utilisées ici s’étendent si I'g(IV) est remplacé par un
sous-groupe de congruence de niveau premier & m de SLy(Z), et conduisent
a des formules analogues. La présente étude sur ’homologie décrit ’action
des opérateurs de Hecke sur l'espace des formes modulaires de poids 2
pour I'g(IV). 1l existe des objets similaires correspondant aux poids k > 2;
ces objets sont associés a des symboles modulaires généralisés ([Sho],
[Man3]). Par ailleurs, pour m et N impairs, introduire le sous-groupe
I'(2) NTy(N) de SLy(Z) met en évidence des formules (encore du méme
type) jouissant de propriétés remarquables; notamment si deux opérateurs



OPERATEURS DE HECKE 521

de Hecke commutent, les relevements correspondants commutent aussi.
Tout cela fera ’objet d’un prochain article.

Je tiens a signaler que ce travail a largement bénéficié des conseils
et critiques de Joseph Oesterlé. Je lui suis reconnaissant pour son soutien
consciencieux et éclairant.

1. PRELIMINAIRES
1.1. Homologie des courbes modulaires.

Soit Hy(X¢(N),Z) (resp. Hy(Xo(N), ptes,Z)) le groupe d’homologie
entitre (resp. enticre et relative aux pointes) de Xo(N). La théorie de
I’homologie fournit la suite exacte :

(1) 0— H\(Xo(N),Z) - Hi(Xo(N),ptes,Z) — Z#'*) -7 -0,

ou la premiere application non triviale est I'injection canonique, la deuxiéme
associe a la classe d’un chemin + dont le bord est contenu dans ptes son
bord, enfin la troisieme associe & X pAp P 'entier pAp.

Soient (o, 3) € P}(Q)? et ¢ un chemin dans H = H U P(Q) reliant
a & 3. La classe de ¢ dans H;(Xo(N), ptes,Z) ne dépend que de a et 3;
cette classe est notée {a, 3} et est appelée symbole modulaire associé a
et 3, voir [Man1] et [Maz]. Les symboles modulaires vérifient les relations
suivantes pour (o, 8,7) € P1(Q)? et g € To(N) : {a, B}+{B,7}+{7,a} =0
et {ga, g8} = {a, B}. Ils engendrent Hy(Xo(N), ptes,Z).

Soit m un entier > 1 premier a V. Soit A,, v I’ensemble des matrices

(ZL Z) € M>(Z) de déterminant m telles que N|c. Le groupe I'y (V) opeére

par multiplication & gauche sur A, n. Soit R un systéme de représentants
de To(N)\ A, n. L’action des opérateurs de Hecke T, sur les symboles
modulaires est déterminée par la formule suivante :

To({u,v}) = > {du, v} .

AER
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1.2. Chaines formelles.

Posons A, = A, et 4, = 4,,/{*1}. Le groupe SLy(Z) opere par

TP . - bl ., -
multiplication a droite sur 4,, et 4,,. Notons i P'image dans 4,,
[
. a b
d’une matrice € A4,.
c d
DEFINITION 1. — Soit (0,e) € PY(Q)2. Un élément de Z(4) cst
appelé chaine formelle de longucur n reliant o a e de niveau m, s’il peut
. -1 [ ue . wg U u .
s’écrire sous la forme T2, { ’ I"H], avec — = o0 et — = e. Soit
Uk Uk41 Vo Un

a € 4,,/5Ly(Z), la chaine formelle est dite de classe a si clle vérifie

wp U
[ h Hl]pom‘OSkSn—l.
Vi Ukl
PROPOSITION 1. — Soit »r un nombre ratiounel. Soit
¢g + ———— le développement en fractions continues de r, avec les

1S e e

conventions suivantes : reg > 0, re; > 1 pouri > 1 et |¢,| > 2 pourn > 1.

Considérons les suites d’entiers (pi)r=o0,1,...,n+1 €t (Qi)k=0,1,...,n+1s
définies par :

(1) pp=1,q =0 (pour k=0,1,....,n),

oy Phet L . 1

(ii) Ptl ost une fraction irréductible dgale a ¢y + —————,

qri+1 a+-—
o

(iii) Ie signe de quiyy est (=1)' pour i > 0; celui de ¢qa; est (=1)'e, ot €
est le signe de r, pour i > 1.
Dl Ph+1 N .
Alors Xjl_, PPl ) oot une chaine formelle de niveau 1, de
Uk Uk+1
longueur n + 1, reliant Uinfini a r.
Démonstration. — La scule condition non trivialement satisfaite, i.c.
Prdi+1 —qePr+1 = 1, provient de la théorie classique des fractions continues.
Ces conventions de développements en fractions coutinues scrout
toujours conservées par la suite.
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1.3. Présentation de H|(Xy(N),ptes,Z) par Manin.

Soit &o Papplication :
GL,(Q) —» H (Xy(N), ptes, Z)

a b b a
g= (C (1) — {90, goo} = {J,;}-

Le groupe I'y(N) opére par multiplication a gauche sur GLy(Q).
En vertu des propriétés des symboles modulaires, Papplication &, ost

L A/

constante sur les classes T'y(N)\GL»(Q). L’application : (u ; —
C a

(¢ (mod(N),d mod(N)) = (¢,d) définit par passage aux quotients une

bijection Ty(N)\SL»(Z) — P!(Z/NZ) compatible aux actions a droite
naturclles de SLy(Z) ('action & droite de SLa(Z) sur P (Z/N1Z) est définie

a b .

par ((u,v), ) = (au+cv,bu+dv)y = (u,v)). Par la suite ces deux
¢ d

censembles seront identifiés.

L’application &, s’étend en une application £ ZPUZ/NTY)
H\(Xy(N), ptes, Z) par Z-linéarité. L’action de SLy(Z) s’étend en une ac-
tion de 205022 gyp 2(PHZ/NT)) par Z-bilinéarité.

Soient o = ((1) —()1) ot T = (:i (1)) Ces matrices engendrent
PSL.(Z) et vérifient 02 = 73 = 1 dans PSL»(Z). Si PY(Z/NZ)/o désigne
I'ensemble des orbites de o dans P'(Z/NZ), Dapplication P/ (Z/NZ)/o
— ZPYZ/INZ) (ui A une orbite A de o associe la somme formelle ¢ qa se
prolonge en un isomorphisme de Z-modules de 2P ZINDY @) gy Je noyau de
I'endomorphisme a—1 de ZPYZ/ND) Cola permet didentifier ces modules.
De méme seront identifics ZPZ/ND/7) ot Je novaun de endomorphisme
r—1de Z\PHZ/INTY),

PROPOSITION 2. Soit (a,3) € P'(Q)*. Toute chaine formelle S
de niveau 1, reliant 3 a o, vérifie :

{(l,/’} = f(F(g(A])S) .

‘monstration. 10 telle chaine formelle S s'6éerit 971y, avee
Démonstratior Une telle chaine formelle S im0 Yl

wy Uy i ty N ’ sl
Yy = 2 =g et =2 = a. Dol 'égalité :

U Uhy Iy Uy,

e wy. iy, ) — 5 P '
fo.sy =) {% U} = SPZAELW(N)gr) = E(T0(N)S) .
o+ 3
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COROLLAIRE. — L’application £ est surjective.

Démonstration. — Soit (a, ) € P}(Q)2. D’apres la proposition 1, il
existe des chaines formelles Fa et F3 de niveau 1, reliant I'infini & a et 3
respectivement. Ceci permet d’écrire :

§(To(N)Fs — To(N)F3) = {a,00} - {8, 00} = {e, B} .

PROPOSITION 3. — L'intersection de Z(P'(Z/N2)/7) qyecz(P'(Z/NZ)/7)
est I'ensemble des multiples entiers de Eyepi(z/nz)u-

Démonstration. — Soit & = X,epyz/nz)Autt € Z(PY(Z/ND)/)
Z\P'Z/NZ)/7) Comme x0 = = et o = z, les coefficients de z vérifient :
Av = Aug = Ayr pour tout u. Comme o et 7 engendrent PSLy(Z), ceci
entraine : A, = A, pour tout y € SLy(Z). Or SLy(Z) opere transitivement
sur P'(Z/NZ). D’ot le résultat.

PROPOSITION 4. — Le noyau de § est le Z-module engendré par
Ie noyau de o — 1 ct le noyau de 7 — 1.

Démonstration. —— Soit v € SLy(Z). Alors y(1+ o) et y(1 + 1 + 72)
sont des chaines formelles de niveau 1 reliant yoo & yoo. Donc &(To(N)y(1+
o)) = &To(N)Y(1 + 7 + 72)) = 0. Tout élément z de Z(P'Z/N2)/o) y4rifie
£22) = £(2(1 + o)) = 0. Comme H,(Xy(N),ptes,Z) est sans torsion
ceci prouve que & s’annule sur Z(P'(Z/N2D)/0) | Les arguments analogues
permettent de démontrer que € s’annule sur Z(P'(Z/NZ)/7),

Soient ¢ le genre de Xo(N), v le nombre de pointes de Xo(N), p le
cardinal de P'(Z/NZ) et vy (resp. v3) le nombre d’éléments de P(Z/NZ)
fixés par o (resp. 7). Alorq Z(P](Z/NZ)/") et ZP'(Z/ND)/™) gont des Z-

2v5
modules libres de rangs % + ? ﬂ + —= respectivement. Par conséquent
d’aprés la proposition 1)1écédcnte Z(PY(Z/NT)[0) 4 7(PY(Z/NZ)/T) gt un Z-
w B 2vs 5[L vy  2ug
lule libre de r + 248458 2 + =+ -1
1moduie 11or ang — 2 B} 3 3 G 2 3

D’aprés la suite exacte (1), le rang du Z-module libre H,(Xy(N),
ptes,Z) vaut 2g + vo — 1. Or le genre g est donné par la formule :

n 2
29 = /_Gf - 1/_2; - ~§—‘ — Voo + 2 ([Shi]). Par conséquent le noyau de £ cst
t-/ 1 2] 21/3
Z-module libre de rang — + — + — — 1.
un Z-module libre de rang 6 + 2 + 3

Il suffit d’6tablir que Z(P*(Z/ND) j(7(P'(Z/NT)/0) 4 7(PHZ/NT)/7)) gt
un Z-module sans torsion pour conclure. Soient x5 et z; des éléments de
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Z\P'(ZIND)/a) of Z(PHZ/IND)/7) yegpectivement, tels qu'il existe n € N — {0}
ot w € ZP'Z/ND) vérifiant x, 42, = na. L'élément x, s'écrit sous la forme
Ziepi(z/Nz)tutty avee t, = t,, pour tout u. L’égalité nx(o —1) = x(0 — 1)
entraine ¢, =ty (mod n) pour tout u. Un raisonnement similaire a celui
utilisé dans la démonstration de la proposition 3 montre que les cocefficients
de @ vérifient t, = t, mod n pour tout (w,v) € PY(Z/N 2)2. Cela prouve
(ue x, appartient a ZA+nZ P (Z/IND)/T) Des arguments similaires prouvent
que x, appartient & Z\ + nZP (Z/N2)/9) 1] est alors clair qu'il existe o
ot #) dléments de ZP(Z/ND)/o) ot Z(PHZ/IND/7) tols que 2 = !, + . Ceci
acheve la démonstration.

Remarque. -— La proposition 4 figure dans [Manl]. La preuve de
Manin est fondée sur unc étude de complexes simpliciaux associés a des
domaines fondamentaux du demi-plan de Poincaré pour SL.(Z), sans
jamais utiliser la formule du genre. Cette preuve reste valable si Tg(N) est
remplacé par un sous-groupe d’indice fini de SLy(Z). Dans ce cadre plus
général la démonstration précédente, qui établit le lien entre la formule du
genre ot les résultats de Manin, conserve son sens.

Les résultats de cette section sont condensés dans la suite exacte (2)
suivante :

() — 7 — 2PHZ/IND) o) o 7(PUZ/NT)/T)
(2)
[N Z(P'(Z/NZ)) — H (Xo(N), ptes, Z) — )

ol chacune des fleches est définie naturellement d’apres ce qui précede.

2. RELEVEMENTS DES OPERATEURS DE HECKE

SUR 7\P'(Z/NZ))

2.1. Une formule de relévement.

Soit m un enticr > 1 premier a N. L’application naturelle :

P'(z/NZ) x A, - P'(Z/NZ)

((w,v), (((L 3)) = (auw 4+ co,bu + dv)
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définit une application bilinéaire : Z\PY(Z/NZ)) o 7(Au) _, 7(PYZ/NZ)) Up
élément de Z%) ¢t I'endomorphisme de Z(P'(Z/NZ)) qy’il définit seront
notés par la méme lettre.

Soit ¢ : A, — Ty(N)\SL2:(Z) Dlapplication qui a la matrice

a b . w t
((‘ (l) € A,, associc la classe Ty(N) (u v) telle que (c,d) =
b

(0,1) ‘Z ;) = (wv) daus PZ/NZ). Si P (Z/NZ) est identifié &
Ty(N)\SL,(Z), application naturelle décrite plus haut s’identifie & 'ap-
plication To(N)\SL2(Z) x 4, = To(N)\SL2(Z) qui & (T'¢(N)g,~) associe
¢(gy). Prenons note que h € SLa(Z) et v € A, vérifient ¢(vh) = ¢(y)h et
que A, v est Pimage réciproque de T(IV) par ¢.

Un élément ©,, de Z(') vérifiant la relation £00,, =T, of sera
appelé un relévement de T, .

THEOREME 2. — Soit « € A,,/SL2(Z). Il existe une chaine
formelle S, de niveau m, reliant oo a.0 et de classe ai.

Soit (54)aeA,, /5L.(z) une famille de telles chaines formelles. Alors

(-)m = Z(YE:“,,,/SL‘_)(Z)S(X
est un relevement de T, .

Démonstration. -— Soit R un systeme de représentants de
A,,/SLs(Z). Soient «« € A,,,/SL2(Z) et -y son représentant dans R. D’apres
la proposition 1, il existe des chaines formelles C., = S}Z2] g1 de niveau 1,
reliant v~ 'oo & y7'0 et de longueur 1. Ces chaines formelles correspondent
bijectivement aux chaines formelles de niveau m et de classe a reliant oo a
O par C — vC,. Cela prouve 'existence de S, et donc la premieére partie
du théoreme.

Soit g € SL(Z). La classe T'g(N)g vérifie les relations :

€00, (To(N)g) = EyenTiZoE(¢(979x))
= T,erZ{Z0E(0(97)9k)
= Zyerbo(e(gm)r™)
1 fm 0
= Z,erbo(d(gr)r ™" < )) .

0 m

R 4 f(m 0 _ 4 f(m 0 _
L égalité (0,1)¢(gy)y ™" (0 m) 97" =(0,1)gyy! (0 m)g ' (dans

P!(Z/NZ)) cuntraine que dlgy)y ! (73 1(’1) g~ ! est inclus dans An N
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De plus lorsque 7 décrit R, ¢(gy)y~! (73 31) g1 décrit To(N)\Am N
En effet ces matrices sont deux a deux non conjuguées par multiplication a
gauche par SL»(Z), a fortiori par I'g(NN); par ailleurs comme m est premier
a N, les ensembles quotients T'o(N)\4,,, v et A,n/SL2(Z) sont de méme
cardinal. Cela établit la relation de relevement :

6 o 9171(F0(N)g) = Z 60(’\9) = Tm o £(F0(N)g)'
AE(To(N)N\Auin)

Remarque. — Une telle formule ne dépend pas formellement de N.

2.2. Le relevement de Manin-Heilbronn.

PROPOSITION 5. — Soit m un entier > 1. L’ensemble des matrices

6 r . . .
de la forme (O m |, ol 8 parcourt I’ensemble des diviseurs positifs de m
T

et ot pour chaque 6, r parcourt un systéme de représentants de Z/6Z est
un systéme de représentants de A,,, /SLy(Z).

Démonstration. — Soit g € A,,. Comme SL,(Z) opére transitive-
ment a gauche sur P}(Q), il existe v € SLy(Z) tel que gy stabilise I'infini.
Par conséquent il existe un diviseur positif § de m et r € Z tels que gy

- b r . R s
s'écrive & ( o m ) Cette matrice est dans la méme classe 3 gauche mo-
& 7
dulo SL»(Z) que 0 m si et seulement si les nombres r,7', 6,8 véri-

G
fient : 6 = ¢’ et r = ' (mod §). Ceci acheve la démonstration.

DEFINITION. — Soit m un entier impair. Pour tout o € A,,/SLy(Z),

T

m

. S 0 %

diviseur positif dem et r € {-%51, -852 .. 8=3 2=11) appartenant & la
A . . . .. T

classe a et de la chaine formelle de niveau 1, reliant I'infini & — 5 provenant

notons S, la chaine formelle produit de I'unique matrice (avec 6

. . . T . ol
du développement en fractions continues de —— (voir 1.2 proposition 1).

La somme pour a parcourant A,,/SL>(Z) des chaines S, sera appelé le
relevement de Manin-Heilbronn de T, .

De maniere analogue, pour m pair, un relevement de T;, est ob-
tenu en choisissant pour systéme de représentants de Z/8Z l’ensemble
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N —22 ) — y . ’__ 2 . ~
{-%52,-%4, .., 52,4} Ce relevement ne bénéficie pas des mémes pro-

priétés de symétrie que dans le cas impair. Il sera parfois encore appelé
relevement de Manin-Heilbronn de T;,,.
L’entier m sera supposé impair pour le reste de cette scction.

Considérons la suite de polynoémes P, € Z[Xy, Xi,..., Xp—1] (n € N)
définie par récurrence de la fagon suivante : Py =1, P;(Xp) = Xy et pour
n>2

P:)(‘Y(h ‘\'l [RERS) ‘Y'n—l)
= ‘Yn—lpn—l (‘Yﬂa ‘Yly ceey 4Yn,—2) + Pn-2(‘Y0, 4Y1a cey ‘Y'nv—-S)'
Ces polynoémes vérifient [Hei]
I)n (‘\’O, -\’la eeey 4Yn—1) = Pn (‘¥11—1 ) Xn—Za ceey ‘YO) .
Soient w > 1 et v > u—2 deux entiers. Notons alors [u, v] le polynome
défini par

[u,v] = Py—yp 1 (Xuy Xug1yos Xy) st u<v+1 et

[u,u—-2]=0.
Ces polynomes vérifient [Hei] :
Xy + 1 [0, k] (pour k > 0) .

- 1 = .
Pour 0 < k < n Heilbronn [Hei] démontre la formule :

1,n] = [L,K][k + 1,n] + [1,k = 1][k + 2,n].

Cette formule se généralise aisément en :
(o) =[r,s][s + 1,8] + [r,s = 1][s + 2,t] (pour r—1<s<t).
La formule bien connue liant les numérateurs et les dénominateurs

adjacents des développements en fractions continues se traduit par I'iden-
tité :

[0,k = 1][1,k] = [0,K][1,k = 1] = (=1)* (pour &k >0).

DEFINITION 3. — Soit m un entier impair > 1. Nous appelle-
rons solution admissible de Déquation xza’ + yy' = m tout quadruplet
(2’ y,y") € Z' solution de cette dquation qui satisfait I'une au moins
des trois conditions :

(D) x>yl >0eta’ >y | >0ctyy >0
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’

() y=0etlyl <
(i) ' =0 et |y| < g

Notons que ces solutions admissibles parcourent un ensemble stricte-
ment plus grand que celles considérées par Manin dans [Man1].

j . r -1 N
Notons S,, '’ensemble des matrices de la forme (y' x;/)’ ou

(z,2',y,y') parcourt I’ensemble des solutions admissibles de I’équation
m=zz' +yy'.

THEOREME 3. — Soit m un entier impair premier & N. Le reléve-
ment de Manin-Heilbronn de T, est égal & Xpres,, M{ £ 1}.

m

Démonstration. — Soient § un diviseur positif de m, r un élément

de ’ensemble —6—1 - 623 R 623, 6. L1 et ple pged de ces deux nombres.

1
Soit —————- le développement en fractions continues de —5. Par abus

c + c_,,_

de notation, dans ce qui suit [u,v] désigne la valeur de [u,v] pour la
spécialisation X;, = ¢ (pour k = 1,2,...,n) et Xy = 0. Cette dernitre
condition entraine [2,k] = [0,k] pour k¥ > 0. D’aprés ce qui précede, il
existe € € {£1} tel que § = ep[1,n] et r = —ep[0, n].

LEMME 1. — La chaine formelle de classe (6

m ) SLy(Z) dans
0 T

le relévement de Manin-Heilbronn est :
s pelk +1,n]  (=1)*+'pelk +2,n
I R | - (RS E O

Démonstration. — La chaine formelle associée & cette classe est :
6 T n [O, k- 1](_1)L ]0’ k]
m Zk:O . _1\k A
d’apres 1.2 et ce qui préceéde. Les produits matriciels dans ’expression ci-
dessus se calculent en utilisant la relation suivante, valable pour 0 < k£ < n:
1
—6(6[0,k] +r[1,k]) = [1,n][0, k] — [0,7][1, k]

= ([1, k][k + 1,n] + [1, k — 1][k + 2,7])[0, k]
— ([0, k][k + 1,n] + [0,k — 1][k + 2,n])[1, k])
= [k + 2,2]([1,k — 1][0, k] — [0, k — 1][1, k])
= [k +2,n](=1)**" .
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Ceci acheve de prouver le lemme.

La classe modulo +1 des matrices correspondant & k = 0 dans le

- 6
lemme précédent est 0 ; .
5
5 0 .
Celle correspondant a.k = n est [ (—1)“6[1pn —qm m| Sir#0
les conventions imposent 1 > 1 et |c,| > 2. Cela entraine :
m _ |[L,n]] = |[1,n=2]|m _ |[I,n]jm _m
Ln-=1)|—= < — < < —
L =1l < el 5= 28 "2

Le quadruplet (p, 2,0,(=1)¥[1,n — 1]%) satisfait donc la condition
(ii) de la définition 3. Quand é et r varient, les matrices correspondant a
k = n sont deux a deux non congrues modulo SL»(Z) donc deux & deux
distinctes. De plus elles sont en nombre égal aux solutions admissibles de
Péquation m = xz' + yy' satisfaisant a la condition (ii) de la définition
3. Si r = 0 alors n est nul et les matrices correspondant & £k = 0 = n

6 0 . . o .
sont ( g m > Ces faits suffisent pour établir que pour § et r variables,
Kl

k =0 ou k = n, les matrices (;, ;3’) de la formule de Manin-Heilbronn

correspondent bijectivement aux solutions de ’équation m = zz' + yy'
satisfaisant a 1'une des conditions (ii) ou (iii) de la définition 3.

Pour & # 0,n les termes antidiagonaux des matrices du lemme sont
non nuls. De plus ils sont de signes opposés. En effet, comme [1,n]pe est
positif et comme |[1,n]] = |[1, k][k + 1,n]| + |[1,k — 1][k + 2,7n]| le nombre

[1,k = 1][k + 2,n]pe = ([1,n] — [1, k][k + 1,n])pe

est positif. Comme les applications k& — |[1,k]| et & +— |[k,n]| sont
respectivement strictement croissante et strictement décroissante 1a ou elles
sont définies, les matrices de la formule de Manin-Heilbronn définissent
toutes des solutions admissibles de I'équation m = za’ + yy', et de plus &
I'intéricur d’une chaine formelle les matrices sont deux a deux distinctes.
Par ailleurs les matrices provenant de chaines formelles distinctes sont non
congrues modulo SLy(Z), donc encore distinctes.

Réciproquement, soit (x,z',y,y') € Z* une solution de ’équation

m = wx' + yy' satisfaisant a la condition (i) de la définition 3. Les nombres
!

. Y Y - . . : .
rationnels = et = ont un meéme signe e. Il existe des nombres entiers n et
€ror
A avee n > k > 0 et des nombres entiers ¢y, ¢y, ...,c¢, de signe € tels que
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. " » . y oy
les développements en fractions continues des nombres rationnels = et =

. 1 K 1 .
s'écrivent i ct : ; respectivement.
> he —_— . ———
¢+ C"'-’+'"+7'T Ci+1 Cratot

Les mémes d.bllS de notation que précédemment permettent d’éerire :

v [1,k-1] _[k+1,0]
LA S A | prom L ; sux nombres .
o LA ct = v S Fran a somme de ces deux nombres donne
m_wa'+yy'  [Lk=1]k+2,0]+[LA]k+1,n] [1,7]
y ~ aly (1, K][k + 2,n] LKk +2,n)
Soit d le pged de a et y. Posons § = |[1,n]|d, s = |E n%| = —s[0,n]d.
1

0,
Alors le développement de T Séerit [0, _
) [L,n] +

divise 2’ et puisque [k +2,n] est égal au signe prés ;i- 6 (hvise m. Comme

+ L. Puisque [1, k]

lc1] vaut au moins 2 et comme §é est impair, |r| est majoré strictement par

=. Or il est facile de vérifier que le k-iéme terme dans la chainc formelle de

5 r -
classe (0 m ) SL»(Z) est [y’ 1;/]

Remarque. — Les matrices de la formule de Manin-Heilbronn sont
a b d ¢

globalement stables par deux involutions sur A,, : S iad d
c d :

(¢ 0)- (% 2)

et

2.3. Exemples.

Il va atre donné ici des formules des relevements de Manin- Hellbmnu
de O O«;, 01, 05, Ob et 07
2]
2

BRI

oft ot 81 008 gele
R RNt E

£ D[4 8 gl 2 e
£ 1l AT T 2 0L

HEI M CRI RARN R OB

0}
<o

[~

o 8

I i I
e —
cow oo

o

oo
—

+
cw O% o

O5 =

oo
[S—
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ou=[i 16 2 8le 2+ 8o ls o2
T R R e B i e R PR R P
N N R

S Y R ) R i R O RS g R i)

O B e B R B P i R P
1 B R R 8 e B i B i R P

3. COMMENTAIRES

3.1. Conjugaison et trivialisation sur le noyau.

L’involution de H z +— —Z, induit la conjugaison complexe sur Xo(NV)
et une involution sur I’homologie notée par une barre horizontale. Un
relevement & P'(Z/NZ) de cette involution est donné par la formule :

&((c,d)) = &((—c,d)) ([Manl]).

L’action de la conjugaison complexe sur Z(P'(Z/N2)) peut donc étre
. e e s . . -1 0
exprimée par la multiplication & droite par la matrice ¢ = ( 0 1 ) . Pour
m impair > 1, I'involution de Z(Aw) définie par v — cyc laisse invariante
la formule de Manin-Heilbronn d’apres la remarque en 2.2. Il en résulte
(ue pour m impair cette formule commute a la conjugaison complexe. Cela
n’est pas le cas lorsque m est pair.

En revanche si ©,, € Z(4) vérifie la condition de relévement, alors

. R 1 R R .
il en est de méme pour 5(9.,,,‘ + cO,,c). Ce relevement commute a c. Ceci

laisse penser que pour les indices pairs le relévement de Manin-Heilbronn
symétrisé par la conjugaison est plus intéressant que le relévement de
Manin-Heilbronn lui-méme.

La forme de la suite exacte (2) (voir 1.3) améne a s’intéresser a ’action

d’un relevement ©,, sur chacune des composantes du noyau de £.

PROPOSITION 6. — Pour m entier impair > 1, le relévement de
Manin-Heilbronn laisse invariant Z(®'(Z/N2)/o)
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Démonstration. — 1l suffit de prouver que le relévement de Mann-

Heilbronn commute & . L’'involution de 4,, : ((cl g) — a((cl g)a =

d -c . . . .
< b« ) est une involution laissant stable la formule de Manin-

Heilbronn, voir (2.2), d’ou la proposition.

Remarque. — D’apreés la proposition 6 le relévement de Manin-
Heilbronn agit sur le module quotient
7P Z/ND)]o) 4 7(PHZ/NT)/7) j7(PY(Z[NT)]0)

Pour ©,, relevement du type décrit par le théoréme 1, il est possible de
montrer qu’il existe deux éléments U,, et V,, de Z(4=) tels que :

1+7+72)0,, =U,1+0)+V,,(1+7+ T")).

Ces faits laissent présager que des formules de trace pour les opérateurs 1),
peuvent étre déduites de sommes alternées de traces de I'opérateur 0,,, sur
les composantes de la suite exacte (2).

3.2. Longueur de la formule de Manin-Heilbronn.

En dépit des apparences la formule de Manin-Heilbronn n’est pas
optimale quant & minimiser le nombre de termes des relevements de T,
parmis ceux autorisés par le théoreme 1. Cependant cette section va établir
une estimation asymptotique du nombre de termes de cette formule en
s’appuyant sur [Hei].

Voici tout d’abord quelques précisions de notation. Soient r et §
deux entiers tels que |r| < 4. L'entier n(r,6) est le nombre de termes
du développement en fractions continues de %, i.e. le développement de

1

. ; , avec n(0,6) = 0.
¢+ Cotoot —L

Cu(r.e)

T,
— s’éerit :
o

Comme d’habitude oy (m) = Zj),,0* (pour k € R). Ici comme dans
le reste de cette section les sommes portant sur les diviseurs ne concernent
que les diviseurs positifs.

PROPOSITION 7. — La longueur du relévement de Manin-Heilbronn

est
8—1

Iy = Eéhnzz n('f', 5) + 0'1(’!711) .

r=1
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Démonstration.
lm = Shlm Z (1 + n("‘, 6)) = 26[111,2 Z 77’(7:7 6) + J[(nl) .
D=1 r=1

r=—

el § ’
Dans [Hei], Heilbronn démontre que R(6) = E;'T,,(_,.,&,ﬂn(r, 6) est

6105 2(/)(6) logé (ol ¢ est la fonction d’Euler) lorsque 6 tend

vers l'infini. La relation

équivalent 3

a—1

Ly = E¢5|:112 Z n(r,8) + al("")
r=1
=SpmZep2 D, () +o1(m) =25ss ) R(8') + o1(m)
r=1,(r,0")=1

ct le résultat de Heilbronn vont permettre de montrer ce qui suit.

PROPOSITION 8. — La suite qui a ’entier m associe le nombre de
termes du reléevement de Manin-Heilbronn est équivalente a

12]log 2

2

o1(m)logm

lorsque m tend vers linfini.
Démounstration. -— Un lemme général est d’abord nécessaire.

LEMME 2. — Soient U(m) et V(m) deux suites équivalentes en
I'infini et tendant vers I'infini. Alors les suites (Zs5:,U(0)) et (X565 m V (6))
sont équivalentes lorsque m tend vers l'infini.

Démonstration. — Soit € > 0, alors il existe §g € N tel que V§ > &,
U(6) — V(8) < €V (8). Pour § € N, soit K(8) = Sup|(U — V)(8)|. Le
6<éy

lemme provient des inégalités :

Zﬁﬁ’lan((s) - V(‘S)l 266'[111,6<61)|(U - ‘/)(6” +e< 601{(60)00(""’)
266’|1n.v(6) - 266'[111 ‘/(6) - 2l?]m V(&)

~ Au vu dulemme 2, il suffit de prouver 55 1m#(6) log & ~ a1 (m) log m.
C’est I'objet des lemmes suivants.

log 6 ;
LEMME 3. — La suite (2,5|,,,%) est dominée par (log’logm)
lorsque m tend vers I'infini.
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Démonstration. — Ce résultat, démontré dans [EZ], repose sur la
formule :
log 6 1 a+1
z:élm T = a—l("n)(zp"llm logp(p 1 - Pt 1 ))

(ou la derniere sommation porte sur les diviseurs premiers de m) et sur le
théoreme des nombres premiers.

LEMME 4. — La suite (3;},,0 log 6) est équivalente a (o, (mn) logm)
lorsque m tend vers l'infini.

Démonstration.
m m
5im6logé = Ty, 6 logm — )., 6 log 5= ay(m)logm — Eﬂm? log 6.

Le second terme de la derniére égalité est majoré en valeur absolue par

log 6 . . :
al(m)EM,,,,—&—. D’apres le lemme 3 ceci est dominé par o (m) log? log m.
Le lemme 4 est donc démontré.

Un calcul similaire au précédent va achever la démonstration :

Essrim@(6)log 8 = g, Lo p(6) log 8" — 26"|1n}:6|6”¢(%,‘l) logé .
Le premier terme du second membre est égal & Lsi),,6" logé” qui est
équivalent & oy(m)logm quand m tend vers 'infini d’aprés le lemme 4.
Le second terme est borné en valeur absolue par Ebu‘,,,EM,,,%lcgé‘ =
(518" )O(log? logm) = O(ay (m) log® logm).

3.3. Valeurs propres des opérateurs de Hecke.

Soit f une forme modulaire parabolique de poids 2 pour I'g(N), non
nulle, fonction propre de ’opérateur de Hecke T;,, avec la valeur propre a,,.
La forme différentielle sur H f(z)dz définit alors une forme différentielle
holomorphe sur X,(N). Par conséquent ’intégrale de f(2)dz le long d’un
chemin reliant deux pointes a et 8 ne dépend que du symbole modulaire
{a, B}. Ceci permet de définir 'application ¢ :

PY(Z/NZ) —» C

A f(2)dz.
£(X)
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Soit ¥y, q unM € Z4) un relevement de T,. D’aprés le théoréme 2
un tel relevement peut étre choisi en fonction de m seulement (exemple :
le relevement de Manin-Heilbronn).

THEOREME 4. — L’application ¢ n’est pas identiquement nulle
et vérific pour tout A € PY(Z/NZ) :

am$r(A) = Ty eq, un ép(AM).

Démonstration. — L’image de ¢ engendre le groupe d’homologie
H(Xo(N),ptes,Z) qui contient Hq(X¢(N),Z). Puisque f est non nulle
toutes les périodes de la forme différentielle de Xo(NV) associée a f(z)dz ne
peuvent étre nulles. D’otl la non nullité de ¢;.

Tout élément A € PY(Z/NZ) vérifie :

bW = [ Tupee= [ fee= [ f(2)dz
{(A) Tm°§(>\) 6(21‘16;", ’U/AIAA/I)
= EI\IEX", wUpy ¢f(/\A[)

Cela prouve le théoréme.

Remarque. — Pour m impair, si le relevement choisi de T, est le
relevement de Manin-Heilbronn et si A vaut (0, 1) le théoréme 4 donne le
théoreme 7.9 de [Manl].

Lorsque f est normalisée et fonction propre pour tous les opérateurs
de Hecke avec des valeurs propres entieres, elle parameétre une courbe
clliptique définie sur les nombres rationnels ([Shi]). Si p est un nombre
premier, a, s’interpréte comme la différence de 1+ p et du nombre de points
de la réduction modulo p de cette courbe elliptique. Dans ces conditions le
théoreme 4 cst une version plus générale de la “loi de réciprocité de Manin”,
voir [Man1] théoréme 7.3 et [Maz).
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