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ALGORITHME DE CALCUL DU
POLYNOME DE BERNSTEIN :
CAS NON DEGENERE

par J. BRIANCON, M. GRANGER, Ph. MAISONOBE,
M. MINICONI

Introduction.

Etant donné un germe de fonction analytique f € O = C{zy,...,z,}
on sait qu’il existe un polyndéme non nul e(s) € C[s] et un opérateur
différentiel & coefficients dans O, dépendant polynomialement de s tels
que :

P(s)f** =e(s)f*.

On appelle polynéme de Bernstein-Sato (ou b-fonction) le générateur
unitaire de I'idéal des e € C|s] qui satisfont & cette propriété. L’existence de
b(s) a été démontrée par Bernstein [1] dans le cas algébrique et par Bjork
[2] dans le cas général. Il est facile de voir que, dés que f(0) = 0, b est de
la forme b = (s + 1)b(s).

Les zéros de b sont rationnels : ceci est démontré par B. Malgrange,
pour f & singularité isolée dans [19], en mettant en évidence un lien
avec la monodromie de f (les valeurs propres de la monodromie sont les
e~ 2" b(a) = 0), et par Kashiwara [11] dans le cas général en utilisant la
résolution des singularités. Malgrange généralise ensuite son résultat aux
singularités non isolées dans [20], Varchenko [26] interpréte les zéros de b &
I’aide d’une filtration voisine de la filtration de Hodge asymptotique.

Mots—clés : Polynéme de Bernstein — Singularités non dégénérées — Systeme de Gauss-
Manin - D-modules.
Classification A.M.S. : 14B05 — 32B30.
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Ces résultats n’épuisent pas le probléme de fournir un calcul explicite
de la b-fonction. Cette question a été abordée par plusieurs auteurs :
T. Yano [29] donne des procédés généraux qui lui permettent de calculer
un grand nombre d’exemples. Kato dans [13] [14] donne deux exemples
de calculs complets pour la déformation & u-constant de x2 + y® lorsque
(a,b) = (5,7) et (4,9). Plus récemment P. Cassou-Nogues a utilisé des
calculs de «poles d’intégrales» pour mettre en évidence certaines racines
de la b-fonction générique de

a;

f= Zzl ,a; deux a deux premiers entre deux [7], 8], [9].
=1

L’objet de ce travail est d’étudier la b-fonction d’une singularité non
dégénérée par rapport & son polygone de Newton I'. Nous donnons un al-
gorithme pour calculer explicitement b(s) (cf. B.3) ainsi qu’un opérateur
P(s) intervenant dans la relation fonctionnelle. Nous précisons cet algo-
rithme dans le cas particulier des singularités semi-quasi-homogenes, c’est-
a-dire obtenue par petite déformation & nombre de Milnor p constant d’un
polynéme quasi-homogene f; a singularité isolée en 0. Dans le cas n = 2
nous en déduisons la valeur de la b-fonction sur un ouvert générique de la
strate & u-constant de la déformation semi-universelle de f;. Ce résultat a
été retrouvé par M. Saito dans [23].

Le calcul explicite de la b-fonction est tres lié & la connaissance de
l’annulateur de f* dans D[s] et plus particulierement & celle d’'un bon
opérateur (au sens de [11]) annulant f°. Dans le paragraphe A nous
montrons comment la connaissance du degré en s d’un tel opérateur
permet (via l'algorithme de division par ’idéal jacobien J(f) de f) de
calculer explicitement la b-fonction d’un germe a singularité isolée. Cela
revient a expliciter une construction de Malgrange (cf.[19]). On note
D|s] Panneau des opérateurs différentiels a coeflicients dans O, dépendant

polynomialement de s. Soit M = D|[s]f* le sous D[s]-module de (’)[%, s] e
engendré par f*. On peut munir O [}, s] f? d’une structure de D, ;-module

pour laquelle s s’identifie a —%t (Dg,+ désigne P’anneau des opérateurs

différentiels linéaires & coefficients dans C{z1,...,z,,t}).
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Par définition b est le polynéme minimal de ’action de s sur le D-
Dls|f* . _ Dislf*

Dslf**t = (dy-? s

(a) D[s]f

et on peut montrer que c’est en fait le polynéme minimal de I’action de s

sur sa cohomologie de de Rham :

module L = (s + 1)

H™(L) =L/§n:i L

i=1 61’,’
qui est un espace vectoriel de dimension finie sur C.

Soient & = s(s—1)...(s—i+1)f* "t = (%)1# et E un supplémen-

taire de I'idéal jacobien J(f) dans O. Nous donnons une décomposition
Dyif* = Y D& = DJ(f)f* © (D DE&) ot DE désigne I'ensemble
des opératc:uzros différentiels & coeﬁicileznots dans E pour P’écriture «a droite»
Y DeC.

aeNn

Le passage & H™ s’identifie & la prise du terme constant & droite :
H"(D,.f) = J(f)f° & (@ E¢;) et on montre alors que les sous-espaces
>0

H(D[s]f*) et H ((%) D) 7*) s'identifient & J(f) f*@2' et J(f) f*®Z

ol Z C Z' sont des sous-espaces de dimension finie de @ E¢;. On construit
i>0

ainsi une action de s sur Z’/Z = H"™(L) dont b est le polynéme minimal.

Cette action peut étre calculée de fagon effective si on connait un bon

opérateur annulant f*.

Dans le paragraphe B, nous considérons une singularité non dégénérée
par rapport 3 son polygone de Newton. Nous introduisons a partir de la
filtration de Newton p sur O, une filtration naturelle p* sur D, . f* telle
que p*(u&;) = p(uzy...z,) — i si u € O. Les deux idées essentielles sont
alors les suivantes :

— L’action de s respecte la filtration p* et on dispose en adaptant un
théoreme de Kouchnirenko ([11]) d’un théoréme de division adapté & cette
filtration. Ce théoréme de division est en général faux pour la filtration de
Newton p, cela explique 'utilisation de p*.
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— L’action d’opérateurs de la forme (s + p — xF), ol xF est le
champ d’Euler relatif a la face F' de dimension maximale de T, permet
d’augmenter le poids p*. On construit ainsi une suite de bons opérateurs
S¢ de degrés croissants £ tels que Syf**! = (s + 1)H,, avec H, € D[s]f*
de poids croissants £ et finalement on trouve S, tel que S;f**t! = 0, car
Hy, € DJ(f)f°.

On peut alors calculer explicitement Z’ et Z, puis I’action de s sur Z'/Z
en fonction de Hy,...,H_;. Cette action respecte la filtration induite par
p* et s + p est nilpotent de degré de nilpotence (p) sur le p**™¢ terme du
gradué associé & Z,/Z,. On a alors le résultat suivant :

b(s) =TI(s + p)"®).

Notons que si 7(p) # 0, alors p > p*(1) et (p + N) NII* # @ ou II* est
I’ensemble des poids des termes non nuls du gradué de E pour p*. Nous
montrons enfin que notre algbrithme convenablement précisé permet de
calculer un opérateur P(s) réalisant I’équation fonctionnelle.

Dans le paragraphe C, nous montrons ce qui se passe dans le cas
quasi-homogene. On peut utiliser la filtration usuelle p et filtrer D, . f* de

fagon que % f¢ ait le poids négatif —a; = —p(z;).

On retrouve en particulier le fait que bn’a que des racines simples.

Les sections B.4 et C.4 sont des sections d’exemples et d’applications
de notre méthode. En guise d’illustration, nous calculons en particulier le
polynéme de Bernstein des singularités

Tl + x5 + tzrlzy et zizizl 4+ a2} +x)+2) avecn>7
respectivement semi-quasi homogene et non dégénérée.

Nous montrons aussi (C.4.2) comment calculer le polyndme de Bernstein
générique en dimension 2 :

Soit F' = fi(x) = f(z) + >_tee(z) la déformation semi-universelle &
constant d’un polynéme quasi-homogeéne f. On peut définir un polynéme
de Bernstein B(s) pour le polynéme F & coefficients dans C{t}[t™!]. Il
suffit de reprendre l’algorithme précédent, en particulier la construction
d’opérateurs S,, Hy. Pour t € Q ouvert de Zariski convenable les Sy, H,
se spécialisent sur les objets analogues relatifs & f; et on trouve B = by,.
Lorsque n = 2 nous en déduisons une expression explicite de la b-fonction
générique en fonction de la dimension des espaces Ej,.



ALGORITHME DE CALCUL DU POLYNOME DE BERNSTEIN 557

Cet article est une version remaniée des deux prépublications [4] et

[5].

A. PRELIMINAIRES

Dans ce paragraphe, on se donne f € O tel que f(0) = 0.

On suppose que f est & singularité isolée. Donc si J(f) = (fz,,---, f;,) est
I’idéal jacobien, il existe un entier k tel que

mE c J(f),

ou M est I'idéal maximal de O.
En suivant B. Malgrange, munissons 0[%, s] f° d’une stucture de

D, t-module en posant [19] :
tg(s)f* = g(s + 1)f**!

© g)f* = =1 (s+ Dg(s)* = —sgls = 17"

. - . d
Ainsi la multiplication par s coincide avec ’action de a3 t.

A.1. Proposition de décomposition.

A.1.1. Notation. — & =s(s —1)...(s—i+1)fs"t = (—l)i(%)zfs
pour ¢ € N.
A.1.2. Remarque. — Dy 1 f° = Z’D{i = @O{i.

i>0 i>0
Passer par les identités :

52‘;51‘ = fz,&i+1 t&i = &1 + f&
1
f

A.1.3. Notations. — E désignera un C-sous-espace vectoriel de O,

et le fait que (9[ ,s] f*¢ n’a pas de O[s]-torsion.

. . . T ¢
de dimension u, isomorphe par projection a m
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D désignera le sous-anneau de D formé par les opérateurs a coeffi-
cients constants.

DE désignera le sous-espace vectoriel de D engendré par les {0%; e €
E}.

A.1.4. PROPOSITION DE DECOMPOSITION.

D, f* = DI(f)f* © (D DES,).

i>0

Preuve. — DJ(f) représente 'idéal & gauche de D engendré par J(f).
Montrons I'unicité de 1’écriture et supposons pour ce faire :

N
vof®+ Y uii =0, ot vy € DJI(f)f° et u; € DE.
1=0

Si N =0, vg + ug appartient a ’annulateur dans D de f°, donc apres [19]
et [29], a I'idéal & gauche de D engendré par les opérateurs :

9 ., 90 .,

oz, 5 T gt

D’ou ug € DENDJ(f) et up = 0, puis vo f* = 0.
Pour N > 0, en substituant s = 0, on trouve :
(vo +uo)(1) =0

donc vg + ug s’écrit :

0
(vo + o) = Zvj %
Aprés simplification par s, nous obtenons :
g s—1 (s—=1) 5—2 (s—1)! s—N _
(Zv]fzj+u1)f + ug (8_2)!f +...+un (S—N)'f =0.

La substitution s+1 & s permet d’appliquer I’hypotheése de récurrence
P

U =up =...=uy =0, donc
(vo+uo)f°=0et vof° =uof*=0.

Pour montrer l’existence de la décomposition, il suffit d’apres la
remarque A.1.2 de le faire pour les éléments de la forme u§;, ot u € O.
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La remarque de réécriture suivante et une récurrence sur ¢ terminent la
preuve.

A.1.5. Remarque de réécriture. — Soit v € O, Jv € E unique et
Aj€Otelque:u=v+3 A;f; . On a alors

U€i=U€i—Z a)‘J Ez 1+Z /\&1

A.2. 7', Z et le polynéome de Bernstein.

A.2.1. L’application c «prise du terme constant & droite».

Il s’agit de ’application linéaire surjective :

D,.f* = DJ(f)f* & (D DE&) — P Eé

>0 120
définie par :
(DI()f*) =0 |
c(0%&;) =0 pour |a|>0ete€ E
c(e&;) = e&; pour e € E.
A2.2. 7' et Z.

A partir de Vinclusion D[s]f* C D, f*, on peut définir

Z' = c(D[s]f*)
Z = {c(U)JU € D[s|f* et (s + 1)U € D[s]f**'} c Z'.

On remarque que

et, divisant par s+ 1 :

Z = {c(U)JU € Dy o f* et %U € Djs]f*).
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On a ainsi le diagramme :

(%)_19[3”5 —~ Dsf* — Duuf* =DI)f & (P DEE)

B -

Z — 7' — @Eﬁi

i>0

A.2.3 Action de s.
Remarquons d’abord que si U € D, f° est tel que ¢(U) = 0, alors

. DeEs

. . . Z ;
c(sU) € Z. On obtient alors une action de s sur les quotients A et ’ZOZ

en posant s(c(U)) = ¢(sU).

En fait, par une formule analogue on définit aussi une action de s sur

(P Ec) o J(H)F.

i>0
A.2.4. PROPOSITION. — Si b(s) = (s + 1) b(s) désigne le polynéme
!

de Bernstein de f, 5(3) est le polynéme minimal de I’action de s sur A

Preuve. — Les points essentiels de cette preuve sont déjd contenus
dans celle du théoreme 5.4 de [19]. L’existence du polyndme de Bernstein
implique la finitude comme D-module de

D[s]f*
L=(s+1) ——.
( ) D[S]fs-{—l
L étant supporté par Porigine, on déduit du théoréeme de structure des
D-modules supportés par l'origine que b(s) est le polyné6me minimal de
I’action de s sur



ALGORITHME DE CALCUL DU POLYNOME DE BERNSTEIN 561

H* désigne les groupes de cohomologie de De Rham d’un D-module;
rappelons que le foncteur H"(x) est exact sur les D-modules supportés
par D’origine.

!

1l reste & identifier H™(L) a %— on a tout d’abord :

Disst
(5) Dbl

L

IR

Dz,tfs

Let DI

étant supportés par l'origine, on a de plus ’isomorphisme :
H™(D[s]f*)

# () P

H™(L) =

et les injections :

17 ((2) " Dpls?) — HADls)f*) — H™(Dsaf?).

dt
Mais
DJ(f)f* ® (P DE&)
H™(Dy o f*) = - = J(H)f* o (P E&).
’ 0
> 5 (DIhr e (@ DEE) i0
i i>0
dy -1
Comme les images par les injections de H™ ((E) D[s]fs) et H*(D[s]f*)
dans H™"(D, + f*) s’identifient & J(f)f* ® Z et J(f)f° ® Z', on obtient
Zl
H"(L) = 7

A.2.5. Remarques. — D’apreés [19], H"(D, . f*®) s’identifie au systéme
de GauB-Manin au sens de [21]. G°, le réseau de Brieskorn saturé y est par

-1 .
définition 'image de D[s]f*. 1l s’identifie donc & J(f) & Z'; (%) G°
s’identifie alors & J(f)f* @ Z. Donc

z' G°

o
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Mais nous ne continuerons pas dans cette direction, voir le paragraphe 6
de [4].

A.2.6. Détermination de Z a partir de Z'.

Soit 7 Vinjection C-linéaire ®EE;—— @ E¢; définie par 7€) =
&i+1. A partir de la définition de Z et de Z’ :

Z' = E& @ n(2).

A.3. Utilisation d’un bon opérateur annulant f°.

A.3.1. DEFINITION. — On dira qu’un élément de D[s]f* est un bon
opérateur d’ordre £, s’il s’écrit :

s+ At 4+ Ay,

ol A; appartient 4 D et a un degré de dérivation, deg(A;), inférieur ou égal
ai.

Dans [11], Kashiwara montre I’existence d’un bon opérateur annulant
f°. Cela entraine la finitude comme D-module de D[S]f*. Mais aussi :

A.3.2. ProrosiTION. — Z et Z' sont des espace vectoriels de dimen-
!

sion finie et VA est un C espace vectoriel de dimension .

Preuve. — Si L désigne le degré d’un bon opérateur S annulant f*

o(DIs|f?) = c(OF° + sOf* + ...+ sL710f°)
L-1

=c(Of +Of&+...+ OfF ¢ y) c P ES;,

1=0
la, derniére inclusion résultant de la rgé(iriture A.1.5. Z' et Z sont donc

des espaces vectoriels contenus dans @ E¢;. De A.2.6 il résulte alors :

=0
'

dim¢c Z7 = u.

A.3.3. Remarque d’effectivité. — La connaissance de L, degré d’un
bon opérateur annulant f°, permet de déterminer effectivement Z’, Z et
b(s). En effet, il en est ainsi des calculs de E (par exemple au moyen d’une
base standard de J(f) [3],[10]), de k tel que MM* C J(f), de la réécriture
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A.1.5. 11 suffit donc de montrer que pour calculer ’espace vectoriel Z’, il y
a un nombre fini de réécritures a faire. Mais Z' est engendré par les

c(Ofig) pour 0<j<L-1.

D’oti I'affirmation, car c(IM*+1) fi¢;) = 0.

B. SINGULARITE NON DEGENEREE
PAR RAPPORT A SON POLYEDRE DE NEWTON

B.1. Définition et théoréme de division.

B.1.1 DgériniTioN. — Soit f : C™,0 — C,0 un germe de fonction
analytique.
Ecrivons f = Z fazh, ot A= (a1,a,,...,0,) et z4 = it .z
A€eNn
B.1.1.1. Notations. — N(f) = {A € N™/f4 # 0} le nuage de Newton
de f.

I' = I'(f) la réunion des faces compactes de I’enveloppe convexe de
N(f) +N" dans (R*)". C’est le polyedre de Newton de f.

B.1.1.2. Hypothese sur f. — Nous supposerons f commode, c’est-a-
dire I' posséde un point sur chaque axe de coordonnées.

Nous supposerons f non dégénérée par rapport a son polyedre de
Newton : pour toute face F de T" (de toute dimension), la restriction de f
aF:fir= Z fazA, vérifie la condition :

A€F
13f|F= =z, af|F=0=>xlx2zn=0
0z, O0zn

B.1.1.3. Remarque. — Si f est & singularité isolée, on peut suppo-
ser f commode en ajoutant une puissance suffisamment grande de 1’idéal
maximal sans changer son type analytique (donc son polynéme de Bern-
stein). D’autre part, les deux hypothéses ci-dessus impliquent que f est &
singularité isolée.

B.1.1.4. Notations.

F D’ensemble des faces de I' de dimension n — 1.
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Bp, pour F € F, I'unique vecteur de (Q1)" tel que < A,Br >=1
pour tout A de F. ‘

Bp = (bi,F;---,bn,F)- ;

pr(g) le poids d’un élément g = Y gaz# par rapport & F de F défini
par pr(g) = inf{< A, Br >; ga # 0} € QT U {+00}.

p(g) le poids de g par rapport au polyédre I' défini par p(g) =
inf{pr(g); F € F}.

On considere les filtrations et gradués associés :

0>, = {9 € O; p(g) > p}-
O>p ={9 € O; p(g) > p}.

d af >
F; = (xj B_xj)lr la classe de z; e dans —=.

or(u) = pr(uz1Z2 ... 2y).
p*(u) = p(ux s ... Tp)-
035, ={u € 0; p*(u) > p}.
03, ={u€ 0; p*(u) > p}.

O; = {u € O; (uz122...7,) est un polynéme supporté par pI'}.

*

o
On note in*(g) la classe de g dans —=2(9)
>px(g)

B.1.2. Théoréme de division adaptée & J(f).
. (. v s ) of
B.1.2.1. Notation. — L(f) désignera I'idéal engendré par (mi %)
7

Dans ’Appendice 1, on montrera comment déduire des théorémes de
Kouchnirenko (théorémes 2.8 et 4.1 de [15]) les deux propositions suivantes
B.1.2.2. ProposiTiOoN. — La multiplication par 122 ... %y, induit un
isomorphisme
' O o~ Ozxi1x2...2, O
LI LN 02y .7 L(f)’
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B.1.2.3. PROPOSITION.

()* La multiplication par x1%2...%, induit un isomorphisme de
C espaces vectoriels gradués

o0 ~ Ox12o...2, GrO
Gr* » GrA .
f (J(f)) o O (L(f)nO:clmz...xn) CF o F)

(ii)* Tout élément g de J(f) peut s’écrire

of of

9=q 6—%+...+gn&};avecpourtoutj

0g; 0
0'(0) 2 9(9) ~ 140, ' (22) 2 p(9) ~ 1t p* (5 52) 2 5°(0).
J J

B.1.2.4. Remarque. — (ii)* est faux si 'on y remplace p* par p, ce
qui justifie 'introduction de p*.

B.1.2.5. DErFINITION. — E = @EJ, ot E} est un supplémentaire de
0, Nin*(J(f)) dans 0;.

De B.1.2.3., on déduit les isomorphismes C-linéaires :

%
N 70
= Gr O
= I

et la proposition :

B.1.2.6. PROPOSITION DE REECRITURE (OU THEOREME DE DIVISION).
VYu € O, v € E unique et (Ay,...,A,) € O™ tels que

u:v+2)\i %, ou

O
6.’171'

pr() 2 p*(w), p"(N) > p(u) = 1+ p(as), o (

et p* (i %) > p*(u).

)Zp*(U)—l
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B.1.2.7. Notations. — II* = {q € Q*; E; # 0}
o* = sup{g; E; #0}.

Reprenons le diagramme de la proposition B.1.2.2, J(f) et £(f) étant

0 0
définis par des suites réguliéres, —— et ——— sont des anneaux locaux de
P & T & I

Gorenstein. Par suite les transporteurs :

m m
(0: m) et (O: Zm),

ot M désigne l'idéal maximal de O sont dans —— des C-espaces

0
(f) ﬁ%f)

vectoriels de dimension 1. On en déduit que dimE}, et, si e, est un
s N om , .

générateur de EY,, la classe de e,. engendre (O COT f)) 1l s’ensuit

m s
que T1T3...ZT,es, engendre (O : :C_(ﬂ) D’aprés [25], z1Z2 ... ZTn€ox
est donc colinéaire a la classe dans ﬁ_?ﬂ du déterminant jacobien de
of of
( Bz, éx—n)

On en déduit :
o* >n— sup pp(z1Z2...T,).
FeF

Par ailleurs 6* < n, en effet on montre en utilisant le critére valuatif [16] que
pour un élément u de O : T (s)(u) = p(u). Alors si p(u) > n, u appartient
a la cloture intégrale de (L(f))", et d’apres [6], [17] & L(f).

En dimension 2, nous vérifions que le «poids du socle», o*, est bien
2 — p(z172) = 2 — inf pp(z122) = 2 — p*(1).

Signalons pour terminer qu’il résultera de I’Appendice qu’en toute
dimension, dimc E, et donc II*, ne dépendent que du polyédre de Newton.
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B.2. Les racines du polynome de Bernstein.

B.2.1. La montée de poids et ses premiéres conséquences.
B.2.1.1. Notation. — Soit F € F une face de dimension n — 1 et
Br = (by,F,...,by,F) le vecteur associé. On notera

| Br I:bl‘p+...+bn,p

S n 5
XF = Z b rx; e «le champ d’Euler associé a F'»

hrp=xr(f)—f «le défaut de quasi homogénéité suivant F'»

or(u) = pr(uz1Z2 ... T4).

B.2.1.2. Formule de base. — Pour toute constante p et F' € F, pour
tout u de O :

(s+ [ Br | +p)uéi = ((Zby F 5— ')"+(p+i)u“XF(u))£i —uhFéit1

et I’on a les inégalités : pour toute face F’ de F,

pr(T5u) > ppi(u) 2 p*(u)
pE ((p+)u — xr(u)) 2 pp (u) 2
o (uhr) > () +1 > p*(u) +
et sur la face F' en particulier :
pr(uhr) = pp(u) + pr(hr) > p*(u) + 1.
De plus, lorsque p}(u) > p*(u) ou lorsque pf(u) =
P ((p+i)u — xr(u) > p*(u).

P (u)
1

p*(u) =p+it+| Br |

La derniere inégalité résulte de 1’écriture :

pr((p+i)u—xr(u)) = pr(((p+ i)+ | Br Juz1...Tn — xXF(uz1...25))
> pp(u) > p*(u).

B.2.1.3. Notation. — Pour un mondéme wu, nous notons a(u) le
nombre de faces F € F pour lesquelles p}(u) = p*(u); pour u quelconque

a(u) = sup{a(v); v mondme apparaissant dans in*(u)}.

En itérant la formule de base a(u)-fois pour chaque mondéme initial

de u et en ajoutant on obtient :



568 J. BRIANCON, M. GRANGER, Ph. MAISONOBE, M. MINICONI

B.2.1.4. LEMME DE MONTEE DE POIDS.

a(u)

(5457 (w) = )2ty € 3 DO v Eise
£=0

D’autre part ’identité :

n n
of a dy;
95 &= (5= 9 - 22)&is
; 6xj ]z:; a.’L']‘ J 8a:j ’
et la proposition B.1.2.6 fournissent :
B.2.1.5. LEMME DE REECRITURE AVEC POIDS.

DO%,& C P DELi + DO 5p_16imy pouri > 1.
q2p

DO%,f* C P DE; f* + D(J(f)5p)f*  (casi=0).

q>p

B.2.1.6. Notations. — Pour g € II*, c’est-a-dire E; # 0, on note
a(q) = sup{a(u); u € E;}.
Pour p € Q, notons :

B(p) = sup{a(p+1)}, B(p) =0 si p+ N ne coupe pas II*.
ieN

Pour X € Q, posons :

en(s) = [ (s +p)7@.

p>A

a(q) est le nombre maximum de faces de dimension n — 1 du polyédre
q - T’ possédant en commun un point & coordonnées entieres, point appar-
tenant au nuage de Newton d’un élément de Ejx1Z; ...z,. D’autre part,
¢x(s) est bien un polynoéme puisque IT* est fini. Et si )\ est strictement

supérieur a o*, ce polyndme est égal a 1.

B.2.1.7. PROPOSITION. — (8 + 1)&p(u)—i(8)u&; € DfFL.

Preuve. — Nous démontrons la proposition par récurrence décrois-
sante sur le rationnel A = p*(u) — ¢; A\ appartient & (1/d)N, ou d est le

dénominateur commun des poids possibles.

Lorsque A est strictement supérieur & ¢* par itération du lemme

B.2.1.5, on a bien :
(s + Dug; € DL
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Supposons maintenant (hypothése de récurrence) que pour tout
JEN:

(3 + 1)d)\(3)0;)‘+j€i C Dfs+1,

ol on a posé dy = H(s + p)P(®), Prenons u¢; satisfaisant & p*(u) —i = A
P>
et montrons que (s + A)?Mug; appartient &

Z DO% ;&6 + DI S

En itérant le processus de division du lemme B.2.1.5, nous nous ramenons
a prendre pour u¢; une somme de termes dans @ E3 ;& et nous pouvons
i>0
utiliser le lemme B.2.1.4 pour obtenir le résultat désiré.
B.2.1.8. Remarque. — En prenant v = 1 et ¢ = 0, nous obtenons
comme cas particulier de la proposition le multiple suivant du polynéme
de Bernstein de f :

(s+1) I s+p)P®
p=p*(1)

(p+N)NIT* # 0.

B.2.1.9. Remarque. — On peut montrer par ces méthodes que la
multiplicité d’une racine de b(s) est toujours majorée par n.

En fait, de manieére générale pour une singularité isolée, on dispose
d’un théoréme de Varchenko : si —p est racine de b(s) de multiplicité ~,
alorsy<n+1-p.

B.2.2. Filtrations et racines du polynéme de Bernstein.

Reprenons les notations de A, ¢ (Dy . f°) = ®EE; est filtré naturelle-
ment par la fonction de poids : p*(>° u;&;) = inf{p*(u;) — i} ou encore par

les sous-espaces
(P E)s>= D E3 s,

i>0 i>0
q>pt+i

!

Z . . o
72,7 et - sont alors munis des filtrations induites naturelles.

En passant aux gradués, on a les injections canoniques :

Gr*(Z) — Gr*(Z') — Gr*(®E¢) _@ P E;..€)-

120
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B.2.2.1. Notation. — On définit comme toujours
in*(( Z "q)fi) = up+ii, ol ug € Ej et upy; # 0.
a2p+i

On a alors le diagramme :

Gr*(Z) < Gr*(Z') — Gr*(®E¢&)
I I Il
®Z: c ez c G}(@ i)

120

ol ’on a posé :

B.2.2.2. Notation. — Z; =in*(Z) N ( @ p+i&i)
120

Z;’ @ +z€z

>0

!/
En A.2.3 nous avions défini I’action de s sur (@ E&)D J(f)f° et Zf
i
Remarquons :

!

B.2.2.3. LEMME. — L’action de s sur 27 respecte la filtration induite

!
par p* et induit une action de degré zéro sur Gr* (7)

Preuve. — Soit e € Ej . ;, se§; = ie{;+ef{;y1. Commeef € ES ., .,
en itérant le lemme B.2.1.5, on a :

ef € @ DE3, ;& +DIf)f°

i<i+1

Dol c(eféis1) € @D E3py -

J<i+1
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*I

B.2.2.4. THEOREME. — 1) L’action de s + p est nilpotente sur gz%
4

«

%

2) Si y(p) désigne le degré de nilpotence de I’action de s + p sur
' P

alors :

b(s) = (s + D)II(s + p)"®

est le polynéme de Bernstein de f.

Preuve de 1). — Résulte des lemmes B.2.1.4 et B.2.1.5.

!

Preuve de 2). — Résulte de A.2.3 et du fait que dim¢ Z7 est finie.

B.3. Le calcul effectif.

B.3.1. Détermination d’un bon opérateur annulant f*.

Nous allons maintenant construire un bon opérateur dans ’annulateur
de f* (au sens de A.3.1), plus précisément :

B.3.1.1. ProposITION. — Il existe une suite (S;)1<¢<; de bons
opérateurs S, de degré {, une suite croissante de rationnels (pg)i<¢<r—1,
ot py > 1+ p*(1), une suite (Hg)1<¢<r—1 d’éléments de ®DEE; tel que

ca) Sefst'=(s+1)H, pour 1<(<L-1

SLfs+1 =0
b) Hy = Z H, &, avec Hy; € @ DE, de degré comme opé-
0<i<n—-2 g>peti

rateur en D au plus £ —i — 1.

Preuve. — Le point de départ est le suivant : choisissons une face F' de F
pour laquelle p*(1) = p5(1). On a :

(s+1=xp)f*tt = —(s+ 1)hpf®

d’ol S; et H; apres redivision de hyp par I'idéal jacobien. Précisons cela,
hr s’écrit :

hr=e€e+ Zgi % avec e € E, p*(e) > p*(hF).
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On prendra donc :

0

Si=(s+1-xr)+Y o e

Hl = —650.

Supposons maintenant construit un bon opérateur S de degré ¢ tel
que :

Sftl=(s+1)H, H= ZHi&,bﬁ H; € DOS,,;

i>0
de degré comme opérateur de D au plus £ —i — 1.

En utilisant la relation de commutation :
(xr+ < Bp,I >)D! = D'xp,
la formule B.2.1.2 permet d’écrire :

(s+p—|Bp|- < Bp,I > —xr)D"u& = D' ((p— | Br | +i)u — xr ())&
—D'uhpéit.

Et en itérant, comme dans le lemme B.2.1.4, sur les a(u) faces de I pour
lesquelles p}.(u) = p + ¢, on obtient :

I (+p-IBri-<Br,I>-xr)D'uéie > D'O%, i 4bisk.
F/py(u)=p+i 0<k<a(w)
Soit p = inf{p* (u) —i; D'ué; apparait dans I’écriture de H;,}, opérons
comme ci-dessus sur les DTué; de cet ensemble. Les opérateurs (s+q—xr),

oll ¢ € Q, commutant et étant de poids positifs, faisons le produit des
opérateurs apparus : on obtient un bon opérateur T de la forme

T= H (s+7, —XxF,) our, €Q,
1<v<a

et vérifiant

TSft = (s+1)TH
ot TH = Y K&, ot K; € DOY,,,; est de degré comme opérateur de D
auplusf—i—1+a.

Maintenant & chaque étape, nous pouvons réécrire

Il (s+r —xr)H dans @ DE;& o DI(f)f°

1<v<e —¢ q2>p+i
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et obtenir la suite demandée des (Sy, Hy:) pour £ < £ < £+ a.
On s’arrétera dés que pp > p : le poids aura augmenté strictement.

On recommence cet algorithme qui se termine lorsque le poids du
socle o* est dépassé.

B.3.2. Application au calcul effectif.

Montrons maintenant comment déterminer Z 3 partir des H;. Pour
cela, soit U € D[s]f* et P € D[s] tel que

(s + 1)U = PftL
Les S; étant unitaires en s, P s’écrit de fagon unique :
P=P0+P151+...+PL_1SL_1 +PL(S)SL, Ol\IR, E’DpouriSL—l.

De plus Py n’a pas de terme constant dans son écriture a gauche.

Divisons par s + 1, nous obtenons :
U=PH, +...+ P,_1Hp_; modulo-DJ(f)f°.

A partir de la définition de Z, on a établi :

L-1
B.3.2.1. Remarque. — Z = { Z c(A¢Hp), ol Ag € (’)}.
=1 .

Afin de préciser les A, qu’il suffit de prendre pour obtenir Z, écrivons :

Hy= ) Hy&

0<i<n—2
Hl,i = Z Dlhg’i,[, ol hg’i’] € E£p¢+i'
[I|<e—i—1

Ona:

c(AeD hy i 16) = (—1)ID! (Ag)hy 1.

-

De sorte que si p*(4y) >n—py+ sup < Bp,I >:
FeF

p*(DY(Ag)hgs1&) > n+i
c(A¢DThy1&) = 0.

et

On a donc :
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L-1
B.3.2.2. PROPOSITION. — Z = {eZC(AeHe),Ol‘l A € 027(;:)} et
-1
v(¢) = sup{n — p¢ + sup < Bp,I > ou I est indice de dérivation de H,}.
I FeF

On constate donc que si p < 1+ p*(1), Z; = 0; comme alors
Ejé C Z, on déduit de B.2.2.4 :

B.3.2.3. PROPOSITION. — b(s) est multiple de - H (s +p).

pell*
p<1+p*(1)

B.3.3. Equations fonctionnelles.

B.3.3.1. Notation. — Soit U € GB E¢;, on notera, I~)U(s) le polynéme
i>0
unitaire de degré minimum tel que

(s 4+ 1)by(s)U € D[s]f*+*.

Le polynéme by (s) existe d’aprés B.2.1.7.
B.3.3.2. ProPOSITION. — Soit U € (@ +,§z )NZ, il y a équivalence

>0
entre les propriétés
i) UeZ;
ii) (s+ 1)U € D[s]f*+ + (s +1))_ DE}, &
a>p

iii) by (s) est non multiple de s + p.

Preuve. — e iii=>ii : des lemmes B.2.1.4 et B.2.1.5, on déduit I’exis-
tence d’un entier « tel que :

(s +1)(s +p)°U € (s + 1)(€D DE;,i&) + Dls]f**".

20
qa>p

En prenant le p.g.c.d. de by(s) et (s + p)*, on obtient :

(s+ 1)U € (s + 1)(P DE;, &) + Dls] f*+.
Sp
e i=>ii : soit W € D[s|f* tel que

(s +1)W € D[s]f**! et U = in*(c(W)).
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Ecrivons : W =Y D'W; mod.DJ(f)f*, o Wy = > Wit € P E&.
>0
Notons enfin : ¢*(W) = in;{p*(WI,i) —1}, le minimum des poids des W7 et
i
prenons Iy un multi-indice de longueur maximum réalisant ce minimum.

Si Io est nul, W — U € @D DE}, & + DJ(f)f°.

i>0
aSp

Supposons alors | I |> 0 :

(-1)lbol . i .
o W =W, +R, ot Re @ DEj, & +DJ(f)f".
>0
4> (W)

On pose alors

(=1)lbl
Ip!

1% =W—D'°( a:I°W) =W — DW;, — DIR.

V vérifie alors :
(s+ 1)V € D[s]f**! et c(W)=c(V).

Et on a un peu avancé, car ou bien ¢*(V') est strictement supérieur & ¢*(W),
ou bien ¢*(V) = ¢*(W), mais ce minimum n’est plus atteint sur le multi-
indice Iy. Une induction évidente permet de conclure.

ii=>i est évident et ii=-iii résulte de la proposition B.2.1.7.
B.3.3.3. ProPOSITION. — Si y(q) désigne (comme en B.2.2.4) le degré
¥

Z
de nilpotence de Daction de s + q sur —Z—ﬂ*— et dy(s) = H (s +9)9,
e p*(1)<q<p
on a la propriété suivante :

(H)p: (s+ 1)dp(s)f* € (s +1)(ED DE;¢&) + Disf*+".
57
Preuve. — Le point de départ est évident pour p = p*(1) (d,u1) = 1).
Ecrivons alors ’assertion H,, :

(s +)dp(s)f* = (s +1))_D'Vi+Pf+, ot Vi € @ Ej,.6:.

p<q
120
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En utilisant le méme argument que pour prouver i=>ii dans B.3.3.2, on a
Pimplication :

p*(VI)=p=in*V; € Z;'.
Pour un tel I, on a donc :
Ur=(s+p)®in*V; € Z;.

En substituant dans (s +p)?P)(s+1)d,(s)f* ces (s+ 1)Uy, par les formules
données dans la proposition B.3.3.2-ii, on obtient 1’assertion ’H;, pour le
poids p' suivant p.

B.3.3.4. Remarque. — Pour un certain p < ¢*, on obtient ainsi
une équation fonctionnelle : (s + 1)d,(s)f* € D[s]f**l. Comme 1’égalité
z"

B(s)( @ —ZT) = 0 est évidente, B.3.3.3 redémontre B.2.2.4 sans utiliser
P

A.2.4. De plus les équations fonctionnelles données par (H,), et donc
I’équation fonctionnelle réalisant le polynéme de Bernstein, sont ici données
de fagon algorithmique. En effet, la caractérisation B.3.2.2 de Z montre
que celui-ci est déterminé algorithmiquement en un nombre fini d’étapes
(voir aussi la remarque A.3.3). D’autre part, suivant la démonstration de la
proposition précédente, le calcul de I’action de b(s) sur f* se fait étape par
étape : il suffit de remarquer que le passage de ’écriture (H,) a I’écriture
(Hp), p' suivant de p, est algorithmique puisque basé sur la formule B.2.1.2
et sur la réécriture B.2.1.5 par division selon 'idéal J(f) (algorithme des
bases standard).

Quant aux exposants y(p) ils sont déja déterminés lors du calcul de b(s)
mais ils peuvent 1’étre simultanément au calcul de 1’équation fonctionnelle,
toujours d’aprés la proposition précédente (voir & ce sujet [4] §4, et [5]
Prop.IL5).

B.4. Exemples et applications (cas non-dégénéré).

B.4.1. Résultats généraux en dimension deux.

B.4.1.1. Notations et rappel. — Pour décrire IT* associé a I', com-
mencons par numéroter

o les sommets de I': Ay = (a},a?) pour0< k<K,

avecaf =0<al <...<aketad>al>...>a% =0;
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o les faces de I' : Fy, = [Ag, Ag41] pour 0 < k< K —1;
on notera py, le poids relatif & Fy : px(A) =< A, Bp, >.
Considérons les parallélogrammes ouverts
Ly ={nAr +{Ar+1/0<n<let0< &< 1} pour 0<k<K-1
et les segments ouverts :
Ty = {ndr/0<n <2} pour 1<k <K -1.

Nous savons que II* ne dépend que de I'; or on démontre (voir
Appendice 2) que la famille des mondémes z# pour A appartenant &
I’ensemble

U ee(Ls nNz)] U [ U & ﬂNz)]

0<k<K-1 1<k<K-1
. . C{z1,z2} 17 .
fournit une base de ’espace quotient { 61;‘ 2} 16 f2 pour une singu-

1 5> T2
6(1:1 ’ 6:!:2
larité non-dégénérée sur I' (et donc pour presque toute singularité non-
dégénérée sur I').

On en déduit la proposition suivante :

B.4.1.1.1. PROPOSITION.
m = [ U e@en N?)] u [ U ea@n N2)].
0<k<K-—1 1<k<K-1

B.4.1.2. Quelques résultats.
B.4.1.2.1. PROPOSITION.
b= [ (s+p®
pEM«U(TTx—1)
oit v(p) € {0,1,2} avec
a) pour p € IT* : i
v(p) >0 o0uy(p-1)>0

b) pour p € IT* :

v(p) € {1,2} sip<1+p*(1)

v(p) = 2 si et seulement sip<1etp€ U pe(Te NN?)
1<k<K-1



578 J. BRIANCON, M. GRANGER, Ph. MAISONOBE, M. MINICONI
c)pourpgIl*etpeIl* —1:

v(p) € {0,1} et y(p) =0 i p < p*(1).

Preuve. — Nous avons rassemblé dans cette proposition les différents
résultats obtenus précédemment, dans le cas particulier de la dimension
deux. En fait le seul point qui n’a pas été démontré est la condition
nécessaire et suffisante pour obtenir la racine double.

Supposons d’abord p < 1 et p = px(C) ol k est un certain entier,
1<k<K-1,et ol C €T, NN2. Si (s + p) était facteur simple de b(s),
il résulterait du Théoréme B.2.2.4 que la composante de degré p calculée
dans Z;, de (s + p)uf® est nulle pour u de poids p*(u) = p; soit donc u
le mondme défini par z,zou = z€, la formule habituelle montrerait que

s s of of
) — C )
I’élément z,zouf = x f est dans 'idéal (xl axl,xg 6:1:2) modulo des
éléments de poids p* > p+ 1; cela donnerait :
0 0
2Cf=Ux —f+Va:2 —f en poids p + 1.
or, O,

D’apres le théoréme de Kouchnirenko ([11] Th.4.1, cf. aussi I’Appendice 1)
ou peut supposer U et V de poids au moins p. Soit F' I'une des faces Fj_;
ou F} : en remarquant que le produit de deux mondmes qui ne sont pas
situés dans le cone construit sur une méme face est de poids strictement
supérieur & la somme de leurs poids, on obtient :

z€ fip = Uppp (xl %)IF +Vior (x2 gxiz)lF'

En utilisant la quasi-homogénéité de fr :

fiF =bir (Il g—;l)lF-l-bz,F (a:z %)w

nous obtenons la relation :

of ) + (V|pp - bz,pxc)(zz —QL)IF =0.

— C ——
(Ulpr — b1,rz )(11 o2, 1 o2

@ 2 men @ (o 2), e
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ou g et go sont des polyndmes quasi-homogenes, premiers entre eux
d’apreés la condition de non-dégénérescence, I'un au moins d’entre eux étant
commode (voir fig.1).

Ags1

Figure 1

Donc g; divise V|,r — bo,rzC et g, divise Upr — by, 7z€ ; pour une raison
de degré, cela implique : Up,p = b1,rz€ et Vjpp = by, rzC.

En opérant ainsi sur chacune des deux faces, et en comparant les
résultats, on trouve by g, , = b1 p, et by F,_, = b2 F,, ce qui contredit le
fait que les faces sont distinctes.

Réciproquement, la condition donnée sur p est nécessaire pour que le
facteur (s + p) soit de multiplicité 2 dans b(s) : cela résulte des remarques
B.2.1.8 et B.2.1.9.

B.4.1.3. Les faces sérieuses.

B.4.1.3.1. DEFINITION. — Appelons face sérieuse de I' une face non
contenue dans {(i1,12) /i1 <1 ou ix < 1}.

B.4.1.3.2. ProPOSITION: — Pour toute face sérieuse F de T, b(s) est
multiple de s + p3(1).

(Ce résultat était connu de F. Loeser [18], qui nous a demandé si nous
pouvions le retrouver par notre méthode.)

Preuve. — Nous avons déja vu que p*(1) divise b(s) ; pour prouver la
proposition, il nous suffit de trouver, pour toute face sérieuse F', un élément
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non-nul uf*~! de Z’ de poids p*(u) — 1 = p}(1) : on aura en effet :
0=2p1Z Z, ;avecp=p*(u) = pp(1) +1

(c’est clair si py(1) = p*(1); sinon, remarquer que Z, C E;¢ puisque
p+1>2,donc Z]_, D E}& est non-nul par hypothése, et puisque E; #0
onap < 2donc Z,_; = 0d’apres B.3.2.3), et le Théoréme B.2.2.4 montrera
que le facteur (s + p — 1) intervient dans b(s).

L’existence d’un tel u va découler des trois lemmes suivants :

B.4.1.3.3. LEMME. — Soit u € O de poids p*(u) = p satisfaisant aux
conditions suivantes :

(i) p(w) > 1

(ii) il existe une face sérieuse F de T telle que p*(1) < p%(1) pour
laquelle p =1 + p}(1)

(iii) pour toute face F' de T’ telle que 1 + p%.(1) > p il existe des
réels M et N non tous deux nuls tel que

of of
g = M(Z‘l a_m)lF’ +N(1‘2 &‘;)lF"

Alors la classe de xyx3u est de poids p dans

( 7, o)

A,
8z, " Oxs

Preuve. — Des deux premiéres conditions on déduit sans difficulté

que (2122u)|c(F) = (£122) - u|F, ot C(F) désigne le cone de F', c’est-a-dire
'ensemble {AA/A € F, A > 0} NNZ.

Si le lemme était faux on aurait, par division :
of of
T1%2) U :)\(m —) + (z —)
(2122) -y 16x1|F#23x21F
oll X et u seraient supportés par C(F') et de poids p}(1).
On a alors & examiner deux cas :
— Premier cas : La face F' ne rencontre pas un axe de coordonnées.

Comme p3(1) > p*(1), la premiere bissectrice n’est pas dans le cone de
F, et 'on obtient A = p = 0 (fig.2), ce qui contredit (iii) lorsqu’on prend
F' =F.
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Second cas

r+1

Premier cas

Figure 2

— Second cas : La face F rencontre, par exemple, I’axe des is.
Les coefficients A et p seraient proportionnels & un certain monéme
zit (r € N); on en déduit p = 0 (puisque divisible par z;) et en uti-
lisant (iii) :

of

(—Mzy + ng“)(xl 011 )IF =Nz, (w2 Bngz)lp'

La condition de non-dégénérescence sur F' donne

(:vl %)w = z3g1, (zz s—;)w = 7592 (fig.2)

avec g; et g2 premiers entre eux ; donc g; divise Nz, et la face étant sérieuse,
N =0; puis M =C =0.

Contradiction !
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B.4.1.3.4. LEMME. — Soit w € O de poids p(w) > 2; on peut écrire :
of

of
- — 4+ br, —
w = azr EP + 02 oz,

avec

p*(a) 2 p*(w) — 1, p*(b) 2 p*(w) — 1, p*(a) 2 1, p*(b) > 1

et pour toute face F' de T telle que p}(w) > p*(w), on a :

pr(a) > p*(w) — 1 et pp(b) > p*(w) — 1.

Preuve. — w étant de poids au moins 2, on a d’apres le théoreme de
Kouchnirenko ([11] Th.4.1, ou Appendice 1)

0
T1Z2wW = YT af + Yz, af

ot p(p) 2p*(w)-1>1
p(¥) 2 p*(w) —1> 1.
On déduit de ceci et de la commodité de f :

©(0,72) = a(z2)T2 % (0,z2), ¥(x1,0) = B(z1)z; % (z1,0).

Réécrivons zzow sous la forme

0
T1Tow = Az Bf + Bz, 583{_2 avec A=+ (B(x1) — a(z2))z2 gg{

(5]
B =9+ (alz) - fz)a L.
A et B sont multiples de z;z2, de poids p > p*(w) — 1. On définit a

et b par A = ax1z2, B = bx1x,.

Vérifions que les poids de a et b par rapport & I" sont supérieurs ou égaux
a 1; on sait que I'on peut diviser :

Io}
w=em 2 vday 9T, p(0) 2 plw) =121, pld) 2 pw) ~ 12 1,
T sz
of of DT .
et {a:l T o 520—2} formant une suite réguliere, la comparaison des deux

écritures de w fournit p(a) > 1, p(b) > 1.

Passons & la derniére partie du lemme; soit {F} }. la famille des faces
de I vérifiant p} (w) > p*(w) = q;
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on a :

of of
0= (xlz2a)|(<I—l)F,- (331 G—E)IFT + ($1w2b)|(q-1)p, (mz Ec;)lF;’

D’aprés [11], dans ’anneau conique construit sur F; on obtient :

of of

ol K, est a support dans le cone, de poids g—2, et posséde z,x2 en facteur;
comme pour tout (7,7’) les restrictions de K, et de K, & 'intersection des
cones sur F; et F, coincident, nous pouvons constuire K & support dans
la réunion de ces cones tel que K|p, = K.

Toutes les conditions demandées dans le lemme sont satisfaites en rem-

1 1
placant a par a — P, Kzo o2, et b par b+ 212, Kz, e

B.4.1.3.5. LEMME. — Soit u € O de poids p(u) > 1 satisfaisant 4
uf® € D(s)f**!, et tel que pour toute face F de T il existe des constantes
M(F,u) et N(F,u) avec

of

up = M(F,u)(xl :—Ifl) - + N(F,u) (xz 6_z2)|F'

Alors : il existe v vérifiant les mémes conditions que u avec de plus
p*(v) > p*(u); il existe une face F ou p*(u) = p}(u) < py(v); pour toute
face F, p}(u) > p*(u) implique p}(v) > p*(u); enfin, sur toute face F' on
a la relation

M(F,v) + N(F,v) = (p"(u) — 1 — pp(1))(M(F,u) + N(F,u)).

Preuve. — Soit Fy telle que p*(u) = p}, (u); avec les notations du lemme
B.1.3.4, écrivons :

w =uhp, =ax; ﬁ + bxs ﬁ, et posons :
Bxl 6172
O(azx o(bx
v = p}l(u)u f— XFl(u) + _(___1_). + _(__2.2.

0z, 0z,
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On sait que la classe de vf® modulo J(f)f* est dans Z, et sur toute face
Fona:

0 )
ur (e = (s = bue)ue (o 5xi1)|zr + (bory = bap )y (2 a_a{z)w

of
=:a“r(w1 EEI)IF-Fb”r(xg gg%)lp.
On en déduit :

0
ajr = (b1,F, — b1, F)ujr + c(F) (1‘2 a—xf;)

|F
bir = (b2,r, — bo,F)ujr — c(F) (’31 %})IF
vr = (pp(u) — 1 - p*(1)yr + C(F)<($2 ’(%t;)w - (w1 (’f—i)w)'

Il est alors aisé de voir que v vérifie les propriétés demandées.

Fin de la preuve de la proposition B.4.1.3.2. — A partir de hp, ol Fj est
une face rencontrant la diagonale (on sait que hp, f° appartient & Z) et
en appliquant autant de fois qu’il le faut le lemme B.4.1.3.5, on construit
une suite d’éléments de Z «passant» par tous les points voulus d’apres le
lemme B.4.1.3.3.

B.4.2. Exemples.

B.4.2.1. Un exemple en dimension deux.
f=ata} + a2} + 3.
On vérifie, en calculant dans la base de mondmes choisie (voir fig.3) que
Z, = 0 lorsque p est dans TI* distinct de g, et que Z3/, est de dimension
1 engendré par z2z2f°.

Nous obtenons :

bos)= ] (s+»)®

peIl*

)

N w
——

D] =

avec v(p) =1 pour p appartenant a IT* — {
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T [

T [ ]

1 ]

N
~
~
~
N
@ o
~N
~
N
~N
\\
] ~ ‘\\ ‘\\ .‘\ .“\ \\
~ N ~ ~ ~
~ N ~ ~ N
N ~ N SN Sa ~N
~ ~ ~ ~ ~ ~N
~ ~ ~ ~ ~N
N ~ N .
a7 T a3 - T . Y
T \\\ \L\ \L\ \\\ \\\ \\
“l2 10 ’ 10’710 ° 10 " .2
Figure 3

i(3)=2 +(3)=0

B.4.2.2. Un exemple significatif en dimension supérieure & deux.
f=232322 + a7 + 2} + 25, n>T.

B.4.2.2.1. Quelques formules. — Aux trois faces F; du polyédre de
Newton correspondent les vecteurs normaux :

Bp, = (n—4,1’1), Bp, = (l,n—4,l)’ Br, = (l,%,n—4).

on ‘n’n n 2n n n 2n
On a
n .
he, =xr (- f=(5-3)a}, i=123.
2
On note f] = o g O etc...

- 6.’1,',,;, A B:cia:cj’
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Des relations z; f; = 2(z12223)* + na}, j = 1,2,3

on déduit la formule :

(210225)° = A[£1 f3 15 +n® ((@220)" " £ + (2129 £ + (2122)" " f3)
(*) —n(23 7 fi s + 2T s+ 2T 8]
ou A désigne I'unité suivante :

1 nd

A= §(1 +g (xla:ga:g)""ﬁ)_l

On a d’autre part, pour tout k € N :

4

(s —k—xr)ék = (3 - g) Z7 €k+1

. 2
(s—k-xp)(s—k=xr)& = (3-5) alahburs i #]

(%) n\3
| (s = k= xp)(s = k= xm)(s — k = x5)6 = (3 - &) afagag
avec les modifica,tionsv évidentes dans le cas k = —1
| (s 1= xR)f** = (s+1)(3- 3 )atko, etc.
B.4.2.2.2. Un bon opérateur. — Utilisons la formule précédente (*)

sous la forme

(zlx2x3)" = (.’E1$2.’E3)n_6A(Z‘1SL‘2.’IJ3)K

ol K désigne ’expression entre crochets dans (*), et remplacons dans la
troisieme formule de (**) :

L GH1-xe)rt = 6+ D (3= 5) @) e

i=1,2,3

en examinant les diverses contributions du produit (s + 1)(z;z523)K, on
trouve des termes de trois types, que ’on transformera séparément :

_2 )
B.4.2.2.2.1. — —na1z207 fl fots = Z$1$2f26 (s = xF)éo

(utiliser f1& = 6% & et la premiére formule de (**))
1

ce qui donne, aprés commutation :

2n 0 ,
5=~ [4(3 ~ XFy + 1)(212223) — 71 a_zl(s - XF + 1)$2f2]€0;
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1 . s
en remplagant (z;z273)? par 3 (z1f{ —nz?), et en appliquant s+1 & cette

expression, on trouve enfin une premiére contribution égale & :

2n

e (= xe 4 D (a1 o (2-ma 5 - 2o 41— xm)) 17,

et un résultat analogue pour les deux autres termes.

B.4.2.2.2.2. Un calcul du méme genre donne

2n
6—n

(s + 1nzy (2223)" 162 = ( )2x1 —a—% (s+1—xp)(s+1—xm)f*!

et idem pour les deux autres termes.

B.4.2.2.2.3. De méme :
1 pr gl a 6 6 a 6
(s + 1)z1z223f, fofs = [55153213 E 8—:1:2 a—m - (1131 6_321 + z2 0_x2
6 a s+1
+$35;;—4)(.’l)la—xl—n(s-f'l—XFl))]f .

Il reste & rassembler ces résultats pour obtenir un bon opérateur S
tel que Sf°*! = 0. On retiendra que S est de degré 3.

B.4.2.2.3. Un supplémentaire E de J(f).

B.4.2.2.3.1. Remarquons d’abord que le socle de ’algebre E_?f_) est

engendré par (z;z23)°, de poids 5/2.

. ¢ ‘s .
Calculons une base de monomes de ——— : on vérifie, par division par

L(f)

Pidéal L(f), que le systéme suivant induit un systéme de générateurs de

0

L(f) "
(z17273) T8 T et permutés
) avec € = 0,1 et 4,7=0,1,...,n—1
(a:l:czxg)s'z'l et permutés
avec e’ = 2,3 et 1=0,...,n—-1
ou ¢ =4,5 et 1=0.

B.4.2.2.3.2. — Pour montrer que ce systéme induit une base, il suffit
de constater qu’il contient 3!V3(T") éléments ou V3(') = n? désigne le
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volume sous le polyédre de Newton I' de f (voir Kouchnirenko [11], Th
B.1, et C.1).

Si I’on enléve alors les mondmes de cette base qui sont non-multiples
O cT1XT2T3

d btient base de ——fF—F—""—, d’ou, divi
e I,ZoT3 on obtient une base de )P (z12273)" ou, divisant par

(Y] .
Z1T2x3, une base de 75 ou encore une base d’un supplémentaire E de
J(f) dans O :
ziz) et permutés,
~avec 3,7=0,1,...,n-1
(z1z223)° 2% et permutés,
avec €=1,2 et ?
ou e=3,4 et 1=

Le nombre de Milnor p de f est égal & 3n? + 3n — 1.
B.4.2.2.3.3. — 1l résulte de ce qui précede que IT* est formé des

rationnels de la forme —1?: + % pour k variant de 0 & 2n.

B.4.2.2.4. Calcul de Z et Z'.
B.4.2.2.4.1. LEMME. — On a Z = F¢, @ C - (z12273)%&;
ou F est engendré sur C par les monomes

(z17273) Tt et permutés,
avece=lett=n—-—1l,oue=2et:t=0,...,mn—1,
A oue=3,4eti=0
iz et permutés,
avec 1,j € {n —2,n — 1}.
Preuve. — Soit U € Z : U = ¢(V) avec V € &;DE¢; et (s + 1)V =
P(s)f**! ol P(s) € D[s].

En divisant P par s+ 1 — xp, (s+1—xp)(s+1— xp) et par le
bon opérateur S, on trouve, aprés simplification par s + 1 :

V:P2K2+P1K1 +K0
avec Ko € DJ(f)f*, P,e€D

et K; = (3 - g)x?&), K, = (3 - 3)2(%:32)"51.

Calculons le terme constant de V' : en utilisant les relations

2 1
g} = = =(212223)° + ~ 7, f}
n n
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on trouve, pour u = z7'z5?z3* mondéme quelconque -
ne 2 9 ‘ s
uzyéo = “n u(z17223)*&o mod J(f)f

4 2
w(@122)"61 = —gu(@12203) 6 + —y(on + 0n + 4)u(21723) 60
mod DJ(f)f*.

On voit que Z contient déja tous les multiples de (r;zox3)%& qu'il
faut réécrire dans E&, et contient aussi C - (z17273)%;. Il reste alors &
déterminer les monomes obtenus par réécriture de u(z;1zoz3)*¢; avec u
non-constant : si I’'on suppose a3 > 0, on explicite f] et f3 dans ’expression

entre crochets de la formule (*) de B.4.2.2.1; on trouve alors des expressions
dont le terme constant est multiple de (x;z573)%&, ainsi qu’un élément de

o oz (z172)" 2&), que 'on réécrit aprés commutation avec la dérivation.
3

B.4.2.2.4.2. COROLLAIRE. — Avec les notations du lemme précédent
Z' = E& ® F€, ® C(z17223)%6;

et pour p € IT*,

Z* E F,
2 =LHo p+1 . H o (C(x1x2x3)4) .
Zp FP (C(I1Z2$3) ) : p+2
p+1
B.4.2.2.4.3. Remarque. — Pour p <1+ p*(1) =3/2,0n a
Z;=0
et "% 07 y4 '_Ié 1/21
Zp = pEO S Fp+1€1 D {C i (.’1,‘1.7)2.’133)462, p= 1/2

B.4.2.2.5. Calcul des multiplicités. — De la formule de base B.2.1.2
on tire, pour tout mondme u € Oy, :

n
(s +pJuts = (8- 5 Juzfis + PE, 1 =1, 2, ou3

ou P € D est sans terme constant a droite.

! %

Z
Cette formule va permettre de calculer I’action de (s + p) sur —Z%-,

P
et par conséquent de déterminer le polynéme de Bernstein de f, d’apres le

théoréme B.2.2.4.
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Notons que les multiplicités sont majorées par 3 (Remarque B.2.1.9).
Examinons les monémes de base :

B.4.2.2.5.1. Les termes ziz}o, i < j :

. 1 i+
leur poids est p = 2 + ool
* i . n—6
on a p*((s+p)xizi&) —p=1- 5 alors

i>0:(s +p):c’ix§§o = 0 dans Z;,* car de poids > p

i=0,j>0: (s+%+%)x{;gogz;

2 y !
et (s—i—l-{-]) z3éo = 0 dans Z*

2" n
donc ——(% + %) est racine au moins doublé, ji=1,...,n—1.

i=j=0:onaZf,=0et(s+1/2) #0, (s+1/2)% #0
donc —1/2 est racine triple.

B.4.2.2.5.2. Les termes (z,z223)xi & :
leur poidsest p=1+ %;

i>0:(s+p)(z17223)28 =0 dans Z;,*, car de poids > p
1=0:(s+ 1)(z12223)€0 £ 0 dans Z,* (Z} =0);

d’autre part, on vérifie par un calcul direct utilisant le formule (*) de
B.4.2.2.1 que (s + 1)%(z12223)& = 0 dans Z,* car de poids > 1.

Or, les autres contributions au poids p = 1 dans Z;* sont celles de
(z12223)3¢, et des (ziz)€ (et permutés) avec i+j = g lorsque n est pair;

par un calcul analogue au précédent, on vérifie que (s+1)?(z;2273)3¢, =0
dans Z,*.

On peut donc conclure que —1 est racine double.

B.4.2.2.5.3. Les termes (z,7273)Ti&; :

. 1 4
leur poids est 3 + o

i >0: (s +p)*(z12273)%xi €y = 0 dans Z,*,
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ce qui n’ajoute rien aux résultats de B.4.2.2.5.1.

i=0:d::mscécasp—1

37 et 'on a déja vu en B.4.2.2.5.1 que —1/2 est

racine triple.
B.4.2.2.5.4. Les autres termes de F¢; et le terme (z17273)%¢; € 21/2

relevent de calculs déja faits au paragraphes précédents et n’apprennent
rien de plus quant aux multiplicités.

Il reste a regrouper tous ces résultats, en distinguant les cas n pair et
n impair; on trouve finalement :

2n—6

b(s) = H ( + % + -]i)Ar(k), n pair
o - 1 (k) n? ¢
H( 3 —) (s +1)2H(s+1+ ), n impair

avec y(k)=3 si k=0

C. SINGULARITES SEMI QUASI-HOMOGENES

C.1. Définition et théoréme de division.

C.1.1. Définition.
C.1.1.1. DEFINITION DE p. — A un n-uplet de rationnels a =
(a1,...,0,) on associe une fonction de poids p: O — Q définie par
p(0) = inf{< o, I >=ayi1 + ...+ anin : £ #0}, ot £=Y_£yz”.
Comme toujours on appellera partie initiale de £ :
int= Y 4z

<a,I>=p(L)

C.1.1.2. DEFINITION. — Soit f: C",0 — C,0 un germe de fonction
analytique. On dira que f est semi quasi-homogéne («S.Q.H.») par rapport
a a si sa partie initiale est a singularité isolée & 1’origine.
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Dans cette partie C, nous fixerons f € O, S.Q.H. relativement 3 o et
nous supposerons, quitte & multiplier & par un rationnel, que p(f) = 1.
C.1.1.3. DeFiNiTION. — Filtrons O par le poids p et notons :
Osp = {u€0; plu) > p}
0>, ={u € 0; p(u) > p}

O, polynémes quasi-homogenes relativement & o de poids p

g0 = & 22 = 50,

Os,
C.1.2. Théoréme de division.
C.1.2.1. NOTATION ET PROPOSITION. — Soit E, un supplémentaire
de in(J(f)) dans O, ; on a les isomorphismes C-linéaires :
0
J(f)

IR

E=¢E,c 0

GrO

inJ(f)
Preuve. — Montrer que in(J(f)) = in(J(inf)) en utilisant que

. (Of P

1n( axi) forment une suite réguliére.
C.1.2.2. Notations. — d(p) = dimcE,

IT = {p/d(p) # 0}

2
) :n—22a1 = sup{p; p € I1}.

o f
= t
7 P(de 61‘1’81']' im1

L’exactitude du complexe de Koszul gradué associé a cette suite
réguliere montre que d(p) ne dépend que de a et p; o est le poids du
o

socle de l’algébre artinienne JO 8t

I " ()

alors bien connues; IT est un ensemble de rationnels. Enfin, on a :

) 0 L

. Les égalités ci-dessus sont
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C.1.2.3. PROPOSITION DE REECRITURE (ou théoréme de division). —

VYu € O, Jv € E unique et (Ay,...,A,;) € O" tels que

U=’U+Zx\i aa:;;f,

avec v =0 ou p(v) > p(u), A; = 0 ou p(A;) > p(u) — 1+ p(z;).

Preuve. — Si p(u) > o, on a v = 0. L’existence de v se démontre
par récurrence descendante sur p(u). L’unicité de v et l'existence des );
satisfaisant & la condition de poids est une conséquence du fait que les

m( of ) forment une suite réguliére.
0z;

C.2. Les racines du polynéome de Bernstein.

C.2.1. La montée de poids et ses premiéres conséquences.

C.2.1.1. Notations. — |a|= a1 +as + ...+ a,

0
XZZaiCEiBT
h=x(f) -

Sif=3 frzl, h=3 (< a,I > —1)fz! satisfait & p(h) > 1 = p(f).
Quitte a faire un changement de coordonnées nous pouvons supposer :

soit h = 0 si la singularité est quasi-homogene (c’est-a-dire, d’apres [17], si
feJi)),

soit inh € E — {0} dans le cas contraire.

C.2.1.2. Formule de base. — Pour tout u € O, i € N
n
(s | o | +p)uti = Z xju + (p+i)u = x(w))& — uh&isr.

Les deux lemmes suivants se prouvent alors de fagon analogue aux
lemmes B.2.1.4 et B.2.1.5.

C.2.1.3. LEMME. — (s + p(u)+ | a | —3)ué; € (ZDO>p(u)+2€t+€ )
=0
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C.2.1.4. LeMME. — DO3p¢; C (D) DE,)éi + DOsp_16i1

= pouri >1

DO, f* € (D DE)f* + (DI(f))3of°
>

= (casi=0).

En faisant monter les poids par C.2.1.3, en réécrivant par C.2.1.4 et
en s’arrétant lorsque on est arrivé au poids du socle, on montre :

C.2.1.5. PROPOSITION. — Pour u € O, (s + 1)c,(u)—i(8)u; € Df*HL,

ol ¢p(y)—i(8) = ( H (s + || + p')) , le produit étant étendu &
P’EPp(u)—i red
Pensemble Pyyy—; ={p' : I €N p'+j €I, p' > p(u)—i+(j—1)+(p(h)—
1)}. (A4 = max(),0) et ereq désigne, pour e € CJs], le polynéme sans
racine multiple ayant les mémes racines et le méme coefficient dominant
que e).
En particulier :

C.2.1.6. COoROLLAIRE. — Le polynéme de Bernstein de f divise

(s+1)(nﬂ1 I G+lal +w—j))red

j=0 w'GH
w>jp(h)

C.2.2. Filtrations et racines du polynéme de Bernstein.

Reprenons les notations de A, ¢(Dy,:f°) = @EE; est filtré naturelle-
ment par la fonction de poids :

p(Y_ wi&i) = inf{p(u;) — i},

ou encore par les sous-espaces :

(©E&)>p = P Eobi-

q>p+i
i>0

!

7,7 et Z7 sont alors munis des filtrations induites naturelles. En passant

aux gradués associés, on a les injections canoniques :

Gr(2) = Gr(2') = Gr(@E&) = D (ED Ep+iti)-

p 120
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C.2.2.1. Notation. — On définit comme suit la partie initiale d’un
élément de (P E¢; :
i>0
i“(( Z = A“q) 61) = Uptii, Ol Ug € Ey et upy; # 0.
a2p+i

On a le diagramme :

Gr(Z) — Gr(Z') < Gr(©E&:)

bl

®Z, C &7z, C ®(®E1+p€i)y ou

p 20

C.2.2.2. Notation. — Z,, = in(Z) N (P Eispt:)

i>0

z, =in(2") N (P Eisp&i)-
i>0
L’action de s sur ®E¢; & J(f)f* étant définie comme en A.2.3, on

montre comme en B.2.2.3 que cette action est de poids positif et induit
!

donc des morphismes de poids zéro sur les gradués, notamment Gr(gz—).

!

Z
D’autre part, tout élément de 22 est annulé par s + p+ | a |. On déduit
P

alors de A.2.4, comme pour la preuve de B.2.2.4 :
C.2.2.3. TutorEME. — Le polynéme de Bernstein de f est
(s+1) J[ G+ptlal.

2,572,

En fait comme en B.3.3, on peut démontrer ce résultat sans utiliser
A.2.4, en montrant directement :

Hy:(s+1) [ (s+atlals e (s+1)( @ DEyi&) +Dlsif+.
|a|<g<p i>0
270G 7, q2p



596 J. BRIANGON, M. GRANGER, Ph. MAISONOBE, M. MINICONI

C.3. Le calcul effectif.

C.3.1. Détermination d’un bon opérateur annulant f*.

Contrairement 4 B, on peut munir ®DE¢; d’une fonction de poids en
posant

p(ZD’uI‘igi) =inf{— < o, I > +p(ur;) —3; ur,; # 0}.
La formule de base pour faire monter ces poids est :
(F): (s+p—-x)D'u& = (((i + p+ < &, I > —p(u)) D'u — D! (x(u)
—p(u)u))& — DTuh&iy,.
C.3.1.1. — ProvposITION. — Il existe une suite de rationnels

pp=1<pr=ph)<pa<...<ppetpourf=0,1,...,L—1

n—2

— des éléments Hy =) Hy & € D DEE; vérifiant :
0

p(He) = pe1, p(Hei&i) 2 (0 +1)p(h) — 4, deg(H;) < €—1
— des opérateurs T; € D, bons au sens de A, vérifiant degTy < £ + 1, tels
que les opérateurs S; € D[s] définis pour £ =0,...,L par
So=(s+1-x)—To
Ser1 = (8 + pet1 — x)Se — Ti1, pour £=0,...,L -1
satisfassent a
Spftt = (s+1)H pour 0</<L-1
SLfs+l —

Preuve de la proposition. — La preuve est rigoureusement identique
3 celle de la Proposition B.3.1.2, au détail pres suivant : la formule (F)
ci-dessus permet de faire monter les poids a chaque étape.

C.3.2. — Application au calcul effectif.

Tout comme en B.3.2 :

L-1
{ gc (AcHy), Ag € 0}.
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Et vu les poids des Hy, pour décrire Z,, il suffira de prendre

P=Pe41
A[E @ Opl.
p'=0

C.4. Exemple et Application (cas S.Q.H.).

C.4.1. Exemple simple pour illustration.

On se propose d’illustrer le cas S.Q.H. au moyen de I'exemple :
f(x1,32) = 27 + z} + trizs.

f est S.Q.H. relativement & a = (%, %) On peut choisir comme E,
les sous-espaces vectoriels engendrés par :

(ziz); 0§i§5et0§j§5et%+%=p}.

Ainsi E est le sous-espace vectoriel engendré par {zﬁxé, O<i<bet0<
L2 10, 10

T T=

C.4.1.1. La suite (S;, H;) :

1 0 1 0 1
= - —_— = —\ h= — f == txizd.
X 7 T B2, +7232 oy’ x(f) - f 7 T1Tg

J < 5}. L’ensemble II est {0

Avec les notations de C.3.1, les bons opérateurs S; de degré i vérifient

t
Sifth = —(s+1) Zxizaf’

Softl = (s+1)

S3fs+l =0.
En effet :

(s +1=)f = ~(s + Dhf* = ~(s 1) © aladf*

EN|

2

8 t o
s+ =0 +1=20f" = s(s +1) 15 abaff .
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Divisons z8z8 par J(f) (suivant la direction a) :

ss 1 o4 0f 4t

1Ty = - TIT
L Y T

_1%gaf it o 5 Of 16t299

= 7915 5o " 19 %% 5g, t
~ 1 1 , 40f 4t ¢, 0f
_—1_l§t2x x (?2,‘1.1126—11— .'E .’17 a—)
497 T1%2
. . of of ..
Soit A1 et Ag, les coefficients de =—— et =— dans cette écriture. On a :
or, Oz,
8 0 0 o1 O
- — 1- s+l — D(—A Ap— — — —)f°
(S+ 7 X)(S+ X)f (3+ )(6 r1 1 6332 2 61‘1 61‘2)
— Comme 0 = E,
7
_1 g, —
Al = ?xle )\2 =0 modJ(f)
4t
= —E.’E?.’l‘g
= O modJ(f)
d\; 2 dAsg 24
. = §x§x1 02 =~ tz3z5 modJ(f)

8
=-1 trdz3 modJ(f).

Donc, il existe P, € D, d’ordre de dérivation au plus égal a 2 tel que :
8 32t3
(5+;—X)(3+1“X)fs+1—P2f3+1 (s +1)—4—9—x1 S5f°.

On pose donc S = (s + 8_

5= X(s+1-x) - P

— Comme p(z8z3) = o,

(s + ? - X)Szfs+1 € (s+1)DJ(f)f°,
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on en déduit I’opérateur S3; annoncé.
C.4.1.2. Calcul du polynéme de Bernstein.

D’apres C.3.2, nous avons :

Z = {c(M—(s + 1)7’315'32f )+ (s + 1) t 2323 f°)); Aet pe O}

49?
= {c(—(s+ 1)ziz3Af*); A € O} (si t #0).

On déduit donc pour t # 0

0pourp<1etp¢{ ,%}

\IIOO
\IIQO

\IIOO

C - ziz4 f* pour p =

C-zizidf* @ Cxixlf® pour p= g

\C-m?ngs pour p = g

Z,= E,f*®sZ, 1 f*~1. Du théoréme C.2.2.3, on déduit si ¢t # 0,
que le polynome de Bernstein de f est :

i ko2
(s+1)kl;[0(s+?+?).

C.4.1.3. Le calcul de 'opérateur intervenant dans la relation fonc-
tionnelle se fait de la fagon suivante : on calcule (s + 1) H (s+pt+|al)f’

p<o
3 laide des formules B.2.1.2 pour aboutir, aprés réécriture (divisions par

l'idéal J(f)), & une expression (s+1)(3_ D%cq4)f* ot p(cy) > o le poids du
socle : les ¢, peuvent donc s’exprimer O-linéairement 3 ’aide de h et de
+, €t f1,, et on conclut en remarquant que (s +1)hf* = —(s+1—x)f*t!

0
et (S + 1) a’:‘.fs = 0—13; f3+1.
C.4.2.Polynémes de Bernstein génériques en dimension deux.

C.4.2.1. Polynéme de Bernstein générique pour les S.Q.H.

Commencons par dire quelque chose en dimension n quelconque.
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Soit f un polyndéme quasi-homogene & singularité isolée, £ une base de E
constituée de monomes. Considérons :

F=f+ Y te€eClta,...,z],
ec&
p(e)>1
la déformation S.Q.H. standard.

C.4.2.1.1. DEFINITION. — Le polynéme de Bernstein générique,
B(s), de F est le générateur unitaire de I'idéal

{c(s) € Cls]; 3P € D[s] R C((t)) : P =c(s)F°}.
C

On peut alors recopier tout ce qui a été dit dans les sections
précédentes en remplacant C par C((t)) et montrer ainsi 'existence de B et
donner une méthode algébrique pour le calculer. On introduit Z, Z’' que ’on
gradue. On construit comme en C.3 une suite (Hy, S¢) «universelle», et en
utilisant la preuve directe du théoréme C.2.2.3, une équation fonctionnelle :

PF**! = B(s)F*, ot P € D[s] Q) C((t))
C

et

B:(s—i—l)( I (s+|a|+p)).

7,372,

C.4.2.1.2. ProposiTioN. — ]I existe un ouvert de Zariski,  de

Pespace des paramétres tel que si t € Q, B est le polynéme de Bernstein
de Ft.

Preuve. — Lorsqu’on spécialise t = t au voisinage de 0, t appartenant
a un ouvert de Zariski, les Hy(t) sont les spécialisations des H; et on montre
facilement que les dimensions de Z(t) puis de Z,(t) sont génériquement
égales aux dimensions de Z et Z, sur C((t)).

Pour déterminer le polynéme de Bernstein générique d’un S.Q.H.
générique en fonction des poids, il nous faut commencer par calculer
les poids des ¢(H;). P. Cassou-Nogues dans [9] donne une formule pour
f =z +...+ 2% lorsque les a; sont deux & deux premiers entre eux. En
dimension au moins égale a 3, la formule simple que ’on pouvait espérer
dans ce cas est fausse (voir Pexemple f = z10 + z2! + 223 traité dans [4]).

C.4.2.2. Cas de la dimension 2. — On se donne f un polyndéme S.Q.H.
en dimension 2 relativement & a; et as.
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C.4.2.2.1. Hypothéses et notation. — f est donc une déformation de
z¢ + 23, 2% + 2125 ou 2¢x3 + z128. Nous supposons f choisi assez général
pour admettre pour base £ de E I’ensemble des mondmes z7z? tels que :

(p,q) € [0,a—2] x [0,b—2] si f est une déformation de
z¢ + x4

(p,q) € [0,a—1] x [0,b—2] U {(0,b—1)} si f est une déformation de
z¢ + 7175

(p,q) € [0,a—1] x [0,b—1] si f est une déformation de

b
8T + T179.

Onnote F = f+ Z tee, la déformation S.Q.H. standard de f dont

€€
p(Be)>1
on se propose de calculer le polynéme de Bernstein générique.
C.4.2.2.2. Notations et définition. — On note :

plz1) =oq = %1, p(x2) = g = I% (p1,p2) =1 (car p(f) = 1)

1< 01 <02 <...0p =0 suite strictement croissante de IIN]1, o[.
On définit :

j
b5, = dimcE,, — Y _ dim¢cE,; o,
=1

dp = dil’ncEp.

C.4.2.2.3. LeMmME. — 1) Pour tout couple p,p’ d’éléments de p(O)
telsquel <p<p,ona:d,>dy — 1

2) b6, >0=>Vie{1,2,...,5} ai:1+%et5m > 0.

Preuve de 1). — On constate facilement que z{z? € E, équivaut a
une condition du type (p,q) € I,, ou I, est un segment de longueur ¢, et
€, <ly,sii<p<p <o.Lerésultat 1 s’en déduit.

Preuve de 2). — Remarquons que é,, < ds;, — do = d,; — 1. Donc
8; > 0 implique d,; > 2, donc d, > 1 quel que soit p € p(O)N]1,0,[. On

en déduit o; = 1+; pouri =1,...,J car pour tout entier i : 1+:7 € p(0).
D’autre part, on a é,, = dimcE,, — Z d,,carvulabase &, u €€
p<Llo;—1

de poids 0;, v € £ de poids p < g; — 1 entraine % €€ depoidso; —p>1
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et donc 0; — p € {01,02,...,0;}. Dol pour i € {1,2,...,j5}:

by =dgi— > dp2do;—1= Y dp>dy;— Y dp=1=6,-12>0.

p<o;i—1 p<oi—1 p<o;—1

C.4.2.2.4. Notations. —h=F —x(F)= »_ (1-p(e)) - te
ecl
p(e€)>1
S C C[t}{z1,z2} le carré de l'idéal (t¢)e € &,
Ei=s(s—1)...(s—i+1)F"
=C[t|E D = C{t}D.

n—2
On construit comme en C.3.1, une suite H, € @Dﬁii et des
i=0
opérateurs Sy € D tels que SpF**! = (s + 1)H,.
C.4.2.2.5. LEMME. — Le poids de H, = H;oF* et le poids de

he = c(H,) sont égaux a o441 et la suite des H; contient donc L termes.
Plus précisément Hy et hy sont égaux modulo S-D et on a :

he=Y_ (01— ple))... (o0 = p(e))(p(e) = 1tce  (modS)

feéy
inhyF° = c¢(inHy) € Z.

Preuve. — Le point de départ est évident Hy = hF*.

L’algorithme de C.3.1 s’écrit ici :

(8+0e+1—x)— He=Hpa (modDJ(F)F?),
et on trouve :
oA 0
c(Hey1,0) = 0er1he — x(he) — o SR (mod(Fél,F;Z))
6.’171 6x2

ou hh, = )\gFm’l + /,LgF;cZ.
Comme Ay, p appartiennent & S le lemme en découle par récurrence

sur £ car :

0 d
Hppy —hep FP = -(5.’13_1 Ae+ &;M)FS + (s +oer1 — X)(He — he F?)

et ogrie — x(e) = (op41 — ple))e.



ALGORITHME DE CALCUL DU POLYNOME DE BERNSTEIN 603

J
C.4.2.2.6. LeMME. — L’application linéaire ¢; : @ E, o, —E

. =1
définie par

in,jc(i:uiHi_l) = @j(u1,...,u;)F° modulo J(F)F* détermine
une applica.t;:rlx C((t))-linéaire de rang maximum.

Preuve. — Soient u et v des monémes appartenant respectivement
Eo; et &gy % est alors un élément de &,,, avec le choix effectué pour €.

Le coefficient de ¢;(v) sur u est alors égal & tu/v modulo S.

La matrice dans C[t] modulo S de Papplication linéaire ¢; dans les

bases respectives £, et U &, est donc de la forme (t,, ) ol les t,, , sont des
p<o;
indéterminées, deux & deux distinctes dans chaque ligne et chaque colonne.

11 est facile de voir qu’une telle matrice est de rang maximum sur C((t)).
(€, désigne les éléments de £ de poids p).

C.4.2.2.2.7. THEOREME. — Le polynéme de Bernstein d’une singu-
larité S.Q.H. générique est, avec les notations précédentes, égal a

b(5)=(8+1)( [[G+a+8+p H(s+a+,3+p_1))
§,>0 ;;,e>l;[

red )

Preuve. — D’apres le lemme C.4.2.2.5, pour tout p € T tel que p > 1 (p =
o;) il existe u = h;_, tel que : p(u) = p, uF* € Z,.
Lorsque 6, < 0, d’apres le lemme C.4.2.2.6 : E,F° = Z,.
Lorsque 6, > 0, on a aussi §,y < 0sil < p' = 0; < p, et d’apres le
lemme C.4.2.2.6 ¢; est injective pour ¢ = 1,2,...,7, ¢; étant en plus non
surjective. Soit v € E, — Imy; : uF*® ne peut pas appartenir & Z, car si
w=1n ¢(d_ A\pHy) avec Ay € O, on a puisque v ¢ Imy; :

p' =inf p(A\LHy) < p
donc

iny () AeHi) =0
ce qui contredit I'injectivité de 1’application ¢, correspondant a p'.
On a donc uF* € Z, - Z,.

Le théoréme se déduit alors du théoreme C.2.2.3.
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APPENDICE 1
PREUVE DU THEOREME DE DIVISION ADAPTEE A J(f)

1l s’agit de prouver la proposition B.1.2.3. On reprend donc dans ce
paragraphe les notations de B.1.1.4.

Considérons K* ((’), T; %) le complexe de Koszul :
. i

dp
0= AU (OM) > ... = AP(O)—2— APFL(O™) = ... = AM(O™) = 0

muni de la différentielle d,(w) = E (=1)7*g; a—fdxj Aw; f étant &
; z
Jj=1 J

singularité isolée, ce complexe fournit une résolution de . 11 est filtré

90
L(f)
par la filtration de Newton p sur O en donnant & la différentielle d le
poids 1. Le complexe gradué associé n’et autre que le complexe de Koszul

K*(GrO, F;). Enongons le théoreme 2.8 de Kouchnirenko [11] :

TuEoREME (Kouchnirenko). — K*(GrO, F;) est une résolution de
GrO
(Fy,...,Fy)’

Kouchnirenko en déduit le théoréme suivant (théoréme 4.1 de [15]) :

THEOREME (Kouchnirenko). — étant muni de la filtration

) 2

L(f)
induite par p, on a lisomorphisme canonique de C-espaces vectoriels
gradués :

¢ ) GrO
(F,...,F,)’

ii) tout élément g de 'idéal L(f) = (xi ng) peut s’écrire :

of 4
9=q171 oo+ gnn 5 avee Vi ¢ p(gs) 2 plg) — 1.
n

Ba:,» :

Introduisons alors les notations suivantes :
Notations. — Pour un sous-ensemble d’indices I C {1,2,...,n}, et

pour un entier p,1 < p < n, notons K7 le sous-espace de K? ((9, x; %)
i
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défini par :

K? = {w = Z wil,,,,,,-pdx“/\. . ./\d.’l‘ip; Wig,..vip € 0( H :L‘])}
11<...<ip jGIﬁ{’i1,...,’ip}

Notons:  BY =ker(d,)NK} pourp<n

B} =Imd,—, N K.

LEMME. — Pour tout p € {1,2,...,n}, w € BY, il existe 6 € K}"l tel
que
w = dp-1(6) et p(8) 2 plw) — 1.

Preuve. — Nous démontrons ce lemme par induction sur le nombre
d’éléments de I'; si I = @, cela résulte du théoréme de Kouchnirenko.

Supposons I = {1} U I’ et prenons w € BY, p > 2; par hypothése de
récurrence, il existe § € K%' tel que w = dp_;(6) et p(8) > p(w) — 1.

Ecrivons § = dx1 A§+m,0un € K}’_l et £ € K}’,_r‘) ne sont pas multiples
de d.’l71.

9
w=dy_1(0) = dz; A (Z(—nﬂxj %dzj A g) +dp_1n.
J

=2
Par hypothese, le coefficient de dz; dans w doit s’annuler pour z; = 0 et
par conséquent si £ = £(0,2,...,Z,) + 1€, 0n a:

p-2(6(0,22, ., ) = 0

ot d’' désigne le différentielle du complexe de Koszul construit sur O’ =
C{=s,...,z,} et avec la fonction f(0,z2,...,z,) : 'hypothése de récur-
rence est vérifiée pour les sous-espaces correspondants construits avec I’,
donc il existe A € KP73 tel que £(0,z2,...,2,) = d,_z\ avec p(A) >
p(6) —1. Alors 6 — dp_o(dzy A X) = dzy Adp—_3A + 7 satisfait aux conditions
demandées.

En appliquant ce lemme & I = {1,2,...,n}, on obtient :

ProprosiTION.

01‘1 T2 ...Tp
L(H)NOxyzy...xy°
ii) Les gradués étant considérés par rapport aux filtrations induites

0.’171.’1?2 R
L(F)NOxyz,... zn)

i) Kfl,z,...,n} est une résolution filtrée par p de

[~

par p, Gr(K{‘l‘,‘,w’n}) est une résolution de Gr(

Gr(ozl Eaz,})+ E(f)).
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iii) Si gz1z2 ...z, est un élément de L(f), g peut s’écrire :

0 . .
g= z gigz;f_' avec Vj: p(g;z1...%5...2n) > p(g) — 1.
(2

Prouvons maintenant les résultats annoncés au chapitre B.1.2 :

Preuve de la proposition B.1.2.2. — Résulte maintenant du (iii) de la
proposition.

Preuve de la proposition B.1.2.3. — L’isomorphisme de (i)* résulte de
Oz125...7Ty GrO
[:(f) NOzxizs.. ) (Fl, ,Fn)’
elle est la conséquence d’une adaptation évidente du lemme precedent
au complexe de Koszul K*(GrO,F;) et aux sous-objets KF(GrO,F;),

p=1,...,n définis comme les K¥ du lemme.

la proposition. Quant 4 ’inclusion Gr(

Montrons (ii)* :

On sait d’apres la proposition que I'on peut choisir les g; tels que
p(gjziza...&j...2n) > p*(g) — 1. Il en résulte la premiere inégalité :

p*(g5) 2 p*(9) — 1 + p(z;).
La deuxiéme inégalité de B.1.2.3 résulte du fait que le nuage de

Jg; . . .
Newton de z; ==+ 6 ...%;...Ty est contenu dans celuide g;z; ... %; ... Z,.

La derniere megalité de B.1.2.3 résulte de (iii), proposition précédente,
et de la premiere inégalité de (ii)*.

APPENDICE 2
PREUVE DE LA PROPOSITION B.4.1.1.1

Avec les notations de B.4.1.1, on a vu qu’il suffit de montrer que la
famille des monomes x* pour A appartenant & ’ensemble

U (Lan2]u[ U (Tan2)]

0<k<K-1 1<k<K-1

fournit une base de ’espace quotient C{xé’fxﬁ - 5661;32 pour une singula-

Ty T2 7
61‘1 01‘2

rité f non dégénérée sur I".
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Ajoutons & cette famille de monomes les monomes x4 pour A décri-
vant les segments des axes :

To = {nAo, 0<n <1} et Tx = {ndk, 0<n <1},

et montrons alors qu’on obtient une base de

C{:tl,z‘-z}
€ of ﬁ)
! 81‘1 2 6232

lorsque ’on prend f = Z z4*,
0<k<K

Le nombre de monomes est le bon; en effet, d’aprés Kouchnirenko
[15] la dimension de cet espace est :

(M) =p+ag+af—1= D di
0<k<K-1

ou dy, est la surface du parallélogramme de sommets 0, Ag, Axt+1, Ax+Ak+1,
22

surface égale au cardinal du groupe 74, © Thr,

; par conséquent :

dr = #[{nAk + Ak1, 0<7 <1, 0<E<1INN?
= #[Le AN?] + 1 + 7541 + 1 avec T = #{ndx, 0 <n <1}
On obtient donc :
Yo di=lro+rme+1+ D, @+ + Y #[LeNN
0<k<K-1 1<k<K-1 0<k<K

d’oit, comme #[TxNN?] = 2rp+1 pour 1 < k < K—1et #[(ToUTk)NN?] =
ro+rk+1= a}K + a% — 1, on obtient le bon nombre de monomes.

Les classes de ces mondmes dans le quotient sont indépendantes; en
effet supposons, d’apres le théoréeme de Kouchnirenko, une relation dans le
gradué :

0
ULy 5—{:—1 + vz % = Z sazh modulo O}, ,, avec p(u) = p(v) = p,

p(z?) = p+ 1, A décrivant I’ensemble

U (Lan2]u[ U (Tan2)].

0<k<K-1 0<k<K
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On a donc, sur chaque face F}, la relation :
U|pFy, (akz? + afy z) + UpFy, (aRz?* +af gt ) = Z saz
qQu, maintenant, le multi-indice A appartient & :
(L UTp UTp) N [(p+ 1) Fe].

Le dessin montre (voir figure 4) que s4 = 0 pour A dans Ly N N2, et
il reste :

A
D84 = 5ana, 2P 4 sy a,,, 2P0
et donc, comme p+1<2:

1 2 — pA
ApU|pFy, T Qi VpFy, = S(p+1)A,T
PAK+1

1 2 _
Q11 Y|pFy, T Gk 1 VipFy = S(p+1)Arqa

Figure 4

La résolution de ce sytéme donne :

S(p+1)A ai 1 _pA S(p+1)A ai

— Pt Ak "ktl pAx 4 “\PTL)Ak+1 7k pAk

UpF), = d P+ d Pk,
k k
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Pour 1 < k < K — 1 nous obtenons ainsi, en prenant le coefficient de zP4*
dans u (donné également par la face Fy_;) :

2 2
_S(P+1)Aka’k+l — S(p+1)Ak41%
dy, dy,

et comme aj_,, di, dx—y sont strictement positifs et af,, est positif ou
nul, on aboutit bien a : s(p11)4, = 0.

(1]
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(3]
(4]

(6]
[7)
(8]

(10]
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(12]

(13]
(14]
(15]

[16)
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