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LE COMPLEXE DE KOSZUL
EN ALGEBRE ET TOPOLOGIE

par Stephen HALPERIN

1. Introduction.

Le complexe de Koszul était, a I'origine, une algébre différentielle
graduée (ADG) de la forme B ® A(x,,...,x,), dx; = b;e B, ou B
etait une sous ADG (dite la base). Ce sont les recherches de Cartan,
Chevalley, Koszul et Weil qui ont mis en évidence le fait que la
cohomologie réelle d’un fibré principal pouvait se calculer a partir de
pareils complexes, B étant dans ce cas l'algébre des formes de Rham
sur la base du fibré. En méme temps Koszul a commencé I’étude propre
de ces complexes, d’ou il a tiré un beau résultat sur la cohomologie
des espaces symétriques compacts.

Presque aussitot apres, ce complexe a été abandonné par les
topologues et adopté par les algébristes, puis repris par les topologues,
... En effet, depuis les trente-sept ans qu’il a été introduit ce complexe
a été appliqué, étudié, et généraliseé d’un coté comme de lautre, sinon
des deux a la fois.

Dans cet article j’ai essayé de résumer cette histoire, avec quelques
détails sur les propriétés et techniques qui tournent autour de ce
complexe. Pour des raisons de place ce résumé est trés loin d’étre
complet ; par contre, j’ai essayé qu’il soit lisible par un jeune chercheur
aussi bien en topologie qu’en algébre.

Les ceuvres de Koszul (et tout particuliérement son complexe) ont
eu une influence profonde sur mes propres travaux. C’est donc avec un
plaisir réel que je lui offre ce petit «cadeau d’anniversaire » et je
remercie vivement les organisateurs du Colloque de m’en avoir donné
'occasion.

Mots-clés : Complexe de Koszul - ADGC - M-suites - Déviations d’un anneau Jocal
- Modéles de Tate, Sullivan, Avramov. *
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2. Le premier complexe de Koszul.

D’aprés un théoréme de Hopf-Samelsonk [20, 25], lalgébre de
cohomologie, H¥(G;R), d’un groupe de Lie compact et connexe est
Palgébre extérieure, AP, sur le sous-espace P des éléments primitifs,
qui sont tous de degré impair.

La généralisation de ce résultat a un fibré principal C* quelconque,

G—I—>E—n—>M, est décrit dans les conférences de H. Cartan [12] et
Koszul [22] au célébre « Colloque de Topologie » tenu & Bruxelles il y
a trente-sept ans. Fixons une base {x;} de Pg, et notons Apg( ) et
Hpgr( ) les foncteurs « formes différentielles » et « cohomologie de de
Rham ». Le premier pas consiste 2 montrer que tout x; est transgressif ;
c’est-a-dire qu’il existe des formes G-invariantes ®;€ Apg(E) et des
formes fermeées z; € Apg (M) telles que

d®; = Apr(m)z; et Apr ())®; est fermée et représente X;.

Ceci a été démontré d’abord par Koszul dans sa thése [21] pour le cas
ou E était un groupe de Lie, G un sous-groupe et M = E/G I’espace
homogéne, et ensuite en général par Weil et Chevalley. (La réciproque
est aussi vraie, comme I’a montré H. Cartan.)

Ceci étant, une algébre différentielle graduée commutative (ADGC),
(Apr (M)® APg,d) est alors définie par les conditions

Apr (M) est une sous ADGC; dx; = z;,
et un morphisme @ : (Apgr (M)® APg,d) — Apg (E) est défini par
Qlapgm = Apr(m) et ox; = ;.

Le deuxiéme pas consiste, alors, & montrer que H(p) est un
isomorphisme :

.1 H(p) : H(Apg(M)®APG) — Hp(E).
En effet, ¢ se décompose comme

Apr(M) ® APg — ADR(E)G — Apr(E),
¢, ()

¢, étant Dinclusion de la sous ADGC des formes invariantes par
G. Chevalley a montré que H(p,) est un isomorphisme: on filtre les
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deux ADGC’s par «le degré en M » et on constate que ¢, induit un
isomorphisme de suites spectrales & partir du niveau E,. Le fait que
H(w,) soit un isomorphisme est un théoréme de E. Cartan [11] remontant
a 1928.

Ainsi est né le premier complexe de Koszul. C’était une ADGC sur
un corps k (dans ce cas k=R) de la forme (B® AP,d) définie a partir
d’une ADGC (B,dy) — dite la base — et d’une suite z,, ...,z de
" cocycles pairs dans B, par les conditions: (1) d|gz =dg et (2) P est
muni d’une base x,,...,x, (degx,=degz;—1) telle que dx; = z;.
Aujourd’hui on dirait (suivant Tate [28]) qu’on avait ajouté des variables
impaires x; librement a B afin de tuer les z;.

Regardons le cas r = 1. Le complexe est, alors, de la forme

(B® Ax,d), dx = zeB,

et correspond a un fibré $" - E - M ou n = deg x est impair. La suite
exacte courte

0-B-oB®Ax->B®x=>B-0

donne lienu a une longue suite exacte de cohomologie :
2.2) --- - H¥B) - H*B®Ax) -» H* "(B) N H*1(B) —» ...

ou le connectant, d, est la multiplication par [z]: ce n’est autre que la
suite de Gysin. De celle-ci on tire la suite exacte courte

(23) 0 - H(B)/[z'H(B) - HB®Ax) —» Ann([z]) - 0
ou Ann ([z]) = {a € H(B)|a*[z]=0}.

En général, comme le remarque Koszul dans sa conférence a
Bruxelles, le complexe (B® AP,d) est muni de la (filtration
F, = B ® A<PP, ce qui conduit a une suite spectrale ’ADGC dont le
terme E, est (H(B)® AP,d,) avec d,|H(B) = 0 et d,x; = [z], c’est donc
de nouveau un complexe de Koszul mais avec la différentielle de la
base entiérement nulle.

Soit maintenant S = k[y,,...,y,] Palgébre de polynémes en r
variables y; avec degy; = (deg x;) + 1. L’application y;+ [z] fait de
H(B) un S-module gradué, et des observations H(S®AP) =k et
H(B) ®5 (S® AP,d) = (HB)® AP,d,) Koszul a presque pu tirer la

conclusion (vraie) :

Tor*(k,H(B)) = HH(B)® AP.d,);
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il ne lui manquait que le foncteur « Tor » qui ne naquit que quelques
années plus tard.

De plus, cette suite spectrale de Koszul est aujourd’hui reconnaissable
comme le tout premier exemple de la classe de suites spectrales dites
d’« Eilenberg-Moore », convergeant d’un vrai Tor vers un Tor Différentiel.
Celle utilisée par Chevalley est différente, c’est une suite spectrale de
type « Leray-Serre ».

Revenons a 'ADGC (B®AP,d). On en construit une nouvelle
de la forme (S®B®AP,D) avec Dlggg=1id®dy et
Dx;=1®z —y;®1. 1l est facile de construire un isomorphisme
(B,dy) ® (S®AP.d) i(S@B@AP,D); Pinclusion de (B,dy) dans
(S® B®AP,D) induit alors un isomorphisme en homologie. D’autre

part, en filtrant par le degré en S on arrive a une suite spectrale
convergeant de S ® H(B® AP,d) vers HS®B® AP,D) = H(B).

De ces remarques, et de la suite spectrale de Koszul, il résulte les
propositions suivantes :

ProrosiTioN2.4. — Soit ¢ : (B,dg) — (B',dy.) un morphisme d’ADGC,
et o ®id: (B®AP,d) » (B®AP,d’) le morphisme induit (d'x;=oz,).
Alors

H(op) est un isomorphisme <> H(p ®id) est un isomorphisme. [

ProposiTioN 2.5. — Pour un complexe de Koszul (B®AP,d) les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) HB®AP,d) est de dimension totale finie.
(2) H(H(B)® AP,d,) est de dimension totale finie.
(3) H(B) est un S-module finement engendré. O

La propriété de «dimension totale finie» remonte, alors, la suite
spectrale de Koszul jusqu’au terme E,. Il n’en est pas de méme pour

la propriété « dualité de Poincare» — méme si la suite spectrale
dégénére au terme E, — comme le montre ’exemple suivant :
Exemple 2.6. — Posons B = [k[a,h]® Aw]/(ab,wb,b®) et posons

da = db = 0, do = b>. Construisons ensuite le complexe de Koszul
(B®Ax,d) avec dx = a. Les éléments

1,b, b ® x et aw
représentent alors une base de H(H(B)® Ax) et de H(B&® Ax).
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Mais dans H(B), b®> = 0, et il en résulte que dans H(H(B)® Ax)
la multiplication est triviale. Par contre, dans H(B® Ax), [b][b ® x] = [aw]
et H(B® Ax) satisfait donc a la dualité de Poincaré.

Cet exemple montre la difference entre les algébres H(B® AP) et
H(H(B)® AP), méme dans le cas d’une dégénérescence de suite spectrale.
Néanmoins, dans un cas bien classique on peut identifier ces deux
algebres. En effet, si K/G est un espace symétrique compact, E. Cartan
construit un morphisme d’ADGC, Hpr(K/G,0) - Apr(K/G,d), qui
induit Didentit¢ en cohomologie. Puisque un complexe de Koszul
(B&® AP,d) ne dépend (a isomorphisme prés) que des classes [z;] € H(B)
il en résulte que

3

H(H(K/G)® AP) H(Apr(K/G)®AP)

algebres
pour tout complexe de Koszul a base Apg (K/G).

En particulier, appliqué au fibré principal G - K - K/G. Koszul
en déduit que HH(K/G)® AP) = H(K) = AP¢. D’autre part, motivé
par ceci, il démontre le trés beau théoréme :

THEOREME 2.7 ([22;(6)]). — Soit (H® AP,d) un complexe de Koszul
ou H est une algébre de dimension finie et dly = 0. Si HHH® AP) est
une algébre extérieure alors

(2.8) H = k[b,,...,b ] ® A(uy, ...,u)/(Wy, ...,w,),
les w; formant une A-suite dans l'algébre
A =k[by,....,b)® A(uy, ...,u,). O

(Une A-suite est une suite d’éléments w; tels que w; n’est pas un
diviseur de zéro en A/(wy,...,w;—y).)

Il résulte de (2.7) que la cohomologie réelle d’un espace symétrique
est de la forme (2.8). Ces espaces rentrent donc dans la classe des
espaces homogénes pour lesquelles la théorie de H. Cartan et Weil
donne une forme explicite pour la cohomologie; en particulier les w;
peuvent Eétre choisis entiérement dans k[b,,...,b,].

Mentionnons enfin que des démonstrations deétaillées des résultats de
[12], [22] se trouvent dans [1] et dans [16].
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3. Le complexe de Koszul en algébre.

Le complexe de Koszul était introduit dans le cadre des formes
différentielles pour étudier la cohomologie des fibrés principaux. Les
ADGC en question contenaient donc le corps de base (normalement
R) et elles étaient graduées supérieurement, avec différentielle de degré
+ 1. Néanmoins, dans les vingt ans qui suivaient le Colloque de
Bruxelles la cohomologie en caractéristique zéro" (et avec celle-ci le
complexe de Koszul) s’est perdue de vue des topologues.

Par contre, et juste 4 ce moment, les algébristes I'ont adopté comme
outil important dans I’¢tude homologique des anneaux commutatifs.
Koszul lui-méme l'utilise dans son article pour démontrer facilement le
théoréme de syzygies d’Hilbert. L’intérét du complexe est ensuite signalé
par Cartan et Eilenberg dans leur livre « Homological Algebra » [10;
p. 152}, et ses propriétés sont développées aprés par Serre [26], Auslander-
Buchsbaum [4] et Assmus [3], entre autres.

Dans ce contexte les ADGC sont définies sur un anneau commutatif
quelconque (concentré en degré zéro), les degrés bien que positifs sont
écrits inférieurement, et les différentielles sont de degré — 1. Le complexe
de Koszul est défini 4 partir d’'un anneau commutatif R (en degré zéro)
et d’une suite a;, ...,a, d’éléments de R comme suit: soit P un
Z-module libre de base x;, ..., x, en degré1; on définit alors le
complexe comme '"ADGC

(3.1 R®APd); dig=0, dx;=a.
Ensuite on peut (comme dans [10]) former les complexes
(3.2) M®;AP,d); = M ®; (R®,AP,d)

ou M est un R-module. Si (M,d,,) est un R-module gradué différentiel
les complexes

(33 M®:AP,d) = (M,dy) ® (R ®:AP,d)

sont ceux considérés dans [4]. Ils admettent une suite spectrale «de
Koszul » convergeant de (H(M)®,AP,d) vers HM ®;AP,d) — (filtration
par le degré extérieur dans AP); en particulier on a I’analogue de (2.4).
Enfin, si M est une ADGC sur R alors (3.3) est de nouveau une
ADGC, analogue a celles introduites par Koszul.
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Donnons maintenant quelques propriétés du complexe dans ce
contexte. Nous supposerons désormais que R est noctherien, et que
I'idéal a = (a,, ....q,) est contenu dans tout idéal maximal de R. Ceci
entraine le lemme de Nakayama : si M est un R-module noetherien
alors aM = M entraine M = 0.

Soient alors a,, ..., a,€ R satisfaisant a ces restrictions, et soit M
un R module noetherien. La structure évidente de M ®, AP comme
R ®, AP-module fait de H(M ® ,AP) un module gradué sur H(R ®;AP),
d’ou en particulier une structure de R/a module dans chaque
H,M ®,AP), puisque R/a = Hy(R ®,AP). De plus,

Ho(M ®,AP)=M/aM.

3.4) H(M®,AP)=N® x;A---Ax,; N={meM|am=0}.
Chaque H;(M®,AP) est un R/a module noetherien.

Enfin, a l'aide de (2.2) et du lemme de Nakayama on établit la

ProrosiTioN 3.5 ([22 ; Cor. au Théoréme II], [4 ; Proposition 2.4]). —
Soit M un R module noetherien. Si H,(M®,AP) = 0 alors
(2) Hp(M®ZA(X17-~',xi))=Oaisr' u

Soit toujours M un R module noetherien. Rappelons que be R est
un M-diviseur de zéro s’il y a un m # 0 dans M tel que bm = 0. Une
M-suite est une suite b,, ..., b,eR tel que (by, ..., b ) ME M et
tel que pour tout i, b, n'est pas un diviseur de zéro dans
M/(by, ...,b;_ M.

Si b n’est pas un M diviseur de zéro, alors

0-M .—h>M——>M/bM—>0

est une suite exacte courte. Le foncteur ®,AP étant exact, on en déduit
une suite exacte courte de complexes de Koszul et une longue suite
exacte en homologie. Si bea la multiplication par b est nulle en
homologie, puisque la structure de R-module induit une structure de
R/a module en homologie. La longue suitc exacte d’homologie devient,
alors, la suite exacte courte :

(3.6) 0 - H,(M®,AP) ]
— Hy(M/BM®,AP) —— Hy_ ,(M®,AP) - 0.
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A Taide de ces remarques on établit facilement les deux propositions
suivantes :

ProrosiTiON 3.6 ([4; Proposition 2.8], [26; IV Proposition3]). —
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) a,, ..., a, est une M-suite.
(2 H,(M®AP)=0,p=1.
3) HH(M®,AP) = 0.

En particulier, si a,, ..., a, est une M suite il en est de méme pour
toute permutation des a;. ]
ProposITION 3.7 ([4; Theorem 1.7]). — Soit n le degré maximum tel

que H,(M® ;AP) # 0, et g la longueur d’une M-suite maximale d’éléments
de a. Alors :

Mr=n+yqg.

(2) Toute M suite d'éléments de a se compléte en une M-suite de
longueur q.

(3) Si R contient un corps infini, alors toute M-suite d’éléments de a
se compleéte, par des combinaisons linéaires des a;, en une M-suite de
longueur q . O

Le complexe de Koszul a connu diverses applications en algébre,
par exemple a des questions de multiplicit¢ ([4], [26]). Nous nous
restreindrons ici a ses applications a la structure d’anneaux locaux.

4. Anneaux locaux.

Dans cette section (R, ni,k) désigne un anneau local : c’est-a-dire que
R est noetheriecn avec un seul idéal maximal m et corps résiduel
k = R/m. A la filtration de R par les idéaux m? sont associés
deux autres anneaux noctheriens: (1) le gradué associé grR =
R/m @ m/m?...; cest une k-algébre engendrée par m/m?, et (2) le
complété R =1limR/m?. Si R =R, alors R est complet; R est
toujours complet.

Rappelons unc derniére propri¢té de ces anneaux, qui se déduit du
lemme de Nakayama. Si M est un R-module noetherien un ensemble
{m;) de M engendre M si et seulement si son image dans M/mM
engendre ce k espace. Les ensembles minimaux de générateurs
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correspondent donc exactement aux k-bases de M/mM. Si {m;} et
{m;} sont deux tels ensembles et r;; une matrice telle que m; = Zr;m; il
résulte que det (r;;) ¢ m. Ce déterminant est donc inversible, et il en est
de méme, alors, pour la matrice.

Passons & I'’exemple M = mi. La longueur, r, d’une suite minimale
a;, ..., a, de générateurs de m est la k-dimension de m/m?, c’est la
dimension de plongement de R qui est notée e, (R):

.1 e;(R) = dim, m/m?.
De plus, le complexe
KR = R ®Z A(xl$--'sxr); dxi = ai

est indépendant (4 R-isomorphisme prés) du choix des a;: si
a; =ZXr,a; isomorphisme (K®,d') — (K®,d) est donné par x; — Zr;x;.
" Ce corhplexe (K®,d) est appelé le complexe de Koszul de I'anneau local,
R. De (3.4) résulte

Ho(K®) = k.
4.2 H,(K}) = {a e m|asm=0}.
H;(K®) est de k-dimension finie pour tout i.

Parmi les anneaux locaux ont été particulierement étudiées quatre
classes : les anneaux réguliers, les intersections complétes, les anneaux
de Gorenstein, et ceux de Cohen-Macaulay. (Chacune de ces classes
contient la classe précédente.) Nous rappelons maintenant leur interpré-
tation a-travers le complexe de Koszul

Tout d’abord R est régulier si gr R est un anneau de polyndmes.
Des Propositions 3.6, 3.7 on déduit ([4]) la caractérisation par Eilenberg
de ceux-ci en termes de H(K®):

THEOREME ‘4.3, — Pour un anneau local (R,m,k) les conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) R est régulier.

(2) m est engendré par une R-suite.

(3) m contient une R-suite de longueur = dim, m/m?.

(4) H(K®) = k.

(5) H, (K" = 0. (]
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Remarquons maintenant que le foncteur R ®g est plat, et que le
complexe de Koszul du complété n’est autre que R? = R ®; K*; d’ou
H(K®) = R ®z H(K®) = H(K®), m agissant trivialement sur Hq(K®).
Dans I’analyse des complexes de Koszul on ne perd donc rien en
supposant R complet, hypothése que nous adopterons : désormais R est
supposé complet.

L’avantage de cette hypothése est que tout anneau local complet est
de la forme R = R/I ou (R,m.k) est un anneau régulier et 1 = m?
(Théoréme de Cohen [13]). Soit b;, ..., b, un systtme minimal de
générateurs de 1. Le complexe de Koszul :

(4.4) K=R®,Au,,...,u);, du; =b,,
ne dépend pas, alors, du choix des b;. De (3.4) résulte

(4.5) Ho(K) =R, et chaque H;(K) est une R-module noetherien.
Du fait que le systéme {b;} est minimal on déduit le

LemME 4.6. — Tout cycle de K, est contenu dans

m ®Z/\(u1, .. .,ux).

O

Du fait que T < m? on déduit que nm/m? = m/m?; un systéme
minimal a,, ..., a,, de générateurs de m se reléve alors en un systéme
minimal, dy, ..., a4, de géneérateurs de m. Notons

KR=R ®@,A(xy, ....x,); dx;=a et K*=R ®,A(x,,...,x%);
dx; = a; les complexes de Koszul correspondants. Les premiers pas de
’'analyse homologique de R tournent alors autour du complexe

K=R®K=R®,A,...,u)@sA(x,,...,x,).

En effet, d’une part la projection p : KR — k induit un isomorphisme
en homologie puisque R est régulier. 11 en résulte (2.4) que

pRid: K=K @, Ay, ...,u) > k®z Auy, ...,u)

induit aussi un isomorphisme :

-4

4.7 H(p®id): H(K)

k@, A(uy, ...,u).

D’autre part on peut également considérer K comme le complexe
de Koszul K ®, A(x;,....x,) a base K. Ceci conduit a une suite
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spectrale de Koszul. Puisque Hy(K) = R on voit que le premier terme
de cette suite spectrale est

E!; = HiK) ®,A(x,,....x) = H(K) ®g (K®,d); en particulier
E.l'o = KR .
Le deuxieme terme prend alors la forme

H,(K)/meH,(K)

(4.8) \

K OH,(KY)  Hy(KY

I résulte de (4.6) que la fléche

H,R)>H,(K) —— k@A (4, ...
+( )—) +( ) H(p@ld) ®A (ulr au;)
est nulle. Ceci entraine (argument banal de suites spectrales) que la
fléche d, indiquée ci-dessus est surjective. Nous en déduisons la

ProPosITION 4.9. — Avec les notations ci-dessus
s

H,(K®) = H,(K) @ @ keu,. O

i=1

Rappelons (4.1) que ¢,(R) est le nombre de générateurs de m dans
un  systtme minimal. La  Proposition 4.9 montre que
dim H,(K®) = s = nombre minimal de relations b; dans la présentation
R = R/(b,,...,b,). On pose donc la

DEeFINITION 4.10. — e,(R) = dim H, (K®).

Retournons maintenant a4 nos quatre classes. L’anneau R est appelé
intersection compléte si la suite b, , ..., b, est une R-suite ; d’aprés (3.6)
ceci équivaut a H,(K) = 0. Une caractérisation intrinséque a été donnée
par Assmus: °

THeOREME 4.11 [3; Theorem 2.7). — Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) R .est une intersection compléte.

(2) H(K®) est l'algébre extérieure sur H, (K¥®).

(3) Ha(K¥) = H (K®)*. ]
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Remarque. — L’implication (2) = (l) est essentiellement le
Théoreme 2.7 ci-dessus (de Koszul).

Une deuxieme démonstration de ce résultat est donné par Gulliksen
et Levin [I8; 3.3.4] de la maniére suivante. Si b,, ..., b, est une
R-suite alors H,(K)=0 et on en déduit un isomorphisme

k ®z Ay, ...,u) = HK) =, H(KR). Ceci entraine que (1) = (2).

Si, par contre, H,(K®) = H,(K®)? alors le fait que d, est une
dérivation (dans (4.8)) entraine que d,|H,(K®) = 0. Puisque d, est
surjective il résulte que 0 = H, (K)/mH, (K) d’oti (Nakayama) H,(K) = 0
et b,, ..., b, est une R-suite.

Une autre caractérisation des intersections complétes se déduit a
'aide de pareils arguments comme corollaire d’un théoréme de Wiebe
[29, Satz III]. '

THEOREME 4.12. — Soit n le degré maximum tel que H,(K®) # 0.
Alors R est une intersection compléte si et seulement si H;(KF)" # 0.
O

La troisitme classe d’anneaux = les anneaux de Gorenstein — sont
+ ceux qui satisfont a la condition dim, Ext¥(k,R) = 1 ([9]). Ils ont été
caractérisés en termes de K® par Avramov et Golod [5]:

THEOREME 4.13. — R est un anneau de Gorenstein si et seulement si
l'algébre Hy(K®) satisfait @ la dualité de Poincaré. O

Enfin, R est un anneau de Cohen-Macm)Iay si m contient une
R-suite égale a la dimension de Krull de R ([26; IV (B)]). De (3.7) on
déduit

THEOREME 4.14. — Soit n le degré maximum tel que H,(K®) # 0.
Alors n = é;(R)-dim Krull (R) et I’égalité tient si et seulement si R est
un anneau de Cohen-Macaulay. O

Le fait que Gorenstein = Cohen-Macauley résulte immeédiatement
d’une autre caractérisation de ceux-ci, donnée par Avramov, Strogalov
et Todorov [6] :

THEOREME 4.15. — R est un anneau de Cohen-Macauley si et
seulement si il existe un R module noctherien M et un entier n > 0
tel que (KM=M®zKF) H,(KM) =k et les formes bilinéaires
H;(K® x H,_;(KM) - H,(KM) sont toutes non-dégénérées. O
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5. Modéles de Tate et déviations d’un anneau local.

Le complexe de Koszul provenait, au départ, des données géométriques
et était muni d’'un morphisme (Apg (M)® APg,d) —» Apr(E) induisant
un isomorphisme en cohomologie.

En algebre le complexe K = R ®, A(x,,...,x,); dx; = a; s’envoie
naturellement sur R/a — a = (a,,...,a,) — mais H(K) —» R/a n’est pas
un isomorphisme si a,, ..., a, n’est pas une R-suite. En 1957 Tate [28]
rectifie cette situation en prolongeant K en une ADGC (C,d) qui

s’envoit sur R/a et induit un isomorphisme H(C) — R/a.

Pour décrire cette construction nous rappelons que si x est un
symbole de degré pair > 0, alors I'algébre a puissances divisées sur x,
I'x, est le Z-module libre de base 1 = x@ x = x™V x .  xt™ .

. . + \ ,
muni du produit xPex® = (p .q)x(”*"’. Pour toute algébre graduée
B, on pose 4

S B ®,;Ax si deg x est impair.
B(x) = lB®ZZ[X] si deg x = 0.
B®,Ix autrement.

Ensuite on note B{x;){x,) ... par B{x;,x,,...), et on dit quon
a ajouté les variables a puissances divisées x; (librement) a3 B.

\

L’idée de Tate était, alors, d’ajouter des variables x,.q, ..., X,+5 @
puissances divisées et de degré2 au complexe de Koszul
K = R<{x,,...,X,> et de poser dx,,; = b; ou b; € K; représentaient un
systéme minimal de générateurs de H, (K). Le complexe R{x,, ..., x,.,s)
avait alors un H, = 0, et on ajoutait des variables de degré 3 afin de
tuer H,, et ainsi de suite, arrivant dans la limite 4 un

complexe C = R{x,,...) et un isomorphisme H(C) =, R/a.
Cette extension du complexe de Koszul est devenu un outil puissant
dans la théorie homologique des anneaux. Par exemple, appliquée a

I'augmentation R — k d’un anneau local, cette construction donne un
complexe

CR =Ry, X > = KR(x,0p, 00>

tel que H,(C?) = k. Ce complexe est donc une R-résolution libre de
k. Un trés beau résultat de Gulliksen ([17]) avére que la différentielle
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induite dans k{x,,...» = k ®y C® est zéro; c’est-a-dire

5.1 TorR(k,k) = k<x;, %5, ... ).

Ceci exhibe donc Tor®(k,k) comme k-algébre libre a phissances
divisées. Notons maintenant X le k espace gradué de base les x;, et
remarquons que

dim X; =r = ¢,(R)
et
dim X, = dim H,(K®) = ¢,(R).

On adopte par conséquence la définition suivante, cohérente avec (4.1)
et (4.10),

DEFINITION 5.2. — ¢;(R) = dim X; est la i-iéme déviation de R .

De (5.1) on déduit alors la formule de Gulliksen :

H (1 +22-‘—1)¢2i—1(")
Y [dim Tork(k,k)) 2/ = 2
i>0 l"[ (1 _Zzi)%'(k)

i>0

Si R est régulier, H(K®) est déja k et donc KR = C*; d’ou
(5.3) Si R est régulier alors ¢;(R) =0, i > 2.

Soit R non régulier et soient b,, ..., bye K} des cycles représentant
une base de H,(K®), et KR{x,.,,...,X,+gdx,,;=b;)> le « 2™ -Etage »
de la construction C*. En analogie avec la suite spectrale de Koszul
— et définie de la méme facon — il y a une suite spectrale convergeant
de HEKR X hqs oo oy Xprg dX,0; = [bi]) vers HER X, 11, o0 Xpus)) -

Si R est une intersection compléte, ce terme E, prend la forme
A(b,, ..., [bD<X 415 - - ., X1s; dx,+;=[b;]) et est donc acyclique. D’ou
C* = K*(x,,,,...,%,4+5) €t la conclusion :

(5.4) Si R est une intersection compléte alors ¢;(R) =0 i> 3.

Pour un R quelconque on vérifie facilement que [Iinclusion
KR - K®(x,,,,...,X,+5> induit un isomorphisme

HZ(KR)/H] (KR)Z - HZ(KR<xr+l’ L ,xr+s>)a
d’ot '

(5.5) e3(R) = dim (H,(K")/H, (K")?).
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A Taide d’un peu plus de travail, on vérifie (Levin[18; Prop. 3.3.4],
Sakuma-Okayama [24]) que

(5.6)  es(R)y=dim [H;(K")/H, (K")H,(K")]+(®23™) - dim H, (K*)*.

On a vu que si R est une intersection compléte alors ¢;(R) =0
i 2 3. D’autre part, en vue de (5.5) le théoréme (4.11) d’Assmus revient
a dire que si R n’est pas une intersection compléte alors e;(R) # 0.
Gulliksen [18 ; Theorem 3.5.1] a montré que dans ce cas e, (R) # 0, et
ensuite une série de résultats partiels de Gulliksen, Lofwall, Jacobsson,
Avramov, ... ont aboutit dans le théoréme récent ([19])

THEOREME 5.7. — Si R n'est pas une intersection compléte, alors
e;(R) # 0 pour tout i. O

6. Modéles de Sullivan et homotopie rationnelle.

Ce n’est qu'au début des années soixante-dix que ces techniques
d’algébre différentielle commutative réapparaissent en topologie. Le point
de départ était I'observation de Quillen [23] qu’un foncteur suffisamment
gentil des espaces topologiques 1-connexes dans les ADGC sur Q
conserverait non seulement la cohomologie, mais tout le type d’homotopie
rationnel, et Quillen lui-méme a construit un pareil foncteur.

Cette construction de Quillen étant trés indirecte, Sullivan [27] en a
proposé une deuxiéme, trés simple, qui provient de maniére évidente
des formes de de Rham. (Il ignorait que cette construction avait été
déja trouvée par Thom en 1954, elle s’était complétement perdue de

vue depuis.) Ce foncteur est desxgne S - (A3L(S),d), et satisfait a
H*(S;Q) = H(Ap(S)). ' :

Soit alors F - E — B une fibration d’espaces 1-connexes 2 nombres
de Betti finis. Elle admet une décomposition en tour de Moore-Postnikov,
qui exprime E comme limite projective d’une suite

P,
"’En__—')En—l—"> - > B
de fibrations principales, la fibre de p, étant K(m,(F),n). Posons
X" = Hom, (n,(F),Q) et (suivant Sullivan)

AX" = I'algeébre extérieure sur X" si n est impair,
'algébre symétrique sur X" si n est pair.
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S’inspirant alors directement des travaux de Cartan, Chevalley,
Koszul et Weil décrits ci-dessus dans le §2, Sullivan établit Pexistence
de morphismes

9n: (ApL(E,- ) ® AX",d) > Ap (E,); d: X" = Ap (E,-y)

tels que H(o,) sont des isomorphismes. Passant a la limite donne, alors,
un morphisme de la forme

¢ : (ApL(B)® AX,d) = A (E)

induisant un isomorphisme en cohomologie. (AX notant le produit
tensoriel des AX".) Cest le modéle minimal de Sullivan de n.

Nous nous limiterons maintenant au cas B = {point}, E=F; ¢
devient donc un morphisme (AX,d) — Ap (F) et satisfait aux conditions

©6.1) H(¢) est un isomorphisme
’ Imd = (AX)*«(AX)*.

Pour ce cas Sullivan [27] démontre le

THEOREME 6.2. — (1) L’ADGC (AX,d) est déterminée, a isomorphisme
prés, par les conditions (6.1).

(2) La -donnée du type d’homotopie rationnel de F équivaut a la
donnée de la classe d’isomorphisme de (AX,d). ' O

Il résulte immédiatement de (6.2) que le modéle minimal (AX,d) de
F aurait pu &tre construit directement de (Ay, (F),d) sans passer par la
tour de Moore-Postnikov. En effet il suffisait de suivre la procédure de
Tate en partant-de la fliche Q «, (Ap (F),d) et en ajoutant de fagon
minimale des variables extérieures ou symétriques afin de tuer ou créer
des classes de cohomologie. (Ce n’est pas trés étonnant, vu que la
procédure de Tate avait été, a4 son tour, inspirée de la construction
topologique de Moore-Postnikov.) Cette procédure aboutit aussi dans
un morphisme satisfaisant a (6.1), donc d’aprés le théoréme c’est le
modéle minimal de Sullivan.

Considérons le modéle minimal (AX,d) de F. L’algébre AX admet
la décomposition en somme directe des sous-espaces A’X engendré par
les éléments x; A --- A x,, x;€ X. Il résulte de (6.1) que la différentielle
d est la somme

d=d2+d3+...

ou d; est une dérivation envoyant chaque APX en AP*X.
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En particulier d, est aussi une différentielle et (AX,d,) n’est autre
que l'algébre de cochaines sur I'algébre de Lie graduée Ly définie par

(Lx)g = (X% (x5la; Bl = £ <dox; o, B)

pour xe X, a, BeLy. Il est intéressant de constater qu’on retrouve
ainsi (au signe et a la graduation prés) le point de départ de la thése
de Koszul [21].

De toute facon cette algebre de Lie, Ly, s’identifie 2 un invariant
topologique classique : il résulte directement de la construction via les
tours de Moore-Postnikov que

(Lx)g = 7+:1(F) ® Q = 7,(QF) ® Q;
de plus le crochet n’est autre que le crochet de Samelson ([2]).

Le modéle de Sullivan nous fournit donc un outil qui lie étroitement
la cohomologie rationnelle et ’homotopie rationnelle. Ceci a permis de
nombreuses applications dont en voici deux :

TueoreME 6.3 (Félix-Halperin [14]). — Si H/(F;Q) = 0,i > n, alors
ou dim 1y (F) ® Q est finie, ou les entiers ) dim n;(F) ® Q croissent
de facon exponentielle en i. J=i

THeorREME 6.4 (Félix-Halperin-Jacobsson-Lofwall-Thomas [15]). — Si
H{(F;Q) = 0, i > n alors la somme de tous les idéaux résolubles dans
L, est un sous-espace de dimension finie. O

7. Les modéles d’Avramov.

Retournons au cadre de morphismes surjectifs ¢ : R - S d’anneaux
locaux. La construction de Tate donne un morphisme

®: (R<{xq,...0,d)> S

tel que H(®): HR(xy,...)) =, S. En particulier c’est une résolution
R-libre de S en tant que R module, et donc ’homologie du complexe
k{x,,...> = k®g R{x,,...) nest autre que Tor®(S,k).

Reprenant les observations de Quillen et Sullivan, Avramov [8] a
remarqué que cette ADGC k{x,,...,> était un invariant de la fléche
¢ beaucoup plus riche, et qui joue le rdle de la fibre homotopique
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d’une application continue. De plus il a vu I'utilité, dans ce contexte,
d’ajouter des variables symétriques (comme avait fait Sullivan) au lieu
des variables a puissances divisées de Tate.

Pour illustrer ces modéles et leurs applications nous nous restreindrons
au cas de la surjection R - R d’une anneau régulier local sur un
anneau local complet quelconque, induisant un isomorphisme
R/1 — R avec I = m? (cf. §4). En ajoutant des variables extérieures
de degré 1, ensuite des variables symétriques de degré 2, ... Avramov
arrive 2 un morphisme

A =R ®,AY >R

qui induit un isomorphisme H(A) =.R.

Soit KR = R<{x,,...,x,;dx;=a;) le complexe de Koszul de R et
posons B = KR@z A = A{x,,...,x,;dx;=d;). L’augmentation
g: KR 5k se prolonge en un morphisme e®id:
B>k ®zA =k®,AY; puisque H(e) est un isomorphisme (R étant
régulier) il en est de méme pour H(e ®id). D’autre part, ¢ se prolonge
en id ® ¢ : B> K*®, morphisme qui induit également un isomorphisme
en homologie. On arrive donc aux deux morphismes

k ®,AY < B — K®

qui exhibent k ®, AY comme « modéle minimal » du complexe de
Koszul KR.

Il est évident que H,(K®) = H,;(k®,AY) = k® Y, et donc qu'en
ajoutant des variables x,,,, ..., x,., & puissances divisées afin de tuer
H, on arrive au diagramme

K®2ZAY) Xyt 1w v s Xpig) = BXs gy oy Xpag) —

KRt 1y v s Xprs
avec dx,.; = y;, base de Y,. En particulier AY,;{X,+1,...,X,+s) €St
de nouveau acyclique, et il en résulte que le morphisme
K®,AY X115 s X4 = K® A(Y5,) induit, lui aussi un isomor-

phisme en homologie. Procédant de cette maniére Avramov [7] démontre
le '

THEOREME 7.1. — Dans le modéle minimal k ®, AY de K® on a

dim (k®.Y,) = &(R). 0
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Ceci montre que les déviations de R jouent dans cette théorie le
méme rbéle que les groupes d’homotopie rationnelle d’un espace
topologique. Puisque H,(KR®) est de dimension totale finie, on pourrait
espérer le méme type de résultat que ceux cités dans le § 6, et en effet
Avramov [8] démontre le

THEOREME 7.2. — OQu bien R est une intersection compléte (et
e;(R)=0,i>3), ou bien les entiers Y e;(R) croissent de fagon exponentielle
eni. Jei 0O

Rappelons enfin que l'algébre de Yoneda, Extf(k,k) est I'algebre
enveloppante d’une algébre de Lie graduée Ly = LZ'. D’autre part,
la différentielle dans k ® ; AY s’exprime de la maniéred = d, + d3 + ---
exactement comme dans le § 6, et Avramov démontre que (k®,AY,d,)
est l'algébre de cochaines sur LZ?. A partir de ceci, et du fait que
H(K®) est de dimension totale finie, Félix-Halperin-Jacobsson-Lofwall-
Thomas [15] démontrent le

THEOREME 7.3. — La somme de tous les idéaux résolubles dans Ly
est un sous-espace de dimension finie. O

11 convient aussi de remarquer que la démonstration du Théoréme 5.7
ci-dessus utilise fortement les modéles d’Avramov.

8. Un probléme.

Pour terminer nous reviendrons au commencement, avec un probléme
qui aurait pu étre posé déja en 1950. 11 s’agit de majorer la dimension
d’un tore T agissant librement, C*, sur une variété compacte M. Une
majoration éventuelle en termes de Hpr(M) est donnée par la

CONJECTURE. — Si un r-tore opére librement, C*, sur une variété M,
alors :

dim Hz(M) > 2" = dim H,(T).

Puisque la donnée d’une action libre (C*) d’un r-tore T dans M
revient a la donnée d’un fibré principal T - M — M/T, nous
avons (d’aprés les travaux de Cartan-Chevalley-Koszul-Weil):
HEg (M) = H*¥*(AprM/T) ® A(xy, ...,x,)). La conjecture ci-dessus serait
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donc une conséquence de la

CoNJECTURE. — Soit B{x,, ..., x,;dx;=b; € B) un complexe de Koszul

augmenté sur k et tel que B® = k et H*(B) est de dimension totale finie.
Alors dim HB{x,,...,x,>) > 2". O
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