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PROBLEMES AUX LIMITES NON HOMOGENES (II)
par J.L. Lions (Nancy) et E. Magenes (Pavia).

INTRODUCTION

Cet article fait suite a I’article [16], mais nous avons divisé
nos résultats de fagon que ces deux articles puissent étre lus
indépendamment. D’autres articles suivront, conformément
au programme indiqué dans l'introduction de [16].

Si A<x, Zfr— = A désigne un opérateur elliptique d’ordre 2m

dans un ouvert Q de R" (dans des articles ultérieurs de cette
série, nous étudierons les problémes analogues relatifs a des
opérateurs non elliptiques) on appelle probléme aux limites
non homogeéne la recherche de u, situé dans un espace fonction-
nel & vérifiant (*) Au={, f donné dans un autre espace
fonctlonnel G, avec les conditions aux limites (**) Bu = ¢,
]=0,..., m—1, les B; étant des opérateurs différentiels
(convenables) sur la frontlere [' de Q; les ¢; doivent étre pris
dans des espaces fonctionnels convenables, ;.

Voici grosso modo la méthode suivie:

1) Si Pon prend §= G, = L?(Q) (fonctions de -carré
sommable sur Q) la méthode de prolongement des opérateurs
non bornés (ou la méthode des projections) conduit naturel-
lement a la résolution de problémes du type (*), (**), avec
¢; = 0 (cas homogene), et u étant dans &), dont les éléments
vérifient en particulier la condition DPu e L2(Q) pour tout
|p| << m. On passe ensuite au cas non homogéne a l'aide de
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théorémes de trace. Puis I'on peut trouver d’autres classes
{F, G, T} a laide de théorémes de régularité;

2) par transposition, on peut déduire de 1) de nouvelles
classes {&, G,, ©,;} ou le probleme (*), (™) est bien posé;

3) par utilisation de la théorie de l'interpolation, on en
déduit des classes «intermédiaires » {Fp, Go, Ty, j} ou le pro-
bléeme (*), (**) est également bien posé.

Dans les étapes 1), 2) les espaces G, T, ; font intervenir
des dérivées fractionnaires; si donc, comme 1l est raisonnable,
on veut considérer les probléemes (*), (**), avec des ¢; donnés
dans des classes définies 4 I'aide des dérivations usuelles, il
est utile (si 'on veut obtenir les meilleurs résultats possibles)
de considérer I'étape 3), qui fournit (entre autres) des classes
©p,; définies par des propriétés portant sur les dérivées
usuelles des ¢; (les classes Jj et Gy faisant alors intervenir des
dérivations fractionnaires).

Ainsi, & tout résultat du type 1) correspond une théorie
assez générale des probléemes non homogénes; on part ici
des résultats de régularité dans les problémes aux limites
elliptiques faisant intervenir toutes les dérivées (alors que dans
Particle (I) (cf. [16]) nous partions de résultats de régularité
« partielle », par rapport a certaines variables privilégiées).
L’étape 2) nécessite la mise au point de théorémes de traces
(No8 2 a 5), les applications étant faites aux N8 6 a 8; I’étape 3)
occupe les Nos 9 3 11. Le N© 12 considére d’autres problémes
aux limites et le N° 13 donne une premiére application a des
problémes non elliptiques. [Cf. aussi [16 bis].]

L’article (I1II) de cette série paraitra aux Annali della Scuola
Norm. Sup. di Pisa.



TABLE DES MATIERES

1. Préliminaires ..............ciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiea 140
2. Opérateur y sur J3(Q) ......ovvirir i 146
3. Opérateur 3, sur HL(Q) .....ovvvviiiiiiiiiii i i 149
4. Opérateur Ssur D3(Q) ...l i 153
5. Opérateur S, sur DY(Q) . ..vvnervrernernnerreeneennaennn. 156
6. Rappels sur les problémes de Visik Sobolev ..................... 157
7. Application au probléme de Dirichlet .......................... 158
8. Application au problémede Neumann ......................... 162
9. Unrésultat d’interpolation ...............coviviiiiiiiiinnn.. 165
10. Applications de I'interpolation : probléme de Dirichlet ............ 166
11. Applications de I'interpolation : probléme de Neumann ........... 170
12. Exemple des problémes de dérivée oblique ...................... 172
13. Equations différentielles opérationnelles ........................ 174

Bibliographie ...........c.ciiiiiiiii i 176



I. — PRELIMINAIRES

On désigne par  un ouvert de R”, de point générique
z= (2, ..., z,). On supposera que Q est borné, de frontiére I'
une variété indéfiniment différentiable de dimension n — 1
(il suffirait pour toute la suite que [ soit « assez » différentiable),
Q étant d’un seul coté de [.

On utilisera les espaces suivants (pour détails on pourra
consulter : [24] et [4], [11], [15], [16], [18]). L’espace des fonc-
tions de carré sommable sur Q (pour dr=dxz, ... dz,) étant
désigné par L2(Q), on désigne par H™(Q), m entier > 0,
I'espace des (classes de) fonctions u e L2(Q) telles que DPu e L2(Q)
pour |p| < m, les dérivées étant prises au sens des distributions
sur 'ouvert Q (cf. [21]). Muni de la norme

llus = ( 3 D)™, ou (il = ( folf()F dz)™

H™(Q) est un espace de Hilbert. Notons que H°(Q) = L2(Q).

On désigne par H(Q) ’adhérence dans H™(2) du sous-espace
D(Q) des fonctions indéfiniment différentiables a support
compact dans Q. On peut caractériser H*Q) comme le sous-
espace de H™(Q) formé des fonctions «nulles» sur [' ainsi
que leurs dérivées d’ordre < m — 1 [pour un énoncé précis,
cf. Proposition 1.2, (ii)].

A Taide de systemes de cartes locales, il n’y a pas de diffi-
culté & définir de fagon analogue les espaces H™(I') (cf. [19]);
si par exemple Q est 'ouvert {z,>01{, alors ['= {x,=0} ~R"?
et H™(I') >~ H™(R"1); on se raméne, dans le cas général, au
cas précédent; lorsque [ est bornée, il n’y a pas de difficulté.
Comme [' est «sans bord », ’espace D(I') des fonctions indé-
finiment différentiables & support compact dans [ est dense

dans H™(I'); donc HMI') = H™(I).
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Toujours pour m entier >0, on définit H-"(Q) [resp.
H-(I')] comme le dual fort de HXQ) [resp. de H™([')]; c’est
un espace de distributions sur Q (resp. [') (ces espaces ont été
introduits dans [22]).

On a donc déja défini H(Q) et HY(T') pour s entier de signe
quelconque. On aura besoin dans la suite de ces espaces pour
s réel quelconque. On va en donner briévement une définition
utilisant 'interpolation des espaces de Hilbert [15 bis]. S1 E
et F sont deux espaces de Hilbert, FcE, F étant dense
dans E, I'injection de F dans E étant continue, alors F est le
domaine d’un opérateur auto-adjoint (non borné et non unique)
strictement positif, soit B (B = A" dans les notations de
[16]); on définit alors F'~°E® comme le domaine de B'-9
0< 61 Donc

F'-'E = D(B'-9),

avec le produit scalaire (B'~%, B'~%)y, ce qui fait de F'~IE®
un espace de Hilbert; pour § = 0 (resp. 1) on retrouve F
(resp. E). Ces espaces ont la propriété d’interpolation que
voici: soit {Fy, E;} un deuxiéme couple d’espaces de Hilbert
ayant des propriétés analogues a celles du couple {F, E}. Soit
M un opérateur linéaire continu de E dans E; (soit g, sa norme)
et également de F dans F; (soit @, sa norme); alors M est un
opérateur linéaire continu de F'~%E® dans F!—%Ef (sa norme pg
étant alors < pi~%u9), pour chaque 0 € 10, 1[. Cf. [15 bis], et aussi
[2], [7], [10]; d’autres espaces (et dans un certain sens « tous »)
ayant la propriété précédente, ont été déterminés dans [6].
On pose maintenant la

DeriniTioN 1. 1. — Pour m entier > 0 (et Q ouvert borné
de frontiére [ indéfiniment différentiable de dimension n — 1)
on pose

(1. 1) HC-9(Q) = (H™(Q))'~(Ho(Q))!

ce qui définit H(Q) pour s réel > 0 (1).

Cette définition a besoin d’é&tre justifiée pour (au moins)
deux raisons : a) pour (1 — 0)m = q entier € [0, m], il faut que
(1. 1) redonne 'espace HY((Q) introduit précédemment; b) si
Q = R" on définit naturellement H*(R"), pour tout s réel,

() Une autre définition équivalente a été donnée par Aronszajn [2], [2 bis].
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comme l’espace des distributions w tempérées [21] dont la
transformée de Fourier & vérifie

(1. 2) (1 4 |&]?)"24 e L2(R");

alors, dans le cas Q = R" (1. 1) doit redonner la définition
précédente avec s = (1 — 0)m.
La justification est fournie par la

Prorosition 1. 1. — L’ouvert Q étant borné de frontiére T
indéfiniment différentiable, HA=9™(Q) coincide avec ’espace des
restrictions & Q des éléments de HA=H™(R" [défini par (1. 2)
avec s = (1—0)m].

Démonstration. — 1) Dans le cas Q = R" on vérifie la
coincidence de la définition (1. 1) avec (1. 2), s = (1 — O)m,
en remontant a la définition de F1—IE%. (Cf. [16], Proposition
9.1).

2) Soit r I'opérateur (restriction) qui & une distribution u
sur R* fait correspondre sa restriction ru a . Alors r est un
opérateur linéaire continu de H°(R") dans H°(Q) et de H"(R")
dans H™(Q) donc d’aprés le théoréme d’interpolation (avec
M = r), d’aprés 1), et d’apres la définition 1. 1, r est un opéra-
teur linéaire continu de HC-9"(R") dans H@-9"(Q). Donc
H@-9m(Q) est toujours (i.e. quel que soit Q) contenu dans
Pespace des restrictions & Q des éléments de HA—O™(R™).

3) Montrons maintenant 'inclusion inverse. Sous les hypo-
théses de la Proposition, il existe [3 ter] un opérateur linéaire
P (prolongement) continu de H%(Q2) dans HY(R"), q entier « [0, m],
tel que Pu=u p.p. sur Q pour ue HY Q). Appliquant le
théoréme d’interpolation &8 M = P, on voit que P est un opé-
rateur linéaire continu de H@-9"(Q) dans H@-9m(R") d’ou
Pinclusion inverse.

Remarque 1.1. — La démonstration précédente montre
que la Proposition 1. 1 est vraie si Q a la propriété de m-pro-
longement, i. e.: il existe un opérateur P ayant la propriété
utilisée dans 3). Le résultat de la Proposition 1. 1 est inexact
sans aucune hypothése sur Q : soit en effet Q un ouvert de R”,
borné, tel que I'injection de H%Q) dans H°(Q) soit compacte,
I'injection de HY(Q) dans H°(Q2) n’étant pas compacte (de tels
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ouverts existent; Gagliardo, non publié). Or, de fagon générale
si I'injection de F dans E est compacte, il en est de méme de
l’injection de F'-9E® dans E, pour 6 << 1. Donc I'injection de
(H2(Q))2(HO(Q) )2 dans H°(O) est compacte, de sorte que cet
espace est strictement contenu dans H! (Q).

On a donc, sous les hypothéses de la Proposition 1.1,
défini H*(Q) pour s réel > 0. On définit ensuite H(Q) comme
I’'adhérence dans H*(Q) de 9(Q), et enfin H—(Q) = (Hi(Q)Y,
dual fort de Hj(Q).

On montre alors la propriété générale que voici:

3 (H*(Q))'-%(H¥Q))? = H-H+%(Q), pour « et
(1. 3) 3 réels quelconques (> 0 ou < 0).

Méme chose pour H¥(I'), s réel quelconque. Ceci permet
d’énoncer le résultat suivant, fondamental pour la suite
(ce résultat a été trouvé par un grand nombre d’auteurs (2);
c’est un cas particulier d’un résultat de [23], lui-méme cas
particulier de [13]). Avant d’énoncer le résultat, rappelons

encore que D(Q) (espace des fonctions indéfiniment différen-
tiables dans Q = Qu ') est dense dans H™(Q). Alors

ProrositioN 1. 2. — Soit m entier >0. Pour ue9D(Q),
posons Yu = OE—J u (dérivée normale sur [' d’ordre j, n désignant
n

le vecteur unitaire normal a ' et dirigé vers Pintérieur), et
I

YU = §Yoly .oy Ymo (4]
Lapplwatwn u — yu définie sur D(Q) se prolonge par
continuité en une application linéaire continue, encore notée
j=m—1

u—>yu, de H"(Q) dans [[ H"7~"*T). En outre
j=0

(1) Papplication u—yu est surjective;

(i1) le noyau de v est HY(Q) (°).

(3) Cf. [2 bis], [3 quarto], [11], [19 bis].
(3) Par interpolation on en déduit que y est une application linéaire continue de
m—1
H*(Q) dans H Hes—Ji—12(T"), pour s > m. Cette démonstration est correcte si 1'on
j=0
démontre le théoréme d’interpolation a I'aide des méthodes de fonctions de variable
complexe; c’est illusoire si I’on utilise la démonstration de [15 bis] qui repose sur un
théoréme de traces plus général.
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Introduisons maintenant les opérateurs différentiels que
nous utiliserons dans la suite. Pour u, ¢ € H"Q) on pose

(1. 4) a(u, ¥)= % [ ay(z)DuD da,

Ipllgl<m

ou 'on suppose que a,, est indéfiniment différentiable dans Q
(la aussi on pourralt raffiner!). On définit ainsi une forme
sesquilinéaire continue sur H™(Q). Comme dans [16] nous
supposerons que

(1. 5) |a(u, u)| > c|ulfamo, c >0, ue HMQ) (Y)

La forme a(u, ¢) définit 'opérateur différentiel

(1. 6) A= A(w, i’->= 3 (— 1)#ID¥(a,(z) D?).
%/ IpllgI<m

La forme adjointe a*(u, ¢) est définie par

(1. 7) a(u, ¢) = alo, W),

I'opérateur A* correspondant étant

(1.8) A*= A*(x i): S (— 1)PDe(a, D).

0T/ ipllgl<m

Nous utiliserons les formules de Green que voici: de fagon
générale, on pose:

= J,f(@) ga) dz
Alors, pour u, ¢ e 9(Q),
(1. 9) (Au, ¢) =a(u, v) -|—j i ’f S;uys da,
j= m 1

(1. 10) (A'w, ¢) =a*(u, ¢) + Z fI‘,TJuT,vdcr

oules S;et T;sont des opérateurs différentiels d’ordre 2m —j—1,

a coefficients indéfiniment différentiables (et do désignant

I’élément d’aire sur I'). Plus précisément ([3], [20 bis]):
.kzim—j

(1 11) sz ijm—j—i + kgz S;sY?m—j—’"

() Pour d’autres hypothéses, cf. plus bas, la Remarque 10. 5.
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ou b; et 1/b; sont dans P(I'), les S étant des opérateurs
tangentiels & [' [15], d’ordre <Chk—1.

Méme résultat pour T, (®).

On peut maintenant énoncer le (cf. aussi [20 bis]):

Lemme 1. 1. — Soit 3=1{¢q, ..., Pn_i}, avec g e HTV[),
et =4, ..., Yn_y}, avec ;e H"=/-VY[). Il existe alors
w = w(s, §) e H*™(R"), tel que

(1. 12) Y=y =0, . m—1,
(1. 13) Sjw = ?J’ ] = 0, ey M — 1,

Papplication {3, L} ew étant continue de

m—1

H HA1Y(T) x H H2"—/=V%T) dans H2"(R").

Résultat analogue en remplagant S- par T;.

Démonstration. — 1) Suppoqons que w vérifie (1.12), et
prenons (1 13) avec j= m — 1; utihsant (1. 11), cette
équation s’écrit

— k .
bm—i\(mw_ ?m-—i— 2 Sm—i]’m+i—kw,

k>2

comme Y, 4% = PYn, e H*1**¥"*[") et comme Sf_, est
tangentiel, d’ordre <{k—1, Sk_,yn, _xw e H""V%('), donc
Iéquation (1. 13), pour j =m—1, équivant a

Ym® = Ymy Ym donné dans H"-12(T)

(car 1/b,_, est dans D(I')). On vérifie alors facilement par
récurrence que (1.12) (1.13) équivaut a (1.12) et

(1. 14) Ypo®» = Yp., e H=*H712[) =0, ...,m—1.

2) Posant 2m = p, on est donc ramené a la construction de
w dans H*R") avec

(1.15) yw = f,e H*==02(), j = 0,1, ..., p— 1,

w dépendant continiment de f; (la parité de @ n’intervient

() On montre que (1.5) entraine Iellipticité de A(:c, _z_;_) dans Q (et méme la
forte ellipticité de exp (i0) A(x, b%) pour O convenable) de sorte que les systémes

$v, Sj} et §y, Tj} sont normaux et des systémes de Dirichlet, au sens de [3].
10
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pas dans ce qui suit!). On utilise la Proposition 1. 2: w — yw
p—t1
est un isomorphisme de H®(Q)/H{(Q) sur [ H*—/-%(T);
mais j=0
HH(Q) = HE(Q)03#(Q),
avec
ueZ¥Q) si et seulement si Y, (—1)?D2Py =0.

. Ipl< i
Soit donc

(116) qu_l(f)’ f= gfo,"wf[‘l—l};
si P est un opérateur linéaire continu de H*(Q) dans H*(R")

tel que Pu = u p.p. sur Q (cf. Proposition 1. 1,3)), on peut
prendre & = Pu; les équations (1.15) sont alors vérifiées.

Remarque 1. 2. — On peut opérer un peu différemment dans
le choix (1. 16) de u. Dans le cas ou Q = {z, > 0}, la démons-
tration de la Proposition 1. 2 fournit explicitement un élément
u de H*Q) dépendant linéairement et continiiment de f, avec
yu = f. Par des cartes locales, on en déduit une construction
de u, différente de (1. 16). Cette remarque est utile au N° 3.

2. OPERATEUR y SUR 6}(Q).

DeEriniTion 2. 1. — On désigne par 363(#6) (resp. DiY(Q),
resp. Z4(Q)) I'espace des éléments u de H°(Q) tels que

Aue H™Q) (resp. AueHO(Q), resp. Au=0).
Pour u, ¢ e #3((2), on pose
(u, s = (u, ¥) + (Au, A9)u—m;
pour u, v € Dy(Q), on pose
(u, ?)p = (u, ¢) + (Au, Av);

munis de ces produits scalaires les espaces #63(Q) et D3(Q)
sont des espaces de Hilbert.
Notons que Z3(Q) est un sous-espace vectoriel fermé de

H(Q).

Lemme 2.1. — Sous Uhypothése (1.5) Uespace ¥63(Q) est
somme directe topologique de et HMQ) et de Z3(Q):

(2. 1) 765,(Q) = Hr(Q) ® Z4(Q).
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Démonstration. — En effet sous l’hypothése (1.5), A est
un isomorphisme de HJ(Q) sur H™(Q) (cf. [22]). Pour u
donné dans #3(Q) soit alors u, la solutlon dans H}Q) de
Auy, = Au; la décomposition u = uy + (u — u,) fournit le
résultat.

Lemme 2. 2. — L’espace D(Q) est dense dans #63(Q).

Démonstration. — En vertu du Lemme 2.1, et D(Q) étant
dense dans H7(Q), il suffit de montrer que D(Q) est dense dans
Z5(Q). Or d’aprés [9], D(Q) est dense dans DL(Q) d’ou le
résultat (°).

On va maintenant démontrer le

TatorEME 2. 1. — On suppose que Q est un ouvert borné de
frontiére T' indéfiniment différentiable, d'un méme coté de T.
On suppose que (1. 5) a lieu. Dans ces conditions, U'application
u—>yu = f'you, vy Ym—itt}, définie dans ED(Q), se prolonge

par continuité en une application linéaire continue, encore notée
Jj=m—1

u—>yu, de #3(Q) dans [ H~-"I).
Jj=0

Démonstration. — 1) Soit ¢ = {gg, ..., ¥n_,} donné dans

m—1

I H***T'). Considérons (cf. Lemme 1. 1) ¢(g), élément de
=0
i—l’"‘(R"), avec
(2.2) yp(9) =0, Ti(9) = o5 ]=0,..,m—1,
¢(¢) dépendant contintiment de ¢.

(%) Dans le cas actuel la démonstration du résultat de [9] est spécialement simple.
Considérons A comme opérateur non borné dans H%(Q) = L3(Q), de domaine D4 (Q)

et soit Ag la fermeture de A(:c, N ) défini sur ﬂ)(Q) Il faut montrer que Ag = A;
x

comme évidemment Agc A, il suffit de montrer I'inclusion inverse, i.e. en passant aux
adjoints : A§c A*. Soit donc u dans le domaine de A¥; si Afu = f, ona (u, Ag) = (f, )
pour tout 9eD(Q), d’ou (¥) A*u =T (cf. page 148 pour Jb et pour f et 1:), on
peut tou]ours g’arranger pour que Ro* soit elliptique au voisinage de Q, done (*)
entraine que ue H?"(R"), et comme u est & support dans Q, ue Hi"(Q) (appliquer
la Proposition 1. 2). Comme on voit facilement que H3™(Q) est contenu dans le
domaine de A* (en fait c’est exactement ce domaine), on obtient I'inclusion
désirée.
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Soit par ailleurs &b = Jlo<x, %) défini par

(2. 3) b= 3 (— 1)PDP(J,(z)D?),
[Pl lgl<m
ou les fonctions Jb,, sont indéfiniment différentiables dans R?,
bornées ainsi que chacune de leurs dérivées, avec Jo,,=a,, sur Q.
On dit que Jb est un prolongement indéfiniment différentiable
de A. Soit de méme A" un prolongement indéfiniment diffé-
rentiable de A*. Les opérateurs b et &* ne sont plus néces-
sairement elliptiques dans tout D'espace, et A" n’est pas
nécessairement I’adjoint formel de .. )

Encore deux notations: si f est dans H°(Q), f désigne le
prolongement de f 4 R" par O hors de Q; si T est une distri-
bution dans R" Tg désigne sa restriction a Q.

Tout ceci posé, et u étant donné dans #63(Q), définissons X par

(2. 4) = (bi, o(9)) — (Au, ¢(9)a);

Pexpression (2. 4) a un sens, d’aprés les remarques suivantes :

1) Comme @ est dans H°(R"), et grice aux hypothéses faites
sur les Jo,, Jb étant un opérateur linéaire continu de H*(R"
dans H*—2"(R") le premier crochet dans (2. 4) désigne la dualité
entre H-?"(R") et H**(R");

2) comme yp(¢) = O pour j =0, ...,m—1, et d’aprésla Propo-
sition 1. 2, (ii), ¢(¢)q est dans HJ(Q), de sorte que le deuxiéme
crochet dans (2. 4) désigne la dualité entre H-"(Q) et H}Q).

Naturellement ¢(g) n’est pas unique dans H®*(R") a vérifier
(2. 2); mais X} est indépendant du choix de ¢(¢); soit en effet
¢ et ¢, deux choix, vérifiant tous deux les relations (2. 2);
alors (v — ¢;)q est dans H{™(Q), de sorte que

(Au, (v —o1)q) = (u, A*(v—01)q)
= (u, b*(v—9)) = (bu, v—n,),

donc X3 = X§, d’olt notre assertion. On écrira : X3 = X,.
Comme on a choisi ¢(3) dépendant continiiment de ¢, on
vérifie facilement que la forme semi-linéaire ¢ — X, est

. Jj=m—1 .
continue sur [ H*V%(I), donc de la forme
j=0

J=m—1

2.5) X,= Y (ou, ¢, ou e H/7V(T),
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les applications u—>ou étant continues de #63(Q) dans
H—I—llz(l“)'

2) Pour achever la démonstration du Théoréme il reste
seulement (compte tenu du Lemme 2. 2) & vérifier que, pour
u dans 9(Q), ou = yu.

Prenons ¢; dans D(1'). On peut alors choisir ¢(¢) dans D(R");
posant ¢(9)g = v, il vient

X = (u, A%) — (Ay, »),
ou comme d’ordinaire, (f, g) désigne le produit scalaire dans

H(Q). Utilisant les formules de Green (1.9) et (1.10), on
obtient, puisque Yy =0, j =0, ..., m—1;

Xo= JZ(YJU" @)
donc (yu, ¢)=/{_ou, g;) pour tout ¢; dans P(I),

donc g;u = v; u ce qui achéve la démonstration du théoréme.

3. — L’OPERATEUR Y, SUR #6}((}).

On introduit une famille [, de variétés de dimension n — 1,
contenues dans Q, 0 < p << py<<1, ces variétés tendant

vers [' lorsque p — 0. De facon précise nous ferons I’hypothése
sutvante (7):

Il existe une famille finie d’ouverts 0,, ..., O,, dans
R telsquel',,I' e UO,.; pour chaque O, on suppose
qu’'il existe un i1somorphisme g; de O; sur

Q=[—1,+1]
(5= {&, ..., &} est le point générique de Q),
(3.1) . tel que
gl([‘ﬂ@i)=Qn gEn:—"O ’
’ gi(Fpﬂ@a)=Qﬂ§En==P 5
[ on suppose que les composantes de g; et gi'! sont

2m fois continiiment différentiables dans O; et Q.
On fait ’hypothése habituelle de compatibilité :
g et g; coincident sur O;n 0,

(*) On suppose dans ce n° que I" est seulement 2m fois continiiment différentiable.
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On posera gi(w) ={gu(x), ..., gu(®)}.
A Taide du systéme {0, g} on définit un isomorphisme 6,
de I, sur ' par

(3.2) Ox= g (gu(x), ..., &ins(x), 0) pour zel;nO

(done gi(z) = p).
Grace a (3.1), on a
b, et b sont 2m fois contintiment différentiables
3. 3) de [, sur I' (et I' sur I;), leurs dérivées d’ordre
) < 2m étant bornées par des constantes indépen-
\ dantes de p.

Soit Q, I'ouvert contenu dans Q de frontiéres ['; (*). Pour u

\

dans #6}(Q), on sait (Friedrichs; cf. [18]) que u est localement
dans H™, done

u e H™(Q,);
on peut par conséquent définir
o s .
Vol =3 5% (n, normale intérieure a [';)

°
élément de H™/~"*[';) en vertu de la Proposition 1. 2 (°).
Désignons par EDzm(PP) Iespace des fonctions 2m fois conti-
niment différentiables sur [';. On a le

LemMe 3. 1. — Pour ¢ dans D*™([,) on définit 639 par
(3. 4) (@) = 9(0'(2));
alors 0ty est dans D*™(I') et Uapplication ¢ — 03¢ se prolonge par
continuité en une application linéaire continue u— gu de H*([',)

dans HYI'), pour 0 < a < 2m; 07 est un tsomorphisme, dont
Pinverse est le prolongement de (05)~ défini par

(3. 5) (0) (@) = $(0;2).
En outre, (4(E; F) désignant 'espace des applications liné-
aires continues de E dans F):

(3. 6) 198l lececr; mary < @1,
3.7 11(08) " lgtaery, mar ) << €35

les c; étant des constantes indépendantes de p.

(8) Tout ceci vaut lorsque I' est composé de plusieurs variétés distinctes.
(*) Qui est valable si I' est seulement m fois contintiment différentiable.
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Démonstration. — 1) 11 suffit de montrer le résultat pour
a=0 et « =2m, le cas 0 << « << 2m s’en déduisant ensuite
par interpolation.

2) Pour a = 2m, on note, en utilisant des cartes locales et

(3. 3), que
[165¢llmemy < € |[pllaemry,  pour ¢ e D*(T,),

¢ étant indépendante de p. L’inégalité analogue étant valable
pour (67)~', et ces inégalités étant immédiates dans le cas
a = 0, on en déduit le Lemme.

Grice au Lemme précédent, on peut introduire, pour
u e #63(Q),

(3. 8) Tiew = 0eys.cus
posons
(3.9) Yot = {Yo.6% Yot - Tmor, 4} 5
alors
(3. 10) ¥, € i‘(«%&(ﬁ); 1 H”""‘”*‘(F)>-
j=0

On va maintenant démontrer le

TutoriME 3. 1. — L’hypothése (3.1) ayant lLieu ainsi que
m—1
(1. 5), quel que soit u dans #}(()), v.u —yu dans [ H7~"* (I')

lorsque p— 0. =0
Démonstration. — 1) On va d’abord démontrer que ¥, demeure

dans un ensemble borné de Iespace if<56%(Q); ﬁ H‘f“”([‘)>,
lorsque 0 << p < ¢, Posant j=0

a,(u, v) =23 ’;zeam(x)D"uD"adx,
pPq -
on a

J=m—1

(3.11) [fo Auvde = a(u,0) 4+ 3 fre S, (U0 do,

ji=0

les fonctions u et ¢ étant, par exemple, 2m fois continiiment
différentiables dans (), les S;, ayant des propriétés analogues
aux S; introduits au N° 1. On introduit de méme T;,.
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Notons maintenant ceci: soit

m—1

?___g%, R ga,,_,} e ,I:Io Hj+1/2([19);

on peut choisir v.(¢) € H**(R") avec

(3.12)  v;e%(9) =0, Ticv.(¢) =%, j=0,...,m—1,
de fagon que

(3.13) [196(8) lmemten < s/l 2l

N

ou

llell = (S lipdfueerg) ™.

En effet, d’aprés la démonstration du Lemme 1.1, on se
raméne a construire s, € HY(R") avec yw, =f), 1= 0 cey
w—1, pour f; donnée dans He=/=%(T,), la norme de Pap-
pllcatlon {fi} = w. étant bornée par une constante indé-
pendante de p. Pour cela on utilise la Rcmalque 1.2; a laide
de cartes locales (qui dependent de p, mais ou les derlvees
qui interviennent sont majorées par des constantes indépen-
dantes de ¢), on se raméne au cas du demi-espace et le résultat
suit.

Ceci étant posé, on peut écrire d’apreés (2. 5) (et en posant
uQ, = u,)

_m——i

(3.14) (A, 7,(3)) — (Auy, (7lg)) = 2, (ligts 773

le premier crochet dans (3. 14) désigne la dualité entre H-2"(R")
et H2"(R"); comme &, demeure dans un ensemble borné de
H°(R") i, demeure dans un ensemble borné de H-2"(R");
d’apreés (3. 13) ce premier crochet est donc majoré par cJllolller
¢, indépendante de p; le deuxiéme crochet dans (3. 14) désigne
la dualité entre H-"(Q) (et la norme Au, dans H=™(()
est bornée par une constante indépendante de p, puisque
Aue H- ( Y)) et HY(Q,); d’aprés (3. 13), ce deuxiéme crochet
est majoré par c| q&“(c, ¢; étant une constante indépendante

de p. On déduit donc de (3. 14) que
(3.15)  Zlhy, s ullic-serp < pour 0<<p <o
J
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. ~ *
Mais Yo = 0510

d’ou notre assertion en vertu de (3. 6).
2) Le Théoréme est alors conséquence de 1) et de la remarque
suivante (jointe & la densité de D(Q) dans H3(Q)):

si ueD(Q), ¥, ,u—>yu dans espace des fonctions

(3. 16) 2m fois contindiment différentiables dans T
) ( (pour la topologie de la convergence uniforme

i des fonctions et de chacune de leurs dérivées).

4. — OPERATEUR S SUR D}(Q).

Pour ue®(Q), on pose
(4.1) Su ={Swu, S,u, ..., Su_,u},

ou les S; sont définis comme dans (1. 8).

TutoriME 4. 1. — Sous les hypothéses du théoréme 2. 1,
Papplication u— Su définie dans DQ) se prolonge par

continuité en une applwatwn linéaire continue, encore notée

u — Su, de DY(Q) dans H H~Cm=i=13)([).
Jj=o

Démonstration. — Le principe de la démonstration est
analogue a celui de la démonstration du théoréme 2. 1.
Soit ¢ = {dg, ..., Ym_is}, avec §;e H7~"¥T'). Considérons

(cf. Lemme 1. 1) w(})e H™R") avec
(4. 2) YJW \l} = 4/1, TjW('-IJ) == O, j= 0, ey MM — 1,

et w(}) dépendant continiiment de {.
Pour u dans D%(Q) on pose

(4. 3) Y§ = (A, w(})) — (Au, w(P)a),

le premier crochet désignant la dualité entre H—*"(R") et

H*"(R"), et le deuxiéme le produit scalaire dans HO(Q).
Vérifions maintenant que Y} est indépendant du choix de

w({) =w avec (4. 2); soient en effet w et w, deux éléments de
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H*™(R") vérifiant (4. 2); alors (w—w,)g est dans H2"(Q), donc
<Jl9ii’ w — Wl) = <12a (‘}b)*(“’ - W1)> = <u’ A*(W = “’1)0)

= (Au, (w — w1)a)(*),
d’ott Yy = Y§, et notre assertion. On écrit désormais Yy = Yj.

La forme semi-linéaire ¢ — Yy est continue sur

I H=~=""(T)
j=0

donc
Yy =3 (tu, §),  wueH-Cr—i=t),
j=0

I’application u—>7u étant continue de D3 (Q) dans H-Cm—~—2)(T").
Comme D(Q) est dense dans D3(Q), il reste seulement a

démontrer que, pour u dans D(Q), Tju = S;u, ce qui se voit par
utilisation des formules de Green.

Remarque 4.1. — . — On reprend ici, en la précisant, une
remarque de [15].

Désignons par D%(Q) lespace des ue H™(Q), tels que
Au e H(Q). Muni du produit scalaire

(u, ¢)og) = (4, ¢)amq) + (Au, Ag),

c’est un espace de Hilbert.
Pour = {go, --» gn_i} & L] H"I="(T), soit v(g) « HA(Q),
j=0

avec yw(o) =¢, 1=0,..,, m— 1, et ¢(¢) dépendant conti-
niiment de ¢. Pour u donné dans D}(Q), posons

Zy = (Au, 9(3)) — a(w, ¥(¢));
on vérifie que Zg est indépendant du choix de ¢(¢) = ¢ (car

si ¢ et ¢; sont deux choix possibles alors ¢—¢; € HP(Q)).
On écrira Zy = Z;. On note que la forme ¢ —>Z, est

m—1

continue sur [[ H*/=**T'), donc
j=o

(A, 0(5) —alu o) = 3, (w5, e Ho"0(D)

() (A)*, adjoint de Jb, ne coincide pas nécessairement avec Jb*; on peut aussi
choisir A" = (f)*.
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Pour u dans 9(Q), on vérifie que vu = Sju. Sous réserve
de la vérification du

LemME 4. 1. — Sous les hypothéses du théoréme 2. 1, Uespace
D(Q) est dense dans D(Q),

on a alors le

TutorEME 4. 2. — Sous les hypothéses du théoréme 2.1,

Vapplication u — Su définie dans D(Q) se prolonge par conti-
nuité en une application linéaire continue (encore notée u — Su)

de D(Q) dans [] H-~=T).
j=0

Démonstration du Lemme 4.1.— Soit u dans DZ(Q);
comme A est un isomorphisme de HP(Q) sur H-"(Q), il existe
w unique dans H(Q) avec Aw = Au; alors w est dans DZ(Q)
et [|w|lbmo < ¢f|Aullnog; soit ¢ =u-—w; on a: Y= yu,
Ap =0 et comme ¢v—> {Ap, yv} est un isomorphisme de
H™(Q) sur

m—1

H=(@) x TLH= (), on a [ <es 3, [hytlae-s-vrr
Jj=0

Considérons alors g, e D(Q), ¢, ;& D(I'), avec ¢,— Au dans
Ho(Q) et ¢,,—yu dans H"7'*T). Soit w, (resp. ¢,)
solution de Aw,=g¢, avec w, € HJ(Q) (resp. Av, =0, vjv, =}, ,)-
D’aprés les majorations précédentes, w,—>w et ¢,—¢ dans
D%(Q) donc ¢,+ w,—¢ dans DZ(Q). Mais d’aprés la régu-
larité de la solution du probléeme de Dirichlet [18 bis], w,
et ¢, sont dans D(Q), d’ou le lemme.

CoroLLAIRE 4. 1. — Sous les hypothéses du théoréme 4.2,

st u est dans D}(Q) et v dans HY(Q), on a:

m—l

(Au, v)—a(u,v) (Sju YD
Sju e H_(”‘“j“”z)([') ~(Jv e H*7—'*(T).
Remarque 4. 2. — De (1.9) et (1. 10) on déduit, pour u, ¢
dans 9D(Q):

(4. 4) (u, A%)—(Au,v)= Z Yty m_ Zo Su, Y#)-
Jj=0 J=
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Cette formule est valable, entre autres, dans les conditions
suivantes :

TutoriME 4. 3. — Hypothéses du théoréme 2. 1. Si lune
des hypothéses suivantes a lieu:

(1) u e 363(Q), v e H*™(Q) n HMQ);
(1) u e DY (Q), v e H™(Q);
alors (4. 4) est vrate. Dans le cas (i) la formule s’écrit:
(.5 (4 A%)—(Au, 9= 3 (yu, Tp).
j=0
Démonstration. — 11 suffit de vérifier que les diverses

expressions écrites ont un sens. Le résultat suit par prolon-
gement par continuité. Dans le cas (i), (Au, ¥) désigne la
dualité entre H-"(Q) et H}Q). Puis yu est dans H=/=12([")

(Théoréme 2. 1) et Ty e H/+VXI) de sorte que (yu, Tp) a
un sens.

Dans le cas (ii), (yu, T#) a la méme signification, et
Sjue H-(n—/=12)([") (Théoréme 4. 1) et ype H>/~14([),
de sorte que (S;u, Y#) a un sens, d’ou le théoréme.

5. — OPERATEUR S, SUR D}(Q).

On se place dans le cadre du n° 3.

Soit u donné dans D3(Q); alors d’aprés le théoréme de
régularité locale de Friedrichs, u est dans H®*"(Q.), ¢ > 0.
Par conséquent, (et avec les notations du n° 3):

(5. 1) S;cu € H/+13(F).
On introduit ensuite
(5. 2) S,”cu = GZSJ- ‘cu‘;;

on définit ainsi un opérateur linéaire continu de D%(Q) dans

H/***T"). Si Ton pose
(5. 3) Se = {S0s Sur e Smorgls
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alors
(5. 4) S, esf(Dg(Q); mﬁ Hf*”’([‘)>.
Jj=0

Tatorime b.1. — Hypothéses du théoréme 3.1. Alors,
m—1

pour u dans D4(Q), S;u—Su dans [ H-Cm=XT') lorsque p—0.
i—o

La démonstration, paralléle a celle du théoréme 3. 1, n’est
pas détaillée ici.

6. — RAPPELS SUR LES PROBLEMES DE VISIK-SOBOLEV

Pour ce n’ on pourra également consulter [26], [14], [11], [18].
De facon générale soit V un sous-espace vectoriel fermé de

H™(Q) avec
(6. 1) Hp(Q) ¢ V< H™(Q).
On supposera que
(6. 2) |a(v, )| > cllvlfimq)y, ¢ >0, pour tout veV.

On désigne par N(V) (resp. N*(V)) Pespace des ue'V tels
que Au e H(Q), (resp. A*u e H°(QQ)), avec

(6. 3) (Au, ¢) = a(u, ») pour tout veV.
(resp.
(6. 4) (A'u, ¢) = a*(u, ¢) pour tout peV).
Muni du produit scalaire
(4, O)xv) = (u, #)um@) + (Au, Av)

(vesp. (u, 9)nvy = (u, ¢)um@) + (A*u, A*v)), c’est un espace
de Hilbert.
Sous 'hypothése (6. 2), A (resp. A*) est un isomorphisme
de N(V) (resp. N*(V)) sur H°(Q) (cf. par ex. [11], [18]).
Par transposition on en déduit ceci:
sous Uhypothése (6. 2), si v — L(v) est une forme semi linéaire
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continue sur N*(V), il existe un élément u de H*(Q) et un seul
tel que

(6. 5) (u, A*0) = L(») pour tout v € N*(V),
Papplication L — u étant continue, au sens suivant:

el < ef[Lfl, oz L[| = sup. [L(¢)|/llefvw (*)

7. — APPLICATION AU PROBLEME DE DIRICHLET

On va appliquer les remarques du n® 6 avec V = HQ),
et sous les hypothéses du théoréeme 2.1. Alors
N(V) = N%V) = HprQ) n H2"(Q).
En effet d’aprés [18 bis], on sait que dans ces conditions
N*(V) ¢ H2™(Q) (et également N(V) c H2"(Q))
inclusion algébrique et topologique.

Soit alors f donné dans H™™(Q) et g; dans H=/~"*T), pour
j=0, ..., m—1. Pour vy e N*(V), posons

jEm—t

(7.1) L(v) =(f, v) + jzo C&n Tpw);
ceci a un sens: le premier crochet désigne la dualité entre
H-"(Q) et H}NQ) (car V= H}Q) et donec N¥V)< Hr(M));
comme N*(V)c H?>"(Q)) Tp est dans H/+12([), de sorte que
(g, Tj) désigne la dualité entre H-¢+12)([") et HI+/2)[).
Par conséquent (7. 1) définit une forme semi-linéaire continue
sur N*(V).

Par conséquent, d’aprés (6. 5), il existe un élément u de H°(Q)
unique, vérifiant

(7. 2) s(u, A%) ={f, ¢) + 2 <gj’ T">>
( pour tout ¢ e Hz”'(O) n Hr(Q).
On en déduit (en prenant ¢ dans D(Q)):
(7. 3) Au =,
donc u e #65(Q).
(11) Sous des hypothéses convenables, on peut transformer (6. 5) en une équation

ou n’interviennent que des distributions sur R* (cf. [11], [14], [18]). Mais ceci n’est
pas indispensable pour la suite.
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L’équation (7.2) peut maintenant s’écrire:

_.m—

(u, A*V) —<Au) a> - 2 <g.l'7 ij>
D’aprés (4. 5) on en déduit:
(7. 4) vw=g, j=0,.. m—1

et 'on peut énoncer le

TrtorEME 7. 1. — Sous les hypothéses du théoréme 2.1,
il existe u dans #63(Q) unique, vérifiant (7. 3) et (7. 4).
Ou encore:
Lopérateur { A, v} est un isomorphisme de #63(Q) sur I'espace
1

H‘”‘(Q) X mlj H—-(j+1/2)([‘) (12).

D’aprés le théoréeme 3. 1 les conditions aux limites (7. 4)
ont lieu au sens suivant (sous les hypothéses du théoréme 3. 1) :

(7.5) {j,u—>g dans H-U+12XT) lorsque p—0.

Le probléme (7. 3) (7. 4) est un probléme de Dirichlet non
homogéne.

Remarque 7.1. — 1l résulte du théoréme 7.1 que l'on
peut apporter le complément suivant au théoréme 2. 1:

m—1
Papplication y de #63(Q) dans HH“(”M)(Q) est surjective.
m—1
Ceci montre que dans le theoreme 2.1 Vespace [[ H-¢+12)(T)
est le ‘meilleur (i.e. le plus petit) possible. /=9
Notons encore que le noyau de y dans #63(Q) est HMQ).
En effet soit u dans #}(Q) avec yu = 0. Soit u* la solution
dans H}(Q) de Au* = Au. Alors u — u* est dans ¥6}(Q),
et vérifie A(u — u*) =0 et y(u — u*) = 0, donc d’aprés le
théoréme 7.1, u — u* = 0, d’ou le résultat.

Remarque 7.2. — Soit u une distribution sur Q vérifiant

(7. 6) Aue H—™Q),
(7.7 ¥, (U est borné dans H-V+12)(T") lorsque p —0, pour
]=0, ..., m—1.

(*2) On peut vérifier directement que u vérifiant (7. 3) et (7. 4) dépend continiiment
de f et gj, ou bien appliquer le théoréme de Banach sur les isomorphismes.
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(Cette condition a un sens, car d’aprés le théoréme de régu-
larité locale, la seule condition (7. 6) implique que u e H"(Q,)
pour tout p > 0.)

On va montrer que (7.7) et (7. 7) entrainent (sous les hypo-
théses des théorémes 2.1 et 3. 1) que

(7. 8) ue HY(Q) ((et donc u e 363(Q)).

En effet (7.7) entraine:

Ys.ee = f,¢ est borné en norme dans H=U+2(T) par une
constante indépendante de ¢.

Par conséquent u, (restriction de u a () est la solution du
probléme de Dirichlet (au sens du théoréme 7.1):

Aup = (Au)np TielUe = fj.P-
On en déduit:
[[uellmoiey) < er(|Awlusa) + ZlIf;, ella~1r,) < €

ou ¢, est indépendante de p. Pour cela, il suffit de vérifier que
¢, est indépendante de p. Or tout reposant sur le théoréme de
régularité de Nirenberg (N*(V) < H2"(Q)) et la transposition,
il suffit de vérifier ceci:

soit f e H((),) et ¢ la solution dans Hy((),) de Ay = f. Alors,
¢ est dans H’"‘(Qp) et

lollani@y) << el lf @y

¢, étant indépendante de p; ceci résulte de la démonstration
du théoréme de Nirenberg et des hypothéses du théoreme 3. 1.

Comme ||u||u«q,) est borné et fonction croissante de p, u est
dans H°(Q), d’ou notre assertion.

Remarque 7. 3. — Pour arriver au théoréme 7.1 on a pris
la forme semi-linéaire particuliére (7. 1). Etudions le cas le
plus général. On montre (cf. [14], [11], [18]) que la forme semi-
linéaire continue la plus générale sur N*(V) = H*™(Q) n HMQ)
est de la forme suivante :

(7. 9) L(e) = (f, ») + (g Po),

ou fe H-™(Q) (le premier crochet désignant la dualité entre
H-"(Q) et H(Q)), et ou g« HF™(R"), P désignant un opérateur
linéaire continu de H*"(Q)) dans H’™(R™) tel que Py = ¢ p.p.
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sur Q; alors (g, P¢) désigne le produit scalaire entre H-*"(R")
et H*(R"), et le résultat est indépendant du choix de P.
Alors, il existe u dans H°(Q}) unique, avec

(7. 10) (u, A*v) = <f’ ‘_"> + <g’ E%
pour tout ¢ € H*™(Q) n HXQ).

Interprétons le probléme ainsi résolu; soit gg la restriction

de g a Q: goe H™(Q); on déduit de (7. 10):
(7. 11) Au=f+ go.

Considérons maintenant sur H!"(Q) le produit scalaire
(A*u, A%); grace au fait que |[|A*u|| > c/|ullamq) pour
ue H"(Q), on définit ainsi un produit scalaire équivalent
a (u, ¢)mem(q). Par conséquent il existe u, unique dans H2"(Q)
vérifiant (A'u,, A') = (gq, ¢) pour tout ¢e HI"(Q), i e.

(7.12) AA*uy, = go.
Alors i, désignant le prolongement de u, 2 R” par 0 hors de
(1, € H*"(R")), on voit que
AA*a, e H-27(R?) et (bA*Gy)0 = go-
Si donc l'on introduit

(7. 13) h= g — AbdFi,,

on a la une distribution de H=2"(R"), a support dans {, et
telle que hg = 0, donc a support dans ['. Or on montre [9 bis]
que toute distribution de H—2"(R") a support dans [' peut
s’écrire :

m—1 I m-—1 o

(7. 14) <h, 5) = _EO <gj, ij> -+ _EO <g}‘, «‘rjv>, v e H2"(R"),

j= i=

ou

(7.15) g e H-UHa) ), g e H-(em—i-12)([),

Finalement (7.10) est équivalent a

Jj=m—1

(7.16)  (u, A%0) = (f, o) + (Mg, Po) + 3 (g, Tpe),

pour ¢ e H2"(Q) n Hy(Q).
11
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Mais .
<Jloﬂo*llo, Pv) = <Jlo"“110, (le)*Pv) (13).

le deuxiéme crochet désignant le produit scalaire dans H(R™).
Puis, u, étant dans H}"(Q), A*%, = (A*u,)” et par conséquent
MGy, (b)*Py) = (A*uy, A*¢), et donc (7.16) équivaut a

(7.17)  (u— A*uo, A%) = (f, v) + z(gn Tp),
v e H2"(Q) n HR(Q).

Conclusion. — On est ramené a Uéquation (7. 2) avec u
remplacé par u— A*u,.

8. — APPLICATION AU PROBLEME DE NEUMANN
On applique les remarques du n® 6 avec V= H™(Q). On
fait I’hypothése
(8.1) Ja(v, )| > c||¥||am@q), ¢ >0, pourtout ¢e H™Q)(14).

Alors (cf. [18 bis]) N*(V) c H2"(Q) (et N(V) c H2"(Q)), inclu-
sion algébrique et topologique.
Nous prenons dans (6.5) L(¢) donnée par

82 L) = 9)— 3 (& ) oeNW),

ou f est donnée dans H°(Q) et g; dans H—2m+/+12(["),

Grace au fait que N*(V) « H2"(Q) on définit ainsi une forme
semi-linéaire continue sur N*(V). Par conséquent, il existe u
unique dans H%(Q) vérifiant

(8.3) (u, A%)=(f, v)— 3 (g, T#) pourtout veN*(V).
j=0
On en déduit que
(8. 4) Au={,
donc u e D{(Q). Alors (8. 3) s’écrit
(u, A*) — (Au, v) =— jgo (g T7)-

(8) Cf. ().
(4) Pour d’autres hypothéses, cf. Remarque 11. 2
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D’apreés (4. 4) (valable; cf. théoréme 4. 3), et notant que
T;» = 0 puisque ¢ € N*(V), on voit que

(8. 5) S_,u - gj, ]= O, ceey m—i.

On peut donc énoncer le

TutortMe 8. 1. — Sous les hypothéses du théoréme 2.1
et avec (8. 1), il existe u dans D} (Q) unique, avec (8. 4) et (8. 5) (15).

Ou encore :

Loperateur {A S} définit un isomorphisme de DY(Q) sur

Pespace HO(Q) X H H-@m=/—12)(T) (2¢).
Notons que, sous les hypothéses du théoréme 3.1:

(8. 6) gj,‘cu — g dans H™C"=/=")T), lorsque p—0,
]=0,...,m—1.

On a des remarques analogues aux remarques 7.1, 7.2,
7. 3; énongons-les brievement :

Remarque 8. 1. — L’application S de D%(Q) dans

m-—1

H H—(2m—j—ll2)([‘>
i=o

est surjective, de noyau N(H™(Q)).

Remarque 8. 2. — Soit u une distribution sur Q telle que
(8. 7) ) Au e H(Q),
(8. 8) S;cu est borné dans H™Cm=/=)(T))
lorsque p—>0, j=0, ..., m—1L
Dans ces conditions, on a
8.9) ue H(Q) (donc ueDj(Q)).
Remarque 8. 3. — S1 ¢ — L(v) est une forme semi-linéaire

continue sur N*(V), elle peut se prolonger & H2"(Q) (d’aprés
le théoréme de Hahn Banach) et donc

(8. 10) L(v) = (g Po),
g et Po étant comme dans (7.10), ¢e H>™(Q).

() Il s’agit du probléme de Neumann non homogéne attaché a a(u, v).
(*¢) Remarque analogue & celle de la note de bas de page (1?).
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Alors il existe u dars H°(Q), unique, avec
(8.11) (u, A*) = (g, P¢), pourtout ¢e N*V).
Done
(8. 12) Av = go
On introduit encore u, € Hi"(Q), avec AA*u, = gq, et
(8.13) h = g — bA™i,.

On peut écrire h comme dans (7. 14), (7. 15) et (8.11) peut
alors s’écrire (en. tenant compte du fait que T, = 0 pour

v e N*(V)):
—_ m—1 J—
(1, &%) = (Wb, Poy+ S (e, 9.
j=0
On est donc ramené a (8.3) avec g; remplacé par — g}
et u par u— Au’,.

Remarque 8. 4. — 1l résulte de (8. 1) qu’il existe u dans H™(Q)
unique, vérifiant
(8. 14)  a(u, ¢) = (), pour tout ¢e H™(Q)

ou ¢ — 4(¢) est une forme semi-linéaire continue sur H™(Q).
Prenons

j=m—1 .
(8. 15) W)= o) — 2 (& 1)
ou
(8. 16) fe H°(Q) et ngH_"”j*"”([‘)

(de sorte que v — 4(v) est bien continue sur H™()). On a alors
(8. 4) et (8.5), de sorte qu’en combinant avec le théoréme 4. 2,
il vient

TrtorEME 8. 2. — Sous les hypothéses du théoréme 2. 1 et
avec (8. 1), Uopérateur §A, S} est un isomorphisme de D}(()

(cf. Remarque 4. 1) sur HY(Q) x 1:[ H-m+i+(T).
Jj=0
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9. UN RESULTAT D’INTERPOLATION

Soient {F, E}, {F;, E;{ deux couples d’espaces hilbertiens,

comme au n° 1

TutortME 9. 1. — Sotent M, 0 < ¢ < po, M, des opérateurs
linéaires continus de E dans E, et F dans I, tels que, lorsque
e —0,

(9.1) Mce — Me dans E, fort, pour tout e<ckE,
(9. 2) M, f = Mf dans F; fort pour tout feF.

Dans ces conditions, pour 0 <<0 <1,
(9.3) M.g—>Mg dans Fi=E$ fort, pour tout ge F'~*E".

Démonstration. — Soit g dans F'~9E’; alors, d’aprés [15 ter]
il existe une fonction u,(t) = u(t), dépendant linéairement
de g, telle que

9-4) [ lew(ol + lew @l < ellglse(”),
ou 1/2 + « =10, avec

(9. 5) u(0) = g.

On 1ntroduit

(9. 6) ve(t) = Mc(u(t)),  o(t) = M(u(t);
alors

vo(0) = Meg,  ¢(0) = Mg,

et d’aprés [15ter] on aura (9. 3) si

9.7 t*o, —t*’ dans l'espace L0, oo; F) ("),
ct

(9. 8) t*op —>t*' dans 120, c; E),

(17) La fonction u définit une distribution sur ]0,[ (noté (0,c0) dans [16]), & valeurs
dans F [22 bis], donc dans E et u’ désigne la dérivée de u en ¢ au sens distributions
sur ]0, oo[ & valeurs dans E (cf. aussi [16]).

(*8) L2 (0, wo; X), X espace de Bannach, désigne I'espace des (classes de) fonc-
tions de carré sommable sur ]0, o[ & valeurs dans X.
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Mais les opérateurs M, demeurant dans des ensembles

bornés de 4(F; F,) et 4(E ,El) on a
llEee(Olle, < edllt*u(@lle, [tve(@)lle, < esllt*w(@)]]e;
par ailleurs, d’aprés (9. 2) et (9. 1), ¢,(t) = ¢(t) dans F,; fort,

et ¢y(t) —>¢'(t) dans E; fort. D’ou (9. 7) et (9. 8) d’apres le
théoréme de Lebesgue.

10. — APPLICATIONS DE L’INTERPOLATION :
PROBLEME DE DIRICHLET

Introduisons quelques nouveaux espaces.
DerintTion 10. 1. — On désigne par #63(Q) 'espace des
(classes de) fonctions u e H*(Q), 0 << a << m, telles que
Aue H™Q).
Muni du produit scalaire

(10. 1)  (u, 9)xz@ = (4, ¥)uv@) + (Au, Av)u—1yq),

¢’est un espace de Hilbert.
Notons que #63(Q) = H™(Q), avec des structures hilber-
tiennes équivalentes (mais non identiques).

DEriniTioN 10. 2. — On pose
(10. 2) hQTOm(Q) = (J6R(2))+~(4(Q))°

Prorosition 10. 1. — Sous les hypothéses de la proposi-
tion 10. 1, on a A%(Q) c #5(Q), 0 < a < m, algébriquement et
topologiquement (1?).

Démonstration. — Considérons I’application identité : u— u,
qui est linéaire continue de 63 (Q) — H™(Q) et de #65(Q) — H(Q);
alors par application du théoréme d’interpolation, elle est
linéaire continue de A{~%"(Q}) dans

(H(Q)*~*(H(Q))" = He-Om(Q)

(*?) Une étude plus précise de hj(Q) sera faite dans un des articles ultérieurs de
cette série.
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(Définition 1. 1). Donc u—>u est linéaire continue de A%(Q)
dans H*(Q).

On considére ensuite 'application linéaire u — Au, continue
de #63(Q) et #63(Q) dans H-™(Q), donc de h%(Q) dans H-™(Q)
d’ou le résultat.

Comme A, vy} est un isomorphisme de H™(Q) = #3(Q)

sur H™(Q) x [ H*7"*(T), et comme, d’apres le théoréme 7.1,
j=0 m—1
{A,v! est un isomorphisme de 36} (Q) sur H-™(Q) x [ HV-"*(I)

on en déduit (®): j=0

TutortMe 10. 1. — Sous les hypothéses du théoréme 2.1,
pour 0 < a < m, loperateur fA, Yf est un isomorphisme de

h3(Q) sur H™™ H He——~(T

De méme, pour u dans %A(Q), ¥, 4 —> y;u dans H™/~'%T)
sous les hypothéses du théoreme 3. 1 (immédiat), et pour
u e ¥3(Q), y;, .u—yu dans H7="*([") fort, tout ceci lorsque
p—0 (théoreme 3. 1); utilisant alors le théoréeme 9. 1, 1l
vient :

TutoriMe 10. 2. — Sous les hypothéses des théorémes 2. 1
et 3.1, pour u donné dans hi(Q), on a

(10.3) g u—>vu dans H*7"'YT') fort, j=0,...,m—1,

lorsque p — 0.
Par conséquent, pour f donné dans H™(Q) et g; donné dans
H*=/="*(T"), 0 <a<{m, il existe u unique dans H*Q), avec

(10. 4) Au={,
(10. 5) YU = g, ]=0, ., m—1,

et (10.5) s’interprétant par (10. 3).

Remarque 10.1. — Prenons dans les théorémes 10.1 et
10. 2, a=m—1/2. Alors g;e H"/='(I') et la solution u est
dans H™'"*(Q). Ceci améliore le résultat de [5] (relatif a
m=1; cf. aussi [18'] ou 'ouvert Q est plus général) et de [17]
(m >1) ou la solution est seulement trouvée dans H™~*(Q). Les
méthodes sont complétement différentes; on verra dans un

(?°) Notons que si M est un isomorphisme de E sur E, et de F sur F,, c’est égale-
ment un isomorphisme de F'-YE’ sur F{-'E} (interpoler M et M-1).
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article ultérieur de cette série comment obtenir le théoréme
10.1 par la méthode de [17] (cf. aussi Remarque 10. 3 ci-apres).
Il serait peut-étre intéressant de compléter le théoréme
10.1 en prenant le deuxiéme membre f dans un espace plus
grand que H—"(Q); il faut en effet noter que dans le cas parti-
culier Q = {x, > 0! le théoréme 10. 2 de [16] est meilleur
que le théoréme 10. 1 actuel. (On doit dans [16] distinguer les
vanables « tangentielles » de la variable « normale »).

Remarque 10. 2. — Soit u distribution sur Q vérifiant
(10. 6) Aue H-"(Q)

et
(10.7) ;.u borné dans H*71%(T'), j =0, ..., m—1, p—0.
Dans ces conditions :
(10. 8) u e H¥Q).

Méme démonstration qu’a la Remarque 7. 2.

Cette remarque est utile dans ’étude des espaces de Hardy
(dans le cas L?; on étudiera cela plus tard, & propos du cas
Lr, 1 <p<< o)

Remarque 10. 3. — Nous ne nous sommes pas intéressés aux
hypothéses minima de régularité des coefficients de A sous
lesquelles le théoréme 10. 1 relatif au cas « est vrai. Dans cette
direction la méthode d’interpolation n’est pas favorable:
pour obtenir le résultat pour a € ]0, m[ il faut utiliser le résultat
pour a = 0 et « = m, donc les hypothéses relatives au cas
a = 0, plus restrictives que celles relatives au cas a = m; c’est
dans cette direction notamment que la démonstration directe
(sans interpolation) du théoréme 10. 1 sera utile.

Remarque 10. 4. — On sait que {A, y! est un isomorphisme
de H*(Q) sur H*—2"(Q) x H Hs—=/—12(T") pour s entier >m—

et, par 1nterpolat10n pour s réel > m. C’est la Proposition 3,
p- 87 de [19]. (Ou il n’est pas fait usage de l'interpolation.)
Le Théoréme 10.1 étend, dans un certain sens, ce résultat

au cas 0 < s << m (B).

(31) On trouvera également dans [19] quelques indications (p. 84) sur le cas
0<s<m Q= {z, >0}, A & coefficients constants, A = 0.
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Remarque 10. 5. — Nos résultats sont vrais sous les hypo-
théses suivantes :

A(x, b%:>= A est un opérateur différentiel a coefli-
) cients dans D(Q), d’ordre <2m, tel que les sys-
| témes {v;, S;} et {v;, T;} soient de Dirichlet;

(11) A est un 1somorphisme de H?(Q) n H2™(Q) sur H“(Q)

(i) A est unisomorphisme de H}(Q) sur H=™((Q).

Nous avons supposé que

(10.9) la(e, ¢)| > a|l¢llamq), >0, pourtout ¢e HXQ),
ce qui entraine (i), (i1), (iii). Du point de vue «algébrique »,
s1 Popérateur A est fortement elliptique, alors, d’apres [3],
(10. 9) a lieu pour a(v, ¢) + Al|¢||2, A > 0 assez grand.

Nous allons briévement donner des conditions algébriques
plus générales que D’ellipticité forte, et sous lesquelles (1), (1)
et (iil) sont encore vérifiées (en remplagant éventuellement A
par A + A).

Supposons la dimension n > 2 (sinon il faut ajouter des
hypothéses du type « properly elliptic », cf. par ex. [20],

[20 bis]), et supposons A<a:, b%) elliptique, i.e.

(10. 10) IZ a,(z)5P+t1£0 pour (eR", E=£0.
ol lgl=m
Si (10. 10) a lieu, onssait [20] que 'opérateur A de H”'(Q) n H2™(Q)
dans H°(Q) est surjectif si A* est biunivoque sur HP(Q) n H2™(Q2)
et que ([1 ter], n° 12) si A est biunivoque sur H?(Q) n H*(Q),
il en est de méme pour A*. Par conséquent la condition (ii)
sera réalisée pour A et A* si

(10. 11) A est biunivoque sur H?(Q) n H2"(QQ).

Supposons maintenant que (ii) ait lieu pour A*; par trans-
position il en résulte I'existence et I'unicité de u dans H°(Q),
vérifiant

(10.12) {u, A%) = (f, v) pour tout v « HXQ) n H2"(Q),
pour f donné dans H™(Q) et u dépendant continiiment de f.
Mais (10. 10) ayant lieu, il résulte de (10. 12)1_{ apres [1 bis],
que u est dans H™(Q). Alors Au = f et (u, A*v) = (Au, v),
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i.e. par (4. b) "jz_‘@ju, Tw)=0 pour tout v e H(Q) n H™(Q);
’application ;_—‘; {Tw} de HrQ)n H™Q) dans ”ﬁ‘ H/+*(T)
étant surjective, il en résulte que yu =0, j = O,j.::‘i, m—1,
donc

(10. 13) u e Hr Q).

D’aprés le Théoréme du graphe fermé, 'application: f—u
est alors continue de H™™(()) dans HJ(Q) et (ii1) a lieu. En
résumé : sous les hypothéses (10. 10) et (10. 11) les conditions
(1), (11) et (1) ont lieu.

Supposons que A soit faiblement défini positif [1 ter], i.e.

(10.14) Re Y au(2)t >0, teR", zeQ.

P 1gl=m

Alors, d’aprés le Théoréme 12. 8 de [1 ter], A + A et A* 4 A
sont biunivoques sur HZ(Q) n H*™(Q) pour A >y, A, assez
grand (la démonstration de [1 ter] donne une évaluation
de 2). On peut donc finalement énoncer le

Tutorkme 10. 3. — Sous les hypothéses (10. 10) et (10. 14),

la dimension n étant > 2, Uopérateur {A + 2, Y; est un isomor-
m—1

phisme de h%,3(Q) sur H-™(Q) x [[ H*/*([), 0<a<<m, A
positif assez grand. J=0

Ajoutons qu’en utilisant [4 bis], [1 ter] et [1 bis] on voit de
fagon analogue que (ii) entraine (iii) dans les espaces H™?(Q)
de Sobolev construits a partir de LP(Q), p 5~ 2.

11. — APPLICATIONS DE L’INTERPOLATION:
PROBLEME DE NEUMANN

Derinttion 11. 1. — On désigne par DE(Q), 0 < « << 2m,
I’espace des (classes de) fonctions u e H*(Q) telles que

Au e H(Q).
Muni du produit scalaire
(11.1) (4, 9)oz@ = (4, 9)ne(@) + (Au, Av),

c’est un espace de Hilbert.
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Notons que DY(Q) coincide avec H2™(Q), avec des structures
hilbertiennes équivalentes (mais non identiques).

DerintTion 11. 2. — On pose

(11.2)  d-5m(Q) = (DP(Q)P-YDL(M))"

Prorosition 11.1. — On a Uinclusion algébrique et topo-
logique d3(Q) < DF(Q) ().

La démonstration est identique a celle de la Proposition

10. 1.
Comme l'opérateur {A, S} est un isomorphisme de D¥(Q)

m—1

sur HO(Q) x [] H/+¥2(I") et, par le théoréme 8. 1, de D}(Q)
j=0

sur HY(Q) x [] H-2m++12(["), il vient
P23

TutortMmE 11.1. — Sous leshypotheses du theoreme8 1,§A, S}

est un tsomorphisme de d3(Q) sur HO(Q) X H He-2n+j+12("))
pour 0<Ca<{2m.
En outre

TutortME 11. 2. — Sous les hypothéses du théoréme 8.1

et du théoréme 3. 1, pour u donné dans di(Q), S, ,u— Sju dans
He—2m+i+1/2(T) lorsque e—>0, =0, ..., m—1.

Remarque 11. 1. — Soit u une distribution sur Q, telle que
(11. 3) Au e H(Q),
et
a—2m+j+1/3
(11. 4) S, ;u—s%lt bf)’n:: iz_mls H J*(T'), lorsque p — 0,
Dans ces conditions

(11. 5) u e H*(Q).

Remarque 11. 2. — En utilisant le Théoréme 8. 2, on obtient
par la méthode précédente le résultat suivant: {A, S} est
un isomorphisme de

(DX(Q))-YDY(Q)®  sur H°(Q)><j[1 H—Op—stm ()

(22) Une étude plus précise de di(Q) sera faite dans un article ultérieur.
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Comparant au théoréme 11.1, avec « = (1 — 6)m, on en
déduit
(DR(Q))'~YDA(Q)’ = dy~Om(Q), 0O < 1.
En particulier (6 = 0): d3(Q) = DZ(Q).

Remarque 11. 3. — Remarque analogue a la Remarque 10. 5.
Tout est valable s1

A<w, %) est & coeflicients indéfiniment différen-
(1) tiables dans Q, d’ordre 2m, les systémes {y;, S;}
et §vy,, T,} étant de Dirichlet;

.. A est un isomorphisme de N(H”‘ Q)) n H'™(Q) sur
1) H(Q).

Les conditions algébriques sont ici plus compliquées ([1],
[1 bis], [20 bis)).

Il y a une légére différence entre les cas « Dirichlet » et
« Neuman », ’hypothése (i1) de la Remarque 10.5 n’ayant
pas d’analogue ici. On peut en fait observer ceci: a) on
a vu a la Remarque 10. 5 que (111) est essentiellement consé-
quence de (11); b) dans le cas Dirichlet on «interpole » entre le
« transposé de (ii) » et (ii1), tandis que dans le cas Neumann,
on «interpole » entre le « transposé de (33) » et (3j); mais dans
le cas Dirichlet on pourralt aussi «interpoler » entre le « trans-
posé de (11) » et (i1) lui-méme. On obtient ainsi un résultat un
peu moins bon pour le deuxiéme membre; on bénéficie dans
le cas Dirichlet du fait que D(Q) est dense dans V,le dual de V
étant alors un espace de distributions sur Q.

12. — EXEMPLE DES PROBLEMES
DE DERIVEE OBLIQUE

On remplace maintenant la forme sesquilinéaire a(u, ¢)
définie au N° 1, par la suivante:

(12.1) a(u, v)= X fapq ) D1uD?o dx Z (A, 1),

lphlglsm

ou A; est un opérateur différentiel d’ordre 2m —j — 1, m — 1
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fois transversal a [' (cf. par ex. [15]), & coefficients indéfini-
ment différentiables dans Q. Alors

(12. 2) Ay < S(HA(Q); H-—=m([)),

de sorte que (12. 1) définmit une forme sesquilinéaire continue
sur H*(Q) On suppose que

(12. 3) |a(, V)l = c”‘)“;l"'(ﬂh ¢ >0, ye HM(Q);

pour 'étude de relations de coercivité de ce type, cf. [1].
Avec les notations du N° 6, et V = H"((2), on a encore [4],
[18]: N*(V) c H2™(Q) (et aussi N(V)< H2™(Q)).
Par conséquent, pour f donné dans H(Q), et g; dans
H=*m+i+ ([, il existe ue H(Q) unique avec

(12.8) (6 A =(f, ) =3 (& 79 e N(V).
On en déduit
(12. 5) Au=f,

donc ue DY(Q), et (12. 4) s’écrit
J=m—1

(u, A*0)-—(Au, ¢)=— jgo {8 E‘—’%
d’ou avec (4. 4):

(12. 6) .Eo Y, T_Jv>= .Eo (Sju— g 1), v € N(V).
J: ":

Traduisons maintenant le fait que ¢ est dans N*(V), t.e. que
(A%, w) = a*(v, w) pour tout w dans H™(Q); utilisant le
corollaire 4.1, on obtient la condition équivalente

(12. 7) ji (T, Tw) = jo (v, Ap), w e HY(Q),
=0 j=

Notons maintenant que d’aprés le Théoréme 2.1, A; est un
opérateur linéaire continu de Dj(Q) (et méme 763((2)) dans
H=*»*J*'*(['); on peut donc déduire de (12.7) par prolon-
gement par continuité que

(12. 8) i (T, Yuy= i s K;”_‘% v e N*(V).
Jj=0 Jj=0
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De (12. 6) et (12 .8) on déduit
jéo <A1u7 ?P) = JZJO (Sju— 8 qA_'J;>’

pour tout ¢ dans N*(V); mais N*(V) étant dense dans H™(Q) (*),
il en résulte

(12.9) Su—Au=g, j=0, .., m—1.
C’est un probléeme de dérivées obliques régulier [15]. Posant
(12.10) (S—A)u={(S;—Ao)u, ..., (Sp—i— An_,)u},

on a

TrtoriEME 12. 1. — Sous les hypothéses du théoréme 2.1 et
(12. 3), Vopérateur {A, S—A} est un isomorphisme de D}(Q)

m—1
sur HY(Q) x [] H-2m+/+12(T).
j=0
Par interpolation on en déduit :

TatoriMe 12. 2. — Sous les hypothéses du théoréme 2.1
et (12. 3), Vopérateur {A, S— A} est un isomorphisme de d3(Q)

m—1
sur H(Q) x ] Hr—2m++12(Q), 0 < a < 2m.
Jj=o

13. — EQUATIONS DIFFERENTIELLES OPERATIONNELLES

Avec les notations du N° 6, supposons que

(13. 1) 3Re a(v, ¢) + Eofglv(x)pdx;cllvllip.m), ¢<0,veV,

pour &, convenable.

Alors, si p==§ 4 i, A + p (resp. A* + p) est un isomorphisme
de N(V) (resp. N*(V)) sur H*(Q) pour £>§,, et

(13.2) [I(A + p) g xey < POl (Ipl) (*4), E>86

(majoration analogue pour (A*+4 p)~1).
Par transposition on en déduit ceci: si ¢y — L(¢) est une

(®) Si |la(v, ¢)| > c|lvllkm@y N(V) (et N*(V)) est dense dans V.
() Pol (|p|) désigne un polynéme en |p| (ici de degré 1).
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forme semi linéaire continue sur N*(V), il existe u(p) =u
unique dans H°(Q) avec

(13.3) (u, (A*+ p)») = L(v) pour tout ¢ e N*(V),
et
(13. 4) [lull < pol(p)IIIL,

ot ||[L[[f = sup . [L(V)[ [[¢lxcv-
Appliquons ces remarques au cas V= H™Q) (probléme de
Dirichlet). Comme au N° 7 nous prenons

3.5 L= D)+ 3 o TR

f donné dans H=™(Q), g;donné dans H~/~"*(T'); il en résulte
(cf. NO 7):

f{A + p, v} est un isomorphisme de #5}(Q) sur
(13. 6) H-"Q) x [T H-/-"*(I") pour £ >, d’inverse
Jj=0

\  majoré par un polynéme en |p|.

Parailleurs, { A+ p, y} est unisomorphisme de H"(Q) = #67(Q)

m—1

sur H-"(Q) x [[ H*=*¥I'), d’inverse majoré par un poly-
néme en p. I=°

Utilisant le Théoréme d’interpolation et la majoration des
normes (g << 437 %u9), on en déduit:

pour £>%,, A 4 p, v} est un isomorphisme de h%(Q) sur
H-Q) x [[ H*~="*(I), pour 0 < 0 < m, d’inverse majoré par

un polyn(‘)’;ne en |p|.
On en dédwit, par la méthode de la transformation de
Laplace (cf. par ex. [12]. Chap xi1):

TutortME 13. 1. — Sous les hypothéses du Théoréme 2.1,
Popérateur 3A +‘:?'Y est un tisomorphisme de D (h%(Q))
sur @, (H-(0)) X TT 9L(H—(D)(")

Jj=t

(3) D4(X), X espace de Banach, désigne 1’espace des distributions en ¢ & valeurs
dans X et a support limité & gauche. Cf. [22 bis].



176 J. L. LIONS ET E. MAGENES

Autrement dit: si f est une distribution en t & valeurs dans
H~"(Q) a support limité & gauche et si g; est une distribution en
t 4 valeurs dans H*7/7'*I'), de support limité & gauche, il
existe une distribution u et une seule a valeurs dans A%(Q),

de support limité & gauche, telle que

0
Au—l—gu—f,
avec YU = g, ]=0, ..., m—1(2%).

Remarque 13. 1. — Sous les hypothéses du théoréme 3. 1,
on aura

Y.u—>vu dans D (H*~/-%([)) lorsque p—0.

Remarque 13. 2. — On peut naturellement développer des
considérations analogues pour le cas du probléme de Neumann,
des problémes de dérivées obliques, etc...

Remarque 13. 3. — On peut étudier de méme des opérateurs

A + 9%/oe2, A 4 dfot, ete. Cf. [12].

Remarque 13. 4. — La méthode précédente permet éga-
lement d’étudier les problémes de perturbation singuliére,
a partir des résultats de [25].

La généralisation de la théorie au cas ou A = A(x t, bx) est

coefficients dépendant de ¢ (cf. [12]) sera faite dans un article
ultérieur. (Cf. déja [16 bis]).
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