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PROBLEMES SUR LES FORMES DIFFERENTIELLES
ET LES COURANTS

par Frangois NORGUET (Strasbourg)

Les méthodes que j’ai utilisées, dans un travail précédent [8]
sur la caractérisation des domaines d’holomorphie par une
propriété locale, ont attiré mon attention sur les formules
de représentation intégrale pour les fonctions holomorphes
de plusieurs variables complexes, puis, plus généralement, sur
I'utilisation des formes différentielles extérieures et des courants
dans la théorie des variétés analytiques complexes.

Dans ce domaine, deux résultats importants d’analyse ont été
obtenus respectivement par P. Lelong [3] et L. Schwartz [18],
a savoir: d’une part, la possibilité d’intégrer une forme diffé-
rentielle extérieure sur un ensemble analytique complexe, ce
qui permet d’associer de fagon naturelle un courant positif
fermé a cet ensemble analytique; d’autre part, la possibilité
de prolonger canoniquement par un courant certaines formes
différentielles méromorphes. En outre, P. Lelong [2] et G. de
Rham [15] ont apporté une contribution a I’étude algébrique
des espaces de formes différentielles et de courants, étudiant
respectivement la division de courants positifs par des formes
différentielles positives, et la division de formes différentielles
et de courants par une forme différentielle homogene de
degré un; la division de formes différentielles par une forme de
degré deux avait été précédemment étudiée par T. Lepage [4]
et G. Papy [14]. D’autres résultats importants d’analyse et
de topologie algébrique ont été obtenus dans ce méme domaine
par E. Dolbeault, K. Kodaira et D. C. Spencer. Enfin, tout
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2 FRANGOIS NORGUET

récemment, J. Leray [5] a développé sa théorie des résidus
pour les formes différentielles semi-méromorphes.

Toutefois, j’a1 été bien vite conduit, dés 1954, vers des
problémes (liés a la convolution des courants et 4 la multiplica-
tion extérieure des formes différentielles) qui se posent naturelle-
ment dans le cas des variétés différentiables a structure réelle;
dans ce cadre se situent les trois premiers chapitres de ce tra-
vail. Seul le chapitre 1v, consacré a la représentation intégrale
des fonctions holomorphes de plusieurs variables, fait usage de
la structure analytique complexe.

D’abord, 1l me semblait nécessaire de généraliser aux formes
différentielles et aux courants certaines théories, classiques
pour les fonctions et les distributions; en particulier, la notion
de convolution me paraissait importante pour permettre
I’écriture d’équations de convolution entre formes différen-
tielles et courants, pour établir un lien entre certaines opéra-
tions d’analyse et des opérations topologiques correspondantes,
pour rendre p0551bles Pécriture et la démonstration algorith-
mique de certaines formules intégrales; je lui consacre les
chapitres 1 et 11 de ce travail. Le chapitre 1 est ainsi consacré
a Pétude de la convolution des courants dans les variétés
indéfiniment différentiables; deux notions de convolution,
toutes deux naturelles, sont introduites, sous les hypotheses
les plus générales; on établit plusieurs propriétés dont cer-
taines résultent des définitions elles-mémes, et d’autres,
d’hypothéses supplémentaires, exprimées formellement afin
d’axiomatiser une généralisation de la situation obtenue dans
I’espace euclidien. Le chapitre 11 est consacré a I’étude détaillée
de la convolution dans l'espace cuclidien; celle-c1 généralise
la convolution classique des mesures relativement a la loi
de groupe additif de cet espace, ainsi que la convolution des
distributions, définie par L. Schwartz [17].

L’utilisation des formes différentielles et des courants
nécessitait encore la solution de certains problemes d’algébre
extérieure. Le chapitre 111 est consacré a I'un d’eux. Il com-
prend tout d’abord une partie algébrique : I’étude d’un certain
groupe d’homologie associé a4 un complexe de modules muni
de plusieurs dérivations. Effectuer cette étude dans son cadre
naturel : celui d’une catégorie abélienne, telle qu’elle est
définie par A. Grothendieck [1], ne présente pas de difficulté
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supplémentaire essentielle, mais alourdit considérablement le
formalisme; aussi, aprés I’énoncé du probléme général dans une
catégorie abélienne, on se restreint au cas des modules. Le
théoréeme obtenu, appliqué aux formes différentielles exté-
rieures sur une variété indéfiniment différentiable, fournit des
conditions pour qu’une telle forme soit combinaison linéaire
de formes différentielles linéaires données.

Enfin, malgré les résultats obtenus par F. Sommer [20],
une méthode unifiée de démonstration pour les formules de
représentation intégrale des fonctions holomorphes de plusieurs
variables complexes restait & découvrir. Une telle méthode,
généralisant I'idée de la démonstration donnée par J. Leray [5]
pour la formule de Cauchy-Fantappié, est exposée dans le
chapitre 1v, et appliquée au cas des formules intégrales de
E. Martinelli [7] et de A. Weil [21].

La plupart des résultats exposés dans ce travail ont été
annoncés dans [9], [10], [11], [13]. D’autres résultats, sur la
théorie des résidus et sur les applications de la convolution,
partiellement annoncés dans [10] et [12], n’ont pu trouver
place dans ce mémoire et seront publiés ultérieurement.

Je tiens a exprimer ici ma profonde gratitude a M. P. Lelong,
qui, ayant guidé mes premiéres recherches vers des problémes
fondamentaux relatifs aux domaines pseudoconvexes, n’a cessé,
depuis lors, de s’intéresser & mes travaux et de les diriger.
J’adresse mes remerciements 8 MM. M. Brelot et C. Ehresmann,
qui ont accepté de se joindre & M. P. Lelong pour constituer
le Jury de cette These.






CHAPITRE PREMIER

GENERALITES SUR LA CONVOLUTION DES COURANTS

1. Généralités sur les courants.

Dans les chapitres 1 et 11, toutes les variétés considérées
seront indéfiniment différentiables et orientées; le produit
topologique X X Y de deux variétés X et Y sera toujours
mumn de la structure indéfiniment différentiable et de I’orien-
tation naturelles; Pxyxy (resp. Qxxy) désignera la projection
canonique de X X Y sur X (resp. Y); toute application d’une
variété dans une autre sera supposée indéfiniment différen-
tiable. Nous rappellerons d’abord, selon G. de Rham [16],
quelques notions fondamentales relatives aux courants.

Soient X une variété de dimension m, &x I'espace vectoriel
des formes différentielles indéfiniment différentiables et a
valeurs complexes dans X, Dy le sous-espace de &x constitué

par les formes & support compact. Soit 1 = 2 ¢; une
i€l

partition de 'unité dans X, localement finie et subordonnée
a4 un recouvrement (U;),e de X par des domaines de coor-
données; pour toute forme ¢ e 8y, soit I, ,(¢) la borne supé-
rieure du module des dérivées d’ordre < p des coefficients
de la forme ¢,¢ représentée a I'aide des coordonnées dans Uj;
une partie B de &x est dite bornée a Uordre p si l; ,(3) est borné,
quel que soit ¢ (la borne pouvant dépendre de i) lorsque ¢
varie dans B; une partie B de &x est dite bornée, si elle est
bornée a I'ordre p, quel que soit p; enfin, une partie B de 9y
est dite bornée a lordre p (resp. bornée) si elle I'est dans &x
et si les formes différentielles qu’elle contient ont toutes leurs
supports dans un méme compact. La définition des parties
bornées dans &x et dans Dy munit ces espaces vectoriels de



6 FRANGOIS NORGUET

topologies localement convexes; 'espace vectoriel D% des cou-
rants dans X est le dual topologique de Dyx; le sous-espace
8x de D%, constitué par les courants & support compact, est
le dual topologique de &x; un courant est dit continu d’ordre p
si sa valeur reste bornée sur toute partie bornée a l'ordre p
dans Dx; enfin Dx et & sont munis de topologies telles que:
pour qu’une suite (T;),¢;<, ., de courants converge vers zéro
dans D% (resp. %), il faut et il suffit que (g, T (valeur
prise par le courant T; sur la forme différentielle ¢) converge
vers zéro, uniformément sur tout ensemble borné dans Dy
(resp. 8x).

La notion de courant généralise a la fois celles de forme
différentielle extérieure et de chaine singuliére, grice aux
applications tx et jx définies comme suit: si a est une forme
différentielle, localement sommable, dans X, et o une chaine
singuliére, localement finie, on notera

Gix@) = [Lahs et (g jxe) = [

pour toute forme ¢ appartenant a Dx; de fagon générale, on
posera

.LT/\’{/:<?, T)

pour tout courant T appartenant & Dx (resp. 8%) et toute forme
différentielle ¢ appartenant a Dx (resp. &x); comme les espaces
de formes différentielles et de chaines singuliéres, les espaces
de courants sont gradués de facon naturelle: Dy , désignant le
sous-espace de Dy constitué par les formes homogénes de
degré p, le dual D% , de Dy, , est constitué par les courants
homogenes de dimenston p, de degré m — p; si a est une forme
différentielle, localement sommable, homogéne de degré p,
et ¢ une chaine localement finie de dimension ¢, ix(a) et jx(a)
sont des courants homogeénes, le premier de degré p, le second
de dimension gq. '

Le produit extérieur d’un courant T et d’une forme a appar-
tenant a 8y est défini par la relation

(g, TAay =(aNg, T)
pour toute forme ¢ € Dx et par la relation

aAT = (— )T A«
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lorsque « et T sont homogénes de degrés p et g respectivement;
on a donc

xB)Aa = ix(BAa) et  aAix(B) = ix(aAB).

Le bord et la différentielle d’un courant T sont définis respec-
tivement par les relations

(9, bT) = (dg, T), dT = wbT

pour toute forme ¢ € Dy, opérateur linéaire w associant a un
courant T, homogéne de degré p, le courant (— 1)’T; on a
donc

dix(a) = ix(da) et bjx(s) = jx(bo)
pour toute forme différentielle a et pour toute chaine o, et
d(TAa) = dT ANa + wT Ada, b(TAa) = bT Awa + T A ba

pour tout courant T et toute forme a € 8x. Enfin, si g est une
application de X dans une variété Y, et si T est un courant
dans X, de support o(T), tel que o(T) n g7*(K) soit compact
pour tout compact K de Y, on définit le courant image g(T)
par la relation
<?’ g(T)) = <g*(?)’ T>

pour toute forme 3 € Dy, g*(¢) désignant I'image réciproque
de ¢ par g.

Les formes différentielles considérées jusqu’a présent étaient
supposées a coefficients complexes; plus généralement, on
peut considérer des formes différentielles a coefficients dans un
espace vectoriel sur le corps des nombres complexes; ceci est
utile pour introduire les formes et courants doubles, qui inter-
viennent sur le produit de deux variétés, a coté des formes
et courants ordinaires (cf. [16]).

.Soient X et Y deux variétés, de dimensions respectives
m et n; ’espace vectoriel (sur le corps des nombres complexes)
des formes différentielles dans X dont les coefficients sont des
formes différentielles (a coefficients complexes) dans Y, cano-
niquement isomorphe a l’espace vectoriel des formes diffé-
rentielles dans Y dont les coeflicients sont des formes diffé-
rentielles (4 coefficients complexes) dans X, est I’espace des
formes doubles dans X X Y. On désignera par &x y (resp.
Dy, v) Pespace vectoriel des formes doubles indéfiniment diffé-
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rentiables (resp. indéfiniment différentiables et a support
compact) dans X X Y; ces espaces sont munis de topologies
analogues a celles définies ci-dessus; leurs duaux topologiques
sont 'espace &x y des courants doubles & supports compacts
et I'espace Dx y des courants doubles dans X X Y; tous ces
espaces sont bigradués, une forme (resp. un courant) double
homogeéne possédant un degré (resp. un degré et une dimension)
relativement & X et relativement & Y. Les opérations définies
pour les formes et les courants se définissent de maniére ana-
logue pour les formes et les courants doubles; toutefois il faut
distinguer si le bord et la différentielle sont relatifs & X ou a Y;
en utilisant pour cela des indices, on obtient les opérateurs
bx, dx, wx, by, d\', wy.

A toute forme différentielle ¢ dans X X Y est canoniquement
associée une forme double A*(¢); si ¢ est représentée, dans le
produit U X V d’un domaine de coordonnées de X et d’un
domaine de coordonnées de Y, par une expression

M iy da Ao Adate Ny A A\ dy,

4

A*(¢) est représentée, dans U X V, par 'expression
2%“_ ip o ig QXN N dDe dy N L dya,

c’est-a-dire que le produit extérieur d’un quelconque dz' par
un dy’ est remplacé par un produit commutatif. L’opérateur o,
transposé de A* par la dualité entre formes différentielles et
courants, associe un courant a tout courant double; les opé-
rateurs J et Ab* admettent des inverses b1 et b*~1; les rela-
tions suivantes sont vérifiées :

(1) b (e Ag') = (— 1)"8"(g) Ab(¢")

si ¢ (resp. ¢’) est de degré g (resp. p’) relativement a X (resp. Y);
(11) H(TAa) = (— 1)™=P0(T) A b*1(a)

si o est de degré p (resp. q) relativement a X (resp. Y);
(111) H*(g) = (— 1" N xxx(9)

si A*(¢) est de degré p (resp. g) relativement a X (resp. Y);
(iv) b*d = (dx + wxdy) b*;
(v) b = Jo(bx + wxby),

Popérateur w*, transposé de w par la -dualité entre formes
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différentielles et courants, associant, 4 un courant T de dimen-
sion p, le courant (— 1)? T.

2. Produits tensoriels de formes différentielles extérieures et
de courants.

Rappelons d’abord la-définition du produit tensoriel selon
G. de Rham [16]. Soient X et Y deux variétés, de dimensions
respectives m et n; si a et B sont des formes différentielles
extérieures dans X et Y respectivement, leur produit tensoriel
a®f est une forme double dans X X Y, dont Pexpression
dans le produit U X V de deux domaines de coordonnées est
le produit commutatif des expressions de « et de f dans Uet V
respectivement. Tout courant simple S dans X définit une
application linéaire continue de Dy y dans Dy, faisant corres-
pondre a toute forme double ¢ la forme différentielle (g, S);
si ¢ reste dans une partie bornée de Dx y, (¢, S) reste dans
une partie bornée de Dy; alors, si T est un courant dans Y,
le produit tensoriel S® T est le courant double dans X X Y,
défini par les relations

(¢, S®T) =%, S), T) = (g, T, S);
les produits tensoriels ainsi définis vérifient la relation
ix(2) © ix(B) = ix,x( ® B).
Nous les utiliserons pour définir les applications
® : &x X &y — &xxr, ® Dy X DYy —> Dyxy
a Paide des relations
a@ﬁ = A" a® ﬂ), S®T = (— 1)~ 2b(Se T)

lorsque S et T sont des courants homogénes de dimensions
respectives p et ¢. La relation

ix(e) ® ix(B) = txxx(2® )

nous permet d’énoncer et de démontrer les propriétés de 1’opé-

ration ® seulement pour les courants (et non pour les formes
différentielles) (*).

PropritTE 2.1. — b(S®T) = bS®wT 4 ST
ot d(SBT) = dS®T + wSBdT.
(1) C’est le courant S ® T que nous avions appelé « produit tensoriel » des courants

S et T, dans [9], en 1954; en 1955 est paru le livre de G. de Rham [16], dont nous
adoptons maintenant les notations. '
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En effet, compte-tenu de la définition de I'opération ® et
de la relation (v) de 1, on a

BSBT) = (—1)x—0bA(S ® T) 4
= (—1)x=D(by + whby)(S®T)
= (— 1) =0(bS ® T + %*S ® bT)
= bS®wT + S®bT

lorsque S et T ont les dimensions respectives p et ¢. La seconde
relation se déduit de la premiére a ’aide de la relation d = wb.

PropriETE 2. 2. — Si a et T sont homogénes de degrés res-
pectifs p et q, on a
(SAa)®(TAB) = (—1)HSBT)A(a®f).

En effet, s1 S et § sont homogénes de degrés respectifs p’
et ¢’, on obtient, compte-tenu des définitions de ® et B,
et de la relation (i1) de 1,

(SA@) B (TAB) = (— 1)m=P=PXI+O4((SA ) ® (T AB))
(— 1)m=P=Px+DU((S ® T) A (« ® B))
(— 1)em 'P”P'Yl.ﬂo(S®T)/\ub*-l (2®B)
(— 1S BT)A (a8 ).

II II H II

ProprifTE 2. 3. — En désignant par Pxxy (resp. Qxxxy)
la projection canonique du produit X X Y sur X (resp. Y),
on a la relation

a®fB = Pxxx(a) A Qxxx(B);

en particulier, en désignant par 1x (resp. 1y) la fonction égale
a 1 dans X (resp. Y), on a

1x®ﬁ= Q;XY(B)y a®ly= P;XY(“)-

Le premier cas particulier est démontré par G. de Rham ([16],
p. 62) sous la forme

M Qixa(B) = 1@ B
le second est analogue; enfin, la formule générale résulte de
ces cas particuliers et de la propriété 2. 2; en effet on a
a®f = (aA1x) B (IyAB) = (a® 1) A (1x B )
= Pxxx(a) A Qxxx(B),

Q.E.D.
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Si ¢ est une forme différentielle, appartenant a &y y, dont
le support a(¢) coupe le support ¢(S® T) de S ® T suivant
un compact, nous définissons le symbole (g, S ® T) par la
relation

(g, S® T) = (H*~1(g), b(S ® T));

cette définition est cohérente, se ramenant a celle donnée
par G. de Rham lorsque ¢ appartient & 9y y; en effet, on a
alors

H*1(g), (S ® T)) = (A" H*1(g), S® T) = (9, S® T)

en vertu de propriétés rappelées en 1; indiquons deux pro-
priétés de (p, S® T).

Propri&TE 2. 4. — Si le support o(S ® T) posséde un vot-
sinage fermé E tel que E na(g) soit compact, alors on a

(9,90 T) = {9, S), T) = (g, T), S).

Soit A une fonction indéfiniment différentiable dans X X Y,
égale & 1 au voisinage de o(S ® T), nulle & 'extérieur de E;
alors on a

(9,50 T) = (Ag, S ® T);
(9, S) et (Ap, S) sont égaux au voisinage de o(T), donc on a

et de méme
{3, T, 8) = (g, T), 8);
comme Ag est a support compact, on a

et on obtient la relation annoncée.

ProprifTE 2. 5. — St ¢ est une forme différentielle, apparte-
nant a 8x, v, telle que a(¢) n o(S ® T) soit compact, on a

(dx3, S ® T) = (3, bS ® T)
et

(dv9,S® Ty = (3, S ® BT,
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En effet, soit A une fonction, égale 4 1 au voisinage de
a(¢) no(S ® T), et appartenant a4 Dx y; on a alors

(dxg, S ® T) = (Adxy, S ® T) = (dx(Ag), S ® T)
= {(dx(Ag), ), T) = ((Ag, bS), T)
= (A, bS ® T) = (g, bS ® T);

la seconde relation se démontre de maniére analogue.
Introduisons maintenant quelques intégrales qui seront
utilisées dans la suite de ce chapitre.

Dérinition. — Si T est un courant dans X X Y, tel que
a(T) n (X X K) soit compact pour tout compact K de Y, nous
définissons Uintégrale

fT

ST = [ &2(T)

ProprIETE 2. 6. — Sous les hypothéses que U'on vient d’indiguer,
on a la relation

par la relation

f T = Qxxx(T).

En effet, cette relation équivaut a I’égalité, établie par

G. de Rham ([16], p. 62):
JrHH(T) = Quxx(T).

Si T est un courant appartenant a Dxxy, et ¥ une forme
différentielle appartenant a &xxy, tels que

5(T) na(y) 0 (X x K)

soit compact pour tout compact K de Y, alors I'intégrale

LT/\Y

est définie par ce qui précéde. Plus généralement, soient U
et V deux courants dans X X Y, tels que Jo=1(U) (resp. b1(V))
soit une forme différentielle dans Y (resp. X), a coefficients
dans Dx (resp. Dy), et que a(U) no(V) n (X X K) soit compact
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pour tout compact K de Y; alors le produit UA'V est défini,
et D'intégrale

JLUAV

est définie par ce qui précéde; considérons le cas ou U = S® 1y
S appartenant a Dx.

PropriETE 2. 7. — Sotent S un courant homogéne de degré p
dans X, et V un courant homogéne de degré q dans X X Y, tels
que b~1(V) soit une forme différentielle dans X, a coefficients
dans D, et que (a(S) X K) na(V) soit compact pour tout compact
K de Y. Alors on a la relation

(3, fo(8B 1) AV)= (— 1S B g, V)

pour toute forme différentielle ¢ e Dy.
La définition de I'intégrale résulte de ce qui précéde; alors
on a

(3 fi5810) AV)=(p, [(A-1((SBL)AYV))
={1x®¢, b7Y((S®1y)AV))
— (kg (— )ra-H{VAEE 1),
Compte-tenu des relations (i) et (iii) de 1, on obtient alors pour
cette expression :

(— 1)1 ® g, H=(V) A b2 (S B 1y))
— (110 g, H1(V)A(S ® 1))
= (—1)(1x® <F) A (S ® 1y), L=*(V))
= (—1)"{(S® g, b~1(V))
— (— 14" (S8 g), V)
= (—1)S&¢q, V).
Convention. — Sous les hypothéses de la propriété 2.7,

nous définirons le symbole (V, S) par la relation

(V,8)y = [L(S®1)AV.

3. Généralités sur la convolution de premiére espéce.

Nous définirons une premiére notion de convolution pour
les courants, généralisant une expression, indiquée par
L. Schwartz ([17], tome II, p. 12), du produit de convolution
des distributions. Dans I’énoncé des propriétés de la convolu-
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tion, interviendront des courants particuliers que nous allons
définir. Soit X une variété, de dimension m; pour tout point
z e X, la relation

(¢, 8y = ¢(x)

pour toute fonction continue ¢ dans X, définit un courant 3.,
homogéne de degré m, ayant le point z pour support. Plus
généralement, si ¢ est un élément de ’algébre extérieure de
Pespace des vecteurs tangents & X en z, la relation

(s &) = (9, §(a))

pour toute forme différentielle 3 €8x définit un courant &,;
dans cette relation, ¢(x) désigne la valeur au point z de la
forme différentielle ¢, i.e. un élément de I’algébre extérieure
duale de la précédente, et la dualité exprimée au second membre
est celle qui existe entre ces deux algébres; si ¢ est un p-vecteur,
g, est un courant homogéne de dimension p, ayant pour sup-
port le point z. Enﬁn s1 ¢ est un vecteur tangent 4 X en z,
la relation

(g, 8% = (g, »)

pour toute fonction différentiable ¢ dans X, définit un courant
2™, homogene de degré m, ayant le point =z pour support;
dans cette relation, (3, ¢) désigne la valeur prise, sur le
germe de fonction determme en z par ¢, par la forme linéaire
que définit le vecteur ¢ ().

Jusqu’a la fin du chapitre 1, X, Y, Z seront des variétés,
de dimensions respectives m, n, l; f, une application (indéfi-
niment différentiable, conformément a la convention faite au
début du chapitre) de X X Y dans Z; pour tout z e X (resp.
yeY), f, (resp. f,) application de Y (resp. X) dans Z définie
par f.(y) = f(z, y) (resp. f,(z) = f(x, y)); g, I'application de
X X Y dans X X Z, définie par g(z, y) =(z, f(z, y)); on a

donc
Pxxzog = Pxxx et Qxxzog =T

On désignera par Dx X, Dy la partie de Dx X Dy constituée
par les couples (S, T) tels que o(S ® T) n f~(K) soit compact
pour tout compact K de Z.

(%) &) est donc la dérivée de 3, relativement au vecteur .
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DeEriniTioN. — On appellera convolution de premiére espéce
assoctée a f, Uapplication de Dy X Dy dans Dz, définie par

(S, T)>S %, T =f(SBT).

L’indice f sera supprimé lorsqu’aucune confusion ne sera
a craindre.

Propri&TE 3. 1. — Si S et T sont homogénes de dimensions
respectives p et q, S %, T est un courant homogéne de dimension

p+gq

 Propri&TE 3. 2. — Si x est un point de X, et si o(T) n f72(K)
est compact pour tout compact K de Z, alors on a

8 %, T =f(T)
En vertu de la définition de la convolution, on a en effet
% ¥ T=f(E 8 T)=f(dE ®T));
il en résulte, pour toute forme différentielle cp e ﬂ)z,

= (fa(%), T> =9, fz

ProrriETE 3. 3. — St ¢ est un vecteur tangent au point z,
de X, et st o(T) n fz2(K) est compact pour tout compact K de Z,

alors on a
Q) *IT = <fw(T): V)

ot le second membre désigne la valeur prise par la forme linéaire
que deﬁmt le vecteur ¢, sur la fonction f,(T), définie dans X
au voistnage de z,, et a valeurs dans 9;.

Tout crochet dans lequel ¢ opére conservant la signification
qui vient d’étre indiquée, et tout autre crochet exprimant la
dualité entre formes différentielles et courants, on a, pour
toute forme ¢ € Dy,

(@, 8% T) = ((F*f*(9), T), v) = {{f(¢) T>, o)
= (9, fulT >, o) = (9, {(f=(T), ), q.e.d.

PropritT 3. 4. — St o(S®T)n fY(K) est compact pour
tout compact K de Z, on a

b(S¥T) = bS%wT + SxbT
ot dSKT) = (— 1)+ +(dS% T + wSxdT);
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st, en particulier, S et T sont des courants homogénes de dimen-
stons respectives p et q vérifiant p+q=1+ 1, on a

bS¥wT = — Sx bT et dS¥T = — wSxdT.

En effet, compte-tenu de la relation bf = fb et de la premiére
relation de la propriété 2.1, on a

b(S%T) = bf(S®T) = fb(S®T)
= f(bSB®wT 4 SB bT) = bS*wT + SxbT;

la seconde relation se déduit de la premiére a I'aide de la rela-
tion d = wb; la fin de la proposition résulte de ce que, si
p+q=10+1 S5%T est nul, ayant une dimension plus
grande que .

REMARQUE. — Sous la forme
b(S¥T) — S%bT = bS¥wT,

la premiére relation ci-dessus généralise la formule d’homotopie

pour les courants ([16], relation (3), p. 68).

PropriETE 3.5. — La convolution de premiére espéce est
une opération bilinéaire; si S, S’ sont des courants dans X et T
un courant dans Y, tels que s(S® T) n f~1(K) et o(S'® T) n f~2(K)
sotent compacts pour tout compact K de Z, alors, pour tous nombres
complexes \ et A’y on a

(AS 4+ NS % T = A(S%T) + N(S'%T).

Les hypothéses entrainent 'existence de S% T et de S’ % T'; de
plus on a

a((AS + A'S")®T)c (a(S)ua(S')) X a(T) =a(S®T)ua(S'®T);

il en résulte que o((AS 4+ A'S")® T) n f~1(K) est compact pour
tout compact K de Z, et que (AS+ A'S")% T est défini; la

propriété est alors immédiate.

ProrritTe 3.6. — La convolution de premiére espéce est
continue au sens suivant: si S; (resp. T;) tend vers S (resp. T)
dans Dx (resp. Dy), les supports de S; (resp. T;) et de S (resp. T)
étant contenus dans un ensemble fermé A (resp. B) de X (resp. Y),
de telle sorte que (A X B) n f~(K) soit compact pour tout compact
K de Z, alors S; % T, tend vers ST dans 93.
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Cette propriété résulte immédiatement du lemme suivant :

LemMme 3. 1. — Soit h une application d’une variété X dans
une variété Y; st des courants T; convergent vers T dans 9k,
les supports de T; et de T étant contenus dans un ensemble
fermé E tel que E n h=(K) soit compact pour tout compact K
de Y, alors h(T,) converge vers h(T) dans Dy.

Pour démontrer ce lemme, considérons une partie bornée B
de Dy; c’est un ensemble de formes différentielles dont les
supports sont contenus dans un compact K; soit V un voisinage
compact, dans X, du compact E n A~1(K); soit A une fonction
indéfiniment différentiable dans X, égale a 1 au voisinage
de E n h~1(K), nulle a Pextérieur de V; soit A(B) ’ensemble
des formes h(g) = A.h*(¢) lorsque ¢ décrit B; A(B) est borné
dans Dx; les hypothéses entrainent D'existence des images
h(T)), et T'on a

(9, h(T)) = (h*(3), Ti) = <h(e), T)
pour ¢ € B; s1 T, converge vers T dans 9%, <7z(q>), T;) tend vers
(h(g), T) uniformément sur k(B); donc (¢, h(T,)) tend vers
(¢, R(T)) uniformément sur B, et h(T;) converge vers h(T)
dans 9y, q.e.d.
‘Les énoncés suivants fourniront des expressions intégrales

de la convolution de premiére espéce, utilisant les intégrales
utilisées a la fin de 2.

ProrositioN 3. 1. — St ¢(S®T) n f~3(K) est compact pour
tout compact K de Z, S¥% ;T et Sx,T sont définis; st, de plus,

Pensemble
LJ fe} x (Kn £(o(T))

xz €ag(S)

est compact dans X X Z pour tout compact K de Z (ce qui est
réalisé en particulier si (S) est compact), alors on a

S%,T= [S¥%,T.

On sait que la premiére hypothése de compacité assure la
définition de S¥,T; pour que S¥,T soit défini, il suffit
que o(S®T)n g~1(K) soit compact pour tout compact K
de X X Z;or,si A et B désignent les projections de ce compact

2



18 FRANGOIS NORGUET

K dans X et Z respectivement, A et B sont compacts et
vérifient K c A X B; donc a on g7} (K)c (A X Y)nf1(B) et
a(S®T)n g71(K) e (a(S) T)) n (AXY)nf‘(
= ((Ana(S)) X o(T))nf1(B
r hypothese faite assure la compacité de cet ensemble quels que
soient A et B compacts dans X et Z respectivement, donc aussi

la définition de S¥,T.
Alors on a

o(S%,T) = o(g(SBT)) c g(a(S) X a(T)) = ech)zz; X fua(T))
et, pour tout compact K de Z,

o(S¥,T) n (XX K) e |_J {2} x (Knfu(a(T))) e o(8) x K;
z €0(8)
en vertu de la seconde hypothése de compacité, I'image
Qxxz(S¥,T) de Sx,T par la projection Qxxz de X X Z sur Z
est définie, et, compte-tenu de la définition d’intégrales a la
fin de 2, on a

S%,T =f(SBT) = Quxs(g(SBT)) = Quxz(S%,T) = [, S%,T.

TatortMme 3. 1. — Si (A X o(T)) n f~2(B) est compact pour
tous compacts A et B de X et Z respectwement 1x%,4T et S%,T
sont définis, et Uon a

S¥,T = (w"+’S® 12) A (1x%,T).
Si, de plus, (5(S) X o(T)) n f(B) et |_J {o} X (Bn f.(o(T)))

r€ag(8
sont compacts pour tout compact B de 7 (ce qui est réalisé, en

particulier, st a(S) est compact), alors S¥ T est défini, et U'on a
ST = [ 8B 1) A (1x#,T) = (xk,T, #"+1S).

On a vu, au cours de la démonstration de la proposition 3. 1,
que S> ;T est défini si ((A na(S)) X o(T)) n f~1(B) est compact
pour tous compacts A et B de X et Z respectivement; donc la
premiére hypothése de compacité assure la définition de
1x%,T et de Sx,T. Supposons d’abord S = ix(a), a étant

une forme différentielle qui appartient a 8x; alors nous avons

(@) BT = (aA 1) ® (1 AT) = (2B 15) A (1x B T)
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d’aprés la propriété 2. 2; or la propriété 2. 3 entraine
a®1y = Pixy(2) = g*(Pixz(2)) = g*(«® 13);
nous avons donc
ix(0)®T = g*(a®1;) A (1x®T)
et, en vertu du lemme 3. 2 qui sera établi ci-dessous,
g(ix(a)®T) = (w"+ (2 ® 1)) A g(1x B T).

Soit maintenant «; une suite de formes différentielles,
appartenant a &x, telles que ix(a;) converge vers S dans Px;
les supports des courants S® T et ix(«;)®T sont contenus
dans X X o(T) et la premiére hypothése de compacité entraine
que (X X o(T)) n g73(K) est compact pour tout compact K
de X X Z; alors (w"+(2,81;))Ag(1x®T) converge vers
(»"t(S®1;)) A g(1x® T) dans 9z, et, en vertu du lemme 3. 1,
g(ix(2) ® T) converge vers g(S® T) dans 9z. On a donc

gSBT) = (wH(SB1,)) A g(1xBT)
soit Sx, T = (@"+S®1,) A (1x %, T).

La seconde hypothése de compacité entraine la définition
deSx%,T, et la seconde relation 4 démontrer résulte immédiate-
ment de la premiére relation (qui vient d’étre établie), de
la proposition 3.1 et de la propriété 2.7, compte-tenu de
la seconde hypothése de compacité.

Lemme 3. 2. — Soit h une application d’une variété X dans
une variété Y ; st « est une forme différentielle appartenant a 8y,
et si T est un courant dans X tel que o(T) n h=2(K) soit compact
pour tout compact K de Y, on a

8(TAg*(a)) = g(T) A a,
8(g" (@) AT) = (wn+"a) A g(T),

m et n étant les dimensions respectives de X et de Y.
En effet, pour toute forme ¢ € Dy, on a

(9, 8(TAg"(@)) =(g"(9), TAg"(«)) = (g"(«) A g*(¢), T)
= gg (a/\?/)\, >> = (a/g, g(T))
=(9 & o

la seconde relation se déduit immédiatement de la premiére.

ou encore
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Corovrrarre 3. 1. — Sous les hypothéses de la seconde partie
du théoréme 3.1, st S et T sont des courants homogénes, de
dimenstions respectives p et q, on a, pour toute forme différentielle
. Pe g)z)

@ S%,T) = (— 1)"Pe-%S B, 1x ¥, T).

En effet, on déduit immédiatement, des propriétés 3.8

et 2.7,

(3 $%,T) = 5, [1(— 1O DS T L) A (1%, T)
= (— 1) D" SB 9, 1x %, T).

4. Généralités sur la convolution de seconde espéce.

Un certain nombre de propriétés du produit de convolution
des distributions n’ont pas été rencontrées au cours de I’étude
de la convolution de premiére espéce des courants; en parti-
culier, la forme linéaire définie par le courant S¥,T n’a pu
étre exphcltee de fagon simple par le corollaire 3.1; il est
donc nécessaire de définir une convolution de seconde espéce,
qui vérifiera les propriétés du produit de convolution des
distributions, non satisfaites par la convolution de premiére
espéce; notre définition sera posée formellement, a seule fin
de permettre la démonstration de ces propriétés. Dans le
chapitre 11, nous montrerons que les conditions, permettant
de poser cette définition, se réalisent de maniére naturelle
dans I’espace euclidien ou I'on obtient alors une notion de
convolution liée a la structure de groupe additif de cet espace;
cette convolution sera étudiée en détails dans le-chapitre 11,
ot nous verrons qu’elle jouit de propriétés tout a fait naturelles.

Convention. — Si go est une forme différentielle dans Z,
I'image réciproque f3(¢) (resp. fy(¢)) de ¢ par Iapplication
" fo(resp. f,) de Y (resp. X) dans Z, sera considérée comme uné
forme double dans X X Y, a savoir une fonction dans X
(resp. Y) a valeurs dans lespace des formes différentielles

dans Y (resp. X).

Hyrorukse. — On suppose donnée sur X X Y une forme
double, de degré m + n + 1, a =2a, ou a est homogéne de
degré s en X, telle que: $

i dyw = dya = 0,
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1. St ¢ est une forme quelconque, de degré p, dans Z, on a la
relation

s - " s+Dp
fy@)ANe = (=1 "Dfe) A @
Derinttion. — Alors, pour tout couple d’entiers (r,s) véri-

fiant la relation

ptr+s=m+4+n+4l

on définit la forme double rc'px dans X X Y, par la relation

rs s s+p
? = fy(g) Na = (— D)D)\ «
ProprIETE 4.1. — On a alors:

L= e = ) As = ) Ax) = e
&g = (— e e Ao
= (— )P N e
= (—temerade (A o)
g
DerintTioN. — On appellera convolution de seconde espéce,

associée au couple (f, a), Uapplication de D¢ XDy dans D,
(S, T) >S%,,T,

définie par la relation

(5 8% 10Ty = (— 1)m—pa(’

lorsque 3 est une forme différentielle appartenant @ 9,, S et T
des courants homogénes de degrés respectifs p et q.

Les indices f et a seront supprimés lorsqu’aucune confusion
ne sera a craindre.

l+P m—l+q

 S®T)

ProprifTE 4. 2. — St S et T sont homogénes de degrés res-
pectifs p et q, S¥ T est homogéne de degré p + q.
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ProeritT 4. 3. — Si o(S®T)n 1K) est compact pour

tout compact K de Z, on a
b(S¥T) = bS¥wT = SKbT
et d(S%T) = dS%T = wSXdT.

En effet, si S et T sont des courants homogénes de degrés
respectifs p et ¢, on a, compte-tenu de la définition de S¥ T,
de celle de I'opérateur b, de la propriété 4.1 et de la pro-
priété 2.5,
(9, (5% T))

) (dg, SRT)
n—|+pP, m—|+¢q
- e S8 T)
n—{-+p+1, m—|+q
ve-m(de e Se Ty
n—|+pP+1, m—[+¢q

— 1)(”._m< ¢ bSeT)
(— 1)%g, bS%T)

pour toute forme ¢ € D;. De méme on a

,-\/\A/\

+p, m—|+9q

(9 SET) = (—tye—o " dg , S®T)

= (— 1)(m—P)(q+4)<dY"_’+"v ';D—l+q+1’ Se T>
= (— 1)(m—pxq+x)<""+"' ';—l+q+:, Se bT>
= (9, S¥bT).

pour toute forme ¢ e®D,;. Des relations obtenues, les deux
autres se déduisent a I'aide de 'égalité d = wb.

TrtorEME 4. 1. — Si S et T sont des courants homogénes de
degrés respectifs p et q, et st a(S®T) posséde un voisinage
fermé E tel que E n f~2(K) soit compact pour tout compact K
de 7, on a

@ SRTy = (— 1)i-nnrv+a(e, f(SA ")), T)

= (— 1)('_p)(m+n_l><<?’ fz(m‘;p/\T)>’ S>

pour toute forme différentielle ¢ € D,. Si, de plus, Uensemble
U fy} X(Knaf,(a(S)) <resp U § X (K fala( )))>
y €a(T) ’ x €ad(S)
est compact pour tout compact K de Z, on a
—l+9q

$2T= (— ty-nesrplsn"a),
(resp. 37 = (— tye-mesn 1 (737 AT), 8)).
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Remarque. — Avant d’aborder la démonstration de ces
formules, précisons la signification des termes qu’elles con-
tiennent; par exemple, celle du terme

Hlsn™a"), T

m—l+q .
S étant un courant dans X, SA a  désigne le courant double
m—|+q
(S®1y)A a« dans X X Y; c’est donc une forme différen-

. . . m—i+q
tielle dans Y, a coefficients dans Dx; par suite f,(S/\ o )‘

est une forme différentielle dans Y, a coefficients dans 97,
—1+g

définie au voisinage de o(T), et <f;(S/\m a ), T> est un
courant dans Z, compte tenu de la propriété 2.7 et de la

. . . . . m—p
convention qui lui fait suite; le terme <fx( o /\T), S>
s’explicite de maniére analogue.

Démonstration. — Pour toute forme différentielle ¢ e D,
on a, compte-tenu des définitions de SX T et de S® T,

(5 SRT) = (— e, so)

(— 1yen "’><f(> «',58T)

(— ypn=r—r= q><'"—'+q>< 2" Afilg), S8 T)
= (— )¢=per (o Afifg), 8), T>

Or la définition de I'image d’un courant permet d’écrire

oA f9), 8) =Cfre) SA " @ ) =Co, £,(sA "))

quand y se trouve au voisinage de o(T); on en déduit

(5, SRT) = (— 1)a-neta{o, £(SA" &), T).

i UJ {yi x(Kaf(a(s)

y€ag(T)

est compact pour tout compact K de Z, alors

GlsA™ o), 1)

est défini par la convention qui suit la propriété 2. 7, et 'on a

(3, SRTy = (— t)-nerirtale, (f(s A" a"), T))
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soit ‘
seT={(sn"a"), T).

De la méme maniére on a

(9, ST = (—Lyen-n+d=r=vm-n(f2(c) \"a', S®T)
= (—tye-mriron e’ Afig), SOT)
= (— 1)1 =p+¢-p- qu+"—‘>\< a NAfae) T> S>
'a'vec
e’ Afate), T =file), TA ") =g, £.{TA"2"))

quand z est voisin de o(S). On en déduit

(®, ST = (— 1)q(m—p)+(l—p‘-q)('"+n—l)<<% fz(T/\ m;p)>, S>

= (—1)-pem =g, £.("a AT)), ).

L {2} x (Knfu(s(T))

z€a(8)

S1

est compact pour tout compact K de Z, on a

(@ SET) = (— )-nmtn=-e {£("a AT), 8))

soit
SKT = (— t)-amtn-f,("a’ AT), 8.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 4. 1



CHAPITRE 1I

CONVOLUTION DES COURANTS DANS L’ESPACE EUCLIDIEN

5. Convolution et convolution adjointe pour les variétés riema-
niennes. '

Lorsque les convolutions de premiére et de seconde espéce
sont définies de telle sorte que certaines relations existent entre
elles, chacune d’elles s’enrichit de propriétés nouvelles. Nous
introduirons maintenant, par hypothése, de telles relations
dans le cas ou les variétés considérées sont munies de métriques
riemaniennes, et nous démontrerons les propriétés qui en
résultent; dans les paragraphes suivants, nous montrerons
que les hypothéses de ce paragraphe se réalisent de facon
naturelle dans le cas de I’espace euclidien, et nous étudierons
spécialement la convolution dans I’espace euclidien. Rappelons
d’abord quelques notions relatives aux variétés riemaniennes.

Une variété X, de dimension m, est dite riemanienne si
elle est munie d’un tenseur covariant symétrique indéfiniment
différentiable g; tel que la forme quadratique

ds? = 2 g, da* do
1<i<m
1j<m

soit partout définie positive; on adoptera toujours (sauf indi-
cation du contraire) la convention habituelle de sommation
par rapport aux indices répétés, ainsi que les conventions
relatives 4 la montée ou & la descente des indices; par exemple

ik — ol — ki... k i..ip — ik ipk
okj T BJj» i..ip ™ Ditky * = * Bipk ’ - LI o kpt
8 8=l A1, Bk, -+ - Bigh @, @ =g L gy

— ip — sk
ir.ip s jp = det (gi}kjv)iil.L?m gilh=8""-
IsyspP

/o — ol
Cm =N G m1.ms Cipim — 8

ipk
s 8PP ip ka kp
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A la forme différentielle extérieure
a= Y o, deA ... Ada
in<m<ip
on associe la forme adjointe

* 0= Z (*a),‘mjm_pdxf'/\---/\da:/ -p
W< p
ou (* )y e = 2 €y ighh . dmep® P
W< <ip
Padjoint «*T d’un courant T est alors défini par la relation
G T) = @(rg), T)  avec &= wrt,
pour toute forme différentielle ¢ € Dy, de sorte que 'on a
*ix() = ix(+a)

pour toute forme différentielle localement sommable a; I’opé-
ration ainsi définie vérifie les propriétés suivantes :

(1) ] W, *Y = W*,

(11) w* = w1l = * " lpw e = %, * ot = W *,

(i) s1 « et B sont deux formes différentielles dans X,
a/\xB et BAxa ont la méme composante homogéne de
degré m.

La notion d’adjoint permet de définir 'opérateur différentiel

*

d=s"dsxw = Wxd*w
qui vérifie les relations
*bdzdb*, Od*:*db_

Nous introduirons maintenant les hypothéses supplémen-
taires annoncées, relativement a la définition des convolutions
de premieére et de seconde espéce.

Hyroruises. — Nous supposerons que X, Y, Z sont des
variétés riemannienes, et que les données f et a, qui permettent
la définition des convolutions de premiére et de seconde espéce,
sont telles que Uon ait les relations équivalentes :

(iv) *(S%T) = (— 1=« S¥x T,

(v) *(SKT) = (—1)%PxS%xT
pour tous les courants S, T, homogénes de dimensions respectives
p et g, vérifiant (S, T) e Dx X Dy.
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Ces hypothéses étant supposées réalisées, les convolutions
de premiére et de seconde espéce seront appelées respectivement
convolution et convolution adjointe. Nous démontrerons main-
tenant les propriétés suivantes, qui résultent des hypothéses
ci-dessus.

a) Propriétés de la convolution.

ProprifTE 5. 1. — Sio(S®T) n f2(K) est compact pour tout
compact K de Z, on a

3(SHT) = (— )+ S % T = (— 1)m+1+pS 3T

En effet, la relation (iv) inscrite dans les hypotheéses ci-dessus
s’écrit, sl S et T sont homogénes de dimensions respectives
petg:

*w(S%T) = (— 1)+ =0l w8) X (+ wT);

calculons la différentielle extérieure de chaque membre, en
utilisant la seconde relation de la propriété 4. 2:

drw(SKT) = (— 1) +r++r0=0(d 4 wS) X (x T)
= (— )R =D( « wS) R (d+ wT) ;

prenons alors l'inverse de l’adjoint de chaque membre, en
tenant compte des définitions et propriétés précédemment
rappelées; nous obtenons:

*_'d*W(S*T) — (____ 1>M+n+l+p(n—7)*—1((**-1d* WS) é\é (* WT))
= (— )= D 41 ((« w* wS) K (2« wT))
soit

¥SH T) = (— A)mtntt+@=Hr=0,=((+ 35) % (« T))

(— ) rttre a0, ((« 58)  (+ 0T))

I H

so't enfin
}(SKT) = (— A1)+ +H 8% T = (— 1)"+"+wS % dT.

Proprifte 5. 2. — St z est un point de X, et st o(T) n f51(K)
est compact pour tout compact K de Z, on a

00, %T = (— 1)m+*+ (8, % T) = (— 1)"3,*%oT.
En effet, de la propriété 5.1 résulte la relation
0, %T = (— )"+ +13(8, % T) = (— 1)3, % oT;

la propriété 5.2 résulte alors de la propriété 3. 2.
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TratorkME b. 1. — Sotent S et T des courants homogénes de
dimensions respectives p et q, o(S®T) possédant un voisinage
fermé E tel que E n f~2(K) soit compact pour tout compact K

de 7; s1
LU {y} x (Knf,(s(8))

Y €ag(T)

est eompact pour tout compact K de Z, on a

F(S%T) = (—teperoreere-n(f (i SA "), 4 T);

L §2} X (Kn fu(s(T))

z €0(S)

st

est compact pour tout compact K de Z, on a

(e (o7
e ($%T) = (— t)i-pem+ntirro-o(f,("a" A« T), +S).

Cette propriété résulte de la relation (iv) figurant dans les
hypothéses, et du théoreme 4. 1.
b) Propriétés de la convolution adjointe.

Prorri&TE b. 3. — Si x est un point de X, et si o(T) n f;2(K)
est compact pour tout compact K de Z, on a

x 0, XT = 1 (+T).

En effet, la relation (v) figurant dans les hypothéses et la
propriété 3.2 entrainent

* SI%T = "1 (** 8‘0%* T) = *—1(873** T) = *_lfw (* T)
PropriéTE 5.4. — St o(S®T)n f1(K) est compact pour
tout compact K de Z, on a
}(SHT) = (— )"+ aSKT + (— 1)"+'wSxoT;
st, en particulier, S et T sont des courants homogénes, de degrés
respectifs p et q, vérifiant p +q=1+ 1, on a
SHT = (—1)m+"+' wSKoT.

En effet, s1 S et T sont homogénes de dimensions respectives
p et g, la relation (v) s’écrit

e W(SRT) = (— 1)1 =P(x wS) % (» wT).
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Calculons la différentielle extérieure de chaque membre,
en utilisant la seconde relation de la propriété 3. 4:
A+ p(SRT) = (— A+ H+9m=p((d « wS) % (x wT))

+ ((w = wS) % (d »wT));
prenant alors I'inverse de ’adjoint de chaque membre, nous
obtenons :
1d e W(SFT) = (— )P HH0=) (2 (wr1 d # ) % (+ 9T))

(s 598) ¥ (sn d o 9T)))
soit
ASKT) = (— A)m+t+am=r=22=((+ 25) R T)
T+ (— A HEnE o (o wS) ¢ (- OT)
soit enfin

ASKT) = (— 1)m+hSKT + (— 1) +HwS KT,

La seconde partie de la proposition se déduit de cette relation,
car, sous les hypothéses indiquées, SXT est nul, ayant le

degré I 4 1.
Propri&TE 5. 5. — Si o(T) n f7(K) est compact pour tout
compact K de Z, on a
(d*0,)%T = d2f,(x T) = «1f,(xdT).
En effet, la seconde relation de la propriété 4. 2 entraine
(d*8,)XT = d(» 8, XT) = 5, %dT;

la propriété 5. 5 résulte alors de la propriété 5. 3.
La suite du chapitre 11 sera consacrée a I’étude de la convo-
lution et de la convolution adjointe dans Uespace euclidien.

6. Réalisation des hypothéses du paragraphe 5.

X, Y, Z seront désormais identiques a I’espace euclidien
a4 m dimensions réelles R™ muni de la métrique euclidienne
habituelle; I'application f, définie par

f(w’vy)=x+y> zeX, yeY,

donne naissance a une convolution de premiére espéce; X,
Y, Z seront munis de coordonnées cartésiennes

(xi)isismy (yt)asigm, (Zi)i<i<m
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bien déterminées, de telle sorte que I’expression

s
%(z, y) = wx*(m )28 7 dat ... da dy'+ ... dy')
définit une forme double sur X X Y; dans cette expression
comme ultérieurement, ¢ muni d’indices désigne le symbole
de Kronecker habituel, la convention de sommation sur les
indices répétés est respectée sauf indication du contraire, et
le signe du produit extérieur est omis dans les produits de
différentielles; enfin, ultérieurement, les factorielles figurant
multiplicativement dans les calculs seront omises; la forme a
définie ci-dessus et 'application f déterminent une convolu-
tion de seconde espéce, en vertu de la proposition 6. 1 ci-dessous;
de plus, en vertu du théoréme 6. 3, les hypothéses du para-
graphe 5 sont réalisées; les convolutions %, et %¥,, seront
appelées respectivement (conformément aux conventions intro-
duites au paragraphe 5) convolution et convolution adjointe.
Au cours des calculs qui suivent, on manipulera explicitement
des formes simples et des formes doubles sur le produit de deux
variétés; on ne précisera pas toujours explicitement si une
expression donnée représente une forme simple ou une forme
double, la confusion étant rarement a craindre; toutefois,
il faut toujours prendre garde aux différences entre les régles
de calcul relatives a ces différentes espéces de formes. Le role
essentiel des énoncés ci-dessous est évidemment de prouver
que les hypothéses du paragraphe 5 sont réalisées; toutefois,
le théoréme 6.1 constitue une propriété importante de la
convolution dans l’espace euclidien.

Prorosition 6. 1. — St ¢ est une forme différentielle, homo-
géne de degré p, dans Z, on a

s$+p

file)ha=(—1yeafifg) e
Démonstration. — En posant

¢ = ?‘i.,..i,,(z) dzi ... dz'»,

¢) = ?i....ip(x + vy) dyi.'__,dy.‘p,
filg) = ..., + Y) dz dx'e

on a

fy(%) Ao = (—1)°%,..1,(x+y)dat... dz'ed) " dah...dalsdyl ... dy'm
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soit, en explicitant les sommations :

(—1y Y, (cpi,mip(x-{—y)da;i-...dw‘n D a;;;;r;mdwf-...dzd-dyf»-...dy'm>.
Jiejm

Si les indices i,, ..., i, sont fixés, tout terme non nul de la

parenthése provient d’un terme de la seconde somme, pour

lequel les i, . - i, figurent par'mi les Joquy ooy j.,,,; en effec-

tuant au besoin une permutation sur ces derniers indices,

on peut SUppoOSer I, = Joiy, ..., I, = Js4+,; alors le terme
considéré dans la parenthése s’écrit

igeeip

B, ( + y) da' . .. dxir E 8}. .................................

Jsiye jpj:*—p+l jm
Ji- Jl.’l+p+|

ou encore dz’ dxj'dy“ ... dytedyliere L dylm,
(—1)%0;,..i,(x + y) da . .. da'rdy™ . .. dy>
A Y Bn datees L dateesdyteess L dy'n,

On a donec ipetoim

) A a=(— 10D D (qi.i (@ + y)da* ... daiedy’ ... dys

i...ip
A Z Siem dates .. datersdyieeser . dyim)
et, de méme, iporaeim
FUIN e =( )P,y (a-+y)dy..dydl T det..deberdybere.. dy
=(—1“”2(% 4 w+y)dy" .. dy'r

iy .. rp
Z om g daeeedyteres L dytn)

— .__1s+p2(% @+ y)dyt. dy;,, z St

i ip

ot . dain dadews .. datert dyere .. dyhn)
= (—10+2 ¥ (g4 +y)dat ... daedy’ . .. dy's

iy...ip
O . . ; .
N, Sim daieer . dafees dyleeess L dy').
ipsteeim
On en déduit la relation annoncée.
Prorosition 6. 2. — St T est un courant dans Y, le courant

Ix %, T = g(1x®T) est défint dans X X Z; si T est homogéne
de dimension ¢, soit

T =T, . dy ... dyn-a,
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alors la composante, de degrép en X, de b1g(1x® T), est égale a
(— D)+ =B(f(T}, . ju_,)) da ... dade dzle~r .. dzIm-s,
considérée comme forme différentielle dans X, a valeurs dans 9;.

Démonstration. — Pour tous compacts A et B de X et Z
respectivement, (A X Y) n f~1(B) est compact, donc a fortior:
(A X a(T)) n f2(B) est compact et 1x %, T est défini en vertu
du théoréme 3.1; si T est homogéne de dimension g, soit ¢
une forme double appartenant a 9Dy ;, homogéne, de degré
total m 4 ¢, de degré m — p en X:

P = By imepis e Jpag @y Z) AT L daimrdF L ddere.

Compte-tenu de propriétés élémentaires des formes diffé-
rentielles extérieures, et de la définition du produit tensoriel,
on obtient
(¢, b 1g(1x B T)) = (g*" (V" 1¢), 1xB T)
= Ptr o ime i Jpa gL T+ y) dat L daimor

A (da) + dyf) . (dairra + dyle+a), 158 T)
Bttt o s 0 ) da . dain=s¥l i dra da L date
A dy* ... dys, 1x®T)
...i,,,_pr,...rps,...sq(x’ x + y) dyh AR dys", T>7
dz . dxi"' ~pda™ ... da'r)
= (— 1"y, ey © y) - dy',
gAY .yt dat dx""—P da™ ... dx'")
= (— 1)"‘("“")<<q:,-l_”,m__’,n gt sg( Ty 2) A2 L dgfmadzt L dz,
fo(Th...kn_g))s da* ... da'm—p dx™ ... da'?)
5 (@, 2)da’ ... daimrda” ... da'r

:m._pr. rfs .
. dzkm-q dz" v d29 fo(Th ko))

Dans un terme non nul de la somme, aucun des indices
ry ...,r, ne figure parmi les s, ..., s, donc tous figurent
parmi les k,, ..., k,_,, et, en effectuant au besoin une permu-
tation de ces derniers, on peut supposer k, =r,, ..., k, =r,;
alors on obtient la somme :

(=1 =D, i s ,‘p&.,_sq(:v, z)dz ... dxm-rdx" ... dz’P

Ndzk .o dZm-adz .. dzy, [ (T

= (— 1)”‘+‘1(”‘ P)(q;,‘” im ks o kps 5Ty 2) AT L damord L 2k

Ndz* ... dz's, (f(T,, "p"p+l km_g))d@ .. datedz¥eer L dgbn-d)
=(—1) ’"+"("' ")<cp, (T s )dzr"' . dadedzleer L dZm-a),

La proposition est amsi démontrée.

= (— =G,

— (7__ 1 )m(m—q)<?h )

\
\
Py Tpkpaq... k,,,_q)/
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TatorikME 6. 1. — Si S et T sont des courants (dans X et Y
respectivement) tels que (s(S), X a(T)) n f~1(K) soit compact pour
tout compact K de Z, alors ST est défini; st T est homogéne
de dimension q, soit

T="T. jydy" ... dys,
et su S est homogéne de dimension p, on a
5%, T = (—OX(foT,...sm_,) 42" . . . dip dele++ . .. dm—, S)
Démonstration. — L’hypothése relative aux supports assure

la définition de S, T. Cette hypothése exprime que I’ensemble
U fz} X (5(T) n (K — 1)) est compact dans X X Y pour

T €g(8)

tout compact K de Y; elle entraine la compacité de ’ensemble
\ ’ fz} X (Kn (a(T) + «)) dans X X Y pour tout compact
zE€a(S)

K de Y, et cect équivaut a la seconde hypothése du théoréme
3.1; en vertu de ce théoréme, on a donc

ST = [ ($®1)Ag1xBT) = [[b((SB1,) Ag(1,BT))
= (= 1PTRETITD (S @ 1,) Ab—1g(1x 8 T)
= (— 1)m—P=r=0( A 1g(1, B T), S).

Il suffit alors de tenir compte de la proposition 6.2 pour
démontrer le théoréme.

Prorosition 6. 3. — St T est un courant homogéne de dimen-
sion q dans Y, soit
T=T,. ._,dy" ...dy"q,

alors Uadjointe, relativement a Z, de la composante de b=2g(1x® T)
de degré p en X, est égale da

(“__ 1)m_p+m(p+q) Z do ... doe dz ... dzr f‘r (* T)
j‘...jp

Démonstration. — Compte-tenu de la proposition 6. 2, nous
devons déterminer ’adjoint, relativement a Z, du courant

double dans X X Z

0= (— =BT, ) dak ... dals dahos ... dzin-s,
3
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qui est une forme différentielle dans X, a coefficients dans 97;
posons

w = (— 1)+ =n dgh | da:’ij, b
avec (!)J (fz Tj‘ Im—g ) dsz*‘ . dzi”‘“

Dans la suite de cette démonstration, toutes les sommations
seront explicitement indiquées. En vertu de la définition de
I’adjoint, nous avons -

_ O . oreeveesieeseeestenerenes k kp+
*w',""jp - Z OJp+| Jm— qkl kp+q(f-’l3Tj|...,lm—q) dz "" dz pra

Jpsroim—gki. kpig
= 8,,;';';"",“,,’,"';,'5;, """ ié,',';.,(fz 31’. Jm(*T)jm-—q+«-~—]m))

Jp+t.dm—qki...kpegq
dzk ... dzkeea.
Tenant compte des relations

DM ecreseins i m™M..m My, Jm I m—p—q .Jpim—q+1-- },,.
o}p+|...jm_qk,...k‘uqoj....]m Jp+1-Jm—qky.. kprg ™ ( 1)p( )8] ..... p ......... kp

nous obtenons

*wjl-..jp - (— 1)p(m"p—q)j 2 fw((* T)jm—‘l*""j’") dzj‘ o dsz
p+t-Jm—q /\dzjm_q.H . dz./m
(s dsh . dfeT)
et xw=(—1)"-P+mr+9 E dz’ ... dalrdz) . .. d2ef,(x T).

Jidp

TutoriME 6. 2. — St S et T sont des courants homogénes de
dimensions respectives p et g dans X et Y, et st

(s(S) X o(T)) n f(K)
est compact pour tout compact K de Z, on a
A(8%T) = (—1pr+n("a’ (o, ) AL T), +S).
Démonstration. — Selon le théoréme 6. 1, on a
S%fT = (_ 1)1’((]‘:.”('].‘]l -~~jm—q)) d.’,v'h ees dxjpdsz+' cee dzj”'“", S>

et, en vertu de la proposition 6. 3,

5 (S%T) = (—1) mm~q>< D) dat.... datrdzh ... df(sT), s>
Jioe J

it S ot i,
81 m(

h .im

)lm—-p+| cim

dai . .. dxi"'*P>.
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Dans un terme non nul de cette expression, ’ensemble des
indices j,, ..., J, est identique a celui des indices i,_,,, ..
donc on obtient

*(S3,T) = (—1)rm=0 B\ @im daim-per .. daindgin-p+r ... dgim
/\fw(* T), (+S),

tm—p+1.e. im dxl‘ “ e dx'm—p)

m»+q>< E St dai .d;v‘m—vdzim—"“...dzimfx(*T),*S>

s Um5

= (-1>m+m< @ (2, AL T), +S).

TukoriME 6. 3. — St S et T sont des courants homogénes de
dimensions respectives p et q dans X et Y, et si

(s(S) X o(T)) n (K
est compact pour tout compact K de Z, on a
* (5%,T) = (— 1A D« SK, o« T.
Démonstration. — Selon le théoréme 4.1, on a
SR jar T = (— L)men= P)<f( 2 (@, y)A+T), +S)
= (— 1)™m - p)< a (z, 2) \Nf,(xT), *S>.
Compte-tenu du théoréme 6.2, on obtient la relation ci-

dessus.

7. Expression de la convolution et de la convolution adjointe
a l'aide des différentielles des coordonnées de 1'espace euclidien.

TuaktoriME 7. 1. — Soient S et T des courants homogénes de
dimensions respectives p et q dans X et Y, tels que
c(S®T) n f2(K)

soit compact pour tout compact K de Z:

S - Si""i"'—dei’ tte dxim—q’ T = le-..jm—quyll B dyjm—q;

alors on a
SKT = (Siinep® Thyoojmg) d3* . d2m=r ddh ... ddm=s
et
NN A AT v, :
S%T = (—— 1)&’" q)o{‘nv:";im(bjln~jqkp+q+|--- km*TjI[-o-h“jm) dz"p+q+| D dz/‘m.
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Démonstration de la premiére relation. — En vertu de la

définition de S¥ T dans le paragraphe 4, on a, pour toute forme
appartenant a 9,

55T = Al 50
'm—p, m—q . |
= (__ 1)P(m__q)< ¢ ’ (Si| wodm—p ® Tj‘"-fm—q) dx ... d.’E‘”"‘P

Ady' ... dyn-)
= (— 1= da' ... dam-rdyh ... dyn-a 5
S,,.. in_p® Tj....j,,._q>'
m—p, m—q

Or, compte-tenu de la définition de ¢ , on obtient:

m-p,m-q

dz'... da'mrdyh ... dy'm1 ¢
= (— 1)"%daz" ... da'm—rdyh ... dy/m9

A8k dat . .. datm-odybm—a-r | dytn
(—)m—9dan ... daim-r dy) ... dyim-a

Ay @)8im dah... daim-adyin-a+r | . dy/m
(— 1) =Ddah . .. daim-rda?s . .. dzim-afy() dy' ... dy™
(—1)pm=D fy(dz" . . . daim-rdzh . .. dzim-eg) dy' ... dy"
0,0

Il

o

— (—1)rn=0(dz . .. dgn-rdah ... ddn-0g).

En substituant I’expression ainsi obtenue a
m—p,m—q

da ... dam—rdyh ... dy'~-1 o

dans 'expression de (¢, S¥T) au début de la démonstration,
on obtient
<q3, S:)%T> = (dz"‘ ... dzin=rdz) .. dZ""'"q?, Si.... gm__p;\(' Tj,,,,j,,._.,)
= <?, (Sh “e im—p%le---jm—q) dzi' N dzi”'—szj’ “ee dzj"'“l>.
Démonstration de la seconde relation. — On déduira la

seconde relation de la précédente grice a la relation (iv) de
I’hypothése du paragraphe 5; d’abord on a

xS = 2 Sg,flnzmsi....i,,,_p dzim-p+1 .. dxim

et
*T = Z 8}’-,',',"}".'[‘!‘".1"'_7 dyjrn—qn e dyj,,,,

Joeim
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donc, en vertu de la relation précédemment démontrée, on
obtient

*SX*T = 2 33,‘?1"5,,,3},'.'.'."},,. (Si,...i,,. %Tj. wedm )
iy oeimlyeedm
dzim—p+t |, dzim dgim-a+ ||| dzm

—_ T TR

) = ; im—pateimlmeqet - Jmkps qet-e Km

iy ...i,,.,i.Q...jmkp...q*, v km

X ozi‘:-“";mg}a‘:”}m(sii---im—p*Tfa.. )dzkp*'q'“ ... dzkm
i...m
ajl jm(s.’m—qﬂ oo Jmkpeges oo km

#(xS%+T

Jm—q
= (— 1)pm=p)

Ji-odmkpages.. km

RT), ) d2oeses ... dzhm

= (— 1)('"+’Xp+q)3{'.ii'n’.'"‘(sj‘...jqk,,*q*.... knm ;%Tj,“...lm)

dz¥e+a+s | | dzkm,
On obtient alors la relation annoncée en utilisant la relation
(iv) de I’hypothése du paragraphe 5.

8. L’algébre de convolution et I'algébre de convolution adjointe.

Les hypothéses du paragraphe 6 déterminent en particulier
des isomorphismes entre X, Y et Z, grice auxquels la
convolution et la convolution adjointe définissent, dans I’espace
des courants dans R™, deux lois de composition (non partout
définies). La loi de composition, définie par

S, T) - (— 1)rx"—9S % T = SKT

lorsque S et T sont des courants homogénes de dimensions

respectives p et g, sera appelée produit de convolution, et la
loi de composition

(S, T) >S%T

produit de convolution adjoint; alors, compte-tenu des relations
(iv) et (v) dans les hypothéses du paragraphe 5, on a

(i) «(SKT) =« S¥«T
et
(i) + (SXT) =+ S+ T;

si S et T sont des courants homogénes et s1 la somme de leurs
degrés differe de m, I'un des deux produits de convolution
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SXT et S¥T est nul; si S et T sont des courants homogeénes
et si la somme de leurs degrés égale m, on a la relation

(iii) (—1PS%T = SXT = « (SXT),

p désignant le degré de S; en effet, cette relation résulte du
théoréeme 7. 1. On appellera espace des distributions, I’espace
des courants homogenes de degré zéro; cet espace est naturel-
lement isomorphe a celui défini par L. Schwartz [17]; il est
stable relativement au produit de convolution adjoint, qui
correspond au produit de convolution des distributions,
défini et étudié par L. Schwartz [17]. Pour simplifier les énoncés,
on indiquera les propriétés du produit de convolution et du
produit de convolution adjoint en les considérant comme
définis sur 'espace des courants & supports compacts (car ils
sont alors partout définis); sans adopter ces conventions, on
obtiendrait des énoncés analogues a ceux de L. Schwartz ([17],
chapitre vi, § 5).

a. Propriétés du produit de convolution adjoint.

ProerifTE 8.1. — Le produit de convolution adjoint est
anticommutatif : si S et T sont des courants a supports compacts,
homogénes de degrés respectifs p et q, on a

SKT = (— 1T XS.

Propri&TE 8.2. — Le produit de convolution adjoint est

associatif : pour des courants d& supports compacts, on a
(S¥T)¥U = S¥(T%U).

Ces deux propriétés se déduisent de la premiére relation du
théoréme 7. 1 et des propriétés analogues du produit de convo-
lution des distributions, démontrées par L. Schwartz.

ProrriETE 8. 3. — La translation est une opération de convo-
lution adjointe: on a

V32T = £(T)
et, en particulier
* O;éT = T-

Cette propriété se déduit de la propriété 5.3. Résumons
les propriétés ci-dessus dans un théoréme.



PROBLEMES SUR LES FORMES DIFFERENTIELLES 39

TatoriMe 8. 1. — L’addition et le produit de convolution
adjoint des courants munissent Uespace des courants & support
compact dans R™ d’une structure d’algébre associative, graduée
par le degré des courants, anticommutative, pour laquelle * 8,
est une unité.

ProrriETE 8. 4. — La différentielle extérieure est une opéra-
tion de convolution adjointe: on a

(d%8,) X T = df,(T) = £,(dT)

et, en particulier,

(d%8) ¥ T = dT.
Ceci résulte de la propriété 5. 5.

Propri&TE 8. 5. — Toute dérivation partielle est une opération
de convolution adjointe: on a
2e 8 o 3T,
ox o

Cette propriété résulte aisément de la premiére relation du
théoréeme 7.1 et de la propriété analogue pour les distri-
butions.

b) Propriétés du produit de convolution.

- ProprigTE 8. 6. — Le produit de convolution est anticommu-
tatif: st S et T sont des courants a supports compacts, homogénes
de dimensions respectives p et q, on a

S¥T = (—1)¥T¥%S.
PropritTE 8. 7. — Le produit de convolution est associatif :
pour des courants a supports compacts, on a
(S¥T)¥U = S¥(Tx¥U).
Ces deux propriétés résultent des propriétés 8.1 et 8.2

et de la relation (i1) entre les deux produits.

PropritTE 8. 8. — La translation est une opération de conyo-
lution: on a

3. % T = f(T)
S ¥T=T.

et en particulier
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Cela résulte de la propriété 3. 2.

TutorimMe 8. 2. — L’addition et le produit de convolution
des courants munissent Uespace des courants a support compact
dans R™ d’une structure d’algébre associative, graduée par la
dimension des courants, anticommutative, pour laquelle &, est
une unité.

Prorri&TE 8. 9. — La codifférentielle extérieure est une opé-
ration de convolution : st T est un courant homogéne de dimension
q, on a

38, % T = (— 1)7ofo(T) = (— 1)'f.(oT)
et, en particulier,

38 ¥ T = (— 1)70T.
Cela résulte des propriétés 5. 2 et 8. 8.

9. Expression intégrale du produit de convolution adjoint dans
un cas particulier.

Devant utiliser des notions introduites par G. de Rham [16],
nous les rappellerons d’abord. G. de Rham a montré que, dans
toute variété X, on peut construire des opérateurs linéaires
R et A, dépendant de parameétres positifs ¢,, €,, . .. en nombre
fini ou infin selon que X est compacte ou non, qui jouissent
des propriétés suivantes :

(1) st T est un courant homogéne de dimension p dans X,
RT et AT sont des courants homogénes de dimensions p et
p + 1 respectivement, vérifiant

RT — T = b(AT) — A(bT);

(i) les supports de RT et de AT sont contenus dans un
voisinage quelconque donné du support de T pourvu que les
paramétres ¢; solent assez petits;

(i) pour tout courant T, il existe une forme différentielle ¢
appartenant a 8x, vérifiant RT = ix(J); si ¢ est une forme r
fois différentiable, il existe une forme 0, r fois différentiable,
telle que I'on ait A(ix(¢)) = ix(0);

(iv) st ¢ varie dans un ensemble borné jusqu’a Pordre ¢
et si chaque ¢; varie en restant borné supérieurement, R(ix(¢))
et A(ix(¢)) restent dans un ensemble borné jusqu’a l'ordre g;

(v) si chaque paramétre ¢; tend vers zéro, (¢, RT) tend vers
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¢, T) et (g, AT) tend vers zéro, uniformément sur tout
ensemble borné de formes ¢ dans Dy ; si T est continu d’ordre g,
la convergence est uniforme sur tout ensemble de formes qui
est borné jusqu’a l'ordre g + 1.

On appelle régularisateur tout opérateur R dépendant de
paramétres positifs ¢, auquel est associé un opérateur A,
jouissant des propriétés (1) a (v) ci-dessus. Soient alors S et T
deux courants dans X; si, quels que soient les régularisateurs
R et R’, 'intégrale

[/ RSAR'T

tend vers une limite lorsque les parameétres de R et de R’ tendent
vers zéro, on désigne cette limite par le symbole

J[iSAT.

Les propriétés suivantes sont vérifiées :
(vi) st Pun des courants S et T a son support compact,
et si 'on a de plus T = ix(¢), ¢ 8, alors I’égalité

JSNixle) = [S<9
a lieu, le premier membre ayant la signification indiquée
ci-dessus, et le second membre la signification qui lui a été
donnée au paragraphe 1.
(vil) si ¢ et T sont deux chaines, dont I'une au moins est
finie, et dont aucune ne rencontre le bord de 'autre, 'intégrale

Jix(@) A jx()

est définie, et égale au nombre algébrique d’intersections de
ces deux chaines.

Nous utiliserons ces notions pour obtenir une expression
intégrale du produit de convolution adjoint; pour tout point
z de Z, nous désignerons par G, 'application de X dans Y,
telle que l'on ait f(z, ©,(z)) = z, soit ,(x) = z—z; nous
établirons le théoréme suivant:

Tutorime 9.1. — Si S et T sont des courants homogénes
de degrés respectifs p et qdans X et Y, tels que o(S® T) n f~1(K)
soit compact pour tout compact K de Z, on a la relation ‘

SKT = (— 1) [," @ (5,5 AG(S)AT
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chaque fois que Uintégrale posséde un sens; en particulier, st
lon a p + q= m, la relation devient

SXT = [ G,(S)AT.
DimonsTrRATION. — En vertu du théoréme 4.1, on a

SRT = (— 1)-n{"a (2, 2) Afo(T), S).
Transformons d’abord cette expression en supposant
T =1u(y), yeby,
b= du..sly) dy* ... dy;
nous obtenons

SRT = (— 1) +m=p(3L-m doiv . dgim-pdzin-p1 . . . dgin
Ao z—x) dz ... dz, S,

= ()P (et danrY,  (a—a), S/
dz"" LA dz"" dz ... dze
= (_ 1 = 1’)8‘ ~mm<q’jl !q . dylm Py g (S)>
dz"" Pt dz‘"' dz .
-Or; pour un terme non nul de la somme, les indices Jis <+ lq
ng ﬁgurent pas parml les indices t,_p4yy,y ..., U, Mais ﬁgurent
parml les 4y, .cvy U p» €t on peut supposer j, =1y enn, ],,

alors on obtient :

SKT = (—1)mm=ngi: " (L, . 5. (y) dy ... dyfedyia+ ... dyim-»,T,(S))
dzim—p+1 ... dzmdzh ... dz
= (—peorera(" 77"y, ) AT, ©,(S))
= (— tl)P(m—q)*p*qj;‘Gz (S)A " (y,2) \T

m—p—

(—1 [," 2" (4, D) AT(S)AT.

I

Supposons maintenant que T est un courant tel que cette
intégrale posséde un sens; soit ; une suite de formes différen-
tielles appartenant a 81‘, telle que ty(¢;) converge vers T
dans 9%, et que ty(e;) soit obtenu a partir de T a P'aide d’un
régularisateur: nous avons alors

Sir(w) = (— 17 ;"7 (Y, DAG(S) Ain(a);
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lorsque ¢ tend vers -+ oo, I'intégrale tend vers

L2 (g, D ABS)AT,

et SXiy(a;) converge vers S¥XT dans 97 en vertu de la pro-
priété 3. 6; la relation annoncée est donc démontrée.
Si 'on a p 4+ ¢ = m, cette relation s’écrit

SRT = (—1)1( [,6.(S)AT)det ... dz";

compte-tenu de la relation (ii1) du paragraphe 8, on obtient la
relation : '

ST = [[G,(S)AT.

CororLLaIrE 9. 1. — Si 9 est une forme différentielle localement
sommable, homogéne de degré p dans X, et u. une chaine localement
finie, de dimension q dans Y, telles que (a(p) X o(w))Nf(K)

soit compact pour tout compact K de Z, alors on a

ix(g) % 2(y) = (1)~ [73 (4, 2) A, (p)

chaque fois que Uintégrale posséde un sens; en particulier, si
P’on a p = q, on obtient la relation

ix(p) % Jx(p) = (— )2 [ B,(g).

CoroLLAIRE 9. 2. — St @ et v sont des chaines localement
fintes, dans X et Y respectivement, dont la somme des dimenstons
est égale a m, et telles que o(u X v)Nf(K) soit compact pour
tout compact K de Z, alors il existe une fonction ¢, localement
sommable, définie presque partout dans Z, telle que Uon ait

x () % 1x(v) = i2(9);

en tout point z o ¢ est définie, ¢(z) est égal au nombre algébrique
d’intersections des chaines T,(i) et v.

Ceci résulte du théoréme 9. 1, compte-tenu de la propriété
(vi1) rappelée au début de ce paragraphe.

Une généralisation du corollaire 9. 2 a été annoncée dans [10];
elle sera établie dans un travail ultérieur, ou seront étudiées
les relations entre la convolution des courants et certaines
notions topologiques.



CHAPITRE 111

HOMOLOGIE ASSOCIEE A UNE FAMILLE DE DERIVATIONS.
APPLICATION A L’ALGEBRE
DES FORMES DIFFERENTIELLES EXTERIEURES
SUR UNE VARIETE

10. Enoncé du théoréme fondamental (°).

Dans une catégorie abélienne, soit (d;), <;<, une famille de
morphismes tels que le produit d;.d;, défini quels que soient
i et j, vérifie d;.d; =0 pour tout i, et d;.d,+ d;.d; =0
pour i == j; soit d = d,.d, ... d,. Soient F l'unité commune,
a gauche et a droite, des d;; F? le produit direct (naturellement
isomorphe a la somme directe) de p objets identiques a F;
p: les projections canoniques de F? sur F; S = 2 d;.p;

1<igp

(Z désignant 'addition, dans le groupe abélien des mor-
phismes de F? dans F). Le couple (3, d) constitue un complexe
dont I’homologie sera appelée homologie de la famille (d;), <; <,;
pour p = 1, on retrouve la définition habituelle de ’homologie
d’un endomorphisme de carré nul. Notre but est d’indiquer
une condition suffisante pour la nullité de cette homologie, en
supposant F muni d’une graduation telle que (F, d;) constitue
un complexe (pour tout indice i), et d’une seconde graduation,
liée & une décomposition de chaque d; en une somme de
morphismes; toutefms, comme nous l'avons indiqué dans
Pintroduction, nous n’énoncerons cette condition que pour
une réalzsatwn particuliére de cette structure.

(3) Bien que le probléme qui fait I'objet de ce chapitre soit d’abord posé dans le
cadre d’une catégorie abélienne (définie par A. Grothendieck [1]), la connaissance
des notions relatives aux catégories abéliennes n’est nullement indispensable pour
la compréhension de ce chapitre.
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Soient A un anneau commutatif avec élément unité; M,

n
un A-module unitaire; n, un nombre entier positif; A* =®A,
la somme directe de n exemplaires du A-module A; E, I’al-
gébre extérieure du A-module A" graduée par les sous-modules

9E =AE de g-vecteurs, 0 < g < n; F, le produit tensoriel
M® ,E de A-modules, gradué par les sous-modules ‘F = M ® 7E.
L’ensemble F, muni naturellement d’une structure de E-module
a gauche (si meMeteeE, ona m®eeF; si ¢’ e E, on pose
¢ AN(m®e) = m® (¢’ \e)), est un module gradué sur 'anneau
gradué E.

Soit (0;),<;<, une famille d’éléments de *E; on lui associe
la famille (d;), <;<, des applications de F en lui-méme définies
par

di(a) = o Aw;
d est alors I'application de F en lui-méme, vérifiant
d(a) =owAa, w0 = /\ w;,
1<igp
et applique en particulier F dans P*9F; ¢ est l’application

de éF dans F vérifiant
O
8((“i)1<i<9) = 4 o\ a,
1 <p

<‘\

et applique en particulier ®F dans 7+F ;onad.d =0.
Pour tout nombre entier k vérifiant 0 < k < n, définissons
I'application ¢, de A* dans A" par la relation
?k(a,, Aoy oo vy ak) = (a,, ooy Qpy O, ey 0)

et posons Af, = @,(A*); l'algébre extérieure Eqy de Aj, est
alors un facteur direct de E. Soient wy, la projection de w;
dans Eqy; d¢ 'application de F en lui-méme, vérifiant

d(k)(“) = < /\ ‘”i(k)) Na;

1<i<p
dw l'application de éF dans F, vérifiant
S(k)((“i)xstsp)= Z CYOERYAY-

1<i<p
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Définissons de méme I'application ¢* de A"—* dans A" par
la relation

¢y @y ooy ) = (0, ..., 0,0, ..., a,_4)
et posons
n—k .
A = gHAr), B =E, yA('A A), Eb= o Em

1<h<gk
en particulier, nous aurons E® = E; posons enfin
FH=M@®EHX, F®O=M®E®, /Fk=1F q F¥ IF®=19F n F®,
Alors dy) applique en particulier "~?PF® dans "F, et g

. p .
applique ®"~?—'FH¥ dans "—PF¥. Avec ces notations, nous
pouvons énoncer le théoréme fondamental:

TutortMe 10. 1. — Pour que la suite

p

soit exacte, 1l suffit que la suite

&"—P—1FK ___, n—pfpd) __, R
Lo day
vérifie, pour tout entier k tel que p < k < n, la condition sui-
vante: la projection, sur "~PFX du noyau de dg, est 'tmage
de O

Dans le cas p = 1, désignons par (y;),<;<. les composantes
de w; le théoréeme 10. 1 s’écrit alors sous la forme équivalente :

St, pour tout nombre entier k vérifiant 0 < k<< n, et tout
élément a de M, le fait que y,, a soit une combinaison linéaire
de y,, ..., yp a coefficients dans M entraine que a est lui-méme
une telle combinaison, alors la relation w Ae = 0, ot a e?F,
q < n, entraine la divisitbilité de a par .

Ce cas particulier du théoréme 10. 1 a été établi par G. de
Rham [15].

La démonstration du théoréme 10. 1 résultera de récurrences
effectuées a partir de trois lemmes principaux, et utilisera
des notations auxiliaires que nous introduirons tout d’abord.
St A et B sont deux propriétés, A n B désignera le réalisation
simultanée de ces propriétés; A= Bsignifiera: A entraine B;
enfin, nous définirons les propriétés suivantes :
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Pour p < k < n, P'(k) exprime que, dans la suite

p
& n—p-—iF[k] 5 n-pF(k) nF

) ) ’

la projection, sur "PF* du noyau de d), est contenue dans
I'image de &p); on pose P’ = | l P’ (k).

p<k<n :
Pour p—1<k<n et 0< g n—p, PO et Py
expriment respectivement que les suites

p
—1 k +
®1~'F¢) — 7F® 7 P+Ip

(ke + 1) k)

P
et &1 'Fyy— "Fp——P*+F
S+ 1) duo

sont exactes; on pose

PP="PO="P, e P= (] P

0<g<n—p

Avee ces notations, le théoréme 10. 1 s’écrit : P’ = P.
De la nullité de *—?—'FW »—PF¢®—" et "~P~'F® résulte immé-
diatement :

Lemme 10. 1. — P'(p) = "—#P®,

11. Démonstration du théoréme fondamental.

a) Enoncé et démonstration des trois lemmes principaus.
Lemme 11. 1. — Pour p < k<n,
P’(k + 1) n »PPM == "—PP(*+h,
Lemme 11. 2. — Pour p<k<n et 1 < qg<{n—p,
“Pgy n 7' Py == TPy -
LemMme 11. 3. — Pour p < k <n,
P’(p) n 'Pey=>"Pey 0.

Avant de démontrer ces lemmes, notons que, définissant
w44 par la relation

Oyt = Wy + Ok 4],
nous aurons

W+ 1) = /\ O+ ) = /\ (010 + Oigp11)s

1<iLp 1Kigp
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soit
- Q.
(1) O+ 1) = WG + (P ') ! Z 0'1.'...:5 < A ‘”r{(k)) A Wr lk+ 1]
1<r <p 1<iLp
1<rp<p

Démonstration du lemme 11. 1.
Soit « € **F, vérifiant wgypAa*+Y = 0. En vertu de la
relation (1), on a:

WG, p N a* "D = 0 A a*h

+(hHr ) 8:*.::;»( A w,,u))/\w,,,w/\w“x
i

<igp

1<rp<p
Or, en vertu de ’hypothése P’/(k 4 1), il existe une famille

(B)i<i<p ™ P'F

telle que I'on ait

—~
O(.(k'H) —_ a(k) + Z (’)i(k)/\ BEk+q.

1Kigp

Comme w,p[,,_,_,;/\a(") = 0 en vertu de la définition des degrés,
on a

O N = N 0 g AwgABE+Y

1<i<p
et
A at+) = @y A a® — wgy A\ A B+t
O /N & =0 /\a O Ok 1) B.
1<i<p
= o/ (a(k)— Z wi[k+l]/\ pt[k+']> = 0.
1Kigp

Comme I’expression entre parenthéses désigne un élément
appartenant & "~?F®_ il existe, en vertu de ’hypothése **P®,
une famille ‘

(Y <i<pe " 7P~ F®
telle que I’on ait

. V)
a— D opanABHI= Y wwABW;
1<ip 1<igp
on en déduit

a = D ogern AR+ 0/ B + oo A B+

1<igp

= ) 0G0 ABET + 0 AP,

1<isp
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Comme w4 AY® = 0 en vertu de la définition des degrés,
on a

a0 = N oy oA (B 4 ).

1 <i<p
Comme I’expression entre parenthéses représente un élément
appartenant a "~P~'F¢+" la propriété "~PP¢*+") est vérifiée.

Partie commune a la démonstration des lemmes 11. 2 et 11. 3.
Si on pose

i) = %W + Aty
on obtient, compte-tenu de (1) et de o,y Ay =0,
la relation

w(k+t)/\ WU+1) = woo N\ agy + o /\ Ak + 1]
+ (P !)—1 z 8’;4.":";‘)( A (J-),-‘(k)> /\ (Orp[k+|] /\ a(k)'

1<r<p 1<iLp

Si a €F, le terme wgy/\ o) appartient a P*7F), et tous les
termes qui swivent appartiennent a ?+?F, ,; donc la rela-
tion -

Ot 0\ %) = 0

entraine
(2) wa /\ dgo = 0
et
(3)
_ AN .
WA\ aper + (p1)™ }_J °7...pr"< /\ ‘”r,-(k)_) N ety N e = 0.
t<r<p 1 <igp
1<rp<p

En vertu de I'hypotheése 7Py (pour le lemme 11. 3, ¢ = 1),
la relation (2) entraine 'existence d’une famille

(Bii<icpc?'F

telle que 'on ait

(4) Xy = 2 o A\ Biw-
1<igp
Alors, compte-tenu de la relation (3), on obtient

wgp /A Otmn—*-( A wm) A ( Y ool Bi(k)> =0,

1<ikp 1<igp
A
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soit
(5) w/\ (a[k+«]— 2 @t A\ ﬁz(k)> =0.
1<ig<p

Or on peut écrire

PR Z Wik :]/\ Bi(k) = 7_/\‘Y(k)
1<isp
avec ye?~'F, de telle sorte que la relation (5) entraine

(6) oA\ yw = 0.

Fin de la démonstration du lemme 11. 2.
En vertu de I'hypothése ?—'P), la relation (6) entraine
Pexistence d’une famille

. Ci<i<p e Feo
telle que 'on ait

Yo=Y owAdw,

1<i<p

Lik+1] = Z O+ A\ B+ 1 A 2 W A Sw;

1<igp iy

soit

compte-tenu de (4) et de la relation

(”i(k)/\)(, = (”i(k+1)/\ A

on obtient
o= 0w B+ Oger A B — o Ay A S
1<i<p
= 2 O+ 1) A Bt(k)““ Wik A 7 A 8t(k)
1<igp
= Z Oi(k+1) A (Bz(k)_* L A at(k))-
1<igp

Comme I’expression entre parenthéses représente un élé-
ment de ~'F(.,), la condition P, ,) est vérifiée.
(k4 1)y +

Fin de la démonstration du lemme 11. 3.

Dans la partie commune aux démonstrations des lemmes
11. 2 et 11. 3, supposons ¢ = 1; alors y) est un élément m
de M, et la relation (6) s’écrit wgpy/Am = 0.

Soit, pour 1<<i<<n, X;=(0,...,0,1,0,...,0)eA";

ot

1—1 n—i
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alors on peut prendre y = X;4,, et la relation w@py/Am =20
entraine wpAe =0 ol ¢ = m/\( /\ X1>, soit wmyAe = 0.

p<ign
L’hypothése P’(p) entraine 'existence d’une famille

(B)i<icpe"P'F
telle que 'on ait

£ = eP—h 4 Wy A S

1<i<p

N

La relation ¢?—" = ( entraine
E= Z wi(p—-i)/\ SE"];
1 <T<p

de cette derniére relation résultent 8P! =0 et ¢ = 0, soit
m = 0. Alors on a

Uk+1) = E wi(k)/\ Bi(k) + Oi(k+ 1] A B:(k)

1Si<p

= 2 wi(k+l)/\Bi(k))

1<i<p
et la propriété 1P ) est vérifiée.
b) Récurrences.
En partant de I’hypothése P’ = ﬂ P’(k), en tenant

p<k<n
compte du lemme 10. 1 et en utilisant le lemme 11. 1 pour une
récurrence sur 'indice k dans "~?P®, on obtient :

LemMme 11. 4. — P'—=>"—?P.
En appliquant ce lemme a F,,,, on obtient :

Lemme 11.5. — Pour 0 < g n—p,

P'(k) = "P(p+ 0
p<kSp+g

De ce lemme, on déduit aussitot:
Lemme 11. 6.

’ [ \
P = qP(p+q).
0<g<n—p
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En effectuant une récurrence sur 'indice k de 7P, a l'aide
du lemme 11. 2, on obtient:

Lemme 11.7. — Pour 1 < g<n—p,

qP(p+q>ﬂ< M ""Po‘)>=> [ Pw

p+q9<k<n p+q<k<n
Pour ¢ = 1, le lemme 11.5 s’écrit
P'(p) n P'(p + 1) =>"Pp40;

en utilisant ce résultat, et en raisonnant par récurrence, a
I’aide du lemme 11. 3, sur I'indice k de 'Pg), on obtient:

Lemme 11. 8.
P(p)nP(p+1)= [ ) P

p<k<n
Les résultats obtenus permettent maintenant de démontrer
le théoréme 10. 1, c’est-a-dire la relation

P'—-P;

en effet, si P’ est réalisée, la condition l | TP+ est réalisée
0<gL<n—p
en vertu du lemme 11. 6, et aussi la condition | ' ‘P en
p<k<n
vertu du lemme 11. 8; il résulte alors du lemme 11. 7 que la

condition l I 1P, et, en particulier, la condition 7P = 7P,
p+g<k<n

sont réalisées, pour 1 < ¢g<{n—p; donc P = ' I 1P est

réalisée. t<g<n—p

12. Un corollaire du théoréme fondamental.

Nous établirons maintenant un corollaire du théoréme
fondamental, plus maniable que celui-ci; ce corollaire nous
permettra d’appliquer notre résultat a l’algebre des formes
différentielles extérieures sur une variété indéfiniment diffé-
rentiable; il fera intervenir certaines matrices, dont les élé-
ments appartiennent a4 un anneau, et qui généralisent la notion
de M-suite, considérée par J.-P. Serre [19]; définissons d’abord
ces matrices et des propriétés qui les concernent.

Comme précédemment, nous supposerons que A est un
anneau commutatif avec élément unité, et que M est un
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A-module unitaire; soient n et p deux nombres entiers vérifiant
1<p<n; soit ® = (vy);<;<, une matrice d’éléments de A;

1<j<n

pour toute suite d’entiers 1<(i, <--- <i,< n, on désignera
par A, ;, le déterminantdela matrice (wy), <;<, ; pour tout

J=i...ip
entier k vérifiant p <k <n, on désignera par Ay 'idéal de A
engendré par les A, ..ip pour i,<k; pour toute suite
1<y < < iy <k<n, on désignera par Q; _;, . l'idéal
de A engendré par O et les éléments de la matrice

WGy, oy ip_gg ) = (wu)g <igp, j<ke
JFh ipy

DErFiniTIONS. — Soit k un entier vérifiant p < k < n. On
dira que o satisfait:

a. La propriété P”(k) si la relation
A, eripesks Pigyip_, € A M, Fiyyrrip—y € M
1< < - - <ipa<l k

entraine

b. La propniété Q(k) si, pour toute suite d’entiers
1< < o <ipy <k,
ip_,, k TU€St pas diviseur de zéro dans le A-module
M/Q,, ik M

c. La propriété P” (resp. Q) s’il satisfait la propriété P”(k)
(resp. Q(k)) pour tout.entier k vérifiant p < k < n.

Cas particuliers. — a. St p =1, si A est un anneau semi-
local et si les éléments de w appartiennent au radical de A,
dire que w satisfait la condition Q est dire que » est une M-suite
de A.

b. S1 p=2, si on pose w3 = (&), <;<, €t ©3=(Yi)i<i<n
les propriétés P”(k) et Q(k) s’explicitent respectivement comme
suit :

t. La relation

Z (@yx — @ayY)) .9 = Z (@y; — ) - by,

1<J<k 1<iIK<k
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avec ¢;€ M et ;e M, entraine des relations

= 2 zh; + ypo
1<j<h j#i
avec ;e M et g;&€ M, pour les entiers ¢ vérifiant 1 < i < k.
ii. Pour tout entier i vérifiant 1 < i <k, 2y, — z,y; n’est
pas diviseur de zéro dans le A-module

-Q

MO, 2y, ooy By o ooy Thmgs Y1y v s Gty v v vs Ypmy) - M

(o M est multiplié, au dénominateur, par 'idéal de A engendré
par les éléments qui figurent entre parenthéses, I'accent sur-
montant un élément signifiant que cet élément est omis).
Les notations que nous venons d’introduire permettent
d’énoncer le résultat qui est 'objet de ce paragraphe:
TutorkMe 12.1. — Soit © = (wy),<i<, Une matrice véri-
<j<n
n

e'E, pourl < i< p;

i
i
fiant la condition Q, et soit w; = (wy), <;
alors la relation

&S

[ A o) heo

ou aeF, 1 < q< n— p, entraine Uexistence d’une famille

Bii<icpe?"'F
telle que Uon ait o= Z A
1<i<p

Ce théoréme résulte du théoréme 10. 1 et de la comparaison

des conditions Q(k), P"(k) et P’(k); cette comparaison est
Pobjet des propositions ci-dessous.

Prorosition 12. 1. — Q(k) =~ P"(k).

Démonstration. — La condition P”(k) exprime que la
relation

1)

A, .. ip—s k* Pty e ip—y = Z A, ... ip b,
1< < - <ipa<k 1< < --<ip<k

entraine des relations

(2) Pivsip—e = 2 @5+ Yi, g1, I P

PR TS
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OU iy .iposs O, .10 i, Joigipey SODE des éléments de M. Si on
particularise une certaine permutation i, <---<i, , <k, la
relation (1) s’écrit:

Ai., o ipen b Pigyipo T Z Aj.. crdp—v & Pl s dp—s
1<jH< - <Jp—1<k
Uss oo dp=0)FECys oo ip—4)

= E Ar..

1 <r‘<---<rp<k

s Pp Py ey Tp®

Dans chaque suite 1 <r, <:-- <r, <k, 1l y a au moins
un indice qui ne figure pas dans la suite ¢, < -.- < i,_, <k;
donc cette relation entraine

A,

ity e ip—i k Piyyesipy = O & iy, ip—

1<i<p, j<k

I P Pl
et, compte-tenu de cette derniére relation, Q(k) entraine (2),
q.e.d.

Si nous associons a la matrice © = (0;)i<i<. la famille
1<j<n

(W)icicpc'E ol o; = (wy),<j<n 1<t p, la comparaison
de P"(k) et de P’(k) est possible et donne lieu a la proposition
suivante :

ProrositTion 12. 2. — P”(k) = P’(k).

Démonstration. — On exprimera a ’aide de la base (X}),<;<a
de A* introduite a la fin de la démonstration du lemme 11. 3,
les éléments de F qui interviennent dans I’expression de P’(k),
afin d’exprimer P’(k) a 'aide de conditions relatives a la
matrice .

i. Expression de wg), de ge "—PF®), et de la condition dgyp = 0.

On a d’abord
Wip) = Z ‘”t,j-Xj

1<J<k
et, par suite,

W) = /\ Wit = Z ©y,,O02,j, « - Wpjp X, X, .. ij

1<igp 1 <Jj, <k
1<jp<k
= ! AR LIS w,; X X
= i eip t 0 e Wpjphiy oo e ip
i <ip<---<ip Tk
= Ai,,. ,ipXi. X‘: oo Xip'

W< <Lip <k
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On définit = (X, ... X)), pour i, < - < i, <k de telle
sorte que 'on ait

NXoXy oo Xop# (XX, oo Xy) = (— Dt tiptmot X, X,

Alors un élément ¢ appartenant a "~PF® s’écrit

i,

O

o= Z Fiyip * (X ... Xip) avec Pioig .. ip € M
i< - <ip<k

et I'on a

w@/\e = Z (— 1)t Fip ety Ai...‘.,ip Pirrip X, ... X,

i< <ip <k
La condition dgy¢ = 0 s’écrit donce
iyt oot " _
(—=1)ht i Ai,,...,ip' Piyoonip =0
i< <ip Tk
ou encore

(— )t Ay By
W< Lip <k

+ 2 (— D)t A ke Ftoemiponk = 0
i1<"‘<ip—4<k
Elle entraine la relation
<—1)i’+"'+i”“'Ai,....,ip_,,k-‘Pi,,..
i1<“'<ip—1<k
ii. Ezpression de la condition: ¢ appartient a "~PF® et sa

reldp.M

--ip—-h

. . . P
projection, sur "PF¥, est dans I'image de ®"~?~'F¥par &y.
St §; appartient & "~?~'F# on a
“l"i= 2 %,i.,...,ip.k « (X, ... XipXk);
W< Lip <k
compte-tenu de la relation

Wik —1) = § , o ; X,
. 17 <k—1
on obtient

wi(k—i)/\"l”i = ( Z ©;, igVis iy, .orips kXiq*(Xi, e XipXk)>
i< <ip<k \1 “qg<p
(—1) o, iq-"l’i, ity oerip

W< i<k <i “q<p * (X, .. Xiq ce XipX")>
= u<.,~§if—'<k (1Y 0 st i (Ko Xy X
b

ip—
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La projection de ¢ dans "~?F* étant égale &

W= D g (X X

“ ip-—-le)’
< - <ipa<k

la condition considérée est I'existence d’éléments Yy ;. ...i,_,, &

de M, pour 1<i<p, L< - <ip <k 1LK<j<kh

JF b, ..y 1y, tels que 'on ait
— -1 , .
Piry v ipon k= z (— "o et o tpen k3
1<isp
1<j<k

Terminons la démonstration de la proposition 12.2; si
P”(k) est réalisée, la relation obtenue & la fin de ¢ entraine la
relation obtenue a la fin de i, donc la condition exprimée
en ¢ entraine la condition exprimée en iz, et P'(k) est réalisée,
q.e.d.

Les propositions 12. 1 et 12. 2 et le théoréeme 10. 1 fournissent
les relations

Q=P =P =P

d’ou résulte Q=>P; cette derniére relation équivaut au
théoreme 12. 1, qui se trouve donc démontré.

13. Application a l'algébre des formes différentielles extérieures
sur une variété indéfiniment différentiable.

Afin d’appliquer les résultats qui précédent aux formes
différentielles extérieures sur une variété différentiable, nous
devons introduire quelques définitions. Soit A I'anneau des
fonctions indéfiniment différentiables dans l’espace euclidien
R*, et soit M le A-module A ou le A-module des fonctions indé-
fimment différentiables & support compact; nous conserverons
les notations introduites au début du paragraphe 12.

vérifie la propriété R si:
a. A, ., ne s’annule identiquement dans aucun ouvert;
b. Pour tout entier k vénfiant p  plk—p) << n—1, et
toute suite d’entiers 1 <1, < - <ipy <k, 4y i, & et les
éléments de la matrice v, ., ,_; » sont p(k — p) + 1 fonctions
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appartenant a un systéme de coordonnées de R” (ne s’annulant
qu’en O);

c. Pour tout entier k vérifiant n—1 < p(k — p) < p(n — p)
et toute suite d’entiers 1 <1, < .-+ < ip_, <k A, .. i,k etles
éléments de la matrice wg, . i,_;0 D€ s annulent pas simul-
tanément.

Cette définition permet d’énoncer notre résultat relatif aux
formes différentielles extérieures.

Taktorkme 13. 1. — Soit V une variété indéfiniment diffé-
rentiable, de dimension n, et soit (), <;<p, p < n, une famille
de formes différentielles indéfiniment différentiables, homogénes
de degré un, vérifiant la condition suivante: pour tout point O
de V, il existe un voisinage U de O et un systeme (E)i<iga de
coordonnees locales dans U, de telle sorte que, st on pose

o= ) wgdf, 1<i<p
157
dans U, la matrice © = (0y),<i<p 1<j<n vérifie la condition R.
Soit « une forme différentielle, indéfiniment différentiable,
homogéne, de degré q, 1 < q<n—p, dans V, vérifiant la

relation
< /\ mi> Na =10
1<i<p

dans V; alors il existe une famille (3,),<i<, de formes indéfini-
ment différentiables, homogénes, de degré q—1, dans V, telles

que lon ait
o = 2 wl/\ Bi

1<iSp

dans V. Si a est a support compact, les formes B;, 1 <1< p,
peuvent étre choisies a support compact.

Ce théoréme résulte du théoréme 12. 1 et de la comparaison
des conditions Q et R, réalisée par la Proposition suivante.

ProrosiTion 13. 1. — R=> Q.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que, si la condition R
est réalisée, alors, pour tout entier k vérifiant p <k < n,
et toute suite d’entiers 1 < i, < --- < i,_, < k, les relations

A . X\
by oo bpgy ke Pl yipy = ®y, 1 %, j, 5,

i<i<p j<k
JFE b ip—y

weripi
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entrainent des relations

Fisripes = 2 41+ Yi by i
15iLp, j<k
J;ét,, v ip—1

Or, le probléme a été résolu, dans le cas p = 1, par G. de
Rham [15], qui a obtenu le résultat suivant:

Silon a w = (), <i<a les o; formant un systéme de coor-
données dans R" et ne s’annulant simultanément qu’au point O,
alors la condition Q est réalisée pour la famille réduite a la
forme différentielle .

Compte-tenu de la condition R, ce résultat de G. de Rham
permet de résoudre le systéme d’équations ci-dessus de la
maniére désirée.

Remarques. — a) Dans le cas p = 1, le théoréeme 13. 1 est
un résultat connu de G. de Rham [15].

b) Dans le cas général, pour appliquer ce théoréme, il faut
vérifier qu'une certaine matrice de fonctions vérifie la pro-
priété R; la partie essentielle de cette vérification consiste a
prouver la condition b) de la définition ci-dessus, c’est-a-dire
a prouver que la matrice jacobienne de A, vmip_nk €L des
éléments de oy, gl est de rang maximum (c’est-a-dire
plk—p) + 1) en d si ces fonctions s’annulent simultanément
en O

Si l'on a p=2 et n=3, alors on a aussi w = (w;, w,)
avec ®; = (Z))i<i<n €t W3 = (Yi)s<i<as S T3, X2, Yy €t Y, s’an-
nulent simultanément en O, la condition R exprime que les
fonctions

(.’131, Y1, .’112) . (151, Y, y2)
PDE, & &) D, B B
et
y D(x,, y,, -’El) D(x,, y,, yl)
SD(Cb &2, & ) (51, Ea» a)

ne s’annulent pas en O, et que z;y, — T,y; ne s’annule pas
1dentiquement dans un ouvert.
La condition R est réalisée pour I’exemple suivant:

§1 = (51 + Ez)-za + (51)2 -+ (52)2, 32 =§.5+ zé:n
w, = ds; = (221 + Ea) dt, + (222 + Es) s + (El + Ez) S
Wy = d82 = Ezd51 + Eidgz + dss



CHAPITRE IV

REPRESENTATIONS INTEGRALES DES FONCTIONS
DE PLUSIEURS VARIABLES COMPLEXES.

14. La formule de Cauchy-Fantappié.

Nous montrerons, dans ce chapitre, que les formules inté-
grales de E. Martinelli [7] et de A. Weil [21] sont des consé-
quences de la formule de Cauchy-Fantappié utilisée par
J. Leray [5]. Pour cela, nous déduirons, de la formule de Cauchy-
Fantappié, une formule intégrale trés générale (A) permettant
d’exprimer la valeur d’une fonction holomorphe en un point
quelconque d’un domaine, a 'aide des valeurs prises par cette
fonction sur la frontiére du domaine; nous montrerons ensuite
que la formule (A) admet comme cas particuliers les formules
intégrales de E. Martinelli et de A. Weil; plus précisément,
au cours des calculs conduisant & la formule de A. Weil, nous
obtiendrons une formule (B) plus générale que celle de A. Weil,
mais dont le noyau présente le méme caractére de simplicité.
La principale difficulté rencontrée dans ce chapitre réside
dans les calculs permettant de particulariser la formule (A)
afin d’obtenir les intégrales de E. Martinelli et de A. Weil.
La formule (A) admet d’autres cas particuliers intéressants,
qui seront exposés ailleurs. Dans ce premier paragraphe, nous
rappellerons I’expression et la démonstration de la formule
de Cauchy-Fantappié.

Soient X un domaine convexe d’un espace affin complexe E
de dimension complexe n; E l'espace vectoriel complexe (de
dimension complexe n + 1) des fonctions linéaires affines dans
E, a valeurs complexes; &* l’espace projectif complexe
(de dimension complexe n) quotient de = — {0} par le groupe
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des homothéties de rapport non nul de 5. On désignera par
(7)1 <i<n (resp. (Ei)o<i<,,) des coordonnees dans E (resp. &)
telles que la valeur prise par la fonction linéaire & (apparte-
nant & £) au point z de E soit égale a

E..’E = Eo+ Z Eixi-

1<ign

On définit les formes différentielles extérieures

A dz, B = Y (—DE A dEs

1Kign 1<kLn 1<ign

(€.y)" '(})

est, pour tout y € X, une forme différentielle extérieure dans Z,
image réciproque d’une forme différentielle holomorphe dans
E*, qui sera représentée par la méme expression; nous appel-
lerons noyau de Cauchy-Fantappié la forme différentielle

extérieure
Dz, y) = (E.y)" 0'(§) No(z)

définie dans =* X X.

Dans =* X X, soit Q la quadrique d’équation §.z =0,
et, pour tout y e X, soit P(y) ’hyperplan d’équation §.y = 0;
ainsi que l’a montré J. Leray [5], Vespace vectoriel
H,(Q—P(y) n Q) d’homologie, & supports compacts et a coeffi-
cients complexes, de Q — P(y) n Q, est engendré par deux
classes d’homologie, de dimensions (réelles) respectives 0 et
2n —1; le point (£*, z) décrit un cycle appartenant a cette
derniére classe quand z décrit la frontiére K d’un domaine
borné, contenant y et contenu dans X, £* variant contini-
ment, en fonction de z, de sorte que I'on ait

Ex=0, ELy0;

considérons en particulier le cycle § défini par les relations

ainsi

Z |2 — yi2 = €, & =%, —1, 1<, Ex=0

1<ign

et orienté de telle sorte que I'on ait

(1) Jo(E-y) =" (B) Aw(a) > 0
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soit (Q — P(y) n Q) la classe d’homologie compacte contenant
le cycle fB; cette classe engendre le sous-groupe de

H(Q—P(y)n Q)

de dimension (réelle) 2n — 1; elle permet d’écrire la formule
de Cauchy-Fantappié

—(r=D! z 0y o(z
@ 1) =" [ [@EH T E Ao

pour toute fonction f holomorphe dans X.

Pour démontrer cette formule, J. Leray utilise une méthode,
due 4 H. Lewy, qui consiste & intégrer explicitement sur le
cycle B; on est alors amené a établir la relation

_(n—1!
@ o) =Lk

y f(w)( /\ dar:i>/\1$kS

e S lm—nlt=e tsisn
1<T<n

la sphére de centre y, de rayon ¢, étant orientée de maniére
convenable (c’est-a-dire telle que I'inégalité (1) soit réalisée);
en considérant successivement le cas ou f(z) =1 dans X et
celui ou f(y) = 0, on établit aisément ce résultat et on voit
que lorientation convenable de la sphére est son orientation
naturelle (de 'intérieur vers I’extérieur) dans X. Il convient
de noter que la relation (3) est la premiére formule intégrale
de E. Martinelli [6]; grace au choix d’un cycle particulier §8
dans la classe d’homologie i(Q — P(y) n Q), la démonstration
de cette formule se révele équivalente a celle de la formule de
Cauchy-Fantappi¢; rappelons enfin, pour préciser le sens de
la relation (3), que le noyau

( A d:v,)/\ 3 (——1)"—’(5,,—y,,)< /\i#d@>

1<i<n 1<k<n 1<k<n

< 2 |2 — yt|2>n

K, =

1<i<n

est fermé, qu’il est la différentielle (1 —n)~* d'H,, par rapport
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aux variables complexes z;, 1 <t < n, de la forme différen-
tielle extérieure

)

T ( 2 |“’i"‘yt|2)n

1<i<n

et que, considéré comme courant, il vérifie la relation
(n—1)1"7
(ou &, désigne un courant défini au début du paragraphe 3).
En remplacant la sphére, qui a permis de construire le cycle
B, par la frontiére d’un domaine, supposée différentiable par
morceaux, nous obtiendrons, au paragraphe 18, la formule
générale (A), et les formules intégrales de E. Martinelli et
de A. Weil; les calculs permettant de déduire les noyaux de
ces formules du noyau de Cauchy-Fantappié seront effectués
dans les paragraphes 15, 16 et 17; la démonstration d’une
identité utilisée, dans le paragraphe 16, pour le calcul du

noyau de E. Martinelli, est rejetée a la fin du chapitre, dans
le paragraphe 19.

dK, = d"K, =

15. Noyau général, dans l'espace affin, déduit du noyau de
Cauchy-Fantappie.

La diagonale du produit X X X étant désignée par A, soit
(Y*)i <a<m T << 1, une famille d’applications continues et déri-
vables de X X X —A dans E telles que, pour tout

(z,y)e X X X —A,

la famille de vecteurs ($*(z, y))<a<, soit libre sur le corps
des nombres réels et vérifie les relations ({*(z,y)).z =0,
1 < a<r; les coordonnées du vecteur ¢*(z, y) seront dési-
gnées par ($%),<j<n Soit t(z, y) I'ensemble engendré par

les vecteurs
.
By, ) = ) Aad¥(z,9)

iagr

lorsque les nombres réels A, varient en vérifiant les relations

W0, 1<a<r, Y A=Y

1<agr
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soit T(y) la partie de & X X engendrée par 1’ensemble
Yz, y) X {z} lorsque x décrit X — {y}; la restriction p(y)
a T(y) de la projection canonique de = X X sur X est une

fibration de T(y) sur X — {y} par des simplexes de dimension
réelle r —1.

Tutorime 15.1. — La composante homogéne, de degré
2n —r, de la forme différentielle obtenue en intégrant le noyau
de Cauchy-Fantappié sur les fibres de p(y), est

(4) K(z,y)= f . (Z x,(yiﬂow\)‘"mm,y,x)
“2 Aa=1 1<ign

1<agr
1<agr
o lon a
Qz,y, M) = <~~-1>H< D hadt) detMyg..o,
lsksn.léﬂsr 1<agr
1K< <lppgn
(e )N ( A )N %)
t<agr 1'<ign

la matrice Mg, ..,,_, étant définie par

, . 0%
M = ( (4%, <a- o< A l) .
L 1CT P (("l’l) é 2 7;5:’ 1s2!<r “ba:, f<vn—r

1<j<n, jF#k

En effet, le noyau de Cauchy-Fantappié a pour expression

Pz, y) = E.y)" o' (§) Ao(z)

avec w’(E.) = (— 1)k ”;< /\:;ékd&)
15k<n 1I<ign
et w(z) = /\ da;.
1<i<n
Sur T(y), on a & = Aap?
iagr
et
_ e o ¢ >
d&, ’ggydwr > “(ox, da; + i dz

Seule, ne sera pas annulée, au cours de la multiplication
extérieure par o(z), la partie de d&; qui s’écrit

[dE]= S dedn, + 2 xfg .

1Sar a
J

//\//\
//\/‘\
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donc, seule ne sera pas annulée, au cours de cette multiph-
cation, la partie de o'(E) qui s’écrit

[o'(3)] = Z SRR

1<kLn 1<agr
X /\j¢k< 2’.4»%)\,—}— D) )\aﬁjﬁ,\,
1Lign .\1$a:§; %72 ;

la forme différentielle K(z, y) étant homogene de degré 2n —r,
est homogéne de degré n par rapport aux dw;, et de degré
n—r par rapport aux dz;; donc, la seule composante de
[0'(2)], qui intervient dans le calcul de K(z, y), est homogéne
de degré n — r par rapport aux dz;, et de degré r —1 par
rapport aux di,; c’est donc

@)= ) (—-—1)k-'< » ‘m%)

1<k<n 1<agr
X [ Z det. Mkpt,...zn_,< Aa;ép ) < /\ ﬁl)
1<p<r 1<agr Ly<Ln—r
NES R GRS

ou Mg, i,
réme 15. 1.

est la matrice définie dans 1'énoncé du théo-

r

Remarque. — L’intégration qui apparait dans I'expression
de K(z,y) est celle dune fraction rationnelle par rapport
aux A,, 1 << a <Cr; cette intégration peut donc étre effectuée
explicitement; toutefois, nous ne ferons 1c1 ce calcul que dans
le cas particulier ou il conduit aux noyaux de K. Martinelli
(voir § 16). Si J* admet une expression de la forme

b= == (0%, y) 07, 1<aLr,

I'intégration devient celle d’un polyndme, ainsi qu’il résultera
du théoréme 15. 2 ci-dessous; le calcul sera effectué dans le
cas particulier fournissant le noyau de A. Weil et un noyau
analogue (voir § 17).

Tatorime 15. 2. — Soit (0*), <4<, une famille d’applica-
tions continues et dérivables de X X X — A dans =, telle que
Pon ait les relations

"—<}J(l---J,0“> be, 1<ar

Likn
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Alors on a
Koy = (— 1 [ige oy, %)
2 )\a.:‘
1<aer
avec

<« b det N
X aYy KBl ln—p
Z —yi)0?> Ha;ep( 2 (xi—yi)0?>

J1gagr Y \1<ikn

><< /\a;épdla)A( A dc?,v)/\< A da:i),
1Lar tLvs<n—r 1<ign

la matrice Ny, ,,_, étant définie par

2
tsasr < Z, (xi_yi)e?> Jagy
1<T<n 1<)

En effet, compte-tenu des relations

4‘“:< Z (xj—yj)O}‘)_'O“, I<agr,

1<j<n
on obtient
A 6¢
S, hinaipr = 3, Bl 5y
1<T<n 1<7<n Z yJO“ s <axr
1ISasxr 1<agr s
et
Oa
Mktell ln—r: L a k4
(mi_yi>0i 1<agr, aFB
1 1<j<n jF#k

. 20¢ o0
— ) AL 0 L i
(Ti—y1) a< ‘3T, — 6 0$1v>

N 2
a
t<a<r < 2, (xi_yi)0i> 1<v<n—r
1<

1< <y j#Ek
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d’ou on déduit

det Mk[31, oo b — < Ha#ﬁ( Z (xi - yi) e?))“1 det Nkﬁll i ln_r?
1<ar

1<ign

En substituant les expressions obtenues a celles qui figurent
dans I’énoncé du théoréme 15. 1, on obtient le théoréme 15. 2.

16. Les noyaux de E. Martinelli.

Effectuons I'intégration, qui figure dans l’expression de
K(z, y) donnée au théoréme 15. 1, pour un choix particulier
des fonctions ¢*, conduisant aux noyaux de E. Martinelli;
le résultat de ce calcul est exprimé par le théoréme suivant:

TuatoreEME 16.1. — Si l'on a

4’7=%%’ I<a<<r I<r<n—p, 1</
J

P?=< Z ixj——yj|2>+)xi—yi|2, p<in

1sJj<p

et

alors on a K(z,y) =0 pour r < n—p, et, pour r =n —p,
K(z,y) est la somme d’une forme différentielle qui s’annule
sur la sous-variété de X —{y} ou s’annulent simultanément
les fonctions gz — 1, p << a<n, et de la forme différentielle

extérieure

T e

(n ‘\1<ikn 1<i<n
—21+
> ZB,>0 B LI erre+®r
p<ign h ,_p p<isgn
J<P/"

dz, k1 dz; / dz, >‘
X — | —1 A
[(|gh<pxlt—yh> Lgkgp( ) Ti—Y; (.!n\gzék —Yn l

\

que nous appellerons noyau de E. Martinelli.
Dans la démonstration de ce théoréme, nous poserons
g; =%;—¥; pour 1< j<n; nous aurons alors

4= g; pour 1<]<p ou pour j.:i?,
0 pour p<j<i, oupour i <jn



68 FRANGOIS NORGUET

o; pour 1< p,
AF ={Ag; pour  J=1,
t<a<r 0  pour les autres valeurs de j, 1< j<n;
. (1 pour 1< =1<p,
Wb, pour j=l=1i,

0 dans les autres cas;

Z Aa(y; — )]

1<j<gn
1<a<gr
V) _
=Y W—a) @7+ X alt— ) @ —T)
1<j<p 1<ar

La matrice Mig,...1,_, est obtenue en supprimant, de la
matrice M écrite ci-dessous, la ligne d’indice k et la colonne
d’indice B, et en ne conservant, parmi les colonnes d’indice
>r, que celles d’indices n—p + 4, ..., n—p+1,_..

6y, - o 5,10 00 0 00 : O
AN N N U
R | Do : : :
RN A
: : : 10 : : Do
g, G, a, 0 1 : : ol
0:0:0 S R
0 : 0 @ i
M=i, )\1
0 : 0 : :
z DL0
allx lt!-
: -0 :
0 L0
Gi,- )\r
0 L0
0 :0:000:00:0:0:07: 0

Pour que le déterminant de la matrice obtenue ne soit pas
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nul, il est nécessaire que l'on ait p + r > n —1; mais, si
Ponap+r=n—1,le terme

RS
1<agr
qui multiplie le déterminant (dans Iespression de K(z,y)
fournie par le théoréeme 15. 1) est nul (carona k> p et k £ 1,

pour 1 < a < r); donc la forme différentielle K(z, y) est nulle
pour r < n—p; pour r=n-—p, On a

K(z,y) = (—1)" s a0 ( <2< |z)—y,f
o] is/sp

p<jgn™

+ Z 7\j|xj——yj|2>-"(2(x, Y A);

p<jgn

la matrice écrite ci-dessus devient, pour p + r = n —1,

(6, & = o 1 0 : 0 O 0o * 0
Oy g3 oo 001 : Do
; ) P : :
: U
s, g, 5, : 1 0
Opt1 0 : 0 2t O
M= 0 Opte : 0 )\p-l-i
: 0 : : 0
: : 0 : : 0
L 0 0O ¢ e O O : 0 O 0 Yo

J

Les seuls déterminants non trivialement nuls qui inter-
viennent dans l’expression de Q(z,y,A) sont ('accent qui
surmonte un indice signifiant que cet indice est omis):
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i) pour 1 <k p,
(a) det Mg, pp+§-—-(—1"”+p ’7\p+@ H

+//\

(b) det Mk, Bty @y koo b p+Y, p+ B

= (— 1ot A0

mﬂm
++ /A
3

B
(C) detM,,p, PP+ P-’-B
= (— 1) prer By, A, 0 | )
515
j#n*-g

et les deux termes, analogues a (b) et (c), avec B < v;
1. Pour p<bk<n,

(d) det Mp-Hi,B,A,...,p: (_—1)” II g;

e;is;
j#p+
(8) det MP+B @ 1, b p+~{l {
L ey TL o pour 1 £ 8
2%
':;ép-i-@{

(f) det Mp+-r,p+§3‘1,...,&.....p,p+B
= (—1)o-Drte BT, oq, H a; pour Y+ §

L’expression (a) fournit, dans Q(z, y, 1), le terme

I 1>*+ﬁxp+@ck< Il f>< A d%)

<k< <j<n p<j<n
1<p<ntp e+ iFp+B .
/\( A dxi>/\< A d:i,.)/\da?,,+@;
15ign 1Sisp
. iFk

les expressions (b) et (c), dans lesquelles « et k jouent des roles
symétriques, fournissent des termes dont la somme est nulle;
il en est de méme pour leurs analogues avec § << v; 'expres-
sion (d) fournmt le terme

L) 2
s .Ii];p:-{i

A=) A, )
1<ign 1<i<p

1<E<n—p
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enfin les expressions (e) et (f) fournissent le terme

2 <—- 1>k+ﬁ+*xp+g%p+Yck< 11 ) (dhpsp + dhyoy)

<52 ff<"
i#
AN dy )/\' A\ 4z
p<j<n 1<iLp :
J#p+ iF£k /
i#p+

Opt §0Tpty — Oty ATy p)-

Considérons les sous-variétés de X — §y} sur lesquelles
toutes les fonctions g;, p <t < n, sont constantes; sur une
telle sous-variété, nous avons les relations

(xp+{$ - yp+@) Op+6 (mp+‘{ - yp+y) Opty = 0
et

( /\ dxi) A ((xp_,_g _yp+.3)dip+§"_(xp+Y_yp+7)d5p+*{> =0;
1Lign
1l en résulte
< /\ dwi) N (OptpdTpyy — Tpry dTpip) = 0
1<ign

et le terme fourni par (e) et (f) s’annule sur les sous-variétés
considérées. Done, pour r = n — p, K(z, y) est la somme d’une
forme différentielle qui s’annule sur ces sous-variétés, et de la
forme différentielle

H(z, —~" /\dr)

|<1<n |<t\u

7‘i< /\j;éid)‘f'>
/\ l.— p<lj<n
x| n
v<'" (2 le—ul+ X M — ul’)
Y o=t 1<Jj<p P<J<u
P<J<" dE
(— 1)+ ‘/\< /\h;ék’“‘“'!>].
1<h<p O'h 1§’k$p g; 1<hLp Th

Le calcul de l'intégrale qui figure dans cette expression
est ’objet du paragraphe 19, ou le résultat est fourni par le
théoréme 19. 2; compte-tenu de ce résultat, on obtient le
théoréme 16. 1. Ce théoréme nous fournit un résultat qui sera
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utilisé, dans le paragraphe 18, pour établir les formules inté-
grales de E. Martinelli.

17. Le noyau de A. Weil.

Nous supposerons maintenant que les fonctions 63, 1 a <r,
1 <j<n, qu figurent dans ’énoncé du théoréme 15. 2, sont
holomorphes par rapport & z, et nous calculerons explicitement
I'intégrale exprimant la forme différentielle K(z, y); nous
obtiendrons ainsi le théoréme suivant.

TutoriMme 17. 1. — St les applications 0%, 1 < o < r, véri-
fiant les hypothéses du théoréme 15. 2, sont holomorphes par
rapport a z, alors on a K(z,y) = 0 pour r < n, tandis que,
pour r =n, on a

Ko, y) ==y A (2 @ —09)"( 2 tdw);

~
<Ji<n sisn

cette forme différentielle sera appelée noyau de A. Weil généra-
lusé.

La simplicité de cette expression est due a celle de la matrice
Nigi,...1o_,» SOus les hypothéses de ce théoréme; on a en effet

Nigi t_=(0“)< <r, 0

otee = (g5 )

ot 0 désigne la matrice 4 n — 1 lignes et n — r colonnes dont
tous les éléments sont nuls; pour que le déterminant de la
matrice Ng, ,_, ne soit pas nul, il faut que l'on ait r = n;
dans ce cas, on a

det ka@ — det ((Oji){g\ig,:; ;;:ée)

1</
et
. A0
Wiwyh) = ¥ (1 iy
1<kLn (.'l‘ yj) 0;
<B<L J
:Z?EZ 1<j<n

o
(o

*=
@A
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On obtient alors la relation

K(z,y) = (—1) Y, ="

s A r—
1<ign ,\<j<\
det 0"
1<j<n ) [l —y) 0\ i<i<a !
,>0 ”ép 1<h<n
|<J<n i N h:’ép

Or on établit aisément la formule

)b o
fh>o \ xi( /\néfsan‘f) = (“‘;‘3 - pour 1< i n.
y AT

1<j&n
1<j<gn
On obtient donc
—1)k+E0i det ((0F n dx;
oy (ot gy DR a) (A d)
(x7y)- n' Z | i h )
: 1<k<n< }_, (%’“‘3/1)01) II ( E (w,—yj)oj)
tsBsn\ ST 1<h<n \1<j<n
1<ign h#£(

En vertu des relations

Z (— 1)"+ﬁ0§det( (O)s<n<nnz ) ( |<h<n>

1<kLn 1<l%n, L5 1<t<n
et Y (— 1)"+i9£det<(0,)1<h<,,,. p) 0, i+B,
1£Lk<n 1<l<n, L%k

on obtient enfin

K(z, y) =(—}[_“—_—1T>;—,;(@ (X wm—w))”

1<j<n

X det ((W)qshsn-"#)'( <A< dxi>

1<ign, £k

d’ou résulte ’expression indiquée dans le théoréme 17.1.
En particularisant les fonctions 6j(z, y) qui figurent dans
ce théoréme, on obtient les corollaires suivants :

Cororraire 17. 1. — Soit (X)), <; <. une famille de fonctions
holomorphes dans X, et soit
5= 1<i<n  1<i<n
i
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on a alors
— 1) aX\ !
K(z, y) = ¢ < 25— .~J> .dX
@y =7 A (2 @—wy) X
CorovrraIre 17. 2. — Soient (X)), <i<, une famille de fonc-

tions holomorphes dans X, et (Pu)i<j<n 1<k<a une famille

de fonctions holomorphes dans X X X, vérifiant les relations

Xiz) — Xiy) = D) (4—y) Pylz,y), 1<i<n;

1<jgn
soit enfin
0}=Pu’ I<i<n, 1<]<n9
on a alors
)
Kz, y) = 0 A (Xie) — X)) (Y Pyday
(n 1)! 1<i<gn 1$G<n

Ce dernier noyau est celui qui figure effectivement dans la
formule intégrale de A. Weil. C’est cette formule que nous
allons maintenant déduire, ainsi que celles de E. Martinelli,
de la formule de Cauchy-Fantappié.

18. Démonstration de formules intégrales 4 'aide de la formule
de Cauchy-Fantappié.

Les considérations des paragraphes 15, 16 et 17 ne nécessi-
taient aucune hypothése sur le domaine X; nous devons main-
tenant supposer X convexe, afin d’écrire la formule de Cauchy-
Fantappié; pour écrire cette formule, nous déterminerons un
cycle particulier appartenant a A(Q — P(y) n Q).

Supposons y fixé; soit alors K un domaine borné vérifiant
y € K€ X; supposons la frontiére de K réunion finie

s=Us
1<iguy
de parties d’hypersurfaces réguliéres (de dimension réelle
2n — 1) dont un nombre quelconque possédent toujours une
intersection réguliére; soit n' une application continue et
dérivable d’un voisinage U; de S; dans X, vérifiant les condi-
tions suivantes :

1 nh.z = ni(z) + 2 zmi(z) = 0 pourz e U;;

1I<j<n
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i.. pour tout zeS; ;, = ‘ | S;,, la famille de vecteurs

iLegr
(@) cacr = (0"(®))i <asr
est libre sur le corps des nombres réels;
1. pour tout z vérifiant
zeS;, et zeS pour TFEl, 1<eLr
et pour tous nombres réels A,, 1 << a < r, vérifiant

7\a>07 Zxa':la

1<Lagr

( X M)y 0.

1<a<lr

on a la relation

Ainsi, a chaque aréte S; ; nous associons une famille
($*)i <a<r; puis, selon la construction effectuée en début du
paragraphe 15, une partie T; ; de & X X, dont nous dési-
gnerons I'image dans 2* X X par T} ,; enfin, conformément
au théoréme 15. 1, une forme différentielle K;, _; (z, y). Le cycle

™= J T

g
‘$i|<"'<ir$p

orienté de telle sorte que l'on ait

Jru i)' B) Ao(z) > 0,

peut &tre utilisé comme cycle d’intégration dans la formule de
Cauchy-Fantappié; on obtient alors le résultat suivant:

TatorkME 18. 1. — Si f est une fonction holomorphe dans X,
on a la relation

(n—1)! .
A) fO)="gmr X U7 f@Ki(e ).
( ”‘) 1I<r<n SI....i,
A< <y

Dans cette relation, les arétes S, ; sont orientées de
maniére naturelle, la partie réguliére de la frontiére de K étant
orientée de l'intérieur vers l’extérieur; le. signe qui précéde
I'intégrale est fixé par le choix de l'orientation de T*; on le
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détermine en remarquant que la relation ci-dessus admet
comme cas particulier la relation (3) du paragraphe 14.

Le cas particulier le plus simple du théoréme 18. 1 est obtenu
avec p = 1; on obtient alors:

TutoriME 18.2. — Si lon a p = 1, et st f est une fonction
holomorphe dans X, on a la relation

(2im)"
,‘f (x)<{ éx\s i d:l:i> A Py (— 1 "y det ((%%).ggn. i¢h><,</\i<7éhd§‘>

k<n 1<j<n, jFk

e/ s < 2 (xi“‘yi)%)n

1<isn

A

X

Si I'on suppose que les ¢* vérifient toujours les conditions
indiquées dans le théoréeme 15. 2, on peut évidemment effec-
tuer le calcul des noyaux a I'aide du résultat de ce théoréme;
c’est ce que nous ferons pour établir la formule intégrale de
A. Weil; cette derniére formule figure parmi les cas particu-
liers du théoréme 18. 1, pour lesquels les intégrales sur les
arétes S; ; s’annulent sauf pour une valeur déterminée
de r; nous établirons d’abord les intégrales de E. Martinelli,
ensuite une généralisation de l'intégrale de A. Weil.

TutorkMe 18. 3. — Si X est Uespace E entier, si K est défini
par les inégalités

°Pi=< Z |xj—~yj|2>+|xi——y,.|’~—~1<0, p<i<n,
1<7<p

alors on a, pour toute fonction f holomorphe au voisinage de K,
la relation

— 1! r
= -1P“———~(p ; z) H(z,
fly) = (— 1= ¥ | fl@) Hiz,y)
ou S'(y) est Uintersection des sous-variétés d’équations g,(z, y) = 0,
p < i< n, Uexpression de la forme différentielle H(z, y) ayant
été donnée par le théoréme 16. 1.

Ceci résulte immédiatement du théoréme 18. 1, si 'on tient

compte de I’expression des noyaux K;  :(z,y), donnée par
le théoreme 16. 1.
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Le théoréme 18. 3 fournit des formules intégrales que nous
appellerons formules de E. Martinelli; toutefois, pour démontrer
les formules générales établies par E. Martinelli dans [7], il
est nécessaire de développer des considérations topologiques
que l'on trouvera dans le mémoire de cet auteur. Nous nous
intéresserons maintenant a lintégrale de A. Weil.

TatoriMe 18. 4. — St les hypothéses fondamentales de ce
paragraphe sont réalisées avec

t=( 3 ) 1<i< 1<i<n <p

1<j<n

et siu les fonctions 0i-sont holomorphes par rapport a z, on a,
pour toute fonction f holomorphe dans X, la relation

’ Y, bieds,

: 1
B =—— a<jsn
B) 1) (2im)” fgi.<2< in<p f(x)as/a\sn 2 (x; ——yj)O

4o

Cette formule, que nous appellerons formule de A. Weil
généralisée, résulte du théoréme 18.1, si I'on exprime les
noyaux K; (z,y) en tenant compte du théoréme 17. 1.
Aux corollaires 17.1 et 17.2 correspondent de méme les
résultats suivants:

Cororraire 18. 1. — Supposons que le domaine K est un
polyédre analytique défini dans X par les inégalités | X,| < 1,
1 <1< p, les fonctions X; étant holomorphes dans X; st K
est convexe, on a, pour toute fonction f holomorphe dans X, la
relation '

W= 5 & N i

(2”‘7) 1L < Linkp 1<agn (x,—y,)
J J
1473 0z;
si;...gn
CoroLrAIrE 18. 2. — Supposons que le domaine K est un

polyédre analytique défint dans X par les inégalités |X;| < 1,
1< v p, les fonctions X; étant holomorphes dans X; soit
(Pi)i <j<n, 1<k<n une famille de fonctions, holomorphes dans
X X X, vérifiant les relations

Xi@) — Xiy)= X} (m—y)Pylny), 1<i<n;

1<j<n
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on a alors la formule intégrale de A. Weul

1 ' 1<j<n
) = 5 f(a) >
(2um) 1<i.<2< w<p Js, 1</a.\s n Xio(®) —
Pour établir ce corollaire, il faut remarquer que ’hypothése
il. écrite au début de ce paragraphe est réalisée en vertu de la
relation ci-dessus entre les X; et les Pj,. Si X est un domaine
d’holomorphie, et si les fonctions X; sont données, 1l existe

toujours des fonctions Pj, vérifiant la condition ci-dessus.

19. Démonstration d'une identité utilisée dans le paragraphe 16.
Le résultat essentiel démontré dans ce paragraphe est
exprimé par le théoréme suivant:

TutoriME 19. 1. — On a les identités suivantes, pour h < n—2;

! /\ du,

0<i<h
n
=~ (A+ > Biu,)
Y w<i 1<T<h
0<igh

—(qplr—=h—=2)! 1 1
=(—1) (n—1)1 1<q<2,._;._.A"[( [< )A"—"—v

w(n—h—2)! - e
= (1t ZW BoA ‘“(H (A+B) B1)

Bj=n—h—1
0<1<h

De ce théoréme, on déduit immédiatement I'identité utilisée
dans le paragraphe 16, et exprimée par le théoréme suivant :

TatoreME 19. 2. — On a Uidentité
)\P+"< /\i#l’-i-kd)\f) 1)!
pP+H1Lj<n =(— 1)u—p+k(P— )!
A0 ( Z oF + 1’“”5’)" (n—1)!
e 2 n=t i< p<ij<gn
p<j<Ln
— —\—1=5;
X Z;;J;o Bp+k< I < E mix,-—l—x,z,) ﬁ>
p<JjLn\iIgigP

p<1<n
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En effet, la relation
Appp=1— Zfaepwc)‘f
p<j<n

est vérifiée sur la variété ou l'on intégre; on en déduit

p<j<n

2 AT = Tpp ilpin + %¢p+k)\1(xﬁi'—xp+@l’+k)'
p<jsn
Donc, s1 'on pose

A= 2 xﬁj + $p+hzv_p+k’
1<T<p
Bii<icn = (BF) — Tpr iprk)p<i<n, jp+ ko h=n—p—1,

(W)icicn = (7\j)p<1sn, JEp+ ko

on est amené a calculer I'intégrale

?
(=2 A )
(— 1)+~ 1<i<h 1<igh ,
N\
;>0 <A + Z iui>n
' 4<2:<p.ul<‘ 1si<h
I

c’est-a-dire

(— D+ N dy

0<i<h

’
\n
lll>‘0 <A + Biui>
Y w<lt 1<T<h

0<i<h

le résultat de ce calcul est fourmi par le théoreme 19. 1.

La premiére identité qui figure dans le théoréme 19. 1 est
obtenue aisément en intégrant successivement par rapport
a chaque variable; la seconde résultera d’une suite d’identités
que nous allons indiquer au préalable.

Identité 19. 1.

1j<k<h 1<i<h 1<jj§h {§j<’l:$h

JF k#£

La démonstration de cette identité est immédiate.
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Identité 19. 2.

2 (— '_’( Il @ - )( H xf')

1<igh 1<_/<k h J
JF kA SN J#E 1 .
. ] —-F.—1
_< H (a:k——a:j>< 2‘ 2 (l] xf b >>
1<j<k<h _; =gy MSI<h

Pour démontrer cette identité, on remarque que ’expression,
figurant au premier membre, s’annule pour ;= z,,
1 <<j<k<h; elle est donc divisible par z, — z;; elle est
par conséquent égale au produit de

(@ — )
1£j<k<h

par un polynéme, homogeéne de degré (h — 1) (¢ — 1),

)
P= 20\1 <q+h— ‘(a,)1\1<h I[ xj)
& <

a,:(n—:)(q—x) 1Sj<h
1<iSh

compte-tenu de I'identité 19. 1, on obtient donc I'identité

2 (——~1)i—i(’ H (xk~mj))( H )[( lI - i) ]—0,
1<i<h 1<j<k<h 1<j<h 1<,

WEOyS VA

d’ou résultent I'inégalité o; << g—1 et legallte des V); en
cherchant dans l’expresswn de P le terme avec a; = =q— 1 pour

JF 1 et ¢, =0, on voit que tous les Vaap sont égaux a 1;
en posant 3; = ¢ — a; — 1, on obtient lexpressmn qui ﬁgule
au second membre de lldentlte 19. 2.

De I'identité 19. 2 résultent immédiatement les deux sui-
vantes :

Identité 19. 3.

(e = 3., (I =)
<ig / ) =¢—1

1<j<Lh
Identité 19. 3'.
Z n< l]j;éi(Bj - Bi)\)—l (A+B;)~*

1<j<h
Z :
p,, <a<j
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Des identités 19. 1 et 19. 3’ on déduit I'identité 19. 4.
Identité 19. 4.

( 11 Bj)”‘ Ami— Y Bf‘( IL. <B,~—Bi>)“ (A+ By

1<j<h 1<i<h 1<j<h
— —1-5/ lI R
- 2(3_,-20 Ai=d (A+B) (f,)
L 8= g1 1<j<h )
o<T<n'?

En effet, si on réduit au méme dénominateur les fractions
qui figurent au premier membre de cette identité, si on tient
compte de l'identité 19.1 pour transformer le numérateur
de la fraction obtenue et si on effectue des mises en facteurs
évidentes, 1l ne reste qu’a tenir compte de l'identité 19. 3’
pour obtenir le résultat annoncé. De P'identité 19. 4 résulte
immédiatement I'identité 19. 5.

Identité 19. 5.

— 30 B T (BB A+ Broi—r]

1J<h

= Spou Bt TT A+ By

N ol 1<j<h
i=n—h—1 B
0P
Cette relation établit la seconde identité du théoréme 19. 1;
la premiére identité de ce théoréme se démontre aisément par

récurrence en intégrant successivement par rapport aux
variables u,, ..., u,, u,.
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