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PROBLÈMES SUR LES FORMES DIFFÉRENTIELLES
ET LES COURANTS

par François NORGUET (Strasbourg)

Les méthodes que j'ai utilisées, dans un travail précédent [8]
sur la caractérisation des domaines d'holomorphie par une
propriété locale, ont attiré mon attention sur les formules
de représentation intégrale pour les fonctions holomorphes
de plusieurs variables complexes, puis, plus généralement, sur
l'utilisation des formes différentielles extérieures et des courants
dans la théorie des variétés analytiques complexes.

Dans ce domaine, deux résultats importants d'analyse ont été
obtenus respectivement par P. Leiong [3] et L. Schwartz [18],
à savoir: d'une part, la possibilité d'intégrer une forme diffé-
rentielle extérieure sur un ensemble analytique complexe, ce
qui permet d'associer de façon naturelle un courant positif
fermé à cet ensemble analytique; d'autre part, la possibilité
de prolonger canoniquement par un courant certaines formes
différentielles méromorphes. En outre, P. Leiong [2] et G. de
Rham [15] ont apporté une contribution à l'étude algébrique
des espaces de formes différentielles et de courants, étudiant
respectivement la division de courants positifs par des formes
différentielles positives, et la division de formes différentielles
et de courants par une forme différentielle homogène de
degré un ; la division de formes différentielles par une forme de
degré deux avait été précédemment étudiée par T. Lepage [4]
et G. Papy [14]. D'autres résultats importants d'analyse et
de topologie algébrique ont été obtenus dans ce même domaine
par E. Dolbeault, K. Kodaira et D. C. Spencer. Enfin, tout
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2t FRANÇOIS NORGUET

récemment, J. Leray [5] a développé sa théorie des résidus
pour les formes différentielles semi-méromorphes.

Toutefois, j'ai été bien vite conduit, dès 1954, vers des
problèmes (liés à la convolution des courants et à la multiplica-
tion extérieure des formes différentielles) qui se posent naturelle-
ment dans le cas des variétés différentiables à structure réelle;
dans ce cadre se situent les trois premiers chapitres de ce tra-
vail. Seul le chapitre iv, consacré à la représentation intégrale
des fonctions holomorphes de plusieurs variables, fait usage de
la structure analytique complexe.

D'abord, il me semblait nécessaire de généraliser aux formes
différentielles et aux courants certaines théories, classiques
pour les fonctions et les distributions ; en particulier, la notion
de convolution me paraissait importante pour permettre
l'écriture d'équations de convolution entre formes différen-
tielles et courants, pour établir un lien entre certaines opéra-
tions d'analyse et des opérations topologiques correspondantes,
pour rendre possibles l'écriture et la démonstration algorith-
mique de certaines formules intégrales; je lui consacre les
chapitres i et n de ce travail. Le chapitre i est ainsi consacré
à l'étude de la convolution des courants dans les variétés
indéfiniment différentiables; deux notions de convolution,
toutes deux naturelles, sont introduites, sous les hypothèses
les plus générales; on établit plusieurs propriétés dont cer-
taines résultent des définitions elles-mêmes, et d'autres,
d'hypothèses supplémentaires, exprimées formellement afin
d'axiomatiser une généralisation de la situation obtenue dans
l'espace euclidien. Le chapitre n est consacré à l'étude détaillée
de la convolution dans l'espace euclidien; celle-ci généralise
la convolution classique des mesures relativement à la loi
de groupe additif de cet espace, ainsi que la convolution des
distributions, définie par L. Schwartz [17].

L'utilisation des formes différentielles et des courants
nécessitait encore la solution de certains problèmes d'algèbre
extérieure. Le chapitre in est consacré à l'un d'eux. Il com-
prend tout d'abord une partie algébrique : l'étude d'un certain
groupe d'homologie associé à un complexe de modules muni
de plusieurs dérivations. Effectuer cette étude dans son cadre
naturel : celui d'une catégorie abélienne, telle qu'elle est
définie par A. Grothendieck [l], ne présente pas de difficulté
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supplémentaire essentielle, mais alourdit considérablement le
formalisme; aussi, après l'énoncé du problème général dans une
catégorie abélienne, on se restreint au cas des modules. Le
théorème obtenu, appliqué aux formes différentielles exté-
rieures sur une variété indéfiniment difîérentiable, fournit des
conditions pour qu'une telle forme soit combinaison linéaire
de formes différentielles linéaires données.

Enfin, malgré les résultats obtenus par F. Sommer [20],
une méthode unifiée de démonstration pour les formules de
représentation intégrale des fonctions holomorphes de plusieurs
variables complexes restait à découvrir. Une telle méthode,
généralisant l'idée de la démonstration donnée par J. Leray [5]
pour la formule de Cauchy-Fantappiè, est exposée dans le
chapitre iv, et appliquée au cas des formules intégrales de
E. Martinelli [7] et de A. Weil [21].

La plupart des résultats exposés dans ce travail ont été
annoncés dans [9], [10], [11], [13]. D'autres résultats, sur la
théorie des résidus et sur les applications de la convolution,
partiellement annoncés dans [10] et [12], n'ont pu trouver
place dans ce mémoire et seront publiés ultérieurement.

Je tiens à exprimer ici ma profonde gratitude à M. P. Leiong,
qui, ayant guidé mes premières recherches vers des problèmes
fondamentaux relatifs aux domaines pseudoconvexes, n'a cessé,
depuis lors, de s'intéresser à mes travaux et de les diriger.
J'adresse mes remerciements à MM. M. Brelot et C. Ehresmann,
qui ont accepté de se joindre à M. P. Leiong pour constituer
le Jury de cette Thèse.
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CHAPITRE PREMIER

GÉNÉRALITÉS SUR LA CONVOLUTION DES COURANTS

1. Généralités sur les courants.
Dans les chapitres i et n, toutes les variétés considérées

seront indéfiniment différentiables et orientées; le produit
topologique X X Y de deux variétés X et Y sera toujours
muni de la structure indéfiniment différentiable et de l'orien-
tation naturelles; Pxxi (resp. Qxxv) désignera la projection
canonique de X X Y sur X (resp. Y) ; toute application d'une
variété dans une autre sera supposée indéfiniment différen-
tiable. Nous rappellerons d'abord, selon G. de Rham [16],
quelques notions fondamentales relatives aux courants,

Soient X une variété de dimension m, ex l'espace vectoriel
des formes différentielles indéfiniment différentiables et à
valeurs complexes dans X, ®x le sous-espace de ex constitué
par les formes à support compact. Soit 1 == ^. ^ une

iei
partition de l'unité dans X, localement finie et subordonnée
à un recouvrement (U^ei de X par des domaines de coor-
données; pour toute forme <p e ex? soit ^i,p(y) la borne supé-
rieure du module des dérivées d'ordre ^ p des coefficients
de la forme ^<? représentée à l'aide des coordonnées dans U,;
une partie B de ex est dite bornée à V ordre p si ^.p(ç) est borné,
quel que soit i (la borne pouvant dépendre de i) lorsque o
varie dans B; une partie B de ex est dite bornée, si elle est
bornée à l'ordre p, quel que soit p; enfin, une partie B de ®x
est dite bornée à Fordre p (resp. bornée) si elle l'est dans §x
et si les formes différentielles qu'elle contient ont toutes leurs
supports dans un même compact. La définition des parties
bornées dans ex et dans 2)x munit ces espaces vectoriels de
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topologies localement convexes ; l'espace vectoriel ®x des cou-
rants dans X est le dual topologique de ®x; le sous-espace
Sx de ®x? constitué par les courants à support compact, est
le dual topologique de ex; un courant est dit continu d9 ordre p
si sa valeur reste bornée sur toute partie bornée à l'ordre p
dans ®x; enfin 3)x et ex sont munis de topologies telles que:
pour qu'une suite (T;)^^.^ de courants converge vers zéro
dans ®x (resp. ex), il faut et il suffit que (9, T\> (valeur
prise par le courant T^ sur la forme différentielle y) converge
vers zéro, uniformément sur tout ensemble borné dans ®x
(resp. 8x).

La notion de courant généralise à la fois celles de forme
différentielle extérieure et de chaîne singulière, grâce aux
applications ix et /x définies comme suit : si a est une forme
différentielle, localement sommable, dans X, et Œ une chaîne
singulière, localement finie, on notera

<î, ^x(a)> =J^aAç et <?,/x(^)> = f^

pour toute forme 9 appartenant à ®x; de façon générale, on
posera

^TAç=<9,T>

pour tout courant T appartenant à 3)x (resp. ex) et toute forme
différentielle y appartenant à ®x (resp. ex) ; comme les espaces
de formes différentielles et de chaînes singulières, les espaces
de courants sont gradués de façon naturelle : 3)x,p désignant le
sous-espace de 2)x constitué par les formes homogènes de
degré p, le dual ®x,p de 3)x,p est constitué par les courants
homogènes de dimension p, de degré m — p ; si a est une forme
différentielle, localement sommable, homogène de degré p,
et Œ une chaîne localement finie de dimension ç, i*x(a) et /x(o')
sont des courants homogènes, le premier de degré p, le second
de dimension ç.

Le produit extérieur d'un courant T et d'une forme a appar-
tenant à ex est défini par la relation

< 9 , T A a ) = = < a A 9 , T >

pour toute forme y e 3)x et par la relation
a A T = ( — l ) ^ T A a
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lorsque a et T sont homogènes de degrés p et q respectivement;
on a -donc

ixW A a = ix(P A a) et a A ix(?) == ^x(a A ?).
Le bord et la différentielle d'un courant T sont définis respec-
tivement par les relations

<9, &T> = <^, T>, dT = wfcT

pour toute forme ç e 3)x? l'opérateur linéaire w associant à un
courant T, homogène de degré p, le courant (— l^T; on a
donc

dixW = ixÇdoc) et &/x(a') == /x(&o")

pour toute forme différentielle a et pour toute chaîne a, et
d(TAa) == rfTAa + wTAda, &(TAa) == 6TAwa + TA6a

pour tout courant T et toute forme a e §x- Enfin, si g est une
application de X dans une variété Y, et si T est un courant
dans X, de support or(T), tel que o-(T) n gr^K) soit compact
pour tout compact K de Y, on définit le courant image g(T)
par la relation

<î, g(T)> = <g*(9), T>
pour toute forme 9 e 3)y, g*(ç) désignant l'image réciproque
de 9 par g.

Les formes différentielles considérées jusqu'à présent étaient
supposées à coefficients complexes ; plus généralement, on
peut considérer des formes différentielles à coefficients dans un
espace vectoriel sur le corps des nombres complexes; ceci est
utile pour introduire les formes et courants doubles, qui inter-
viennent sur le produit de deux variétés, à côté des formes
et courants ordinaires (cf. [16]).

Soient X et Y deux variétés, de dimensions respectives
m et n; l'espace vectoriel (sur le corps des nombres complexes)
des formes différentielles dans X dont les coefficients sont des
formes différentielles (à coefficients complexes) dans Y, cano-
niquement isomorphe à l'espace vectoriel des formes diffé-
rentielles dans Y dont les coefficients sont des formes diffé-
rentielles (à coefficients complexes) dans X, est l'espace des
formes doubles dans X X Y. On désignera par ê^y (resp.
®x,ï) l'espace vectoriel des formes doubles indéfiniment diffé-
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rentiables (resp. indéfiniment différentiables et à support
compact) dans X X Y; ces espaces sont munis de topologies
analogues à celles définies ci-dessus; leurs duaux topologiques
sont l'espace ëx,i des courants doubles à supports compacts
et l'espace ®x.Y des courants doubles dans X X Y; tous ces
espaces sont bigradués, une forme (resp. un courant) double
homogène possédant un degré (resp. un degré et une dimension)
relativement à X et relativement à Y. Les opérations définies
pour les formes et les courants se définissent de manière ana-
logue pour les formes et les courants doubles ; toutefois il faut
distinguer si le bord et la différentielle sont relatifs à X ou à Y ;
en utilisant pour cela des indices, on obtient les opérateurs
&x, ^x, Wx, ^Y, d!v, WY.

A toute forme différentielle y dans X X Y est canoniquement
associée une forme double ^(9); si y est représentée, dans le
produit U X V d'un domaine de coordonnées de X et d'un
domaine de coordonnées de Y, par une expression

2^•••^••.^^A•••A^ ipA^A•••A^
Jfc*(ç) est représentée, dans U X V, par l'expression

^^.^^...j,d^/\.../\dxip.d^/\ ...rf^,

c'est-à-dire que le produit extérieur d'un quelconque dx1 par
un d^ est remplacé par un produit commutatif. L'opérateur Jb,
transposé de ^A)* par la dualité entre formes différentielles et
courants, associe un courant à tout courant double; les opé-
rateurs Jfc et .A)* admettent des inverses Jlr"1 et ^*~1; les rela-
tions suivantes sont vérifiées :

(i) A*(9 A ç') = (— 1)W(9) A Jk*(y')
si y (resp. 9') est de degré q (resp. //) relativement à X (resp. Y) ;

(ii) A(TA a) = (— l^-W^T) A^-^a)
si a est de degré p (resp. q) relativement à X (resp. Y) ;

(iii) A*(9) = (— ir-^U^ixxy^)
si <A)*(ç) est de degré p (resp. q) relativement à X (resp. Y);

(iv) A*rf=(rfx+^xdY)A>*;
(v) U> == A>(6x + ̂ &y),

l'opérateur w*, transposé de w par la 'dualité entre formes
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différentielles et courants, associant, à un courant T de dimen-
sion p, le courant (— l^ T.

2. Produits tensoriels de formes différentielles extérieures et
de courants.

Rappelons d'abord la définition du produit tensoriel selon
G. de Rham [16]. Soient X et Y deux variétés, de dimensions
respectives m et n'y si a et ^ sont des formes différentielles
extérieures dans X et Y respectivement, leur produit tensoriel
a 0 (S est une forme double dans X X Y, dont l'expression
dans le produit U X V de deux domaines de coordonnées est
le produit commutatif des expressions de a et de (3 dans U et V
respectivement. Tout courant simple S dans X définit une
application linéaire continue de 3)x, Y dans 3)^, faisant corres-
pondre à toute forme double y la forme différentielle <<p, S);
si ç» reste dans une partie bornée de 3)x.Y? (y? S) reste dans
une partie bornée de 3)y; alors, si T est un courant dans Y,
le produit tensoriel S 0 T est le courant double dans X X Y,
défini par les relations

<y, S 0 T> == «9, S), T> == «y, T>, S);
les produits tensoriels ainsi définis vérifient la relation

^(a)0iY([î) = ^.Y(a0(S).
Nous les utiliserons pour définir les applications

0 : Ex X ÊY -̂  ÊXXY, 0 : ®X X ®Y -> ®XXY

à l'aide des relations
a 0 ? = Jl*-̂  0 (S), S 0 T = (— 1)^-^(S 0 T)

lorsque S et T sont des courants homogènes de dimensions
respectives p et ç. La relation

ix(a) ® IY(P) = ^xxY(a ® P)

nous permet d'énoncer et de démontrer les propriétés de l'opé-
ration 0 seulement pour les courants (et non pour les formes
différentielles) (1).

PROPRIÉTÉ 2. 1. — 6(S^T) = &S®wT + S®&T
et d(S^T) = r f S ® T + wSSdT.

(1) C'est le courant S <5 T que nous avions appelé « produit tensoriel » des courants
S et T, dans [9], en 1954; en 1955 est paru le livre de G. de Rham [16], dont nous
adoptons maintenant les notations.
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En effet, compte-tenu de la définition de l'opération ® et
de la relation (v) de 1, on a

6(S ® T) = (— 1)^-^A(S )̂ T)
= (— l^-^&x + ^&Y) (S(^T)
== (— 1)^-^(&S ® T + w*S 0 &T)
= 6 S ® w T + S ® & T

lorsque S et T ont les dimensions respectives p et ç. La seconde
relation se déduit de la première à l'aide de la relation d = wb.

PROPRIÉTÉ 2. 2. — Si a e( T sont homogènes de degrés res-
pectifs p et ç, on a

(SAa)®(TA(3 ) == (— l)^(S®T)A(a®(î) .

En effet, si S et ? sont homogènes de degrés respectifs p '
et ç', on obtient, compte-tenu des définitions de 0 et ®,
et de la relation (ii) de 1,

(SAa)S(TAp) == (—l^-^'X^U^S A a)® (TA (3))
= (— l^-^-^+îU^S ® T) A (a 0 p))
= (—l^-^X^S^A^-^a^)
= (—l)^(S®T)A(a®p).

PROPRIÉTÉ 2. 3. — En désignant par PXXY {resp. Qxxï)
îa projection canonique du produit X X Y 5ur X [resp. Y),
on a la relation

a®(S==P^(a)AQ*xxY((î);

on particulier^ en désignant par lx (r^p. ly) la fonction égale
à 1 dans X (resp. Y), on a

lx ® P = QÎXY(P), a <S IT == Pîxy(a).

Le premier cas particulier est démontré par G. de Rham ([16],
p. 62) sous la forme

^Q*XXT(P)=IX^[Î;

le second est analogue; enfin, la formule générale résulte de
ces cas particuliers et de la propriété 2. 2; en effet on a

a ® ? = ( a A l x ) ® ( l y A p ) = ( a 0 l y ) A ( l x ® P )
=PîxY(a)AQÎxy((î),

Ç.E.D.



PROBLÈMES SUR LES FORMES DIFFÉRENTIELLES 11

Si (p est une forme différentielle, appartenant à ex. Y? dont
le support ar((p) coupe le support (T(S 0 T) de S 0 T suivant
un compact, nous définissons le symbole <<p, S 0 T> par la
relation

<9, S^T)-^^),^^));

cette définition est cohérente, se ramenant à celle donnée
par G. de Rham lorsque ç appartient à 3)x.Y; en effet, on a
alors

(A*^), Jb(S ® T)> = <^U*^(9), S 0 T> = (y, S 0 T>

en vertu de propriétés rappelées en 1; indiquons deux pro-
priétés de <y, S 0 T).

PROPRIÉTÉ 2. 4. — 5i le support cr(S 0 T) possède un voi-
sinage fermé E teî gué E n (r(<p) 5oi( compact, alors on a

<y, S 0 T> = «9, S), T> == «9, T>, S).

Soit X une fonction indéfiniment différentiable dans X X Y,
égale à 1 au voisinage de a(S 0 T), nulle à l'extérieur de E;
alors on a

< 9 , S ^ T > = 0 9 , S 0 T > ;

(y, S) et (X<p, S) sont égaux au voisinage de (r(T), donc on a

«9, S), T> = «Xy, S>, T>
et de même

«9,T>,S)==<ay,T>,S>;

comme Xç est à support compact, on a

Oy, S ̂  T> == «Xy, S>, T> = «Ày, T>, S)

et on obtient la relation annoncée.

PROPRIÉTÉ 2. 5. — Si f est une forme différentielle, apparte-
nant à 8x, Y? telle que (r(y) n o-(S 0 T) soit compact, on a

et
<rfxy, S 0 T> = <9, bS ® T>

(dyy, S 0 T> = <y, S 0 &T>.
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En effet, soit X une fonction, égale à 1 au voisinage de
o-(<p) n <r(S 0 T), et appartenant à 3)x.Y; on a alors

<rfxî, S 0 T> = O^î, S 0 T> = (^x(^), S ^ T>
= <<dx(X9), S>, T> = «Xç, &S>, T>
= <Àç, &S 0 T> = (y, 6S 0 T>;

la seconde relation se démontre de manière analogue.
Introduisons maintenant quelques intégrales qui seront

utilisées dans la suite de ce chapitre.

DÉFINITION. — 5i T est un courant dans X X Y, tel que
o-(T) n (X X K) soit compact pour tout compact K de Y, nous
définissons V intégrale

par la relation
XT

.AT=J>-('^)•
PROPRIÉTÉ 2. 6. — Sous les hypothèses que l'on vient d'indiquer^

on a la relation

f T = Qxxï(T).

En effet, cette relation équivaut à l'égalité, établie par
G. de Rham ([16], p. 62) :

/^-i(T) = Q^T(T).

Si T est un courant appartenant à ®XXY, et y une forme
différentielle appartenant à ÊXXY, tels que

<r(T) n (T(Y) n (X X K)

soit compact pour tout compact K de Y, alors l'intégrale

JxTAy

est définie par ce qui précède. Plus généralement, soient U
et V deux courants dans X X Y, tels que Jfc-^U) (resp. ̂ (V))
soit une forme différentielle dans Y (resp. X), à coefficients
dans ®x (resp. 3)y), et que <r(U) n (r(V) n (X X K) soit compact
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pour tout compact K de Y; alors le produit U A V est défini,
et l'intégrale

^AV

est définie par ce qui précède; considérons le cas où U == S® ly
S appartenant à ®x.

PROPRIÉTÉ 2. 7. — Soient S un courant homogène de degré p
dans X, et V un courant homogène de degré q dans X X Y, tels
que Ao-^V) soit une forme différentielle dans X, à coefficients
dans ©Y) et que ((T(S) X K) n o"(V) soit compact pour tout compact
K de Y. Alors on a la relation

(ç, ̂ (S ® lï) A V) == (- 1)^<S ® ç, V>
pour toute forme différentielle ç e 2)y

La définition de l'intégrale résulte de ce qui précède; alors
on a

(ç, ^(S®l,)AV)=(y,/^((S®^)AV))
^(Ix^î.A.-^SSi^AV))
= <lx ® <p, (— l^A-^V A (S ® ly))>.

Compte-tenu des relations (i) et (iii) de 1, on obtient alors pour
cette expression :
(— l)w(lx ® 9, A-^V) A A-^S ® lï))

= (— l)w<lx ® y, A)-I(V) A (S ® lî)>
== (— l)^<(lx ® î) A (S ® lv), Jfc-^V))
=(_l)P7<S®9,A-i(V)>
=(_I)PÎ^-I(S®^,V>
=(_l)Pî<S®®,V>.

Convention. — Sous les hypothèses de la propriété 2. 7,
nous définirons le symbole <V, S) par la relation

<V,S>=^(S®IT)AV.

3. Généralités sur la cûnvolution de première espèce.
Nous définirons une première notion de convolution pour

les courants, généralisant une expression, indiquée par
L. Schwartz ([17], tome II, p. 12), du produit de convolution
des distributions. Dans l'énoncé des propriétés de la convolu-
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tion, interviendront des courants particuliers que nous allons
définir. Soit X une variété, de dimension m; pour tout point
x e X, la relation

<î, ^x> = î(^)

pour toute fonction continue 9 dans X, définit un courant S,c,
homogène de degré m, ayant le point x pour support. Plus
généralement, si v est un élément de l'algèbre extérieure de
l'espace des vecteurs tangents à X en rc, la relation

(9, §,> = ̂  9(rr)>

pour toute forme différentielle 9 e g^ définit un courant §y;
dans cette relation, y(a;) désigne la valeur au point x de la
forme différentielle y, i.e. un élément de l'algèbre extérieure
duale de la précédente, et la dualité exprimée au second membre
est celle qui existe entre ces deux algèbres ; si v est un p-vecteur,
§y est un courant homogène de dimension p, ayant pour sup-
port le point x. Enfin, si v est un vecteur tangent à X en x,
la relation

<9, §(")> = <y, ̂

pour toute fonction différentiable ç dans X, définit un courant
S<"), homogène de degré m, ayant le point x pour support;
dans cette relation, <y, p> désigne la valeur prise, sur le
germe de fonction déterminé en x par <p, par la forme linéaire
que définit le vecteur v (2).

Jusqu'à la fin du chapitre i, X, Y, Z seront des variétés,
de dimensions respectives m, 72, l\ /, une application (indéfi-
niment différentiable, conformément à la convention faite au
début du chapitre) de X X Y dans Z; pour tout xe X (resp.
y e Y), f^ (resp. fy) l'application de Y (resp. X) dans Z définie
par f^{y) = f{x, y) (resp. fy{x) =^= f{x, y)); g, l'application de
X X Y dans X X Z, définie par g{x, y) = (x, f{x, y)); on a
donc

P x x z ° g = = P x x Y et Qxxz°g=/ ' .

On désignera par 3)x XfS^ la partie de ®x X ®Y constituée
par les couples (S, T) tels que cr(S 0 T) n /"^(K) soit compact
pour tout compact K de Z.

(2) §0) est donc la dérivée de Sa? relativement au vecteur v.
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DÉFINITION. — On appellera convolution de première espèce
associée à /*, l'application de ®x X/®Y dans 3)z, définie par

(S,T)->S-XvT==/ ' (S®T).
L'indice f sera supprimé lorsqu'aucune confusion ne sera

à craindre.

PROPRIÉTÉ 3. 1. — 5i S et T sont homogènes de dimensions
respectives p et g, S -X-y T est un courant homogène de dimension
P + ?-

PROPRIÉTÉ 3. 2. — Si x est un point de X, et si o'(T) n /^(K)
est compact pour tout compact K de Z, aîor5 OTZ a

^T=y,(T).
En vertu de la définition de la convolution, on a en effet

ô, ̂  T = /-(S, ® T) = /"(A(§, ® T));
il en résulte, pour toute forme différentielle ip e ®z,

<y, §, -X- T> = W*(y), §. ® T> = «^T(9), S.), T>
=</:(?), T>= (y, /".(T)).

PROPRIÉTÉ 3. 3. — Si v est un vecteur tangent au point XQ
de X, et si (j(T) n ^(K) est compact pour tout compact K de Z,
aîor5 on a

§(")^,T:=(/,(T)^>
ou ^ second membre désigne la valeur prise par la forme linéaire
que définit le vecteur v^ sur la fonction /'.z-(T), définie dans X
au voisinage de Xçy et à valeurs dans 3)z.

Tout crochet dans lequel v opère conservant la signification
qui vient d'être indiquée, et tout autre crochet exprimant la
dualité entre formes différentielles et courants, on a, pour
toute forme 9 e 3)z,

<y, §(^T> = <<^T(9), T>, v) = <</:.(9), T>, v)
= «î, Um ̂  = <?, </.(T), ^», q.e.d.

PROPRIÉTÉ 3.4. — Si o-(S0T) n/"^(K) est compact pour
tout compact K de Z, on a

6(S-^T) = fcS-X-^T + S^fcT
^ rf(S-^T) = (.— ̂ "-^S^T + wS-^dT) ;
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51, en particulier, S et T 5on( des courants homogènes de dimen-
sions respectives p et q vérifiant p - { - q = l - } - i , o n a

bS^wT = — S-X bT et dS^-T = — wS-^dT.

En effet, compte-tenu de la relation bf == fb et de la première
relation de la propriété 2. 1, on a
fc(S^T) = 6/'(S®T)==/l(S®T)

==/ ' (&S®wT+ SS&T) == 6S-^wT+ S^6T;
la seconde relation se déduit de la première à l'aide de la rela-
tion d = wb\ la fin de la proposition résulte de ce que, si
p + q = l + 1, S-X-T est nul, ayant une dimension plus
grande que l.

REMARQUE. — Sous la forme
&(S^T)—S-^6T= 6S-^wT,

la première relation ci-dessus généralise la formule d'homotopie
pour les courants ([16], relation (3), p. 68).

PROPRIÉTÉ 3. 5. — La convolution de première espèce est
une opération bilinéaire; si S, S' sont des courants dans X et T
uncourant dans Y, tels que (r(S 0 T) n /^(K) et (r(S' 0 T) n /'-^K)
soient compacts pour tout compact K de Z, alors, pour tous nombres
complexes À et X', on a

(XS + X'S')^T = X(S^T) + X'(S'^T).

Les hypothèses entraînent l'existence de S ̂ T et de S'^T; de
plus on a

a((^S + X'S') 0 T) c (Œ(S) u Œ(S')) X Œ(T) = a(S 0 T) u <r(S' 0 T) ;

il en résulte que a((XS + X'S')®T) n /^(K) est compact pour
tout compact K de Z, et que (XS+^'S')^-T est défini; la
propriété est alors immédiate.

PROPRIÉTÉ 3. 6. — La convolution de première espèce est
continue au sens suivant: si S; (resp. T,) tend vers S {resp. T)
dans 3)x (resp. 2)y), les supports de S, (resp. Ti) et de S (resp. T)
eton( contenus dans un ensemble fermé A [resp. B) cîe X (resp. Y),
de ^eHe 5or^ que (A X B) n /''^(K.) 5oi( compact pour tout compact
K de Z, afor5 S^T; tend (ws S-X-T dans 3)z.
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Cette propriété résulte immédiatement du lemme suivant :

LEMME 3. 1. — Soit h une application d'une variété X dans
une variété Y; si des courants T; convergent vers T dans ®x?
les supports de T; et de T étant contenus dans un ensemble
fermé E tel que E n /^(K) soit compact pour tout compact K
de Y, alors h{Ti) converge vers hÇT) dans 3)y.

Pour démontrer ce lemme, considérons une partie bornée B
de 3)y; c'est un ensemble de formes différentielles dont les
supports sont contenus dans un compact K; soit V un voisinage
compact, dans X, du compact E n A~1(K); soit X une fonction
indéfiniment différentiable dans X, égale à 1 au voisinage
de E n /l~ l(K), nulle à l'extérieur de V; soit A(B) l'ensemble
des formes 1i{^} = X./i*(ç) lorsque 9 décrit B; A(B) est borné
dans ®x; les hypothèses entraînent l'existence des images
/i(T;), et l'on a

(y, /W> = </^(y), T.) = <A(9), T,)

pour <p e B; si Tf converge vers T dans ®x, (A(y), T,) tend vers
(Â(ç), T) uniformément sur ^(B); donc (y, A(T()) tend vers
(<p, À(T)) uniformément sur B, et A(T;) converge vers A(T)
dans 3)Y, q.e.d.

Les énoncés suivants fourniront des expressions intégrales
de la convolution de première espèce, utilisant les intégrales
utilisées à la fin de 2.

PROPOSITION 3. 1. — 5i a(S0T) n/>~ l (K) est compact pour
tout compact K de Z, S-X-^-T et S^gT sont définis; si, de plus,
l'ensemble

LJ M X (K n/,(o(T)))
^e<r(S)

est compact dans X X Z pour tout compact K de Z (ce qui est
réalisé en particulier si Œ(S) est compact), alors on a

S^T=J^S^T.

On sait que la première hypothèse de compacité assure la
définition de S-XyT; pour que S-)^T soit défini, il suffit
que Œ(S®T) n g^R) soit compact pour tout compact K
de X X Z ; or, si A et B désignent les projections de ce compact

2
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K dans X et Z respectivement, A et B sont compacts et
vérifient K c A X B; donc a on g-^K) c (A X Y) n /-^B) et
<r(S®T) n g-TO c (<r(S) X <r(T)) n (A X Y) n f-^B)

=((Ano(S))x<T(T))n^(B);
l'hypothèse faite assure la compacité de cet ensemble quels que
soient A et B compacts dans X et Z respectivement, donc aussi
la définition de S-X-^T.

Alors on a
a(S-^T) == <r(g(S®T))c g(<r(S) X <r(T)) = (J \x\ X ^(<r(T))

.ce<r(S)

et, pour tout compact K de Z,

(T(S^ T) n (X X K) c M \x\ X (K n ̂ (T))) c cr(S) X K;
^€<J(S)

en vertu de la seconde hypothèse de compacité, l'image
Qxxz(S-)^T) de S^T par la projection Qxxz de X X Z sur Z
est définie, et, compte-tenu de la définition d'intégrales à la
fin de 2, on a
S^T==/ l(S®T)=Qxxz(g(S0T))==Qxxz(S-X-,T)-^S^T.

THÉORÈME 3. 1. — Si (A X cr(T)) n /^(B) est compact pour
tous compacts A et B de X et Z respectivement^ Ix-X-gT e( S-X-/T
sont définis, et Von a

S^T^^S^AC^T).

Si, de plus, (Œ(S) X ^(T)) n /•-i(B) ^ (J |o;^ X (B n ̂ ((r(T)))
.z;e<j(S

5on( compacts pour tout compact B de Z (ce çiu est réalisé, en
particulier, si a-(S) est compact), alors S-X-/T e5( défini, et Von a

S-^/T =^(^S®lz)A(lx-)<-;T) = (Ix-^.T, ^l+fS>.

On a vu, au cours de la démonstration de la proposition 3. 1,
que S>)</T est défini si ((A n Œ(S)) X a(T)) n jf-^B) est compact
pour tous compacts A et B de X et Z respectivement; donc la
première hypothèse de compacité assure la définition de
IX^-^T et de S-X-/T. Supposons d'abord S = ix(a)? a étant
une forme différentielle qui appartient à ex; alors nous avons

- • ix(a)ST = ( a A l x ) ® ( l Y A T ) == (a® ly)A( lx®T)
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diaprés la propriété 2. 2; or la propriété 2. 3 entraîne
a®lY = Pîxï(a) == g'lt(PSxz(a)) == g'(a®lz);

nous avons donc

^(a)®T=g*(a<Slz)A(lx®T)
et, en vertu du lemme 3. 2 qui sera établi ci-dessous,

g(ix(a) ® T) = (^(a ® lz)) A g(lx ® T).

Soit maintenant a; une suite de formes différentielles,
appartenant à ex, telles que ix(oLi) converge vers S dans ®x;
les supports des courants S®T et ix(af)®T sont contenus
dans X X <r(T) et la première hypothèse de compacité entraîne
que (X X <3-(T)) n g^IC) est compact pour tout compact K
de X X Z; alors (^^(ai^lz^Ag^lxST) converge vers
(^(SSIz^A^lxST) dans ®z, et, en vertu du lemme 3. 1,
g(ix(a()®T) converge vers g(S®T) dans ®z. On a donc

g(S®T) == (^(S®lz))Ag(lx®T)
soit S^T = (^^S®lz)A(lx^T).

La seconde hypothèse de compacité entraîne la définition
de S-)(yT, et la seconde relation à démontrer résulte immédiate-
ment de la première relation (qui vient d'être établie), de
la proposition 3. 1 et de la propriété 2. 7, compte-tenu de
la seconde hypothèse de compacité.

LEMME 3. 2. — Soit h une application (Tune variété X dans
une variété Y; si a est une forme différentielle appartenant à êy»
et si T est un courant dans X tel que <r(T) n ̂ (K) soit compact
pour tout compact K de Y, on a

g(TAg*(a))=g(T)Aa,
ou encore

g(^(a)AT)=(^'»+»a)Ag(T),
m et n étant les dimensions respectives de X et de Y.

En effet, pour toute forme y e 3)y, on a
<î, g(TAg*(a))> == <g*(9), TAg*(a)> = <g*(a)Ag*(y), T>

=<g*(aAy),T>=<aA9,g(T)>
=<9,g(T)Aa>;

la seconde relation se déduit immédiatement de la première.
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COROLLAIRE 3. 1. —Sous les hypothèses de la seconde partie
du théorème 3. 1, si S et T sont des courants homogènes, de
dimensions respectives p et q, on a, pour toute forme différentielle
ç e 2)z,

<9, S^T) = (— l^-w-^SSiy, lx^T>.
En effet, on déduit immédiatement, des propriétés 3.8

et 2. 7,

<ç, S^T> ^(y^^—l^'^-^SS^A^x^, T))
= (— ir-w-^S ® y, Ix-x-, T>.

4. Généralités sur la convolution de seconde espèce.
Un certain nombre de propriétés du produit de convolution

des distributions n'ont pas été rencontrées au cours de l'étude
de la convolution de première espèce des courants; en parti-
culier, la forme linéaire définie par le courant S -X-/T n'a pu
être explicitée de façon simple par le corollaire 3. 1; il est
donc nécessaire de définir une convolution de seconde espèce,
qui vérifiera les propriétés du produit de convolution des
distributions, non satisfaites par la convolution de première
espèce; notre définition sera posée formellement, à seule fin
de permettre la démonstration de ces propriétés. Dans le
chapitre n, nous montrerons que les conditions, permettant
de poser cette définition, se réalisent de manière naturelle
dans l'espace euclidien où l'on obtient alors une notion de
convolution liée à la structure de groupe additif de cet espace ;
cette convolution sera étudiée en détails dans le chapitre n,
où nous verrons qu'elle jouit de propriétés tout à fait naturelles.

Convention. — Si ç est une forme différentielle dans Z,
l'image réciproque /^(ç) (resp. /^(ç)) de 9 par l'application
^(resp. fy) de Y (resp. X) dans Z, sera considérée comme une
forme double dans X X Y, à savoir une fonction dans X
(resp. Y) à valeurs dans l'espace des formes différentielles
dans Y (resp. X).

HYPOTHÈSE. — On suppose donnée sur X X Y une forme

S s s
double, de degré m 4- n + l, a == a, où a est homogène de
degré s en X, telle que: A

i. dx^ == rfya == 0,
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ii. Si f est une forme quelconque, de degré p , dans Z, on a la
relation

^)Aa=(-l)^^)/";(y)AT.

DÉFINITION. — Alors, pour tout couple rentiers (r, s) véri-
fiant la relation

p + r + s = = m + n + î ,
r, A-

on définit la forme double <p dans X X Y, par la relation

Ï= /?(î)Aa == (- 1)^+^(9) A ' a".

PROPRIÉTÉ 4. 1. — On a alors:
r — 1 , A' r, s r —1,^-4-1
df = dx ç = (— l)5-^-"1 rfy <p

En effet, on a

'd^^ ̂ 9) A a = dx/^(î)Aa === rfx(^;(9)Aa)= ̂ V
et

r — 1, s s+P 4-1
ds = (—1)(/)+1)(Î+P+•)/:(^)A a

S4-P-+-1
= (— l)^'1)^^'-1)^^?) A a

/ 5-»-p+i\
=(_l)(p-.)(-p-)^(^(ç)A a )

r—l,5-M
=(__1)-P-1^ ç .

DÉFINITION. — On appellera convolution de seconde espèce,
associée au couple (/*, a), l'application de ®x X/3)ï dans ®z,

(S,T)->S^,T,

définie par la relation
/n—-;+-?, m—; 4-<7 \

(^S^aT^—ir-^ y , S®T>

lorsque ç est une forme différentielle appartenant à ®z? S e( T
rfes courants homogènes de degrés respectifs p et q.

Les indices f et a seront supprimés lorsqu'aucune confusion
ne sera à craindre.

PROPRIÉTÉ 4. 2. — Si S et T 5on( homogènes de degrés res-
pectifs p et q, S^T e5( homogène de degré p + ç.
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PROPRIÉTÉ 4. 3. — Si ^(S^Tyn/'-^K) e^ compact pour
tout compact K de Z, on a

6(S^T)= &S^T=S^6T
^ ^(S^T) == rfS^T == wS^rfT.

En effet, si S et T sont des courants homogènes de degrés
respectifs p et g, on a, compte-tenu de la définition de S^-T,
de celle de l'opérateur 6, de la propriété 4. 1 et de 'la pro-
priété 2. 5,
<9, &(S^-T)> = (— ly—^ <4, S^-T)

/n—t+P, m—l+q \
== (— l)c"-^< dç , S®T)

/ n— (+P+1, m— (+î \
= (—ir-^x y , S®T)

/n—(+p+l, m;—(+î \
= (—1)('»-^ y , 6S®T;
= (— l)î<9, bS^ T>

pour toute forme ip e ®z. De même on a

<y, ^^^^(-ir-pC'^r'^, S0T>
/ n—l+p, m—l+q+l \

= (— lYm-w+i\d^ 9 , S ̂  T;
/n—f+p, m—l+q+l \

= (—— l)(m-W+l\ y , S 0 &T)

=<9, S^-6T>.
pour toute forme 9 e 3)z. Des relations obtenues, les deux
autres se déduisent à l'aide de l'égalité d == wb.

THÉORÈME 4. 1. — 5i S et T sont des courants homogènes de
degrés respectifs p et ç, et si Œ(S^T) possède un voisinage
fermé E tel que E n ^(K) soit compact pour tout compact K
de Z, o7i a

<9, S^T>==(—l^-w+0+<(9, ^(SA'T7)), T)

= (- ̂ -^^-«o, /.(^AT)), S>
pour (OM(<° /orme différentielle 9 e 3)z. 5i, rfe p?u5, l'ensemble

U jyj x(Kn^(S)) /resp. [J \x\ x(K n ̂ (T)))\
y6o(T) \ a;6s(S) /

esf compact pour tout compact K Je Z, on a

S^T = (— l)C-w»+')+î(^(s A ""T'), T;
(resp. S^-T= (— l)('-^('»+»-')(/>,('"a;)AT), s)).



PROBLÈMES SUR LES FORMES DIFFÉRENTIELLES 23

Remarque. — Avant d'aborder la démonstration de ces
formules, précisons la signification des termes qu'elles con-
tiennent; par exemple, celle du terme

/ / m—l-{-q\ \
<MSA a ), T>;

m—i+q
S étant un courant dans X, S A a désigne le courant double

m—l+q
(S0lY)A a dans X X Y; c'est donc une forme différen-
tielle dans Y, à coefficients dans 3)x; par suite /y(SA a )
est une forme différentielle dans Y, à coefficients dans ®zr

/ / TO—Z-t-ç\ \
définie au voisinage de o-(T), et \fy[S/\ a ), T/ est un
courant dans Z, compte tenu de la propriété 2. 7 et de la
convention qui lui fait suite; le terme (f^[ a Aï) , s)
s'explicite de manière analogue.

Démonstration. — Pour toute forme différentielle y e ®z,
on a, compte-tenu des définitions de S-X-T et de S0T,

/n—l-^-p, m—l+q \
(9, S^T) = (— I)ÎC»-P)< 9 , S ® T;

/ m—l+g \
=(_l)^-p)(^(y)A a ,S®T>

/m—l+q \
= (__ i)î(m-P)+^-p-<0(m-I+^ a A/';(9), S®T)

== (-l^-px^O+^-^'A/'^y), S>, T>.

Or la définition de l'image d'un courant permet d'écrire

<m—l+q \ / m—l+q\ / l m—t+q\\
a A/;(9),S>=<^(9),SA a )=<<p,^(sA a )>

quand y se trouve au voisinage de o"(T); on en déduit

<ç, S^T) = (-I^-PX-^^J^SA'^)), T>.
Si U^!x(Kn^(S)))

ye(i(T)

est compact pour tout compact K de Z, alors
/ / m—l+q\ \
<MSA a ) ,T>

est défini par la convention qui suit la propriété 2. 7, et l'on a
/ / / m—l+q\ \\

^,S%^)={-l)(l-''^+'^,{f^/\ a ),T»
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soit
/ / m-l+q\ \

S^-T=<MSA a ),T>.

De la même manière on a

<y, S-X-T) ^(—I^-^+C-P-W-P^^A'"^'', S®T)
= (_ l)^('n-p)+('-p-?x''»+»-')('"ap A ̂ (9), S ® T)
= (—l)î('»-P)+('-P-îX'»+'-<)(('"apA/>^9), ï), s),

avec
/m—p \ / m—p\ / 1 m—p\\
< a A/:(î),T>=</:(y),TA a ) = < ç , M T A a )>

quand x est voisin de o-(S). On en déduit

<y, S^-T) = (—l)î('"-p)+('-p-îx»>+'>-')«y, /-.(TA'"^)), s)
= (-l)C-PX'»+»-«ç, /•.('"a" AT)), S).

Si
(JM x(Kn/-,(<T)))

.c6a(S)

est compact pour tout compact K de Z, on a

<9, S^T> = (- l)('-PX'»+»-<ç, (/-.('"a'AT), S»
soit

S^T= (—ly'-w+'-^Ca'AT), S).

Ceci achève la démonstration du théorème 4. 1



CHAPITRE II

CONVOLUTION DES COURANTS DANS L»ESPACE EUCLIDIEN

5. Convolution et convolution adjointe pour les variétés riema-
niennes.

Lorsque les convolutions de première et de seconde espèce
sont définies de telle sorte que certaines relations existent entre
elles, chacune d'elles s'enrichit de propriétés nouvelles. Nous
introduirons maintenant, par hypothèse, de telles relations
dans le cas où les variétés considérées sont munies de métriques
riemaniennes, et nous démontrerons les propriétés qui en
résultent; dans les paragraphes suivants, nous montrerons
que les hypothèses de ce paragraphe se réalisent de façon
naturelle dans le cas de l'espace euclidien, et nous étudierons
spécialement la convolution dans l'espace euclidien. Rappelons
d'abord quelques notions relatives aux variétés riemaniennes.

Une variété X, de dimension m, est dite riemanienne si
elle est munie d'un tenseur covariant symétrique indéfiniment
difîérentiable gy tel que la forme quadratique

dsi= ^ g^dx^d^
i^si^m
l^/^m

soit partout définie positive; on adoptera toujours (sauf indi-
cation du contraire) la convention habituelle de sommation
par rapport aux indices répétés, ainsi que les conventions
relatives à la montée ou à la descente des indices ; par exemple

^8^=8^ ^i,...ip=gi^. . • gipkp^-^, ait-ip=giikl . . . g^a^,.^,
Si....ipj^..jp=det(g^)^^^ ^^=^ ... g1^^,.^. ^...^,

_ ^V^P

^ == \ 1 a P. . = o1"'7" pl ... m \ &l ... m, l ... m? '-'ii.-.i^ &i. ... im l •• • w
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A la forme différentielle extérieure

a = 2 a^^ dx^/\ . . . Ad^
n<«««<ip

on associe la forme adjointe

* a == ^ (* a)^..^_^ rf^ A — A rfa^m-p
./.<••• <y,»_p

où (+a)y<...^-p= 2 ^••.W-.^-p^''"^
»«<•• •<»?

V adjoint *T d'un courant T est alors défini par la relation
(9, *T> == <w(*y), T) avec w = w^*,

pour toute forme différentielle ç e 2)x, de sorte que l'on a
'^x(a) = ix(*a)

pour toute forme différentielle localement sommable a; l'opé-
ration ainsi définie vérifie les propriétés suivantes:

(i) ^ == w, *w == w,
(ii) W* == *ç^*-1 == *-lçy*^ çy** ̂  *çy^ *çy* == ç9*^

(iii) si a et ? sont deux formes différentielles dans X,
aA*(3 et p A * a ont la même composante homogène de
degré m.

La notion d'adjoint permet de définir l'opérateur différentiel
ô = *~"lcî*w = w * d * w

qui vérifie les relations
*ôrf = rfô*, ôd* == *<fo.

Nous introduirons maintenant les hypothèses supplémen-
taires annoncées, relativement à la définition des convolutions
de première et de seconde espèce.

HYPOTHÈSES. — Nous supposerons que X, Y, Z sont des
variétés riemannienes, et que les données f et a, qui permettent
la définition des convolutions de première et de seconde espèce,
sont telles que Von ait les relations équivalentes :

(iv) * (S^T) = (— 1)^-^) * S^* T,
(v) * (S^T) = (— 1)^-^) * S^-* T

pour tous les courants S, T, homogènes de dimensions respectives
p et q, vérifiant (S, T) e 3)xX/3)Y.
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Ces hypothèses étant supposées réalisées, les convolutions
de première et de seconde espèce seront appelées respectivement
cowolution et conwlution adjointe. Nous démontrerons main-
tenant les propriétés suivantes, qui résultent des hypothèses
ci-dessus.

a) Propriétés de la cowolution.

PROPRIÉTÉ 5. 1. — Si (T(S<^ T) n /"^(K) est compact pour tout
compact K de Z, on a

ô(S-^T) = (— l^+^ôS-X-T = (— l^+^wS^ôT

En effet, la relation (iv) inscrite dans les hypothèses ci-dessus
s'écrit, si S et T sont homogènes de dimensions respectives
p et q:

*w(S%T) = (—l)m+ra+^ra-^(*wS)-^(*wT);

calculons la différentielle extérieure de chaque membre, en
utilisant la seconde relation de la propriété 4. 2 :

d*w(S-^T) = (—l^+^+^^wS^wT)
= (—l^+^+^-^^S)^^*^;

prenons alors l'inverse de l'adjoint de chaque membre, en
tenant compte des définitions et propriétés précédemment
rappelées ; nous obtenons :

^-^^(S-^T)^^!)-^^^^-^*-^^-1^*^)^-^^)
= (—l)m+ra^+PCft-î)*-l((*w*wS)^(**-ld*wT))

soit
ô(S-)^T) = (— l)m+n+f+(P-lxn-^-l((* ôS)^(* T))

= (_ iy"+n+^"-^+%-i(^ wS)^(* ôT))
so't enfin

ô(S^T) = (— l)m+TO+fôS^T = (— ̂ ^^S^ôT.

PROPRIÉTÉ 5. 2. — 5i rc e5( un point de X, et 51 o'(T) n /^(K.)
e5( compact pour tout compact K de Z, on a

ôS^-X-T == (— l)m+n+l ô(â^T) = (— ^^-x-ôT.

En effet, de la propriété 5. 1 résulte la relation

ô§,^T = (— l)^^ ô(â^T) = (— ly^ôT;

la propriété 5. 2 résulte alors de la propriété 3. 2.
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THÉORÈME 5. 1. — Soient S et T des courants homogènes de
dimensions respectives p et g, cr(S0T) possédant un voisinage
fermé E tel que E n /^(K) soit compact pour tout compact K
de Z$ si

( J [ y } X (K n /,(<r(S)))
.ve<j(T)

^ compact pour tout compact K de Z, on a

* (S-^T) == (—l)(^w^)+.+^-.)(^(, SA T'), *T);
si

UM x(Kn/",«T)))
a?e<i(S)

est compact pour tout compact K de Z, on a

* (S-X-T) = (—l^-^+^+o+^n-^Ca^A* T), * s).

Cette propriété résulte de la relation (iv) figurant dans les
hypothèses, et du théorème 4. 1.

b) Propriétés de la convolution adjointe.

PROPRIÉTÉ 5. 3. — 5i x est un point de X, et si Œ(T) n /^(K)
est compact pour tout compact K de Z, on a

*^T=*-V,(*T).

En effet, la relation (v) figurant dans les hypothèses et la
propriété 3. 2 entraînent

* Wî = *-1 (** ô,^* T) = *-i(^*T) =*-i^(*T).

PROPRIÉTÉ 5.4. — 5i o-(S0T) n/'-^K) est compact pour
tout compact K de Z, on a

ô(S^T) = (— 1)̂  ôS^T + (— ^-^S^-ôT;
5i, en particulier, S et T sont des courants homogènes, de degrés
respectifs p et q, vérifiant p + q = l 4- 1, on a

ôS^T == (— ly^-M wS^ôT.

En effet, si S et T sont homogènes de dimensions respectives
p et q, la relation (v) s'écrit

* ^(S^-T) = (— I)^-P)(* ^S)^(* wT).
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Calculons la différentielle extérieure de chaque membre,
en utilisant la seconde relation de la propriété 3. 4 :
d^ w(S-X-T) = (— l)m+n+^(m-P)((rf* wS)^(* wT))

+((w*wS)-)^*wT));
prenant alors l'inverse de l'adjoint de chaque membre, nous
obtenons :

^-^^{S^T) == (—l^+^^^^^^^-^^^-X-^wT))
4- *-i((^ w*wS)-X-(**-1 rf * wT)))

soit

ô(S^T) = (—l^+^^-^-^^^^ô^-X-T)
+ (— l)n+^(m-w+l)*-l((*wS)^(* ôT))

soit enfin

ô(S^T) == (— iy»^ôS^T + (— l^-^S^ôT.

La seconde partie de la proposition se déduit de cette relation,
car, sous les hypothèses indiquées, S^T est nul, ayant le
degré l + 1-

PROPRIÉTÉ 5. 5. — Si <r(T) n /^(K) e5( compact pour tout
compact K rfe Z, on a

(rf * S,) ̂  T = d^1/^* T) == ^Y^* ̂ T).

En effet, la seconde relation de la propriété 4. 2 entraîne

(d * S,)^T = 4. â^T) = * §^T;

la propriété 5. 5 résulte alors de la propriété 5. 3.
La suite du chapitre il sera consacrée à l'étude de la cowo-

lution et de la conwlution adjointe dans Vespace euclidien.

6. Réalisation des hypothèses du paragraphe 5.
X, Y, Z seront désormais identiques à l'espace euclidien

à m dimensions réelles R/" muni de la métrique euclidienne
habituelle; l'application /, définie par

f{x, y) = x + y, x e X , y e Y,

donne naissance à une convolution de première espèce; X,
Y, Z seront munis de coordonnées cartésiennes

Wh^î^m? (î/Ol^i^m? (^OKÎ^OT
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bien déterminées, de telle sorte que l'expression

a (a;, y} = w^\{m i)- /̂::"^11 . . . dx19 dy1'^ . . . dy1-)
définit une forme double sur X X Y; dans cette expression
comme ultérieurement, S muni d'indices désigne le symbole
de Kronecker habituel, la convention de sommation sur les
indices répétés est respectée sauf indication du contraire, et
le signe du produit extérieur est omis dans les produits de
différentielles; enfin, ultérieurement, les factorielles figurant
multiplicativement dans les calculs seront omises; la forme a
définie ci-dessus et l'application f déterminent une convolu-
tion de seconde espèce, en vertu de la proposition 6.1 ci-dessous ;
de plus, en vertu du théorème 6. 3, les hypothèses du para-
graphe 5 sont réalisées; les convolutions -^j- et -R-y^ seront
appelées respectivement (conformément aux conventions intro-
duites au paragraphe 5) conwlution et conwlution adjointe.
Au cours des calculs qui suivent, on manipulera explicitement
des formes simples et des formes doubles sur le produit de deux
variétés; on ne précisera pas toujours explicitement si une
expression donnée représente une forme simple ou une forme
double, la confusion étant rarement à craindre; toutefois,
il faut toujours prendre garde aux différences entre les règles
de calcul relatives à ces différentes espèces de formes. Le rôle
essentiel des énoncés ci-dessous est évidemment de prouver
que les hypothèses du paragraphe 5 sont réalisées; toutefois,
le théorème 6. 1 constitue une propriété importante de la
convolution dans l'espace euclidien.

PROPOSITION 6. 1. — Si y est une forme différentielle, homo-
gène de degré p, dans Z, on a

/•;(ç)Aa==(—l)^+^;(9)A'ap .

Démonstration, — En posant

î = ̂ ...ip{z)dzit • • • dzip^
on a

/'î(î) = îi....^ + y) ^/il...^/l/^
/?(?) =^...ip^+y)dxi^^dxip

et

/^((p)Aa=(—i)^.,^(a;+î/)d^...d^;;;^d^.^
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soit, en explicitant les sommations :

(-1)' 2 (î....^+y)^il•••^p 2 ̂ ::.î ...̂ -̂...̂ V
i<-ip\ J'i'"Jm 1

Si les indices ii, . . ., ip sont fixés, tout terme non nul de la
parenthèse provient d'un terme de la seconde somme, pour
lequel les ^, . . ., ip figurent parmi les /,+i, . . . , /„,; en effec-
tuant au besoin une permutation sur ces derniers indices,
on peut supposer i^ = 7,4.4, . . ., ip == /,4-p; alors le terme
considéré dans la parenthèse s'écrit

?î<... i, ̂  + y) dx^ . . . dx1? ^ :̂::7;i.:::̂ -:p:ï;"}:
J\ ••• JsJt + p -n • • • Jm

ou encore dxjï • ' • dx^dy1'... d^i'dy^^1 . .. dy^,

(—l)̂ .....,,̂  + y) dx" . .. dx^dy1'. . . dy1"
A 2 Sl::"»^^1 • . • d^'dy1?^1... dy1".

On a donc *?-<• •••'"

/^(s) A a = (— l)^-') ̂  (ç,....,(a; + y) d^ . . . d^rdy1' . . . dy1»
i,...ip

A 2 à!,-::.̂  d^1 . . . d^p-dy1"—' ... dy1")
et, de même, îp-n...im

s+p
/•;(y)A a =(-1)^ ..,^x+y)dyl\..dyi^m^dx^l...dxj^d^'...dy^

- (-1)^ ̂  (9,,.^ (.r + y) d^ . . . dy1"
••<••••-? _

A ^, â};::!,̂ ' . . . dx^rdy^^^ . . . dy^)
J,...Jm

-(-i)^+l'^^,...^x+y)dyi'...dyi» ^ â!;:::̂ :,-;.,:
l ^• • • l p Jp+i-'-Jm

dx^ . . . ri.r̂  dx^P^* . . . rf^^* c^-^1 . . . rfî^"1)
= (—i)^P ̂  (î,...^+!/)^11 . . . dx^dy^ . . . dy1?

i,..,ip

A ^ St::.̂  dx1?^ . . . d^P- A/1?—— . . . dy1"*).
ip-n... IOT

On en déduit la relation annoncée.
PROPOSITION 6. 2. — Si T est un courant dans Y, le courant

Ix-X-^T == g(lx®T) ^ rfe^m dans X X Z; si T ^( homogène
de dimension ç, soit

T1-^....^^1...^-
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alors la composante, de degré p en X, de .A'~:lg(l̂  S> T), est égale à

(— ^m+''i'n-PW^J,...^J) dxl' ... dx/o dzir^ .. . d^-",

considérée comme forme différentielle dans X, à valeurs dans Si''/..

Démonstration. — Pour tous compacts A et B de X et Z
respectivement, (A X Y) n /""^(B) est compact, donc a fortiori
(A X o'(T)) n /""^(B) est compact, et Ix-X-yT est défini en vertu
du théorème 3. 1 ; si T est homogène de dimension q, soit f
une forme double appartenant à ®x,z; homogène, de degré
total m + q, de degré m — p en X :

? = ?i....i»-p/....yp.,(^ z) d^ ... dx1»-" dz>1 . .. d^i.
Compte-tenu de propriétés élémentaires des formes diffé-

rentielles extérieures, et de la définition du produit tensoriel,
on obtient
(y, A-ig(l, Si T» = <g*(A*-iç), 1^ ® T)
= <?i, ....„_,»/,...,p,,(;î-, X + y) dx" . . . d^'-r

A (dx^ + d^) ... {dx^i + d^^i), lx® T)
= <îi.....»-^.-yp.,(^, ̂  + y) dx" . . . dx-^-^^dx" . . . dx-r

f\d^ . . . d^, lx®T)
= (- l)'̂ '"-^?,....,,,-,,,.....,,,,..̂ , x + y) d^ .. . d^, T>,

dx'' . . . d x ' " ' - ' 1 dx^ . . . dafi'}
= (— ir"-^^?,...^-^...^...^^, x + y) d^ . .. d^,

T*. ^^dy"1 . . . dy1'"-"), dx1' . . . dx1"'-" dx^ . . . dx^}
= (—i)^'"-^.,...^^...^...^, z) dz"' . . . dz^d^ . . . d^",

/'.(T*,...̂ .,)), dx" . . . dx^-r dx^ . .. dx-^
= (— l) '̂»-^?,,... ̂ ... y,... ,,(.r, z) dx" ... dx'-'-Pdx'-' .. . dx-r

/\dz'" ... dz^ d^ .. . d^i, f,(T,,... ,„_,)).

Dans un terme non nul de la somme, aucun des indices
r,, . . . , ? • ? ne figure parmi les Si, . . ., Sy, donc tous figurent
parmi les A',, . . ., km-q, et, en effectuant au besoin une permu-
tation de ces derniers, on peut supposer À:, == r,, . . ., frp == r?;
alors on obtient la somme :
( -1)'"C" -^ç.,... „._,».. ,.^,...,, (x, z)dx" . . . dx'-rdx^ . . . dx-P

t\d^ . . . dz^d^ .. . d^", /.(T,,...^.... ,„_,)>
- (—l)'"-^^-^?;....^.^...^,...,,^, z)d^ . . . dx-odz"' . . . dz""

Arf^ ... d^i, (^(T,,...^,...^))^ ... d x - P d ^ ' . . . dz^-i)
= (_iy»+^-p)^ (^,(T,,..,,_,))^ . . . dxipd^ ... d^-"}.

La proposition est ainsi démontrée.
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THÉORÈME 6. 1. — Si S et T sont des courants (dans X et Y
respectivement) tels que (<r(S);X (r(T)) n /^(K) soi< compact pour
tout compact K <fe Z, afor5 S-X-yT ̂  rfe/im; si T 6^ homogène
de dimension ç, 5oi<

^^ ^...^^y71 • • • ^"-s
^ 51 S est homogène de dimension p, on a

S-X-/T == (-1)P((/,(T^,^^))^ ... dx/pd^- . .. rf^-sS)

Démonstration. — L'hypothèse relative aux supports assure
la définition de S-X-yT. Cette hypothèse exprime que l'ensemble
U \x\ X (<r(T) n ( K — ^ ) ) est compact dans X X Y pour

j;e<nS)
tout compact K de Y; elle entraîne la compacité de l'ensemble
\^J \x\ X (K n ((T(T) + x)) dans X X Y pour tout compact
;re<J(S)

K de Y, et ceci équivaut à la seconde hypothèse du théorème
3. 1; en vertu de ce théorème, on a donc

S^T==^(S®lz)Ag( lx®T)=^A-i ( (S^ lz )Ag( lz®T))

= (-^-^-'-^/.(S^^AA-^l^T)
= (_ l)(--w"-p-^(A-ig(l^®T), S).

II suffit alors de tenir compte de la proposition 6. 2 pour
démontrer le théorème.

PROPOSITION 6. 3. — Si T est un courant homogène de dimen-
sion q dans Y, soit

T== ^...À.-ç^1 • • • ^"-^

alors l'adjointe, relativement à Z, de la composante de Ao-^lx ® T)
de degré p en X, est égale à

(— l)"-^^) V d^ . . . dx^p d^ . . . rfz/p /, (* T).
./1..../P

Démonstration. — Compte-tenu de la proposition 6. 2, nous
devons déterminer l'adjoint, relativement à Z, du courant
double dans X X Z

co == {—i)m^m-PWT^^_^dx^ . . . dx^P d^'P^ . . . dz^,
3
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qui est une forme différentielle dans X, à coefficients dans ®z ;
posons

œ = (— I)-+^-P) dx^ . . . ̂ P(O, ^
avec ^,...yp = (/.(Ty,..̂ ,)) dz^ .. . ̂ -7

Dans la suite de cette démonstration, toutes les sommations
seront explicitement indiquées. En vertu de la définition de
l'adjoint, nous avons

* ̂ ..../p == 2 â}p•:;••̂ •-•̂ •:::•*p:':(/> ,̂ .../„_,) dz"-... dz"^
J p +l • • • Jm —qkj ... kp 4- q

= JLl u '̂*''•'•ym-'̂
Jp+t • • • J m — q k i . . . kp+q

dz^ . . . dzkp+<'.
Tenant compte des relations

gl......... ..... ...mgl...m ^̂ .............. ..Jm__/__/[^P("»-P-^...ypym-<7-....Jm
Jp+t"-Jm-qkt...kp^q^Jt...Jm "Jp+f-'Jm-q^...kp+q——V - ' - y " ^O/c,........... ~....kp^ qî

nous obtenons

^/..../^(-ir-"-^ 2 w^-^...jd^...dz^
Jp + i •••Jm—q

Acb7"1-^ . . . dz^
== (— 1)^-?-^) rfz^ . . . dz^f^ T)

et *,œ= (_I)—P+-(P+^) ̂  ̂ , . , . ̂ r^z^ . . . ̂ /,(*T).
yi.-yp

THÉORÈME 6. 2. — 5i S et T 507î( des courants homogènes de
dimensions respectives p et q dans X et Y, et si

(a (S)XŒ(T))n / ' - i (K)
^ compact pour tout compact K de Z, <m a

/m—p \
.(S^T)==(-1)^+"'< a (^ z)Af,(*T), .S>.

Démonstration. — Selon le théorème 6. 1, on a
S^T=(-i)P((f^^_^dx^...dxW^'...dz^, S>

et, en vertu de la proposition 6. 3,

* (S^T) = (— I)PC»-Î)/ ̂  ̂ «... <teW-... dz^f^ T), S\y_p /
^ (_l)flC"-î)/ ̂  d x ' 1 . . . dxl" dd' . . . dz'"f^T),

É^••'u's).".-p......".da;i••••rfa;i°'-PV
i.-i» /
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Dans un terme non nul de cette expression, l'ensemble des
indices/i, . . ., /p est identique à celui des indices ^-p+i, . . .., i^;
donc on obtient

*(S^T) = (-I)PC^) ̂  ^l^dx^-p^ . . . dx^dz^-P^ ... d^
l l"' lm A^T), (*S)^,,^< ... dx1-^

== (—1)^W ̂  â!,':",̂ 1*. .. dx^-pdz1-?- .. . ̂ /^T), *S\
V...îm /

-(-l)^4-^^ ^)A/,(*T), *S>.

THÉORÈME 6. 3. — Si S et T sont des courants homogènes de
dimensions respectives p et q dans X et Y, et si

(Œ(S) Xo(T))n / ' - i (K)
e^ compact pour tout compact K de Z, OM a

* (S^T) = (— 1)^-^) * S^., * T.

Démonstration. — Selon le théorème 4. 1, on a

^^^^-(-l)^-^^^ y)A*T) , *S>
= (_ ly^-p^a^, z) A^,(* T), * s).

Compte-tenu du théorème 6. 2, on obtient la relation ci-
dessus.

7. Expression de la convolution et de la convolution adjointe
à l'aide des différentielles des coordonnées de l'espace euclidien.

THÉORÈME 7. 1. — Soient S et T des courants homogènes de
dimensions respectives p et q dans X et Y, tels que

^S^n/'-^K)

soit compact pour tout compact K de Z :

S = S,..,,_^ ... dx1-^ T - T^,,,_^ .. . ̂ -.;

alors on a

S^T = (S,..,^_^T,,,,^_,) cfc'-. . . . d^-" d^ ... dz^
et

S^T= (-1)^- .̂.;;,,;"(S,,,,̂ ,̂,,,̂ T,̂ ,...,J dz^ ... dz^.
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Démonstration de la première relation. — En vertu de la
définition de S^T dans le paragraphe 4, on a, pour toute formel
appartenant à 3)z?

<<p, S^T> = (— l^-o^y""', S®T>
/m—p, m—q

=(-ir-^ ? ,(S.......-,®T,.,^)(^«...^-P
A<^._..^-)

= (— l)̂ '»-̂ ^ .. . d^'-rdy'1 ... rfy/"-^ "c""7,
S.....i,_,®Ty....^_^.

^ m—p, m—7
Or, compte-tenu de la définition de y , on obtient :

m—p,m—q

dxi<... d^-pdy^... A/-^ ç
= (— l^-^11... dx^-P dy^... dy^-i

^nW^.^dx^ . . . dx^dy^1-^1 . . . dy^
= (— l)m-•<7^il... dx^-P dy^... dy^-i

^nW^"mj^dxJt...dxjm-<'dyjm-^t . . . dy^
= (—l)^-^)^ ... d^-pdx^ ... ̂ —^(y) rfy1 . . . ̂ m

== (— l)^-^)/^11 . .. dz^-pdz^ . . . ̂ —^) dy1 . . . ̂
______________0,0

== (— l)^-^^11 . . . dz^-pdz^ ... d^-^].

En substituant l'expression ainsi obtenue à
m—p, m—y

dx11 ... dx^-pdy^ ... dy^-^ y

dans l'expression de (y, S^-T) au début de la démonstration,
on obtient

<y, S^T)=<^...^-p^...^^, S,,̂ ^T,.,,,̂ >
=<?. (S. • • • ̂ -p^T,,,^)^ ... ̂ -P^ ... dz^}.

Démonstration de la seconde relation. — On déduira la
seconde relation de la précédente grâce à la relation (iv) de
l'hypothèse du paragraphe 5; d'abord on a

^S- S^Â.^^-P-...^
*l...im

et

*T= 1;^::.1T,,^^-.-...^;
Ji^Jm
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donc, en vertu de la relation précédemment démontrée, on
obtient

.S^T = S '̂"A'I (S,...̂ ^T,,̂ )
»«...imy<...ym

^m-p-K. ^ ^ ^ l̂m d^-^1 . . . (fe^

et

,(.SM)== ^ ;̂;-:::ï̂ :̂̂ ^^^
it . . . i m j ^ ' " j m ^ c p - ^ - q + ^ ' • ' f c m .

Xo :̂.•.mA••.l(S,....•.-p^T/,..̂ J -̂- ... ^fc"
= (_1)P("-^ ^ •̂•:.l(S ,̂....ŷ ,,...̂

J< • • 'Jm^p -*• ̂  + < • • • "w

^T/, ^-ç)^^^-... dz*-= (-ir^x^^,^^,^,^,^ ^T^,,..J
^p^ç-hl ^ ^^

On obtient alors la relation annoncée en utilisant la relation
(iv) de l'hypothèse du paragraphe 5.

8. L'algèbre de convolution et l'algèbre de convolution adjointe.
Les hypothèses du paragraphe 6 déterminent en particulier

des isomorphismes entre X, Y et Z, grâce auxquels la
convolution et la convolution adjointe définissent, dans l'espace
des courants dans R"*, deux lois de composition (non partout
définies). La loi de composition, définie par

(S, T) -> (— 1)^~<OS^T = S5?T
lorsque S et T sont des courants homogènes de dimensions
respectives p et ç, sera appelée produit de convolution^ et la
loi de composition

(S, T)->S^T
produit de convolution adjointe alors, compte-tenu des relations
(iv) et (v) dans les hypothèses du paragraphe 5, on a

(i) *(S^T)=*S^*T

et
(ii) *(S^T)=*S^T;

si S et T sont des courants homogènes et si la somme de leurs
degrés diffère de m, Pun des deux produits de convolution
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S^T et S-^T est nul; si S et T sont des courants homogènes
et si la somme de leurs degrés égale m, on a la relation

(iii) (— l^S^-T = S^T = * (S^-T),

p désignant le degré de S; en effet, cette relation résulte du
théorème 7. 1. On appellera espace des distributions, l'espace
des courants homogènes de degré zéro; cet espace est naturel-
lement isomorphe à celui défini par L. Schwartz [17]; il est
stable relativement au produit de convolution adjoint, qui
correspond au produit de convolution des distributions,
défini et étudié par L. Schwartz [17]. Pour simplifier les énoncés,
on indiquera les propriétés du produit de convolution et du
produit de convolution adjoint en les considérant comme
définis sur l'espace des courants à supports compacts (car ils
sont alors partout définis) ; sans adopter ces conventions, on
obtiendrait des énoncés analogues à ceux de L. Schwartz ([17],
chapitre vi, § 5).

a. Propriétés du produit de convolution adjoint.

PROPRIÉTÉ 8. 1. — Le produit de convolution adjoint est
anticommutatif : si S et T sont des courants à supports compacts,
homogènes de degrés respectifs p et q, on a

S^T== (-l)^T-X-S.

PROPRIÉTÉ 8. 2. — Le produit de convolution adjoint est
associatif: pour des courants à supports compacts, on a

(S^T)^U=S^-(T^U).
Ces deux propriétés se déduisent de la première relation du

théorème 7. 1 et des propriétés analogues du produit de convo-
lution des distributions, démontrées par L. Schwartz.

PROPRIÉTÉ 8. 3. — La translation est une opération de convo-
lution adjointe: on a

*S^T=/,(T)
et, en particulier

.§^T=T.

Cette propriété se déduit de la propriété 5. 3. Résumons
les propriétés ci-dessus dans un théorème.
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THÉORÈME 8. 1. — Uaddition et le produit de convolution
adjoint des courants munissent V espace des courants à support
compact dans î^ d'une structure d'algèbre associative, graduée
par le degré des courants, anticommutative, pour laquelle * §o
est une unité.

PRORPIÉTÉ 8. 4. — La différentielle extérieure est une opéra-
tion de convolution adjointe : on a

(^*S,)^T=^(T)=^T)
et, en particulier,

(^)^T=rfT.
Ceci résulte de la propriété 5. 5.

PROPRIÉTÉ 8. 5. — Toute dérivation partielle est une opération
de convolution adjointe : on a

^ * ^o y rp __ ôT
ô^ 7V ^

Cette propriété résulte aisément de la première relation du
théorème 7. 1 et de la propriété analogue pour les distri-
butions.

b) Propriétés du produit de convolution.

PROPRIÉTÉ 8. 6. — Le produit de convolution est anticommu-
tatif: si S et T sont des courants à supports compacts, homogènes
de dimensions respectives p et q, on a

S5ÇT= (-l)^T^S.

PROPRIÉTÉ 8. 7. — Le produit de convolution est associatif:
pour des courants à supports compacts, on a

(S^T)^U=S^(T^U).
Ces deux propriétés résultent des propriétés 8. 1 et 8. 2

et de la relation (ii) entre les deux produits.

PROPRIÉTÉ 8. 8. — La translation est une opération de convo-
lution: on a

U?T=/,(T)
et en particulier

S^T=T.
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Cela résulte de la propriété 3. 2.

THÉORÈME 8. 2. — L'addition et le produit de conwlution
des courants munissent V espace des courants à support compact
dans R"1 d'une structure d9algèbre associative, graduée par la
dimension des courants, anticommutative, pour laquelle §o es^
une unité.

PROPRIÉTÉ 8. 9. — La codifférentielle extérieure est une opé-
ration de conwlution : si T est un courant homogène de dimension
q, on a

ôS^T = (— 1) ,̂(T) = (— l)^(ôT)
et, en particulier,

ô§o^T= (-l)^T.
Cela résulte des propriétés 5. 2 et 8. 8.

9. Expression intégrale du produit de convolution adjoint dans
un cas particulier.

Devant utiliser des notions introduites par G. de Rham [16],
nous les rappellerons d'abord. G. de Rham a montré que, dans
toute variété X, on peut construire des opérateurs linéaires
R et A, dépendant de paramètres positifs £1, £3, . . . en nombre
fini ou infini selon que X est compacte ou non, qui jouissent
des propriétés suivantes :

(i) si T est un courant homogène de dimension p dans X,
RT et AT sont des courants homogènes de dimensions p et
p + 1 respectivement, vérifiant

RT — T = fc(AT) — A(6T) ;
(ii) les supports de RT et de AT sont contenus dans un

voisinage quelconque donné du support de T pourvu que les
paramètres e» soient assez petits;

(iii) pour tout courant T, il existe une forme différentielle ^
appartenant à ex, vérifiant RT == ix(^) ; si 9 est une forme r
fois différentiable, il existe une forme ô, r fois différentiable,
telle que l'on ait A(ix(ç)) == ix(9);

(iv) si y varie dans un ensemble borné jusqu'à l'ordre \ç
et si chaque £i varie en restant borné supérieurement, R(i*x(y))
et A(ix(9)) restent dans un ensemble borné jusqu'à l'ordre ç;

(v) si chaque paramètre £( tend vers zéro, <ç, RT> tend vers
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<ç, T> et <y, AT) tend vers zéro, uniformément sur tout
ensemble borné de formes ç dans ®x $ si T est continu d'ordre g,
la convergence est uniforme sur tout ensemble de formes qui
est borné jusqu'à l'ordre q + 1.

On appelle régularisateur tout opérateur R dépendant de
paramètres positifs £i, auquel est associé un opérateur A,
jouissant des propriétés (i) à (v) ci-dessus. Soient alors S et T
deux courants dans X; si, quels que soient les régularisateurs
R et R', l'intégrale

/RSAR'T

tend vers une limite lorsque les paramètres de R et de R' tendent
vers zéro, on désigne cette limite par le symbole

/x^T.
Les propriétés suivantes sont vérifiées :
(vi) si l'un des courants S et T a son support compact,

et si l'on a de plus T == ix(y), ? e ^x, alors l'égalité

/,SA^(9)=J,S<y

a lieu, le premier membre ayant la signification indiquée
ci-dessus, et le second membre la signification qui lui a été
donnée au paragraphe 1.

(vit) si (T et T sont deux chaînes, dont l'une au moins est
finie, et dont aucune ne rencontre le bord de l'autre, l'intégrale

^/x(<T)A/x(T)

est définie, et égale au nombre algébrique d'intersections de
ces deux chaînes.

Nous utiliserons ces notions pour obtenir une expression
intégrale du produit de convolution adjoint; pour tout point
z de Z, nous désignerons par f^ l'application de X dans Y,
telle que l'on ait fÇx, ^(rr)) == z, soit ^^{x) == z-—x\ nous
établirons le théorème suivant :

THÉORÈME 9. 1. — 5 i S et T sont des courants homogènes
de degrés respectifs p et qdans X et Y, tels que <r(S 0 T) n /''"^(K)
soit compact pour tout compact K de Z, on a la relation

S^T == (- l^f^~\y, z)A^(S)AT
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chaque fois que V intégrale possède un sens, en particulier, si
Von a p -{- q = m, la relation devient

S-x-T=/^(S)AT.

DÉMONSTRATION. — En vertu du théorème 4. 1, on a

S^-T== (-^—^("a'^^A^T)^).

Transformons d'abord cette expression en supposant
rT=i^ ^eêy,

^-^...^w---^
nous obtenons

S-^T = (—l) '̂̂ 1^-^;::.^^11 . . . dx^-pdz^-P^^ . . . dz^
A 4^ ^(z—x) d^ . . . db\ S/

- (—l)^-1)^-^::.^^11. • • dx—P^^z—x), S)
^îm-p-n ^ ^ ^ dz1"1 d^ . . . d^

= (- 1) ̂ -̂ l'::.̂ ..̂  (y) ̂ il . • • dy1-^ ^(S)>
dz^-P^' . . . dz1" dzf* . . . d^.

^—ôr, pouï^a» terme non nul de la somme, les indices /\, . . ., j'q
i^ figurent pas parmi les indices i^_p+i, . . ., i^, mais figurent
pal?mi les ii, ..., im-pj et on peut supposer /i = i,,..., jq=iq\
alors^on obtient :

S4(-T = (—l)^-^.:;:^^,..^^) ̂ ... d^dy1^... dî/1-?, ̂ (S)>
^tm-p+i ^ ̂ m ̂ li ^ ^ç

= ̂ i^-^p^-^^ z)AT, S,(S))

= (— i)^-^^f^ (S) A T7 (y, z) A T

=(-l)^fTm~^g(^z)A^(s)AT•

Supposons maintenant que T est un courant tel que cette
intégrale possède un sens ; soit a; une suite de formes différen-
tielles appartenant à êy, telle que ^(a») converge vers T
dans ®Y, et que iy(aî) soit obtenu à partir de T à Faide d'un
régularisateur-^ nous avons alors

S^(aQ = (— l^T^î/, z)A^(S)Aiy(a.);
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lorsque i tend vers + °°î l'intégrale tend vers
p m—p—qJ. m—p—q
, a (y,z)A^(S)AT,

et S-R-^a;) converge vers S-X-T dans 2)z en vertu de la pro-
priété 3. 6; la relation annoncée est donc démontrée.

Si l'on a p + ç == m? cette relation s'écrit

S^T = (—l)^y^(S)AT)rfz1 ... dz-;

compte-tenu de la relation (iii) du paragraphe 8, on obtient la
relation :

S-x-T==^(S)AT.

COROLLAIRE 9. 1. — Si y est une forme différentielle localement
sommable, homogène de degré p dans X, et y, une chaîne localement
finie, de dimension q dans Y, telles que (o'(y) X ^•((x)))^/*""1^)
soit compact pour tout compact K de Z, alors on a

^(ï)%/T^) = (-l^^^Y^ z)AS, (9)

chaque fois que l'intégrale possède un sens', en particulier, si
Von a p = q, on obtient la relation

ixW^hW = (— 1)^)J^(9).

COROLLAIRE 9. 2. — S i pi et v sont des chaînes localement
finies, dans X et Y respectivement, dont la somme des dimensions
est égale à m, et telles que (r(u X v)^l/>~l(K) soit compact pour
tout compact K de Z, alors il existe une fonction y, localement
sommable, définie presque partout dans Z, telle que l'on ait

ixW^W = iz(y);
en tout point z où 9 est définie, y(z) est égal au nombre algébrique
d'intersections des chaînes t^((x) et v.

Ceci résulte du théorème 9. 1, compte-tenu de la propriété
(vit) rappelée au début de ce paragraphe.

Une généralisation du corollaire 9. 2 a été annoncée dans [10] ;
elle sera établie dans un travail ultérieur, où seront étudiées
les relations entre la convolution des courants et certaines
notions topologiques.



CHAPITRE III

HOMOLOOIE ASSOCIÉE A UNE FAMILLE DE DÉRIVATIONS.
APPLICATION A L^ALOÈBRE

DES FORMES DIFFÉRENTIELLES EXTÉRIEURES
SUR UNE VARIÉTÉ

10. Énoncé du théorème fondamental (3).
Dans une catégorie abélienne, soit (^()i<i<p une famille de

morphismes tels que le produit di.dj, défini quels que soient
i et /, vérifie di.di = 0 pour tout i, et d^dj + dj.di = 0
pour i =7^= / ; soit d = d^.d^ ... dp. Soient F l'unité commune,
à gauche et à droite, des à^ ; Fp le produit direct (naturellement
isomorphe à la somme directe) de p objets identiques à F$
pi les projections canoniques de Fp sur F; § == ^ ^rpi
/v< . . . . . • ^^( ^ ^ désignant Faddition, dans le groupe abélien des mor-
phismes de F? dans F). Le couple (S, d) constitue un complexe
dont Phomologie sera appelée homologie de la famille (^)i<i^p;
pour p === 1, on retrouve la définition habituelle de l'homologie
d'un endomorphisme de carré nul. Notre but est d'indiquer
une condition suffisante pour la nullité de cette homologie, en
supposant F muni d'une graduation telle que (F, rf;) constitue
un complexe (pour tout indice i), et d'une seconde graduation,
liée à une décomposition de chaque J; en une somme de
morphismes; toutefois, comme nous l'avons indiqué dans
l'introduction, nous n'énoncerons cette condition que pour
une réalisation particulière de cette structure.

(3) Bien que le problème qui fait l'objet de ce chapitre soit d'abord posé dans le
cadre d'une catégorie abélienne (définie par A. Grothendieck [1]), la connaissance
des notions relatives aux catégories abéliennes n'est nullement indispensable pour
la compréhension de ce chapitre.
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Soient A un anneau commutatif avec élément unité ; M,
n

un A-module unitaire ; n, un nombre entier positif ; A" = (B A,
la somme directe de n exemplaires du A-module A; E, l'al-
gèbre extérieure du A-module A", graduée par les sous-modules

q
^ E = A E de ç-vecteurs, 0<;ç<;n; F, le produit tensoriel
M ® AË de A-modules, gradué par les sous-modules ^F = M 0 Œ.
L'ensemble F, muni naturellement d'une structure de E-module
à gauche (si m es M et e e E, on a m^e e F; si e1 e E, on pose
e9 f\{m^e) == m^{ef Ae)), est un module gradué sur l'anneau
gradué E.

Soit ((Oi)i^i^p une famille d'éléments de ^5 on lui associe
la famille (d^^^p des applications de F en lui-même définies
par

^(a) = (0(Aa$

d est alors l'application de F en lui-même, vérifiant

r f ( a ) = = ( o A a , co == /\ (ji).,
l ^ î ^P

et applique en particulier ^F dans P+^F; ô est l'application
p

de ©F dans F vérifiant

^((^i^p) == ^J ^Aa,
i^i^p

p
et applique en particulier O^F dans ^^F; on a d.S = 0.

Pour tout nombre entier k vérifiant 0 <; k ̂  n, définissons
l'application y^ de A^ dans A" par la relation

Çfc(a<, 02, . . . , Ofc) == (ai, . . . , Ofc, 0, . . . , 0)

et posons A^) == yfc(Afc) ; l'algèbre extérieure E(^ de A^) est
alors un facteur direct de E. Soient œ^) la projection de co,
dans E(^); doo l'application de F en lui-même, vérifiant

^(a) =( 1\ û^Aa;
Vi^i^P /

p
S(̂  l'application de ©F dans F, vérifiant

M(a*)l<^p)= S ̂ -i)^-
Ki^P
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Définissons de même l'application ç^ de A"^ dans A" par
la relation

î^i, ^2, • . . , a^fc) == (0, . . . , 0, a,, . . . , a,_fc)
et posons

A^) = y^A71-"), E^ == E(^) A ( "A" A^) ), EA = e E^ ;
l^h^fc

en particulier, nous aurons EC") == E ; posons enfin
FM = M ® E^, FA = M <g) E^), ̂  =q¥ n FM, ^FA == ^F n F^).
Alors ^ applique en particulier "-^FA dans "F, et S(fc)

p
applique ^n-P-lFW dans "-^FM. Avec ces notations, nous
pouvons énoncer le théorème fondamental :

THÉORÈME 10. 1. — Pour que la suite

eF -s- F —r F

soit exacte, il suffit que la suite
p
^n-p-l-p[k] ____^ "-PpA ____^ "F

5(A) ^(fc)

vérifie, pour tout entier k tel que p <; k <^ n, la condition sui-
vante: la projection, sur "-^F^ du noyau de c^), est l'image
de S(fc).

Dans le cas p == 1, désignons par (î/y)i^y<n les composantes
de (o; le théorème 10. 1 s'écrit alors sous la forme équivalente :

5i, pour tout nombre entier k vérifiant 0 ̂  k <; n, et tout
élément a de M, le fait que î/^+i a soit une combinaison linéaire
de y ̂  .... y k à coefficients dans M entraîne que a est lui-même
une telle combinaison, alors la relation c o A a = = 0 , où ae^F,
q <; n, entraine la divisibilité de a par co.

Ce cas particulier du théorème 10. 1 a été établi par G. de
Rham [15].

La démonstration du théorème 10. 1 résultera de récurrences
effectuées à partir de trois lemmes principaux, et utilisera
des notations auxiliaires que nous introduirons tout d'abord.
Si A et B sont deux propriétés, A n B désignera le réalisation
simultanée de ces propriétés; A ===^B signifiera : A entraîne B;
enfin, nous définirons les propriétés suivantes :
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Pour p <; /c <; n, P'(À') exprime que, dans la suite
p
© n-p-lpM___^ "-Pp^)___^ "F

8(fc) d(fc) ?

la projection, sur "-^F^, du noyau de ^), est contenue dans
Pimage de §00; on pose P' = f ^ P'(A').

p^k^n

Pour p — l < / c < n et 0 < ç < n — p, ^PC^) et ^P^)
expriment respectivement que les suites

p
^Î-IF(^)__^FC*)__^p+^p

8(^+1) dw
et 91-lF^——^1F^—^P+<'p

^(k+ 1) d(fc)

sont exactes; on pose
îp ̂  çp(n) ̂  îp^ ^^ p ̂  ^ çp

o<çr^n—p

Avec ces notations, le théorème 10. 1 s'écrit : P' =^ P.
De la nullité de "-^-T^, "-ppc^1) et "-P-TW résulte immé-

diatement :

LEMME 10. 1. — P'(p) = "-^PW.

11. Démonstration du théorème fondamental.

a) Énoncé et démonstration des trois lemmes principaux.

LEMME 11. 1. — Pour p <; k <; n,
P'(/c + 1) n "-W^^ "-pp(fc+1).

LEMME 11. 2. — Pour p ^k < n et l < ç ^ n — p,

^n^T^-^Po^).

LEMME 11. 3. — Pour p <; /c < n,
P'^nT^^T^o.

Avant de démontrer ces lemmes, notons que, définissant
^i[k+i] par la relation

^iOc+l) = î(fc) + ^[fc+4]?
nous aurons

œ0c+0= A (0^+^)= A ((oi(fc)+a)W-l])î
l^i^p l^i^P
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soit

(1) ^(fc+^)=(o(fc)+(P!)""l S ^'pf A ^rA^AcOrpEic+l]-
Kr,<p \l^i<P /

1 < rp ̂ p

Démonstration du lemme 11. 1.
Soit ae^F, vérifiant 0)^4.1) A a^+1) == 0. En vertu de la

relation (1), on a :
œ^oAa^^œooAa^1)

+(p!)-1 2 ̂ f A ^(*))A^^<]Aa(^1).
l<r,<p \1^»<P /

l^rp^p

Or, en vertu de l'hypothèse P^k 4- 1)? il existe une famille
(Mi^p^-^F

telle que l'on ait
a^-a^ ^ (O^A^I.

l^i<p

Comme (Op [fc+iiAa^) === 0 en vertu de la définition des degrés,
on a

«SE^AaW^ ^ œ^^A^A^
l^i^p

et
coa+oA a(^1) == (O(,)A a^ —coa)A / V ^+i]A P^^

\i<Kp /
=œ(,)A/art- 2 ^+l]Ap.[i(+l]^==0.

\ l^i^P /

Comme l'expression entre parenthèses désigne un élément
appartenant à ""^F^), il existe, en vertu de l'hypothèse "^PC*),
une famille

(ïO^o^-'-W
telle que l'on ait

^)- 2 (o^A[î^= 2 ^œÂP^î
l^i^p l<i<P

on en déduit

oC^^ ^ œ,^.]Ap|t+^+œ^Ap^+fa)((*)Ap|t+^

= 2^ û^+oAp^+œ^A^.
K'^p
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Comme ^4-ijAyW = 0 en vertu de la définition des degrés,
on a

^W= ^ (O^A^^+T^).
l^i^p

Comme l'expression entre parenthèses représente un élément
appartenant à "^-T^1), la propriété "-Pp^1) est vérifiée.

Partie commune à la démonstration des lemmes 11. 2 et 11. 3.
Si on pose

0(̂  o == (X(A) + a^j,

on obtient, compte-tenu de (1) et de œ^^Aa^j == 0,
la relation
^Oc+oAao^o == (i)(fc)Aa(fc) 4- œ^Aa^^.^

+(p!)-1 S ^-^f A ̂  A^^^7^^-
1^^' i^P \l.<:i^p /

l<rp<p

Si ae^F, le terme (oa)Aao,) appartient à ^'"''^Fcfc), et tous les
termes qui suivent appartiennent à ^^F^^; donc la rela-
tion

(0(fc+oAa(^o == 0
entraîne

(2) ^a)Aa(fc) == 0
et

(3)
^(fc)Aa^i+ (p!)-1 ^ â^^f A ^(^Âîo^fc+nAa^^O.

K^^p \i^i^p I

^^p^P

En vertu de l'hypothèse T^) (pour le lemme 11. 3, q = 1),
la relation (2) entraîne l'existence d'une famille

(PO^pC^F
telle que l'on ait

(4) aa)= 2 ^^^ P^-«i^p
Alors, compte-tenu de la relation (3), on obtient

<^)Aa^—/ /\ œ,(,)\A/ V ^r^nAp^)\==0,
\«î^p / \l^i^p /

4
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soit

(5) œ(,)A/a^— ^ ^+i]Ap^)\==0.
\ i<*^p /

Or on peut écrire

^n— 2 ^i^+^Ap^^^AYa)
l^i^p

avec ye^-T, de telle sorte que la relation (5) entraîne

(6) œ(,)A^)=0.

.Fin d!e fa démonstration du lemme 11. 2.
En vertu de l'hypothèse ^P^), la relation (6) entraîne

l'existence d'une famille
(^i^pC^F^

telle que l'on ait

T(fc)== 2 ^(^Â^
Ki^P

soit
^+1]== 2 ^[fc+ijÂPi^+xA ^ to^)AS^);

l^i^P l<i<P

compte-tenu de (4) et de la relation
^iOr)A^= œ^+oAy,,

on obtient

^^ i) == 2 coî(k) A ̂  + œ*^+ <]A P )̂ — ^iCfc)A 7. A Sioo
l^i^p

^ 2 û}^+^)A^)—œi(fc)A7,A^)
«i^P

:= 2 ^(^oA^—y^A^)).
i^i^p

Comme l'expression entre parenthèses représente un élé-
ment de ^Foc+i), la condition ^P^+o est vérifiée.

Fin de la démonstration du lemme 11. 3.
Dans la partie commune aux démonstrations des lemmes

11. 2 et 11. 3, supposons q = 1; alors yoo est un élément m
de M, et la relation (6) s'écrit (O^AW == 0.

Soit, pour l < i < n , X<= (0, . . . ,0, 1, 0, . . . , 0 )eA" ;

i—1 n—i
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alors on peut prendre ^ = X^, et la relation (O(^)AW = 0
entraîne (O^)A£ == 0 où £ = m A / f\ XA, soit (0(p)A£ = 0.

\P<Î^7» /

L'hypothèse P'(p) entraîne l'existence d'une famille

(SOi^pC^-T
telle que l'on ait

e= £(?-<)+ ^ (OKp-i)A^.
K»<p

La relation eCR""1) == 0 entraîne

1= 5 ^(p-oA^J;
i^i^p

de cette dernière relation résultent 8^ = 0 et £ = 0, soit
m == 0. Alors on a

^ i) == 2 œior) A P^ +(sî^ *iA ?*<*>i<»<p
= ^j ^i(*+i)Apia),

l^i^p

et la propriété ^(k+ô est vérifiée.

b) Récurrences.
En partant de l'hypothèse P' == Ç^ P'(/c), en tenant

p^fc^n
compte du lemme 10. 1 et en utilisant le lemme 11. 1 pour une
récurrence sur l'indice A* dans "-^P^), on obtient :

LEMME 11. 4. — P'^^^pp.
En appliquant ce lemme à F(p+^, on obtient :

LEMME 11.5. — Pour 0< :ç<^y i—p,

n pw-^pcp^n p'w=^îp(p+,)•
P^k^p+qP^k^p+q

De ce lemme, on déduit aussitôt :

LEMME 11. 6. pf^ n ̂ p^
o<y<n—p
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En effectuant une récurrence sur l'indice k de ^P^) à l'aide
du lemme 11. 2, on obtient :

LEMME 11. 7. — Pour 1 < q <; n — p,

^p^nf n ̂ p^,^ n îp^
\p-+-ç < A-;"$ n / p-^-q^k^n

Pour g == 1, le lemme 11. 5 s'écrit
P^nP'^+l^T^);

en utilisant ce résultat, et en raisonnant par récurrence, à
l'aide du lemme 11. 3, sur l'indice A* de T^), on obtient:

LEMME 11. 8.

p'(p)np'(p+i)^ n1^-
p<k^n

Les résultats obtenus permettent maintenant de démontrer
le théorème 10. 1, c'est-à-dire la relation

P'-^P;

en effet, si P' est réalisée, la condition H ^P(p+g) est réalisée
0<ç<n—p

en vertu du lemme 11. 6, et aussi la condition [ | T^) en
p<k^n

vertu du lemme 11. 8; il résulte alors du lemme 11. 7 que la
condition ^ ^ ^P^) et, en particulier, la condition ^P = ^P^),

p+q^k^n

sont réalisées, pour 1 <; q <; n — p; donc P == Ç~^\ ^P est
réalisée, i^q^n—p

12. Un corollaire du théorème fondamental.
Nous établirons maintenant un corollaire du théorème

fondamental, plus maniable que celui-ci; ce corollaire nous
permettra d'appliquer notre résultat à l'algèbre des formes
différentielles extérieures sur une variété indéfiniment diffé-
rentiable; il fera intervenir certaines matrices, dont les élé-
ments appartiennent à un anneau, et qui généralisent la notion
de M-suite, considérée par J.-P. Serre [19] ; définissons d'abord
ces matrices et des propriétés qui les concernent.

Comme précédemment, nous supposerons que A est un
anneau commutatif avec élément unité, et que M est un
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A-module unitaire; soient n et p deux nombres entiers vérifiant
l^P^S^î s01^ co == (^i^i^i^p une matrice d'éléments de A;

l</<n

pour toute suite d'entiers 1 <^i < • • • <ip<; n, on désignera
par A^ ^ i p le déterminant de la matrice (<^i/)i^i^p ; pour tout

/=C..,ip
entier k vérifiant p <; k <; n, on désignera par AQ,) l'idéal de A
engendré par les A ^ , ^ pour ^p< /c ; pour toute suite
1 <; ii < • - < ^p-i <^k^n, on désignera par Q^ ; ^ ^ l'idéal
de A engendré par 0 et les éléments de la matrice

^(î,. .... îp_<; k) = (^)l <i^P..y<fc-
y7fcii,...,ip_i

DÉFINITIONS. — Soit A* un entier vérifiant p <; A- ̂  n. On
dira que co satisfait :

a. La propriété P"(À') si la relation

S A^,.^_^.Ç^_,^ e A^).M, îî<,....i^, e M
^it<-"<ip-t<k

entraîne
^,....fp_^û^,..^^^.M;

&. La propriété Q(/c) si, pour toute suite d'entiers

1 < ii < • • • < ^p-i < /c,

A,,,...,ip_,, /c n'est pas diviseur de zéro dans le A-module

M/Q,,,^.,.M;
c. La propriété P" (resp. Q) s'il satisfait la propriété P"(/c)

(resp. Q(/c)) pour tout .entier A- vérifiant p <; k ̂  n.

Cas particuliers. — a. Si p = 1, si A est un anneau semi-
local et si les éléments de <o appartiennent au radical de A,
dire que œ satisfait la condition Q est dire que co est une M-suite
de A.

b. Si p == 2, si on pose œi==(^) ,<^ et cog ̂  (1/1)1 < i < c n ,
les propriétés P"(/c) et Q(/c) s'explicitent respectivement comme
suit :

i. La relation

S (^ ~ x^ • ̂  = S (̂  —^y*) •f^^«y</< i<*<y<fc
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avec y, e M et ^y e M, entraîne des relations

?,== ^ ^A+^y,
^J^^J^i

avec Oy e M et Oy e M, pour les entiers i vérifiant 1 <; i <; k.
ii. Pour tout entier i vérifiant 1 <: i <: /c, a;̂  — .r^ n'est

pas diviseur de zéro dans le A-module
M/(0,^, . . . , ^ , . . . ,rr^,y, , . . . , y , , . . . ,y ,_ , ) .M

(où M est multiplié, au dénominateur, par l'idéal de A engendré
par les éléments qui figurent entre parenthèses, l'accent sur-
montant un élément signifiant que cet élément est omis).

Les notations que nous venons d'introduire permettent
d'énoncer le résultat qui est l'objet de ce paragraphe :

THÉORÈME 12. 1. — Soit (û == (^y) i< i<p une matrice yéri-
iïj^n

fiant la condition Q, et soit co; == (coy), ^y^n e ̂  pour 1 <; i ̂  p;
alors la relation

1 A ^Aa=0
V^i^P /

où a e ̂ F, 1 ̂  q ̂  n — p, entraîne Inexistence S une famille

(POi^p^F
telle que Von ait a== ^ ^ABr

l^i^p

Ce théorème résulte du théorème 10. 1 et de la comparaison
des conditions Q(/c), P"(/c) et P'(/c); cette comparaison est
l'objet des propositions ci-dessous.

PROPOSITION 12. 1. — Q(À-) =^ P"(A-).
Démonstration. — La condition P^/c) exprime que la

relation

(1)
^j ^.... ip-,. fc. ?i<,..., »?_. = ^j A^. .... ̂ . e^... ̂

1 ^ » < < • • • < ip-t < k i ̂  i, < ... < ip < k

entraîne des relations

(2) îî,....»p_,== S ^-k^. .....?-<
l^i^P. i^J<ïe

J^iv .... ip-i
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°ù Çi,.....i -i? ^i,,...,i ? ^i,y.h....,î -i sont des éléments de M. Si on
particularise une certaine permutation ii <;•••< i _,< À*, la
relation (1) s'écrit :

A»,, .... îp-,, fc Ci,. ....ip-, + ^j ^,...../p-i,k î.h.-.Jp-,
K./^—^Op-*^

0'*. •••Jp-t)^1*. •'" ^p-i)
= ^j ^r,.....rp8r,.....rp-

l<'-i<---<rp<k

Dans chaque suite 1 ̂  ri <; • • • << r? ̂  /c, il y a au moins
un indice qui ne figure pas dans la suite i, < • • • < ip^i < A*;
donc cette relation entraîne

.̂.... ̂ _,. k yi,,.... ip-, = Jj ^ij • ̂ y, n..... *p-,
\^^P.J<k
J^Él^ ....lp-1

et, compte-tenu de cette dernière relation, Q(/c) entraîne (2),
q.e.d.

Si nous associons à la matrice co == ((Dy)i^i^n la famille
K./<n

( ( o i ) l<^^p c lE où (1)1 = (œy)^.^, l<i<p, la comparaison
de P^(/c) et de P'(/c) est possible et donne lieu à la proposition
suivante :

PROPOSITION 12. 2. — P"(/c) ==> P'(/c).

Démonstration. — On exprimera à Paide de la base (Xi)i^i<^
de A", introduite à la fin de la démonstration du lemme 11. 3,.
les éléments de F qui interviennent dans l'expression de P'(A:)^
afin d'exprimer P^A*) à l'aide de conditions relatives à la
matrice œ.

i. Expression de (A)(^), de <p e ""^(^ e( rfô îa condition d^j^f = 0.
On a d'abord

^îOf) === ^J ^ij-^j
i ^ J ^ k

et, par suite,

^(A)== A coi(k) == S (sî^^^ • • • ̂ p^ .̂ • • •x^i < i <: p i î$ y, < k
t < J p ' € k

== 2 ^ î̂  • • • ^pjp^ • • - ^p
i ,<4<---<ip<fc

= ^J ^î*.....îp X»« X». • • • X-ip-
î ,<. .-<ip<fc
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On définit * (X^ . . . X^), pour i^ < • • . < ip < A-, de telle
sorte que l'on ait
X,X^ . . . X^* (X,X^ . . . X^) = (- i).+-.4-.p+p(p+^x, . . . X,

Alors un élément y appartenant à n'~•P'F^ s'écrit

? = S î^.-^p* (x». • • • ^p) avec î̂ ...., ̂ e M

^ < • • • < ip ̂  ̂
et l'on a
co(.)Aç = S (- l)il+•••+ip+;<p+l)/2A,....^y,....^X, ... X,

i, < • • • < ip <s k

La condition d(^ç = 0 s'écrit donc

2 (-l)il4-•+ipA,.,,,.9,,,^=0
i , < - - ' < i p < k

ou encore

S f_ly<+•••+ ipA. • ^•\ -*-/ —h....,lp*Tli....,lp
« i < - - - < î p < f c

+ 2 (-i-)^-^-1^^,.,^^.^....,.,^^
i i < " - < i p - , < k

Elle entraîne la relation

2 (-l)lï+•••+ip-lA,,,,^„,.î,,.,^,,eAa).M
i ,<---<ip-,<A-

ii. Expression de la condition: y appartient à "^F^) e( ^ap
projection, sur "-^F^, e5( cîaM6? l'image de ©"-^FMpar §(̂ .

Si '^i appartient à n-/)-lFLrA], on a

^i = 2 ^l'l- •-' ̂  /c * ̂  • • - ^P^) 5
i,<---<^<fr

compte-tenu de la relation
C0^_0= ^ ^jX^

1 ^J<ft—l

on obtient
co,(^oA^== ^ / ^ œ^^^,.,^^X^(X^ ... X^X^\

t i<-- -<»p<^ \i ''?<? /

= 2 ( 2 (-̂ -̂ .,.,4.,.....̂ .
,<-<^\,-',<p .(X,...^... X.,X,)\

==..<-^.<A.(-l)J-lœ../ky,.....„•p-„^(X„...X^X,).
y<^
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La projection de ç dans "-^F^ étant égale à

^= 2 Î,.....^*(X,... X^_X,),
i,<...<ip-,</c

la condition considérée est l'existence d'éléments 4'i,y,i<....,i - i . fc
de M, pour 1 < i < p, l'i < • • • < ip_, </c, 1 < / </c,
] ~=f=-i\f . . ., ip-i, tels que l'on ait

?i,.....^-.k== 2 (—^"^^••ky,^....^-,.*;
l<i^p
K./<fc

cette condition s'écrit alors:

?î,......p_.^ûî,....^_,fc.M.

Terminons la démonstration de la proposition 12. 2; si
P"(A') est réalisée, la relation obtenue à la fin de i entraîne la
relation obtenue à la fin de u, donc la condition exprimée
en i entraîne la condition exprimée en u, et P'(/c) est réalisée,
q.e.d.

Les propositions 12. 1 et 12. 2 et le théorème 10. 1 fournissent
les relations

Q ==^ P" —^ P' => P

d'où résulte Q===^>P; cette dernière relation équivaut au
théorème 12. 1, qui se trouve donc démontré.

13. Application à l'algèbre des formes différentielles extérieures
sur une variété indéfiniment différentiable.

Afin d'appliquer les résultats qui précèdent aux formes
différentielles extérieures sur une variété différentiable, nous
devons introduire quelques définitions. Soit A l'anneau des
fonctions indéfiniment différentiables dans l'espace euclidien
R71, et soit M le A-module A ou le A-module des fonctions indé-
finiment différentiables à support compact; nous conserverons
les notations introduites au début du paragraphe 12.

DÉFINITION. — Nous dirons que la matrice co == (<^iy)i^i<p
vérifie la propriété R si : i^j^"

a. A^ ,p ne s'annule identiquement dans aucun ouvert;
b. Pour tout entier k vérifiant p ̂  p[k — p) ̂  n — 1, et

toute suite d'entiers 1 ̂  ii <;•••<; ip_i <; /c, A^ ...^ _^ ^ et les
éléments de la matrice œ^ , ^ ^ SOIlt p(^ — p) + 1 fonctions
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appartenant à un système de coordonnées de R" (ne s'annulant
qu'en 0);

c. Pour tout entier k vérifiant n— 1 < p(k — p) <; p(n — p)
et toute suite d'entiers 1 <^i < • • • < ip-i < A-, A^. -̂ _^ ^ et les
éléments de la matrice ù)(^ ^ ^ ̂  ne s'annulent pas simul-
tanément.

Cette définition permet d'énoncer notre résultat relatif aux
formes différentielles extérieures.

THÉORÈME 13. 1. — Soit V une variété indéfiniment diffé-
rentiable, de dimension n, et soit ((^1)1 ̂ i^p, p < n, une famille
de formes différentielles indéfiniment différentiables, homogènes
de degré un, vérifiant la condition suivante: pour tout point 0
de V, il existe un voisinage U de 0 et un système (^i)i^i^n de
coordonnées locales dans U, de telle sorte que, si on pose

(0; == ^ o)y dij, 1 < i < p
l^j^n

dans U, la matrice œ == (^iy)i^i^p. i</^n vérifie la condition R.
Soit a une forme différentielle, indéfiniment différentiable,
homogène, de degré q, 1 <^ q ̂  n — p, dans V, vérifiant la
relation . v

( y\ ^Aa==0
\l^i<P /

dans V; alors il existe une famille (POi^i^p de formes indéfini-
ment différentiables, homogènes, de degré q—1, dans V, telles
que Von ait

a== S ̂ ^
l^i^P

rfan^ V. 5i a e5< a support compact, les formes (îi, 1 <; i <; p,
peuvent être choisies à support compact.

Ce théorème résulte du théorème 12. 1 et de la comparaison
des conditions Q et R, réalisée par la Proposition suivante.

PROPOSITION 13. 1. — R===^- Q.
Démonstration. — II s'agit de montrer que, si la condition R

est réalisée, alors, pour tout entier k vérifiant p ̂  k ̂  n,
et toute suite d'entiers 1 ̂  i, < ; • • • < ip_i <; /c, les relations

Ai,,.... î ,. k • Ci,....,»?_, = ^j ^ij • ̂ .y, i,,..., îp-<
i^^p,y<^jy^...,ip-,
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entraînent des relations

Ti.,...,ip_. == S (o.,./•>•K.^i„...,ip-^•
i^Pj<k
J^li, ...» lp—1

Or, le problème a été résolu, dans le cas p = 1, par G. de
Rham [15], qui a obtenu le résultat suivant :

Si Pon a œ = (0^)1^^, les œ; formant un système de coor-
données dans R" et ne s'annulant simultanément qu'au point 0,
alors la condition Q est réalisée pour la famille réduite à la
forme différentielle CD.

Compte-tenu de la condition R, ce résultat de G. de Rham
permet de résoudre le système d'équations ci-dessus de la
manière désirée.

Remarques. — a) Dans le cas p = 1, le théorème 13. 1 est
un résultat connu de G. de Rham [15].

b} Dans le cas général, pour appliquer ce théorème, il faut
vérifier qu'une certaine matrice de fonctions vérifie la pro-
priété R; la partie essentielle de cette vérification consiste à
prouver la condition &) de la définition ci-dessus, c'est-à-dire
à prouver que la matrice jacobienne de A^_^_^ et des
éléments de ci)(^ ; _^) est de rang maximum (c'est-à-dire
p(/c — p) 4- 1) en ô si ces fonctions s'annulent simultanément
en 0.

Si l'on a p == 2 et n = 3, alors on a aussi œ = (œi, œ^)
avec (Oi == (^)i^^ et œg = ( î /Oi^i^n; si x^ x^ y^ et y^ s'an-
nulent simultanément en 0, la condition R exprime que les
fonctions

D(^i, î/i, x^) DQri, î/i, 1/2)
2/3 D(^, ^3) ^(S;,, E^)

et
D(^2> y^ ^i) ,. P(^ y^ yi)

1/3 D(^ ^ ^ ^D^,^ ^
ne s'annulent pas en 0, et que x^y^ — x^ ne s'annule pas
identiquement dans un ouvert.

La condition R est réalisée pour l'exemple suivant :

Si = (^1 + ̂ ).^ + (^l)2 + (^)2, ^ = ̂  + ̂

(Ol = (fci = (2îi + ̂ ) ^1 + (2^2 + ̂ ) ^2 + (Si + ^2) ̂ ,,

(02 = ds^ = ^d^i + ^1^2 + ^3-



CHAPITRE IV

REPRÉSENTATIONS INTÉGRALES DES FONCTIONS
DE PLUSIEURS VARIABLES COMPLEXÉS.

14. La formule de Cauchy-Fantappiè.
Nous montrerons, dans ce chapitre, que les formules inté-

grales de E. Martinelli [7] et de A. Weil [21] sont des consé-
quences de la formule de Cauchy-Fantappiè utilisée par
J. Leray [5]. Pour cela, nous déduirons, de la formule de Cauchy-
Fantappiè, une formule intégrale très générale (A) permettant
d'exprimer la valeur d'une fonction holomorphe en un point
quelconque d'un domaine, à l'aide des valeurs prises par cette
fonction sur la frontière du domaine; nous montrerons ensuite
que la formule (A) admet comme cas particuliers les formules
intégrales de E. Martinelli et de A. Weil; plus précisément,
au cours des calculs conduisant à la formule de A. Weil, nous
obtiendrons une formule (B) plus générale que celle de A. Weil,
mais dont le noyau présente le même caractère de simplicité.
La principale difficulté rencontrée dans ce chapitre réside
dans les calculs permettant de particulariser la formule (A)
afin d'obtenir les intégrales de E. Martinelli et de A. Weil.
La formule (A) admet d'autres cas particuliers intéressants,
qui seront exposés ailleurs. Dans ce premier paragraphe, nous
rappellerons l'expression et la démonstration de la formule
de Cauchy-Fantappiè.

Soient X un domaine convexe d'un espace affin complexe E
de dimension complexe n'y 3 l'espace vectoriel complexe (de
dimension complexe n + 1) des fonctions linéaires affines dans
E, à valeurs complexes; S* l'espace projectif complexe
(de dimension complexe n) quotient de 3 — |0j par le groupe
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des homothéties de rapport non nul de 3. On désignera par
(^i)i^i<n (resp. (^)o^î^n) des coordonnées dans E (resp. S)
telles que la valeur prise par la fonction linéaire Ç (apparte-
nant à S) au point x de E soit égale à

Ç.^=Ço+ S ^rî-
l^i^n

On définit les formes différentielles extérieures

<o(^)== f\ dx,, (o'(Ç)= S (-l)"-^ A.̂ --'
l^i^n l<k<n l^i,$n

ainsi
(S.t/)-^)

est, pour tout y e X, une forme différentielle extérieure dans S,
image réciproque d'une forme différentielle holomorphe dans
S*, qui sera représentée par la même expression; nous appel-
lerons noyau de Cauchy-Fantappiè la forme différentielle
pvi" pnpnpft

^ ^-(^-"^Aco^)

définie dans 5* X X.
Dans S* X X, soit Q la quadrique d'équation ^ .a ;==0 ,

et, pour tout y e X, soit P(î/) Fhyperplan d'équation Ç.y = 0;
ainsi que l'a montré J. Leray [5], l'espace vectoriel
F{/Q—P(y) n Q) d'homologie, à supports compacts et à coeffi-
cients complexes, de Q — P(y) n Q, est engendré par deux
classés d'homologie, de dimensions (réelles) respectives 0 et
2n — 1 ; le point (Ç*, x) décrit un cycle appartenant à cette
dernière classe quand x décrit la frontière K d'un domaine
borné, contenant y et contenu dans X, ^* variant continû-
ment, en fonction de x, de sorte que l'on ait

^=0, S. î /^0;

considérons en particulier le cycle (S défini par les relations

S l^—!/.]2^2. ^=^i—yi. 1 < ^ < ^ ^==0
\ ̂ i^n

et orienté de telle sorte que l'on ait

(1) ^(^.t/))-<o^)A(o^)>0;
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soit A(Q — P(y) n Q) la classe d'homologie compacte contenant
le cycle (3; cette classe engendre le sous-groupe de

H.(Q - P(y) n Q)

de dimension (réelle) 2n — 1 ; elle permet d'écrire la formule
de Cauchy-Fantappiè

(2) A^-^'^-^f ^)(S.2/)-(o'(Ç)A(o(^)
[Zl'K) J/<Q-P(y)nQ)

pour toute fonction f holomorphe dans X.
Pour démontrer cette formule, J. Leray utilise une méthode,

due à H. Lewy, qui consiste à intégrer explicitement sur le
cycle P; on est alors amené à établir la relation

/^ fi \ {n — 1) !
(3) fw=^2Ï^

f{x)( 1\ dx\f\ ^ (-l)^(^-y,)/ f\^dx\
\ l ^ t ^ n / l^fc^n_________________\i^t^n____/_

( 2 i^-^ry
_ |a•f—yf| t==es \l<i<n /

l<;<<r»

la sphère de centre y, de rayon e, étant orientée de manière
convenable (c'est-à-dire telle que l'inégalité (1) soit réalisée);
en considérant successivement le cas où f(x) = 1 dans X et
celui où f(y) == 0, on établit aisément ce résultat et on voit
que l'orientation convenable de la sphère est son orientation
naturelle (de l'intérieur vers l'extérieur) dans X. Il convient
de noter que la relation (3) est la première formule intégrale
de E. Martinelli [6] ; grâce au choix d'un cycle particulier ?
dans la classe d'homologie /i(Q — P(y) n Q), la démonstration
de cette formule se révèle équivalente à celle de la formule de
Cauchy-Fantappiè ; rappelons enfin, pour préciser le sens de
la relation (3), que le noyau

( /\ dx,\/\ ^ (-l)»-' (x,- y,) ( A.^^H __
\l^i^.n / Kfc^n__ \ l ^A<nT^ Vi^ i^n / l<fc <n______ ________ \ i ̂  k < n /

KO == ————————————————-a^T 1/r il I2l̂ i —— !/î|

est fermé, qu'il est la différentielle (1—n)~1 rf'Ho, par rapport
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aux variables complexes x^ 1 <; i ̂  n, de la forme différen-
tielle extérieure

2 ( A^<W A.̂ <)
TJ _ i^fe^n Vt^fr^n____/ ^l^^n____^

( S \^-yf\
\l^i^n /

et que, considéré comme courant, il vérifie la relation

^-^-(^^
(où Sy désigne un courant défini au début du paragraphe 3).

En remplaçant la sphère, qui a permis de construire le cycle
(3, par la frontière d'un domaine, supposée différentiable par
morceaux, nous obtiendrons, au paragraphe 18, la formule
générale (A), et les formules intégrales de E. Martinelli et
de A. Weil; les calculs permettant de déduire les noyaux de
ces formules du noyau de Cauchy-Fantappiè seront effectués
dans les paragraphes 15, 16 et 17; la démonstration d'une
identité utilisée, dans le paragraphe 16, pour le calcul du
noyau de E. Martinelli, est rejetée à la fin du chapitre, dans
le paragraphe 19.

15. Noyau général, dans l'espace affin, déduit du noyau de
Cauchy-Fantappiè.

La diagonale du produit X X X étant désignée par A, soit
('^i^a^r? r ̂  n^ une famille d'applications continues et déri-
vables de X X X — A dans 3 telles que, pour tout

( r r , î / )eXx X — A ,

la famille de vecteurs (^(^ 2/))i^<x^r ^it libre sur le corps
des nombres réels et vérifie les relations {^{x, y)).x == 0,
1 <^ a ̂  r; les coordonnées du vecteur 4'a(•r? y ) seront dési-
gnées par (4'?)o^y<n- Soit t{x, y) l'ensemble engendré par
les vecteurs

^,y,X)= ^ ^{x,y}
i^a^r

lorsque les nombres réels X<x varient en vérifiant les relations

^a>0, l < a < r , ^ ^=1;
l^a^r
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soit T(y) la partie de 3 X X engendrée par l'ensemble
t{x,y) X \x\ lorsque x décrit X — \y\ ; la restriction p{y)
à T(y) de la projection canonique de 3 X X sur X est une
fibration de T(y) sur X — \y\ par des simplexes de dimension
réelle r — 1.

THÉORÈME 15. 1. — La composante homogène, de degré
în — r, de la forme différentielle obtenue en intégrant le noyau
de Cauchy-Fantappiè sur les fibres de p(y), est

(4) K{x,y)= Ç ( ^ ^(y.-^)^-"û(^y,X)
J Ï ̂ -\î$^ )

, „ l<a<r

ou l on a

û{x, y , À) = ^ (- l)"-/ ^ ̂ \ detM^_
^:^_^ \wr ]

><( A,^^.)A( A ^W A dx\
\ t<a<r r / \io<,i-r / \i-4i<'> /

la matrice M^t,...;, _r e(an( définie par

M^...,_=((^).^^.^ ( ^ A ô^) \
\ < < ; 7 < " . J ^ k , \^^ ^Xi/^^,,_^ 1

' 1 î£./5;l, J - ^ k /

En effet, le noyau de Cauchy-Fantappiè a pour expression

^^-(^•^-""'(^Aœ^)
œ'(?)= ^ (-l)*-1^/ A^*^')

l ̂ k^n \ i<i<n /

^ œ(a;) == ^ dx,.
l^i<n

Sur T(y), on a ^ = 2 ̂
i ̂ $ a ̂  r

et

^- 2 ̂ + s ^^a^+ô^^
l^a<r î r \^ 7 ô .̂ J /

1 ^J ̂ n

Seule, ne sera pas annulée, au cours de la multiplication
extérieure par (o(a-), la partie de d^ qui s'écrit

m= 2 ̂ + ^ À0^,;
l^a<r l^a^r 0^;/

l<y'^n
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donc, seule ne sera pas annulée, au cours de cette multipli-
cation, la partie de (o'(^) qui s'écrit

K(^)]= S (-^-'f 5 M^_ - ' 2 . W
t ^ k ^ n \l^a^r

^ A...( S +•<i•A•+ ï ^t^Vô^̂<fôf
l ̂  i ̂  71 \ i < a < >• i ̂  a <$ r J !

^J'^ n

la forme différentielle K(*r, y) étant homogène de degré în — r,
est homogène de degré n par rapport aux dx^ et de degré
n—r par rapport aux dxj'^ donc, la seule composante de
[œ'(E)], qui intervient dans le calcul de K(rr, î/), est homogène
de degré n — r par rapport aux dxj, et de degré r — 1 par
rapport aux ^Âa? c'est donc

j[^)]]= 2 (-ir'f S A^)
l^ /c^n \l^a^.r /

X/ ' S de t .M^ , . . . , / 1\ d^\/\( 1\ dï,,\\
\ l^6<r V i ^ a ^ r ' / \ i^;v^n-r / /
\ i< / i< - - -<^- ,.<» /

où M^...^_^ est la matrice définie dans l'énoncé du théo-
rème i5. 1.

Remarque. — L'intégration qui apparaît dans l'expression
de K(.r, y} est celle d'une fraction rationnelle par rapport
aux Xa, 1 ̂  a ̂  r; cette intégration peut donc être effectuée
explicitement; toutefois, nous ne ferons ici ce calcul que dans
le cas particulier où il conduit aux noyaux de E. Martinelli
(voir § 16). Si ^ admet une expression de la forme

Y=±(^.y}-^, l<a<r,

l'intégration devient celle d'un polynôme, ainsi qu'il résultera
du théorème 15. 2 ci-dessous ; le calcul sera effectué dans le
cas particulier fournissant le noyau de A. Weil et un noyau
analogue (voir § 17).

THÉORÈME 15. 2. — Soit (O^i^a^r une famille ^applica-
tions continues et dérwahles de X X X — A dans E, telle que
Von ait les relations

^=1 5 ^-y^Y1^ l<a<r.
\ i -^ i ̂  ii 1
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Alors on a

K(^ y) == (— 1)» ^>, Q^, ̂  ^)
.A )it=l
l^a^r

aç^c

Q'(^ y^) = 2 (-1)^1
l<fr^n,l^B<r

l^i<--'</n-r^n

X / S ——^°^\ ^N^.....
(.^ 2 (..-y.)e?^ n^( 2 (^-^o?)
\ Ki^n / l ^a^ r • \ i < i ^n /

><(Aa^^ )A/ A ^ ) A ( A dx\
\i^a^r / \i^v^^_, / \i4^ /

la matrice î^^...i^, étant définie par

^^.../n-r^ (^Ka^r.a^û,
\ i ^ j ^n . j ^ ï

2 ̂ -^^A-e;^)
y i^n______\ ôrc^ •/ ̂ xj

«a^r ^ V / __i/\^\2 )
\ Zj ^——2/1^1 ; /i^v<n-r
\l^i<" / i ^ J ^ ^ j ^ k /

En effet, compte-tenu des relations

^ = ( 2 (^ - ̂ ^^^^ 1 < a < r,
\Ky^n /

on obtient

2 ̂ -^= 2 ^-^tt ^_ ^ ^
'.S "̂r W 2 (^-y.W <À^ i<y<SB
et

M . 3 , . . , = / / - — — — —0̂1___
2 (^.—y.)0?l \ 2j (^-^o?/,^^,^

\ \ i^t<« / i ^y^n.y^ ï/, ̂ -^-^
î i. / V (a; u)ô?Y /

\ \ -̂J v l t7l/ i / / l^v^n—r
vl <i^n 1 / l^J^n.J^ky
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d'où on déduit

det M,?, , ,„_, = / F[ ( ̂  (^ - y.) ô-))"1 det N,p, , ,,_,;
\l^a ̂ r ' \l^i^n //

En substituant les expressions obtenues à celles qui figurent
dans l'énoncé du théorème 15. 1, on obtient le théorème 15. 2.

16. Les noyaux de E. Martinelli.
Effectuons l'intégration, qui figure dans l'expression de

K(rc, y) donnée au théorème 15. 1, pour un choix particulier
des fonctions ^a, conduisant aux noyaux de E. Martinelli;
le résultat de ce calcul est exprimé par le théorème suivant :

THÉORÈME 16. 1. — 5i Von a

^a=ÔP-i^ l<a<r, l< r<n—p, 1 < / < n
ôrc/

et

^=i 2 ^•—î/./h+l^—î/il2, p<i<n,Vi^/o y
alors on a K(rr, y) = 0 pour r <; n — p, et, pour r = n — p,
K(rc, y) est la somme d'une forme différentielle qui s'annule
sur la sous-variété de X— \y^ où s'annulent simultanément
les fonctions p^ — 1, p <; a <^ n, et de la forme différentielle
extérieure

"^-tt^IÏ^-^XA ^)[n——i;i\i^i^n /Vl^ i^n /A s r 2^0 p. n ^+^
PO^" ^ p p P<J«"

^J^pi?" -J

r/ A _^_\_ v /_i \ t- '_^_A/ A dxh ^'^^U-^ .À ^-y. L&r^-^l \ 1^ /1^^

çue nous appellerons noyau de E. Martinelli.
Dans la démonstration de ce théorème, nous poserons

(jj = Xj — yj pour 1 <; / ̂  n ; nous aurons alors

,a ̂  {^j pour 1 < / < p ou pour / = i^
(^ pour p < /' <; la ou pour ia</^^;
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, pour i</ '<p,
2j xa^ = x^ P01"" /'^a'

0 pour les autres valeurs de / , 1-^/^n;
1 pour 1 <; / == l <; p,

X» pour / == Z == la?
0 dans les autres cas;

i<a<r

2 ^
Ka^r

S
K./^"
i^a^r

^
^Xi

^(yj — ^jW

2(^ ^•) {^ —yj) + 2 xcl(2/i« ~ •ri«-) ̂  ~y^-
K<j.<ri '̂<p

La matrice M^R(, ...(„_, est obtenue en supprimant, de la
matrice M écrite ci-dessous, la ligne d'indice k et la colonne
d'indice jî, et en ne conservant, parmi les colonnes d'indice
> r, que celles d'indices n — p + ^i, . . ., » — p + ln-r-

M

î
(TÎ

: : : : : : : : 0 : : : : : : : : :

: : : : : : : : 1 0 : : : : : : : :

^
0

c
(T

(

(

)

h
)

0 : 0 : 0

(T

(T

cr
0

À . . . . . .

0
C

l

2

p
)

a

)

^ 1
<72 C

^ ;
0

0
îr
0

L 0
) 1

0

0 0

0 0 : 0 : 0 ;

O A ' • • • •

: 0 : : : : :

: : : : 0 : : •

n

' • . ' • . ' • . : : ' : ^: : : : : : o

: 0 0 : 0 : 0

0 : 0

0
: X.
. <

: 0 ; (

[ ) •

0 : 0 : 0 0 0 : 0 0 : 0 : 0 : 0 ; 0
Pour que le déterminant de la matrice obtenue ne soit pas
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nul, il est nécessaire que l'on ait p + r ^> n — 1 ; mais, si
l'on à p -[- r = n — 1,1e terme

2 ̂  M?
l^a^r

qui multiplie le déterminant (dans Pespression de K{x, y)
fournie par le théorème 15. 1) est nul (car on a k > p et k ^=f=- l'a
pour 1 ̂  a <; r) ; donc la forme différentielle K(rc, y} est nulle
pour r << n — p ' , pour r == n — p, on a

) Av>() [ièip^
^ „ L - ^ • = 1

K(x, y) == (- 1)»
'̂ >()

'^j=l

^—y^

+ 2 ^--^iT'1^,!/,^;
p<j^" !P<Jfia

la matrice écrite ci-dessus devient, pour p + r = n — 1,

M

' (T

(T

(T

^
(

(

l V

2 (T

P T

+1 (
0 ^

(

0 (

•l

''2

P
0
4-2

B

0

(T

(T

0

(

(

0

i 1
2 (

r?
3

0
^ t

L (
) J

C

3 (

)
1
)

D

(

(
/

(

(

) (

3
1 (
0 \

(

0 (

) (

[)
-̂1 (
) X,

(

0 (

)

0
>+2

)

0

C

(
>

r

Î
^

Les seuls déterminants non trivialement nuls qui inter-
viennent dans l'expression de û(rr, y, X) sont (Paccent qui
surmonte un indice signifiant que cet indice est omis) :
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i) pour 1 <; k ̂  p,

(a) detM^,,.,^,,,.p4-P===(-lr^-l^P 11 ^p</<"J^P+P
(fc) det M^^.,,a,...^.....p,p+T.p+P _=(-w^^-^\^ n ^p</^»»

:̂?
(c) detMfc,p^,.,.^....,à,.,..p,p-,-^p^p^(_i)(n-)p—^^x^p^ n ^

W!
J^p^p

et les deux termes, analogues à (&) et (c), avec ^ < y;

ii. Pour p < /c ̂  n,

(d) det Mp+p,p,,,.„?-(—ir II ^
p<7<"
J^P+P

(6) detMp4.p,^i,....à,....p.p+T^ (_ i) c1-1)^-1^^ n ^ p0111* T ̂  p
p<j<»
^p+3
J^P+T

(f) detMp-^,p+p,,,,,a,...,p,p+p
==(_l)("-<)P+a+p+T^p^ ̂  ^ pour 7^p

P<J^S
^p-^0y^p+T

L'expression (a) fournit, dans iî{x,y,\}, le terme

^ (-^^^p^n ^y A ^A
.̂ t̂ p ^$^ A?^'$^ ^

Af /\ d^Af A ^\A^+^;
\ l^î^n / M<i<P /

\ i^h

les expressions (fc) et (c), dans lesquelles a et k jouent des rôles
symétriques, fournissent des termes dont la somme est nulle;
il en est de même pour leurs analogues avec p < y; l'expres-
sion {d) fournit le terme

^ (-^^wn ^Y A ^\
^_p \p<^n /^p^ ;

A f A ^^f A ^5
Vl^i^n / Vl^i^P /
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enfin les expressions (e) et (/*) fournissent le terme

^ (_ i)^+rA^p^<V f[ a,\ (dÀp^ + dÀp^)
i^fc^p \p</^n i

i^P<T^"—p V^P+8 /
./7éP-+-T

A / /\ ^,\Af /\ ArAA/ /\ dx\
P<J^n Wi^n 1 \ l^i^p ]

\.^P+B / \ i^k /
\J^P+'Ï 1

A^p+P^p+y—^p+T^p+p)-

Considérons les sous-variétés de X — | î / j sur lesquelles
toutes les fonctions pi, p << i ̂  n, sont constantes; sur une
telle sous-variété, nous avons les relations

(^p+l^—2/p+p)°p+? — (^p+y-î/p+^^p+T == 0
et

/ /\ rf^AA/^p+p—yp+^c^p+^—^+^—î/p+^^p+^^O;
Wi<n / \ /

il en résulte

( /\ d.rAA((Tp+p^p+^—^+^p+p)=0
\ 1 ̂  i ̂  »i /

et le ternie fourni par [e) et (/*) s'annule sur les sous-variétés
considérées. Donc, pour r = n — p , K(a;, y) est la somme d'une
forme différentielle qui s'annule sur ces sous-variétés, et de la
forme différentielle

H{x, y) == (- !)»( II ^V A )̂
Vl^i^n /\l<i^^ /

H A^A-)
\P<J^n 1

-̂̂ l 1 i i ^ x . / - ^ - * - /A v f—iy-1 / ____v^^71 /___M ' \ A. /v.k-^+y u. -^.,>o (Si^-^r+S ^—^y
V ^.^i\l^'^P P<J^n 1

><7^« 1

\( A ̂ - S (-ir^Af A^^l.
|_\l^/*<p ^ / i^^P O-i \l</t<P ^ /J

x A -^ _ 2j (-l)fc-l--iA /W-71
l_\i</»^p ^ / i^fc^p - - -

Le calcul de l'intégrale qui figure dans cette expression
est l'objet du paragraphe 19, où le résultat est fourni par le
théorème 19. 2; compte-tenu de ce résultat, on obtient le
théorème 16. 1. Ce théorème nous fournit un résultat qui sera
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utilisé, dans le paragraphe 18, pour établir les formules inté-
^,,^1^ J - T7 A/T- - * • 1Tgrales de E. Martinelli.

17. Le noyau de A. Weil.
Nous supposerons maintenant que les fonctions 901, 1 <: a <^ r,

1 < /< n, qui figurent dans Renoncé du théorème 15. 2, sont
holomorphes par rapport à x, et nous calculerons explicitement
l'intégrale exprimant la forme différentielle K{x, y) ; nous
obtiendrons ainsi le théorème suivant.

THÉORÈME 17. 1. — Si les applications 601, 1 ̂  a <; r, véri-
fiant les hypothèses du théorème 15. 2, sont holomorphes par
rapport à x, alors on a K{x, y) = 0 pour r < n, tandis que,
pour r = n, on a

^ï) -(^..A.CS.^ -̂ n,s.̂
ce((<? forme différentielle sera appelée noyau de A. Weil généra-
lisé,

La simplicité de cette expression est due à celle de la matrice
N^,.^_,, sous les hypothèses de ce théorème; on a en effet

N^,^=/(6^^,,^p,0\
\ i<y<", j^k !

où 0 désigne la matrice a n — 1 lignes et n — r colonnes dont
tous les éléments sont nuls; pour que le déterminant de la
matrice î^k^...in-r ne soit pas nul, il faut que Pon ait r = n;
dans ce cas, on a

detN,p=det/(0})^^,.^Q\
\ l^J^n.J^kf

et

^ y , À) = ^ (- 1)^1 -^ .---------..
;$ç^ L ̂ -y^j
l ^ î^n ^J^ri

det/(6^^^p\
^ _____\ i^l^n.l^k / A ^ \ A / À , \x T1!—7~\̂ ——————- [ 1\ dhj \ A A dx, \.njj^-^ê- ) [w- >

h^p
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On obtient alors la relation

K(^z/)=(-l)- S _(-1)^ -
,̂  2 (^-^)0}
1 < i^n i,i;̂ i;n

det/(0;'),^h^,,^p\
^ . A »^ \ ____\ X^H. f^ft/ / À > \

• /x •') ri / v /——w>\( A ^)-\'flf" / 11 ( 2j ^—^W)^^"" /
"P l.</>-<n\ l <i<n /

II ( 2 (^-^o^
^, , ,-sî'><S"\i <./;£«

^^=1 _| ^P

Or on établit aisément la formule

A-.-.K,A^^)°^' ''•"" l<•<"•
i^j^"

On obtient donc

K(,,)-(=IÏ y '-̂ '"T»:̂ :: ̂ (.A.̂ )
"' à^.&^-^.fflX^.^-^)'.<i<n ^<;<" /.^n\.^<n

En vertu des relations

S (-l^^det^^^.^^det^
l^fc^n \ l ^ K n . l ^ k / \ l ^ l ^n /

et V (—l^^det^.^^^^-O, ^(3,
l^k^n \ l^/<n, ^*/

on obtient enfin
K(^2/) "(^.f n ( s •^-y^}))-1

\'1 ' ± ) ' \l^i^n \l<7^7î / /

Xdet/(0?)^^^.^\/ /\ ArA
\ Kf^re, l^kl \i4i<n /

d'où résulte l'expression indiquée dans le théorème 17.1.
En particularisant les fonctions 6}(.r, y) qui figurent dans

ce théorème, on obtient les corollaires suivants :

COROLLAIRE 17. 1. — Soit (Xi)i^^n une famille de fonctions
holomorphes dans X, et soit

O^0-^1 l<i<n, !</<M;
QXj
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on a alorsK(^)=^A(s^-^y1.^,
n - i^i^n\i^j^n ^ j /

COROLLAIRE 17. 2. — Soient (Xi)i^i^ une famille de fonc-
tions holomorphes dans X, et (P^K./^n? i^fc<n ^n^ famille
de fonctions holomorphes dans X X X, vérifiant les relations

X,{x) — X,{y) = ̂  {xj — y j ) P^x, y), 1 < i < n',
i^J'^n

soit enfin
9}=Py, !<I<M, l</<n;

on a alors
K{xï y} =(ir~l^ A (x^) - x^))-1- ( 2 p^)

V ' 1 — — - • - J - l ^ i ^ n W^n /

Ce dernier noyau est celui qui figure effectivement dans la
formule intégrale de A. Weil. C'est cette formule que nous
allons maintenant déduire, ainsi que celles de E. Martinelli,
de la formule de Cauchy-Fantappiè.

18. Démonstration de formules intégrales à l'aide de la formule
de Cauchy-Fantappiè.

Les considérations des paragraphes 15, 16 et 17 ne nécessi-
taient aucune hypothèse sur le domaine X ; nous devons main-
tenant supposer X convexe, afin d'écrire la formule de Cauchy-
Fantappiè; pour écrire cette formule, nous déterminerons un
cycle particulier appartenant à A(Q — P(y) n Q)-

Supposons y fixé; soit alors K un domaine borné vérifiant
y e K C X ; supposons la frontière de K réunion finie

s=U^
l^i^u

de parties d'hypersurfaces régulières (de dimension réelle
2n — 1) dont un nombre quelconque possèdent toujours une
intersection régulière; soit Y)1 une application continue et
dérivable d'un voisinage U, de S, dans S, vérifiant les condi-
tions suivantes :

i. r^.x = Y)S(o;) + ^ xjr\}{x) = 0 powxe U,;
«./•<"
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ii. pour tout xeS^_^ = t ^ S^, la famille de vecteurs
l^a^r

{W\^r=Wx)),^

est libre sur le corps des nombres réels ;

iii. pour tout x vérifiant
x e \...ir et ^ < S» pour i ^=f=. l'a, 1 ̂  a <^ r

et pour tous nombres réels Xa, 1 <^ a ̂  r, vérifiant

^a>0, ^ X , = l ,
i<a<r

on a la relation

( S M^.2/^0.
\l^a^r /

Ainsi, à chaque arête S^.. ^ nous associons une famille
(^i^a^rî puis, selon la construction effectuée en début du
paragraphe 15, une partie T^. ^ de 3 X X, dont nous dési-
gnerons l'image dans 5* X X par T^,^; enfin, conformément
au théorème 15. 1, une forme différentielle K^ ^(a;, y). Le cycle

T'= U ^ ...^
l^i,<...<i^p

orienté de telle sorte que l'on ait

^W.y))-n^)Aœ(^)>o,
peut être utilisé comme cycle d'intégration dans la formule de
Cauchy-Fantappiè; on obtient alors le résultat suivant:

THÉORÈME 18. 1. — Si f est une fonction holomorphe dans X,
on a la relation

(A) M={n^ 2 (-ir-f f{x)K,^y).
\^) l^r^n .̂...r

i^ii<"'<ir^

Dans cette relation, les arêtes S^_^ sont orientées de
manière naturelle, la partie régulière de la frontière de K étant
orientée de l'intérieur vers l'extérieur; le signe qui précède
l'intégrale est fixé par le choix de l'orientation de T*; on le
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détermine en remarquant que la relation ci-dessus admet
comme cas particulier la relation (3) du paragraphe 14.

Le cas particulier le plus simple du théorème 18.1 est obtenu
avec p = 1 ; on obtient alors :

THÉORÈME 18. 2. — 5i Von a p = 1, et si f est une fonction
holomorphe dans X, on a la relation

f \ (n—1}1

^^-T^
/WA ^)A 2 (-l)fc-l^^(ÏÔIO , J(A^1)
/ \l̂ ;n / l^/»<n \ ̂ i/i^n.i^h \^i^n I

„ j ________________^^________________^_____t^J^n,j^k/____________

, A (2 (^-^)B
\l^i^n /

Si l'on suppose que les ^a vérifient toujours les conditions
indiquées dans le théorème 15. 2, on peut évidemment effec-
tuer le calcul des noyaux à l'aide du résultat de ce théorème;
c'est ce que nous ferons pour établir la formule intégrale de
A. Weil; cette dernière formule figure parmi les cas particu-
liers du théorème 18. 1, pour lesquels les intégrales sur les
arêtes Si,...^ s'annulent sauf pour une valeur déterminée
de r; nous établirons d'abord les intégrales de E. Martinelli,
ensuite une généralisation de l'intégrale de A. Weil.

THÉORÈME 18. 3. — 5i X est V espace E entier, si K est défini
par les inégalités

î î == f 2 \xj—yj\2}+\xi—yi\î—l<^ P<i<ri,
\i^J^P 1

alors on a, pour toute fonction f holomorphe au voisinage de K,
la relation

f{y) = (- ir1 (p ̂  i) ! f f{x) H(rr, y}
(2lTC) Jsw

où S'(y) est rintersection des sous-variétés d1'équations Çî(^, y) == 0,
p <; i ̂  n, V'expression de la forme différentielle H(a?, y) ayant
été donnée par le théorème 16. 1.

Ceci résulte immédiatement du théorème 18. 1, si l'on tient
compte de l'expression des noyaux K^...^(a;, y), donnée par
le théorème 16. 1.
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Le théorème 18. 3 fournit des formules intégrales que nous
appellerons formules de E. Martinelli^ toutefois, pour démontrer
les formules générales établies par E. Martinelli dans [7], il
est nécessaire de développer des considérations topologiques
que l'on trouvera dans le mémoire de cet auteur. Nous nous
intéresserons maintenant à l'intégrale de A. Weil.

THÉORÈME 18. 4. — Si les hypothèses fondamentales de ce
paragraphe sont .réalisées avec

^fS ^j—y^ïY1^ I<^<P, i</<^ n<p,
Wy<» /

et si les fonctions 6} sont holomorphes par rapport à x, on a,
pour toute fonction f holomorphe dans X, la relation

i v. r A s^(B) ^^iv- 2 / f^ A -̂n-—
(^) ^,<-<^<:p 1 ^\n ^ [Xj——y^y

^\...f, 1^^»

Cette formule, que nous appellerons formule de A. Weil
généralisée^ résulte du théorème 18. 1, si l'on exprimé les
noyaux K^ ^(rc, y) en tenant compte du théorème 17. 1.
Aux corollaires 17. 1 et 17. 2 correspondent de même les
résultats suivants :

COROLLAIRE 18. 1. — Supposons que le domaine K est un
polyèdre analytique défini dans X par les inégalités |X(|<; 1,
1 ̂  i ̂  p, les fonctions X^ étant holomorphes dans X; si K
est convexe^ on a, pour toute fonction f holomorphe dans X, la
relation

Ay)-—— 2 F fW A ^ ,xl_ v r ^ A __^.
W^<-<^p / i^n ^ {x,-y^

f t^j^n ^j
^^'"in

COROLLAIRE 18. 2. — Supposons que le domaine K est un
polyèdre analytique défini dans X par les inégalités |Xi|<< 1,
1 ̂  i <^ p, les fonctions X; étant holomorphes dans X; soit
(P/fc)i </<:n. i <k<n une famille de fonctions, holomorphes dans
X X X, vérifiant les relations

X,{x)-X,(y)= ^ {x,-y^^y\ l < . < n ;
i^y^n
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on a alors la formule intégrale de A. Weil

^
^

i 2j îV^!/)^/
'̂W,̂ ,̂,. ^^,A.%)^(ïT'

^our eta^lr ce corollaire, il faut remarquer que l'hypothèse
111. écrite au début de ce paragraphe est réalisée en vertu de la
relation ci-dessus entre les X; et les P^. Si X est un domaine
d'holomorphie, et si les fonctions X; sont données, il existe
toujours des fonctions P^ vérifiant la condition ci-dessus.

19. Démonstration d'une identité utilisée dans le paragraphe 16.
Le résultat essentiel démontré dans ce paragraphe est

exprimé par le théorème suivant :

THÉORÈME 19.1. — On a les identités suivantes, pour h ̂  n—2 ;

A ^

- y _____1_____~[
A B^n^y - B,))(A + B,)»-^

=(-!)'(", _ * - 2 , ) ' f^ P.A-k/nfA+B,)-^.
S 6,=n—A—l \l<^ /

O^j^/»

De ce théorème, on déduit immédiatement l'identité utilisée
dans le paragraphe 16, et exprimée par le théorème suivant :

THÉORÈME 19. 2. — On a l'identité

r w A^A) , .,/ \p^i<^_——/_ ̂  , ^-^(p—l)!/^0 ( 2 ̂ + 2 \^x (^-i)!
u ,>^^=1 \«^P P<J^n j

P<^"

Sp^o pp+fcf n ( 2 ^i+^jY'^}
^ p^==p Vp<y^n\l^i^P / /

P<J^
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En effet, la relation

est vérifiée sur la variété où l'on intègre; on en déduit

2 ^jxj=xp-}-^p+k + 2^p^v^—^+^p+*)-
P<J^n P<J^n

Donc, si l'on pose

A == 2 ^J + ^p+^p+fc,_ i_5./<p
("1)1 ̂ «/i == (^^—^p+^p+fc)p</^n../^p-hfc, h = n — p — 1 ,

{^i^i^h = {\}p<j^n,j^p+k9

on est amené à calculer l'intégrale

/' ^ - S - V A *-.)
| /__/IU-1 \ l^t^/i / \l^i^h I

/\>0 f A + ^ B . uA" '
^ Ï °'<1 \ .<——h /

1<>.$A

c'est-à-dire

(_!)*+. ^ ̂
_________0 ̂  i ̂  hO^t^/t .l"^"'

l^i</i /

liy „ f A + 2 B^)ï "^'V 1^/1 /0.^/^/t

le résultat de ce calcul est fourni par le théorème 19. 1.
La première identité qui figure dans le théorème 19. 1 est

obtenue aisément en intégrant successivement par rapport
à chaque variable; la seconde résultera d'une suite d'identités
que nous allons indiquer au préalable.

Identité 19. 1.

n ^-^)= s (-^-yn ^y n (^—A.
i^J<lt^h i^i^h \ l</</i \l^j<k^h J

\ J^i / \ J^i. k^i 1

La démonstration de cette identité est immédiate.
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Identité 19. 2.

2 (-ly-v n (^ ~^v n ̂^.^ ^^ A1^? /
-( n (^-—.))/ 2^0 (n^-^

\^j<k<k n y 'Q^^W^ / )
\ 1^-^/> /

Pour démontrer cette identité, on remarque que l'expression,
figurant au premier membre, s'annule pour Xj == x^
l ^ / ^ A ' ^ / i ; elle est donc divisible par x^—Xj-, elle est
par conséquent égale au produit de

n (^-^)
i^J<k^h

par un polynôme, homogène de degré [h — 1) (g — 1),

p == 2jo^a,.^4-/.-2 ^^J^( ri ^5
S a,=(/.-i)^-i) \i^<^ /

l^j^A

compte-tenu de l'identité 19. 1, on obtient donc l'identité

2 (-l)i"Y/ n ^—j)\( n ^iï n ^-^-pi^o,^w^ A1^ 'Lv1^^ ^ J
d'où résultent l'inégalité ^j ̂  q—1 et l'égalité des T(a.); en
cherchant dans l'expression de P le terme avec QLj == q — 1 pour
/ -=f=-1 et (x., = 0, on voit que tous les ï(op sont égaux à 1 ;
en posant (î, = q — a, — 1, on obtient l'expression qui figure
au second membre de l'identité 19. 2.

De l'identité 19. 2 résultent immédiatement les deux sui-
vantes :

Identité 19. 3.

.W^-^'- ̂ {n^
<<7'Q

Identité 19. 3'.

2 (^(^-^(A+B,)-
l^i<; h\l<y^/i / = 2p,>, (n (A+B,)-'-PA

ï j3%-, V^^'- /
l<j<h
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Des identités 19. 1 et 19. 3' on déduit l'identité 19. 4.

Identité 19. 4.

/ FI BA-'A^- S B^f n^B.-BOr^A+B^
\1^7^/» / l<:i<:/» \1^</* /= fcyi".̂ -'̂

Q^J^h J

En effet, si on réduit au même dénominateur les fractions
qui figurent au premier membre de cette identité, si on tient
compte de l'identité 19. 1 pour transformer le numérateur
de la fraction obtenue et si on effectue des mises en facteurs
évidentes, il ne reste qu'à tenir compte de l'identité 19. 3'
pour obtenir le résultat annoncé. De l'identité 19. 4 résulte
immédiatement l'identité 19. 5.

Identité 19. 5.

s ^[Y n B/PA—
is^ff^n—h—i L\ ^y'-^/t /

- S B^lf^L^-Bo^l(A+B.)î+A-'>^1^1^/1 \K^</» / J
= S^o PoA-^(n (A+B^-PA.

^ Q-n-,-! Y1^^1 ï
O^j^h"

Cette relation établit la seconde identité du théorème 19. 1;
la première identité de ce théorème se démontre aisément par
récurrence en intégrant successivement par rapport aux
variables u^y . . ., u^ UQ.
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