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Ann. Inst. Fourier, Grenoble
10 (1960^, 345-457.

QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FIBRES
AU SENS DE KAN
par Michel ZISMAN

INTRODUCTION

Dès que la notion cThomologie singulière a été dégagée
avec assez de clarté par S. Eilenberg [4], la notion d'ensemble
simplicial s'est imposée peu à peu à tous les topologues. Un
ensemble simplicial X n'est rien d'autre en effet, qu'une
famille d'ensembles Xn(n ̂  0) munie d'opérateurs de « faces »
et de « dégénérescences » satisfaisants aux mêmes relations
formelles que les opérateurs de faces et de dégénérescences
définis classiquement sur l'ensemble S(X) des simplexes
singuliers d'un espace topologique X. On sait que la connais-
sance de S(X) permet de trouver non seulement l'homologie
singulière de X (par définition même de l'homologie !) mais
encore les groupes d'homotopie deX. Dès lors il était intéressant
d'étudier systématiquement la structure dont était doué
l'ensemble S(X), abstraction faite de son origine géométrique,
c'est-à-dire d'étudier les ensembles simpliciaux.

Deux faits importants venaient renforcer ce point de vue
d'ordre général :

1. Il est possible de construire des ensembles simpliciaux
K(îî, n) qui ont même homologie que les espaces d'Eilenberg
Mac-Lane de type (11, n) (cf. [5] et [2]). K (ir, n) est un groupe
simplicial auquel on peut appliquer des constructions d'origine
algébrique comme la W-construction ([2]).

2. Si K est le foncteur représentation géométrique (cf. [14]) et
S le foncteur des simplexes singuliers, ces deux foncteurs sont
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adjoints au sens de Kan ([11]). L'étude de l'homologie dans la
catégorie des espaces topologiques et fonctions continues est
donc ramenée à l'étude de l'homologie dans la catégorie des
ensembles simpliciaux et applications simpliciales. C'est ce
qu'on fait en particulier pour définir les opérations cohomolo-
giques et étudier leurs propriétés (cf. [2] et [3]).

Signalons encore que l'introduction de méthodes purement
algébriques étant facilitée par le contexte simplicial, plusieurs
notions se trouvent simplifiées par ce point de vue, en particu-
lier celle de décomposition de Postnikov d'un fibre [15].

Ainsi donc, le point de vus simplicial a-t-il de nombreux
avantages en topologie algébrique. Malheureusement, en
contre partie, la technique interne de cette théorie est beaucoup
moins « souple » que la technique des espaces topologiques
(par exemple, si A[n] est le simplexe géométrique de dimension
n, et P un point de A[M], l'application identique A[n] —> \[n]
et l'application A[n] -> P sont homotopes; mais si A[n] est le
n-modèle de la catégorie if des ensembles simpliciaux, cela
n'est vrai que si P est le 0-ièmeou le n-ième sommet de A[yi]);
d'où de nombreuses difficultés dans la démonstration des
théorèmes de base. En fait, plusieur de ces théorèmes (théo-
rème d'extension des homotopies, existence d'une suite spec-
trale d'homologie des fibres, obstruction à la construction
d'une section d'un fibre...) ont été utilisés sans démonstration
par de nombreux auteurs se fiant à juste titre à leur intuition
mathématique. Étant donné l'importance du développement
que prenait la théorie, il devenait nécessaire de revenir à la
source, et de démontrer une fois pour toute tous ces théorèmes :
tel a été le but de ce travail.

Le chapitre i donne des définitions élémentaires de la théorie.
Il contient une démonstration simple du théorème d'extension
des homotopies (théorème (2-3)) et du fait que si X est un
complexe de Kan, la relation homotopie entre applications
Y —> X est une relation d'équivalence (théorème (2-5)). On
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n'a pas donné de démonstration du fait que Hom (Y, X) est
un complexe de Kan si X est un complexe de Kan, car ce résul-
tat n'est pas utilisé dans la suite, et car il en existe une excellente
démonstration dans [13].

Pour définir les groupes d'homotopie d'un complexe de
Kan, on a choisi la définition originelle de D. Kan [9] mieux
adaptée à la démonstration du « lemme d'addition » (3-6) que
la définition de J. C. Moore [15]. (On montre l'équivalence
de ces deux définitions). Le lemme d'addition signalé par
S. Eilenberg dans [4], n'a semble-t-il jamais été démontré
dans la littérature.

On termine (1) ce chapitre en montrant que, comme dans le
cas topologique, on peut définir les groupes d'homotopie en
utilisant des applications définies sur des «sphères». Cette défi-
nition est utile pour étudier le cocycle obstruction (chapitre iv).

Le chapitre n est un préliminaire aux chapitres ni et iv.
La théorie des catégories avec modèles due à S. Eilenberg et
S. Mac-Lane [6] a pour but, grâce au théorème des modèles
acycliques ((6-1)* et (6-1)^) de montrer que certains fondeurs
à valeurs dans la catégorie des modules différentiels gradués,
ont même homologie : ainsi montre-t-on que les foncteurs
chaînes singulières et chaînes singulières cubiques, chaînes
singulières et chaînes singulières normalisées, etc... ont même
homologie. Cette théorie a été utilisée pour résoudre un pro-
blème de suite spectrale pour la première fois par V. K. A. M.
Gugenheim et J. C. Moore [12]. Il leur a fallu pour cela enrichir
la structure des Catégories avec Modèles en introduisant des
« fonctions de dégénérescence ». C'est cette dernière théorie
qui est exposée ici. Cependant dans [12] il n'est question que
d'homologie; on a donc étendu tous les résultats de [12] au
cas de la cohomologie. Les démonstrations (souvent absentes
dans [12]) sont complètes; elles ont été données de préférence
en cohomologie, ce cas étant légèrement plus compliqué que
celui de l'homologie déjà traitée dans [12].

(1) Au moment de publier ce travail, je viens de m'apercevoir que ce point de vue
a déjà été développé par BARCUS [16] dans un séminaire de J. C. Moore. Cependant
Barcus ne donne pas explicitement de procédés pour additionner des classes d'homo-
logie entre applications (A[yi 4- 1]» 0) ->- (X, a;J (cf. (4-6)).
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Pour traiter divers problèmes d'homologie relative, on a
introduit des sous-catégories ^ et J d'une catégorie donnée
a, et des catégories a^ et a^ qui permettent de ramener des
problèmes relatifs dans a à des problèmes absolus dans ct^ ou

^-Le chapitre se termine par la démonstration d'un théorème
général d'Eilenberg-Zilber en homologie et cohomologie rela-
tive à coefficients locaux quelconques dont un cas particulier
est utilisé dans le chapitre iv, et par l'illustration des rapports
existant entre la théorie des coefficients locaux donnée plus
haut et la théorie habituéllç.

Le chapitre ni est réservé à la démonstration de l'existence
de suites spectrales d'homologie et de cohomologie des fibres
au sens de Kan. La méthode suivie est celles donnée dans [12]
par V. K. A. M. Gugenheim et J. C. Moore.

Dans le chapitre iv, on montre que la théorie classique de
l'obstruction à la construction d'une section d'un fibre (de
Serre, dont la base est un C. W. complexe) est valable sans
restriction pour les fibres au sens de Kan. Comme pour de
nombreuses raisons la belle théorie de Barcus [1] n'a pu être
étendue au cas qui nous intéresse, il a fallu revenir à la défini-
tion initiale de N. Steenrod [18]. La définition du cocycle
obstruction ne présente aucune difficulté compte tenu du
chapitre i. La définition de la cochaîne différence s'est avérée
au contraire relativement plus difficile. Chez N. Steenrod elle
est aisée car le produit cartésien d'une n-cellule par le segment
[0, 1] est une (n 4- l)-cellule, alors que le produit cartésien
d'un n-simplexe par un 1-simplexe n'a pas de sens. Il a donc
fallu introduire le produit tensoriel des complexes normalisés
de la base B du fibre et de A[l], et utiliser ensuite le théorème
d'Eilenberg-Zilber. Notons une dernière différence entre le
cas topologique et le cas simplicial : la définition du système
local d'homotopie de la fibre est plus compliquée dans ce dernier
cas, mais, contrairement au premier cas, si la base est connexe,
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les diverses fibres ont même type d'homotopie. De même, si X
est un complexe de Kan, les opérations de ^i(X, Xo) sur
'n;n(X, Xo) sont induites par des applications X~>X, contraire-
ment à ce qui se passe en général dans le cas topologique.

Je suis heureux de pouvoir exprimer ici toute ma reconnais-
sance à M. A. Lichnérowicz sans lequel ce travail n'aurait pas
vu le jour, pour l'intérêt qu'il lui a constamment porté, pour
les nombreux entretiens qu'il a bien voulu m'accorder.
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CHAPITRE PREMIER

GROUPES D^HOMOTOPIE

1. — Généralités sur les ensembles simpliciaux.

1. 1. Définitions. — a. Soit A la catégorie dont les objets
forment une suite Ao, A,, . .., A^, . . „ où An désigne la suite
des entiers (0, . .., n) et les morphismes Ap -> A^ sont les appli-
cations croissantes (au sens large). Tout morphisme s'obtient
par composition des morphismes identiques A^ -> A^, et des
morphismes du type suivant :

o,: A^A,-H (O<I<M+I),
cr,: A^^A, (0<i<n)

où §1 désigne l'application strictement croissante qui ne prend
pas la valeur i, et o"i l'application surjective qui prend deux
fois la valeur i.

b. Soit ê la catégorie des ensembles et applications ensem"
blistes, et ^ la catégorie des foncteurs contravariants de A
dans 8. Soit X un objet de ' J . On pose

X(A,) = X, X(§,) = ̂  X(^) == .,.

les éléments de X^ sont appelés n-simplexes de X; les rf(
(resp. 5i) sont les opérateurs de faces (resp. de dégénérescences)
de X. Si a est un morphisme de A, X(a) sera appelé opérateur
simplicial de X$ tout opérateur simplicial s'obtient par compo-
sition des di et Sj. De plus tout opérateur simplicial s'écrit
toujours de manière unique :

^...5^...6^ avec i\>—>i\, / .<••• < j i
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on dit alors qu'il a été écrit sous la forme canonique. Des rela-
tions évidentes entre ^ et Œ. on tire les relations entre les d,
et Si :

didj = dy-i^i pour i << /,
SiSj = Sj^^s^ pour i < /,

5,-idi pour i < /,
d^Sj = identité pour i = j et pour i = j + 1

5/^_i pour i >/ + i.

Soient X et Y deux objets de ^; un morphisme de ^ est
une transformation naturelle de foncteurs X -> Y, c'est-à-dire
une suite d'applications ensemblistes f^:X^-> Y^ assujetties
aux conditions

difn=fn-idi pour 0 < i < n, n > 1
ŝifn=fn+^s^ POUr 0 < i < M, 71 > 0.

Les objets de 0 sont appelés ensembles simpliciaux, et les
morphismes de tf applications simpliciables{1). On désignera
par 36(X, Y) l'ensemble des applications simpliciables X -> Y.

c. Soit X un ensemble simplicial et x s X (i. e x est un élément
de l'un des ensembles X,) ; si x = s^x', on dit que x est dégénéré,
si x n'appartient pas à l'image des ^ on dit qu'il est non dégé-
néré. Tout x e X s'écrit d'une manière unique s^ . .. s^y avec y
non dégénéré, et i, > • . . > i\ (/c peut être égal à zéro).

à. On dit qu'un ensemble simplicial Y est un sous-ensemble
simplicial de X, et on écrit Y c X, si Y^ c X, pour chaque n,
et si les ^ et ^ de Y sont induits par ceux de X. L'injection
Y —> X est alors une application simpliciale. En particulier
soit X" le sous-ensemble simplicial de X engendré par X^;
X" est le n-squelette de X et l'on a la suite d'injections :

xo^xl->...-^xn->x.
Si A est un sous-ensemble de X, on désignera par S(A) le

sous-ensemble simplicial de X engendré par A.
e. Soit A[yi] l'ensemble simplicial défini par

A[n]p=Hom(Ap,A,)

(1) Afin de simplifier le langage, le terme « application » désignera toujours les
applications simpliciales. Toute autre application sera désignée par le mot « fonction ».
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où Hom est rapporté aux morphismes de A, avec, si a e A[nJ
dft == a o ̂ , 5i0 == a o 0"^.

Soit ^ e Hom (A^ AJ l'identité. On dit que ^ est le
n-simplexe fondamental du n-modèle A[n],

On peut aussi interpréter A[n] de la façon suivante : les
éléments de A[n] s'écrivent ça", où 9 est un opérateur simpli-
cial. Disons que ç est de poids q si k — l == q lorsque y est
écrit sous la forme canonique (1-1) &. Alors A[n]p == j^â"!^
de poids p — n j et

d^) = (^9)â», ^(98») = (^)§».

On désignera souvent par A[n], (respA[n]) le (n-l)-squelette
[resp (n-2)"squelette] de A[n].

/*. Soit X un ensemble simplicial et s e Xn. On définit
rre3^(A[n], X) par ^(oS") == y;r. 5 est la seule application
A[n] -> X telle que ^(S") = x. Réciproquement si f est une
application A[n] -> X, et si on pose f^) = x, on a f == x.
Autrement dit X^ == 3ê(A[n], X). Soit a; e X^ et ç un opérateur
simplicial de poids p — n. On a

ÏfX •==• X o Ç .̂

g. Les zéro-simplexes de X seront souvent appelés sommets
de X. Si x es Xo est un sommet, on désignera toujours par le
même symbole x le sous-ensemble simplicial de X engendré
par x. Ce sous-ensemble simplicial ne contient qu'un seul
n-simplexe pour chaque n, à savoir s^x, et d^x = s^^,
S^S^X — SQ X,

On appelle ^ la catégorie des ensembles et applications
simpliciaux avec points bases, dont les objets sont les couples
(X, x} ou X e tf et x est un sommet de X, et les morphismes
les applications de tf qui transforment point base en point
base.

On prendra pour point base de A[n] le sommet d^ ... d^
(«o-ième sommet de n» qui sera souvent désigné par 0 ou On).

Si (X, x) est un ensemble simplicial avec point de base et
Y c X on définit l'ensemble simplicial avec point de base
quotient (X/Y, x), par (X/Y)^ = XJY^, Y^ étant identifié
à x, les opérateurs faces et dégénérescences étant définis par
passage au quotient à partir de ceux de X.

23
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A. Soient X et Y deux ensembles simpliciaux. Le produit
cartésien X X Y de X et Y est l'ensemble simplicial défini par

(X x Y), = X, x Y,
di{x, y} == (d,x, d^y} ; s^x, y) = (^, s,y) (x e X,, y e Y,).
Si f: X -> X' et g : Y -> Y' sont des applications,

f X g : X x Y -> X' x Y'
est l'application définie par

{f X g)n{x, y) = (/^), ^(y)) (^ e X, y e Y,).

1. 2. Homotopies. — On pose pour simplifier 1 = Afil
O T Î4 4 i <\i ——————— r L Jî= diô, 1 = dffi.

1^ définition de Vhomotopie. — Deux applications /*, g : X-> Y
sont homotopes s'il existe une application k : 1 X X ~> Y
telle que/'= /co£o, g=/co£, , où £, est Papplication X-^I x X
définie par e,(x) = (e, x) (e = 0,1). On note /•~ g.

2e définition de Vhomotopie. — Deux applications /*, g : X->Y
sont homotopes s'il existe, pour chaque n, n+1 fonctions ^
Xn -> Y^+i (i = 0, ..., n) telles que

^i^i = ^y pour i <: /,
/c/+i5( = Sikj pour i ̂  /,
dj+thi = kidj pour i < /,
^(+1^+1 = ^+iA-< pour i < yi,
rf^-n = kjdi pour ^'<:/,

^o= g, dn+,kn=f,
ces deux définitions sont équivalentes, en effet il suffit de
poser

k(s^^ ... 5,... s^x) = di+^x
pour définir A* connaissant les ^ et réciproquement

k^x = k(sn ... s, ... ^o, 5^)
pour définir les À-, connaissant A*.

REMARQUE 1. — La relation ~ n'est pas en général une
relation d'équivalence.

REMARQUE 2. — La deuxième définition de l'homotopie
fait intervenir la « décomposition d'un prisme en simplexes
élémentaires ».
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(1. 3). Homotopies relatives. — Soient f et g deux appli-
cations (X,A)->(Y,B) i . ( ? A c X , B c Y et/;g|A :A->B. On
dit qu'elles sont homotopes rel (A, B) (/•~ g rel (A, B)) s'il
existe une application k : (I X X, 1 X A) -^ (Y, B) telle que
f== /Co£o et g= /Co£i.

En utilisant les k, au lieu de k, cela revient à dire que les
ki sont des fonctions A.. -> B» ,.*-n •^ ^n^r

On dit qu'elles sont homotopes rel A (/*~ g rel A) s'il
existe une application k : (I X X, 1 X A) ->• (Y, B) telle que
f = ̂  ° ̂  g = k o £, et si de plus k (a, a) = f{a) = g(a) pour tout
a e I, a e A. En utilisant les k, au lieu de /c, cela revient à dire
quek,a = s^f(a) = s,g(a) pour a e A. On dit aussi que l'homo-
topie k est stationnaire sur A.

1. 4. LEMME. — Soient a,=(s^,...s,...s^\ s,^) e I x A[n]
(i == 0, .. ., n) et f une fonction définie sur les a^ à valeurs
dans un ensemble simplicial X telle que d^,f{a^^= d^,f{a,}
pour i > 0. Alors f peut se prolonger de façon unique ou
une homotopie notée encore f : ï x A[yi] -> X.

Ce lemme dont la démonstration ne présente aucune diffi-
culté est souvent utile pour construire des homotopies entre
applications A[n] -> X. Ainsi, pour démontrer la proposition :

PROPOSITION. — I I existe une homotopie œ, :
(I X A[n], 1 x 0 ) ^ (A[n], 0)

et une homotopie (0^ :

(I X A[n], 1 X d, . . . d^,^) -^ (A[n], d, . . . d^)
telle que

(i) o^ o £, = identité, (On o £o : A[n] •-> 0,
^n°^= identité, <o£, : A[n] -̂  d^ . . . rf-^•̂~~-̂ -̂  / ^—»i—-' »

(ii) û^oœ^ = œ^o(id x d^) pour i > 0
^^n-i^^o (id x rf^) pour i < n

(m) ^"oœ^, = c^o(id X 5^),
^^n+i =<o(id X ^n)

il suffit de poser
œ^Oo) = (o,(a,) = s^\

^n î) = ̂ _, ... s^ . . . ̂ ..S'1 (i > 0)
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et <(an) = co^(a^t) = ̂ S",
î°n(^) = Sn . . . 5(4-1^+1 • • • ^n-l {i < n —— 1)

et de vérifier les relations (i) (ii) (iii), par un calcul purement
mécanique.

1. 5. Complexes de Kan, fibres. — a. On dit qu'un ensemble
simplicial X satisfait à la condition d'extension de Kan, ou
que X est un complexe de Kan, si X possède la propriété sui-
vante : quels que soient les entiers n et A*, et les n + 1 n-sim-
plexes Xi, (i = 0, . . . , A*, .. ., n + 1) de X tels que d^Xj = ̂ y-i^
pour i, / -=f=- k et i <; /, il existe un {n + 1) — simplexe x tel
que dix = x^ pour i =/= A*.

Si A* [n] désigne le sous-ensemble simplicial de A[yi] engendré
par les (n—1)—faces d^ avec i =^ k, on peut énoncer la
condition précédente sous la forme : quels que soient les entiers
n et k et l'application f: A* [n] -> X, il existe une application
g : A[n] ->- x qui prolonge f.

fe. Un fibre est un triple (E, p, B) où E et B sont des ensembles
simpliciaux et p : E --> B une application, satisfaisant à la
condition suivante : quels que soient les entiers n et k ; et les
n + 1 n-simplexes x^ (i = 0, 1 .. . , ^, ... n + 1) de E^ tels
que (i) d, Xj = d^^x, pour i, / =/= A* et i < / (ii) JD (^) = d^y
pour i =/= k et yeB^+i , il existe un (n + l)-simplexe rc de
E tel que (i) d,x = x, pour i ̂  k (ii) ^(a;) = y.

Il revient au même de dire que quels que soient les entiers
n et A* et les applications /, g telles que le diagramme

A*rn]—t-^E
inJ^ ^P

AM—^-B"

soit commutatif, il existe une application h : A[n] -> E qui
prolonge f et qui vérifie poh = g. On dira que « A prolonge f
au-dessus de g ».

On passe de l'une à l'autre de ces définitions en utilisant
(1. 1) /l.

c. Si (E, p, B) est un fibre et b e Bo, on pose p"1^) == F^.
F(> e5( (a /îfcre au-dessus de &. C'est un complexe de Kan.
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Réciproquement si X est un complexe de Kan, et b un ensemble
simplicial réduit au seul sommet b et ses dégénérés, l'unique
application p : X -> b fait de (X, jo, b) un fibre.

d. Fibre induit par une application. — Soit (E, p, B) un
fibre et f: X B une application. On désigne par f*E le sous-
ensemble simplicial de X X E formé par les couples {x, e}
tels que f{e) = p(e) (a;eX, eeE). Il existe deux applications
canoniques P : fE -> X, Q : f*E -> E définies par P(X, e) = x,
Q(a-, e)=e pour (a;, ^efE. (fE, P, X) est aussi un fibre:
le fibre induit par f, et on a un diagramme commutatif

fE—^Ep! k
X———.B

e. Plus généralement soient (E, p, B) et (E', p', B') deux
fibres ; un morphisme de fibres est un diagramme commu-
tatif

E'—^E
4 l?
B'———B

où toutes les flèches sont des applications de tf. La catégorie
dont les objets sont les fibres et les morphismes de fibres sera
désignée par ï?. Dans cette catégorie, on appellera modèle
un fibre dont la base est un A[n].

2. — Propriétés élémentaires des fibres.

On se propose d'énoncer un certain nombre de propositions
[théorèmes (2. 3) et (2. 5)] plus ou moins connus ou démontrés
dans la littérature, d'un usage constant dans la suite. Les
lemmes 2. 4 ne seront utilisés que dans le chapitre 4.

2. 1. PROPOSITION. — Soient (E, p, B) un fibre, A^ '^[n]
le sous-ensemble simplicial de ^[n] engendré par les faces ^o71,
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(i =^ /Ci, . . ., /Cp), avec 0 < Te, < . • . < kp < n et p < n, et f,
g ckua; applications^ tels que le diagramme

A^-^n]—L^E

^ jp
A[n] —L^B

soit commutatif. Il existe alors une application h : A[n] -> E
qui prolonge f au-dessus de g.

La démonstration se fait par récurrence sur p. Si p = 1 la
proposition se réduit à la définition des fibres. Supposons la
propriété vraie pour p < m et soit p = w. On considère le
diagramme commutatif :

A^i - ̂ [n — 1] -13L A^r - ̂ [n\ f > E
rj rr" ^ k

A[n-l] ^^ A[n] g > B

D'après l'hypothèse de récurrence, il existe A' : A[n _ 1] -> E
qui prolonge fod^^n au-dessus de god^\ Posons

/̂ J-) == A' (yS-<)

pour tout opérateur simplicial 9. Comme h, et /* coïncident
sur S^S") n A^r • • ̂ [n] on peut prolonger f à f, :

A^-'^-i^j-^E

au-dessus de g en posant /•JS^J71) = h,. En appliquant
encore une fois l'hypothèse de récurrence, on arrive au résultat
désiré.

2. 2. PROPOSITION. — Soient (E, p, B) un /i&re e( /*, g A?m;
applications, tels que le diagramme :

A^-'^n]—L^E

^"i ^P
A^[n] —^ B~

5oi( commutatif (1 < r < p). J7 ^15^ afor5 une application h :
A^n]^ E qui prolonge f au-dessus de g.
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Démonstration par récurrence sur p, le cas p == 1 étant
évident. Si r =/= p on considère le diagramme

A^-^[n—l] ^\ A^-^ln]—^E
li"J __ ^"J ^

A[n—l] -^ A^[n] —Â—B"

d'après 2. 1, il existe une application À7 : A[n — 1] —>- E qui
prolonge /^cLS" au-dessus de g^â". On pose

^(î^) == /^S71-1)
pour tout opérateur simplicial ç. A, permet de prolonger f
à f^: A^'-'^-^yi]->-E au-dessus de g. Donc /\ est prolon-
geable à h : A^n] -> E au-dessus de g d'après l'hypothèse de
récurrence. Si r == p, alors p > 1 entraîne que r =7^ 1. On
conclut dans ce cas en utilisant un diagramme dont la première
ligne est

A*. - ̂ -,[n — 1] -S. A^ •••• ̂ [yi] X E
où k'i == kt si À-j == A-i + i — 1, /c7» = /Ci-j-i

si non.

THÉORÈME 2. 3. — La condition nécessaire et suffisante pour
que (E, p, B) soit un fibre est que, quels que soient les ensembles
simpliciaux X et Y avec Y c X, ^5 applications /*, g et e == 0
ou 1, (^k çue le diagramme

(I X Y) u (e X X) —f—^ E
in^ ^p
I x x —^B

5oi( commutatif, il existe une application h : I X X -> E gui
prolonge f au-dessus de g.

DÉMONSTRATION. — a. Condition suffisante. — Soit un
diagramme commutatif

Ao[yi]——L-^E

(1) ini( )?

A[n] —^B
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et considérons la suite d'applications (notations de 1. 4)

(2) A°[n] A (I x A°[n]) u (0 X A[n]) -^ A0^]

dont la composition est l'identité puisque

(OnO^ao^") == CiVÎi(^o) == ̂ l^n^o) == ̂ î " == ^n-

Le diagramme

(I X A°[n]) u (0 X A[n]) -/-^- E
^nj ^p

IxA[n] -Al^B

est commutatif; donc par hypothèse, il existe h : 1 X A[n] ->• E
qui prolonge f°^n au-dessus de g°œ^. Comme (o^o^oo est
l'identité, on en déduit que d^OQoh prolonge f au-dessus de g.
Si A°[n] est remplacé par A^n] dans le diagramme (1), on
utilise, au lieu de (2) la suite d'applications :

A-[n]i£(I x W) u (1 X AM^AW

Enfin, si dans (1) figure A^n] avec i =/- 0, n on utilise
l'application co, (i) = I X A[n] ->A[yi], « intermédiaire » entre
(!)„ et (û'n donnée par :

œ^ (i) (û^) = ^â" pour / < i, (On (i) (a^i) = ̂ l

^n (i) (a./) = ̂ -1 • - • ^ ̂ i+l • - • ^•-l^1 P0111* / > l + 1?
i= 0,1, . . . ,n—l;

on a (On (0) == (o^. De plus on remarque que I X A^n] —^^[n]
et que l'application composée

A»[n]S(I x A^u^ X A^D-^U1^]

est l'identité, c.q.f.d.

b. Condition nécessaire. — On considère le diagramme, où
f et g sont donnés :

A^n + 1] —ao— (I X ÀM) u (1 X A[n]) ——/—— E
injl ^̂  IP

A[n + 1] ao > I x A[n] —^—B
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et où À[n] représente le (n-l)-squelette de A[nj. Par hypothèse,
il existe une application h, : à[n + 1] -> E qui prolonge
foa^ au-dessus de g o a,. On pose h, (a,) = A, (â"+1). On a
£^o("o) = g(oo) et, pour i ̂  1,

<^(a<,) == dW+1) = W»+') = /•„ W+') = ^(a.).

On a donc prolongé / à S(a,) au-dessus de g. Supposons que
l'on ait prolongé /-à S(a,), ..., S(a^,), et soit A*_, l'application
ainsi obtenue. Considérons alors le diagramme :

A^+l]--i^(lx ÀM)uS(4a^O-^——E
-il , injj jp

A[M + 1] —a^ i x A[^ g > B

il existe une application Afc : A[n + 1] -> E qui prolonge
Afc-i o afc au-dessus de g o a^ On pose /^) = ^(â^1). A^ pro-
longe h'k au-dessus de g. Le théorème est donc démontré
par récurrence pour X = A[^], Y=À[n], e == 1. Pour les
mêmes X, Y, e = 0, la démonstration se fait par récurrence
descendante, en construisant d'abord un prolongement de f
à a^

Passons maintenant au cas général :
Supposons que Fon ait déjà déterminé h sur le (M-l)-sque-

lette de X et soit x e X", x non dégénéré, x « Y ; soit S{x)
l'ensemble simplicial engendré par x, S(x) = S71-1^). On a alors
le diagramme commutatif :

(I X À[n]) u {e X A[M])—^(I x S(x) u {eXS(x))——^E
^l ^ p

ï X A[n] S I x S(x) g B

d'après ce qui précède, il existe une application A' : I X l[n] -> E
qui prolonge h ox au-dessus de g o x . On pose A(a, ^x) = À'(a, ça")
pour tout a e I, tout opérateur simplicial o. /i est ainsi prolongé
à S(x) au-dessus de g, quelque soit x e X", donc h est prolongé
à I X X71, même démonstration pour n = 0 (À[n] et S(rc)
sont alors vides) ce qui démarre la récurrence.

COROLLAIRE 1. — (Théorème d'extension des homotopies).
— La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble
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simplicial E soit un complexe de Kan, est que^ quels que soient les
ensembles simpliciaux X et Y avec Y c X, V application f : X -> E
^ Vhomotopie k : I X Y ~> E telle que k o i^ == y*|Y (e == 0
ou 1), il existe une homotopie h: 1 X X->E gui prolonge /c,
et ^Me çue /c o £^ ===/*.

Il suffit en effet de prendre pour B l'ensemble simplicial
réduit au seul sommet b et d'appliquer le théorème 2. 3.

COROLLAIRE 2. — Soit (E, jp, B) un fibre, E', B' de5 ensembles
simpliciaux p', /*, g, des applications telles que le diagramme

E ' — — ^ — — E^ ^
B' ———-Bg

soit commutatif. Soit k : 1 X B' ->B une homotopie telle que k" £g == g
(e==0 ou 1). Il existe alors une homotopie h : l X E' -> E
telle que (i) p o h = k (ii) h o £g = /* (iii) A e5( stationnaire sur
p'^^A') c E' si /c es( stationnaire sur A' c B'.

Il suffit en effet d'appliquer le théorème 2. 3 au diagramme

(I X p'-W) u {e X E')——— l——>E
m^ ^p

I x E ' ^——^——^B/c o (id x p )

où Z est l'application définie par ^(a, x) =f(x), (x e p'^^A'), a e I),
Z(e, a;)=/-(.r) (a;eE').

2. 4. Soient de nouveau Y c X deux ensembles simpliciaux,
(E, p, B) un fibre, et un diagramme commutatif

Y——'—^E
^n 1,.

X———^Bg
LEMME 1. — Si

X = I X A[n], Y = (0 X A[n]) u (1 X A[n]) u (I X A^n])

il existe une application h : X —> E çui prolonge f au-dessus
de g.
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Démonstration analogue à celle du théorème 2. 3 b : on
utilise des diagrammes dont les lignes supérieures sont :

A^+^M + 1] -^(1 X A[yi]) u (I X A*[n])^E,
i< /c , A i+ l• f c+ l[n+1]-^(I X A^puS^a^-^E.

Il existe alors h[ : A[n+ 1] -> E au-dessus de g "a, qui
prolonge Ai_i o a» d'après 2. 1; d'où la définition de h^

Pour i == k on utilise

A"+'[^ + 1]-^(I x A*[n]) u S(^a»-.),

on repart ensuite de i == n :

A^n + Ij-^O + A[n]) u (I X ATO-^E,

i>k+i, ^'"[n + 1] -°-(I X A*[n]) u S(rf.+,a.+.) -^ E

ce qui permet de définir les h, pour i >• k + 1 de proche en
proche. Enfin ^4.1 est défini par

A"[n+ l]-°i^(I x A''[n]) u S(^+.a,, ^+,a,+,)-^E
OU

l\l X ^[n] = f\ï X A^], l\S(d^,a,} = h,\S{d^,a^
l|S(^4.20fc+2) = /lfc+2|S(^+2^+2),

la démonstration précédente doit être légèrement modifiée si
k = 0 ou M, n — 1.

LEMME 2. — 5i
X = I + A[n],

Y == (0 X A[4) u (1 X A[n]) u (I x S1—1^))

où Vq est un q-simplexe non dégénéré de A[n], et S11""1?^)
Vensemble simplicial engendré par les Çq—1)-faces d^p avec
i =7^= l'i, . . ., ip, 0 ̂  i\ < • • • < ip ̂  ç, i7 existe une applica-
tion h : X ->- E gui prolonge f au-dessus de g.

Démonstration par récurrence sur n. Si n == 1, l'énoncé
est exactement celui du lemme 1 ; de toutes façons, la démons-
tration est évidente dans ce cas.

Supposons le lemme vrai pour n—1.
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1er cas. q<n.7, est alors un simplexe de S(^") pour un
certain k. Soit v'y le ç-simplexe de A[n — 1] tel que (^"(op) = y,.

L'application S1--^) -S. S---1^) est surjective et on a
un diagramme commutatif

(OxA[n-l])u(lxA[n-l])u(IxSi•-••iP(^))^l^. Y^E
"1] i '"4 )P

IxA[n—l] ——^lxA[n] g B
i(ix<48» —>"

L'hypothèse de récurrence permet de définir

h' : 1 X A[n — 1] -^ E

qui prolonge /""(dj" X id) au-dessus de go(^»xid) ; on
définit ^:S(^'')-^E qui prolonge f au-dessus de g ' par
/,(a, çc^o") = h'(a., ^o"-1) pour tout opérateur simplicial Œ
et tout a s I. r T

On est donc ramené au cas où q==n, S'"' ••••WT ) = A1 ' ' ••• ̂ rnl

2e Ca^. — ç = n; Si p = 1, le lemme 2 résulte du lemme 1.
Supposons que le lemme soit vrai pour p — 1, D > 1. Le dia-
gramme commutatif

(OxA[n-l])u(lxA[n-l])u(IxAt.-••ip-.[n-l]-l^Si Y-LE
l'i'j "'Jl IP

IxA[n—l] ——^IxA[n]-^B
idxdtS» L J g

et l'hypothèse de récurrence (pour n) permet de définir
h' : l x A [ n — l ] -> E qui prolonge fo (id X d^) au-dessus
de g°(id X dy).

Donc on peut définir /•. : 1 X S(^â») -> E qui prolonge f
au-dessus de g par /-.(a, ç^S") = A'(a, ^8»-') pour tout a e I,
tout opérateur simplicial 9. D'après l'hypothèse de récurrence
sur p, on peut alors définir une application h cherchée.

LEMME 3. — 5i
X = 1 x À[n + i],

Y = (0 X À[n + 1J) u (1 X lV[n + 1]) u (I x ()„+,)
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il existe une application h : X ->• E qui prolonge f au-dessus
de g.

En effet, on considère le diagramme

(0 X A[n]) u (1 x AM u (I x On) ̂ ^y^ Y f . E

1̂  -—^ i111! lp
I x A [ n ] ^^^IXÀ^+lj——^B

le lemme 2 permet de définir A' : 1 x A[n] -> E, donc

/•, : Y, = (0 X À[n + 1]) u (1 x ^[n + 1]) u (I x S(^)) -> E

qui prolonge f au-dessus de g.
Soit

Y ,=(OxÀ[n+l ] )u ( lxA l [n+ l ] )u ( IxA O > l • 2 • • • • • l ) [M+l ] ( ,> l )

et supposons que l'on ait étendu f à f^, : Yp+, -> E au-dessus
de g (p ;> 1). On considère le diagramme

(OxA[n]) u (1 x AM) u (I x A°'1-^] ̂ G^ y „ A^ E
Y ^—^-^ j111! Jp

IxA[n] ^^-^IxAEn+lJ^B

l'hypothèse de récurrence et le lemme 2 permettent alors de
définir

fp : Yp -> E au-dessus de g, prolongeant /p+p

On arrive ainsi à f, : Y^ -> E. En considérant îi^
et un diagramme analogue au précédent, on étend f^ à
F : (0 X Â[n + 1) u (I x ^[n + 1]) ̂  E, au-dessus de g. Le
théorème 2. 3 permet alors de conclure.

REMARQUE. — Le lemme 3 est encore vrai si on remplace
A^n + 1] par A^n + 1] et si l'on échange le rôle de 0 et 1.
Cependant, étant donné son caractère barbare, et le fait qu'il
ne sera utilisé dans la suite que sous la forme énoncée ci-dessus
il a semblé peu intéressant d'en donner une démonstration
plus générale.
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2. 5. PROPOSITION. — Soient (E,p, B) un fibre, X et Y des
ensembles simpliciaux avec Y c X, f,~h^, h,, g des applications,
tels que le diagramme

soit commutatif. Il existe alors une application h : 1 X X -» E
qui prolonge f au-dessus de g stationnaire sur Y, et telle que
h:h,{l—e, )^h,{l—e, ).

DÉMONSTRATION. — Posons Y, = {e, x X) u (1 _ e X X)
Y, = 1 x Y, Y' = Y, u Y,, X' = I x X, et considérons le
diagramme

(I X Y') u (e x X') —F-^ E
'"4 [p.
I X X ——^B

OÙ

G(a, x ' ) = g(a, x) pour a e I, rr' = ((3, a;), ? e I, rc e X,
¥(e, x ' ) = /(<>, ^) pour x' es X', ^ = (?, ^), ? e I, rr e X.

Sur 1 X YI on définit F par

F(a,e,o;) =^(a,a;) a e l , x^X
F(a, 1 — e, x) = ̂ (a, ^) a e I, x es X

et sur 1 X Ys par

^P^) = ^a, 2/) a , p e l , y e Y

on vérifie que F définit une application simpliciale, et que le
diagramme (1) est commutatif. Le théorème 2. 3 donne une
application H : 1 x X' -> E qui prolonge F au-dessus de G.
h = H o e,_^ : X' -> E est alors l'application cherchée.

COROLLAIRE. — Soient E un complexe de Kan, F, X, Y, des
ensembles simpliciaux tels que F c E, Y c X. La relation ~
(resp ~ rel Y) entre applications X -> E (resp (X, Y) -> (E, F))
est une relation d'équivalence. Si de plus F est un complexe de
Kan, la relation ~ rel (Y, F) est aussi une relation ^équivalence.
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On prend pour B un point, alors E -> B est -un fibre. La
proposition 2. 5 signifie alors ceci (où les f; désignent des appli-
cations (X ,Y) ->(E ,F) ) ; si h,:f,^f, relY et h, : f, ~ f,
rel Y alors /\ ~ ̂  rel Y. Mais, en échangeant le rôle de h,
et h^ on a aussi, dans les mêmes conditions, f^ — /\ rel Y.
Enfin en changeant e en 1-e, on voit que l'hypothèse /\ ~ /*o
rel Y et f, ~ f, rel Y entraîne /\ ~ f, rel Y et f,—f, rel Y.

Comme f^ f rel Y (il suffit de poser A(a, x) = f{x) pour
a e I, x e X) on voit que fo — /\, rel Y et/\ ~ /\ rel Y entraînent
A ~ A) rel Y, et que /*o ~ f, rel Y et f, ~ ̂  rel Y entraînent
/•o ~ A rel Y et f, ~ /*, rel Y, soit f, ~ f, rel Y. ~ rel Y est
bien une relation d'équivalence.

En prenant Y == ^, on voit que ~ est une relation d'équi-
valence.

Supposons que F soit un complexe de Kan, et soit un dia-
gramme commutatif

{e X X, e X Y)——^——^(E, F)
1 ^^^

^l y^^t ^^
(I X X, 1 X Y) ^

Ce diagramme permet de construire une application
((I X Y,) u {e X X7), (I x Y,) u (exY'))-^(E, F) (oùl'onaposé
Y , = ( < î X X ) u ( l — e X X ) , Y , = = ( é > x Y ) u ( l — 6 x Y ) , X ' = = I x X ,
Y7 == 1 X Y) par le procédé de la proposition 2. 5. F étant un
complexe de Kan, on peut, en utilisant 2. 3 corrollaire 1,
prolonger la restriction de l'application précédente aux sous-
espaces, en une application 1 X Y' -> F. On obtient ainsi une
application : (I X (Y^ u Y')) u {e X X') -> E qui se prolonge
d'après le même corollaire en une application H: IxX'->E
c'est-à-dire, vu la construction même de H, en une application
H : (I X X', 1 X Y') -^ (E, F). Mais alors

H o £,_, : h, o £,^ ~ h, o £^ rel (Y, F).

On conclut alors comme précédemment.

REMARQUE. — Si Z c Y c X, G c F c E, et si on considère
des homotopies : k : 1 X X -> E telles que k : 1 X Y -> F et
k : 1 X Z -> G (homotopies rel (Y, Z, F, G)) et si G, F, E sont
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des complexes de Kan, la relation ~ rel (Y, Z, F, G) est encore
une relation d'équivalence. La démonstration est la même que
dans le cas Z = G == ^, à la différence près qu'elle comporte
une étape de plus.

3. -— Groupes (Thomotopies (1^ définition).

Dans tout ce paragraphe, les ensembles simpliciaux seront,
sauf mention expresse du contraire, des complexes de Kan avec
point base, et les applications, des morphismes de tf* (cf
(l-l)-g).

3. 1. PROPOSITION. — Soit (E ,p ,B) un fibre', si B est un
complexe de Kan, E l'est aussi. Si E est un complexe de Kan,
et si p est surjective, B est un complexe de Kan.

C'est évident.

3. 2. a. Soit (X, xo) un complexe de Kan avec point base x^.
on pose E(X, x,),= [x^X^,\d, .^d^,x=x,\ et on défi-
nit ^ E(X, x,) -> E(X, x^_, s, : E(X, x^ -> E(X, x,)^
p: ^(X.^oîn-^ X^ par:

di x = d^ i x, s,x == s,^ i x, px = doX.

Muni de d, et s,, E(X, x^) est un complexe de Kan, où l'on
prend pour point de base le 0-simplexe ̂ o. De plus (E(X, Xo)
p, X) est un fibre dont la fibre au-dessus de XQ est désigné par
Q(X, Xo). Soit A un complexe de Kan contenu dans X tel
que xo 6 A. On pose p-i (A) = Q(X, A, Xo). C'est un complexe
de Kan, et (Q(X, A, x^), p, A) est un fibre. Si f est une appli-
cation (X, xo) ̂  (Y, yo) (resp. (X, A, Xo) ̂  (Y, B, yo)) f induit
de façon évidente des applications E(f) : E(X, Xo) -> EfY i/n)
Q(n : Q(X, xo) -> Q(Y, yo) ((resp. Q(X,A, .0) - Û(Y, B, ̂  :
On voit que Q et E sont des foncteurs tf*-> ̂ . Ces foncteurs
jouent le rôle d'espaces de lacets et d'espaces de chemins de
la théorie de la théorie des espaces topologiques

b.Si (X• xo) et (Y, yo)^*, (X X Y, ̂  yo)) ̂  et l'on
a Q(X X Y, (xo, yo)} = Q(X, 0:0) X Q(Y, yo).

c. Si (E, p, B) est un fibre, de fibre F = p-i (^), bo € Bo,
et si eo e Fo, (Q(E, eo), Q(p), Q(B, bo)) est un fibre dont la fibre
au-dessus de SQ bo est Û(F, ^0).
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3. 3. Le fondeur T:o.
a. Dans (Xo, Xo) on considère la relation x — y s'il existe

un 1-simplexe 7 e X^ tel que à^rs = x, à^j = y. On voit immé-
diatement que si X est un complexe de Kan, ~ est une relation
d'équivalence. On désigne par T:o (X, Xo) l'ensemble des classes
d'équivalence. C'est un ensemble avec point base, le point
base étant la classe d'équivalence de XQ. Si /*: (X, x^) -> (Y, 2/0)
est une application, on voit que f est compatible avec la rela-
tion ~, et définit par passage aux quotients une application
r:o(f) : ^(X, x.o) ->7;o(Y, yo) compatible avec les points bases.
Uno telle application peut être appelée un homomorphisme
d'ensembles avec points bases. On voit enfin que ^o es^ un

foncteur qui prend ses valeurs dans la catégorie des ensembles.
b. Les applications d'injection x -> (^, yo), y —> (Xo, y) et

les projections (x, y ) -> x, {x, y) —> y, définissent, vu la fonc-
torialité de 1:0 des homomorphismes.

^o(X, :co) ->^o(X X Y, (^o. î/o)), ^o(Y, i/o) ->^o(X X Y, (.ro, i/o))
^(X X Y, (^o,î/o))->^o(X,^o) X îîo(Y,î/o)

qui montrent que le dernier homomorphisme est une bijection
d'ensembles avec points bases.

c. Soit A—^B-°»-C, une suite d'ensembles avec points bases
et d'homomorphismes. On dit que cette suite est exacte si
îm(f) == Ker(^), où l'on définit Ker(g) comme étant le sous-
ens^emble de B dont l'image par g est le point base de C.
Avec les notations de 3. 2 c on voit alors que la suite
7:o(F) ^o) "-> ̂ (E? ^o) ~^°—^ ^0(8) est exacte, où la première flèche
désigne l'homomorphisme induit par l'injection de la fibre F
dans E.

d. Soient x et y deux éléments de Ûo(X, Xo). x et y sont donc
des 1-simplexes de X tels que, dçX = d^x = d^y = d^y = XQ.
X étant un complexe de Kan, il existe un 2-simplexe n e Kg
tel que d^n = x d^ == y. On pose d^rs == x 4- y. à^s est un élé-
ment de [-^(X, Xo) qui dépend bien entendu du choix de <r.

Convention. — Si x e Xo, on désignera par x sa classe d'équi-
valence dans '3To(X, x).

On pose alors x + y = x + y, on vérifie cf. ([9], que cette
opération est indépendante du choix de 7, et du choix de x et

24
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y dans x et y, et que muni de cette opération^ T:o(0(X, Xo), SoXo)
est un groupe (non commutatif en général) dont l'élément
neutre est le point base, et que

^(W) ^o(û(X, ;ro), So^o) ->^o(Q(Y, yo), &o!/o)
est un homomorphisme de groupes.

3. 4. Groupes d'homotopie. — On pose

[^(X, ;ro) == Q^X, ;ro), ^o) (^ > 0),
Q°(X, ^o) = X; [^(X, A, x,) = [2(0^, A, Xo)) (n > 1).

a. Définition. On pose

^(X,^)^^^,^),^^),
(n ̂  0) == n^"16 groupe d'homotopie absolue

T:,(X, A, .ro) == ̂ (Û^X, A, rro), So^o),
(n ;> 1) == n161"6 groupe d'homotopie relatif

r^f) = ̂ "(y) pour/': (X, ̂ ) -> (Y, y,) ou (X, A, .ro) -> (Y, B, yo).
On voit alors que ^n(X, a-o) = 7Cp(Q?(X, ^0)5 ^o7^) pour

p -\- q = n et que T^(X, A, Xo) = ^{[^(X, A, ^o) ^x) pour
rf +?- M; î>0 .
De plus ^(X, rco, ^o) = ^n(X, ^o)-

6. T H É O R È M E . — ^(X, ^'o) ^( im groupe pour n ̂  1,
ï:n(X, T, 0:0) ^< un groupe pour n ;> 2. L^5 homomorphismes
7:n(/') son^ ^5 homomorphismes de groupes pour n ̂  1 rfan5
Ze ca5 absolu^ pour n ̂  2 rfan5 ^ ca5 relatif.

r.n est un fondeur du couple (X, ;Ty) û?an5 ^ ca5 absolu, du
triples (X, A, Xo) dans le cas relatif.

De plus ^(X X Y, (x,, yo)^^(X, x,} X ^(Y, 2/0).
Ce théorème est une conséquence immédiate des définitions

et de 3. 3-rf, 3. 3-6.

c. Suite exacte d^homotopie. — Soit A un complexe de Kan
contenue dans X et XQ e A c X.

Soit i l'injection (A, Xo) —> (X, Xo) et / l'injection

(X,a^o) ~>(X, A,a;o).
On a vu dans 3. 2-a que (Û(X, A, Xo), p, A) est un fibre. La
fibre de ce fibre (au-dessus de x^) est Q(X, Xo) et l'injection
de la fibre dans l'espace total est û(/). Appliquons le foncteur
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0" à ce fibre : d'après 3. 2-c on a encore un fibre. Appliquons
alors ce foncteur 7:0 : d'après (3-2)c on a une suite exacte:

^(^(X.rro),^^) 7:OQn^ ^(^(X, A, ^o), ̂ o)

^M^(Q"(A,^),^o)
c'est-à-dire, vu la définition des ^ : pour n ̂  0

^,(X, ̂ )J^A^,(X, A, x,) —^(A, ^o)

où l'on a posé ^^"(p) == ^ {homornorphisme « ôorrf »).
Soit (A) la suite de groupes (ou d'ensembles avec points

bases) et d'homomorphismes :

•..^,(X,A,^)^^(A,rro)^^^(X,^)^^Tc,(X,A,^)->..-
-> ^.(X, A, ̂ )-^.^(A, ;ro)^iTo(X, x,}.

T H É O R È M E . — La suite (\) est exacte, et est un fondeur
coloriant du couple (X, A).

Le caractère fonctoriel est évident. Le fait que la suite est
exacte résulte d'un calcul explicite sans grandes difficultés.
La définition même de ô fournit d'ailleurs directement une
partie de la démonstration.

d. Suite exacte ffhomotopie des fibres. — Soit (E, p, B) un
fibre, F la fibre au-dessus de &o, et CQ e Fo. Soit p' l'application
(E, F) -> (B, &o) définie par p.

PROPOSITION. — T^(p') :^(E, F, ^-^^(B, &o) est un
isomorphisme pour n ̂  1.

Pour la démonstration voir ri6].
Soit ô' l'homomorphisme « bord » du couple (E, F). On

définit ô:7:^i(B, b^) -> T:n(F, êo) par ô=ô'o^(p')~1 on consi-
dère alors la suite des groupes (ou d'ensembles avec points
bases) et d'homomorphismes

(A):...^_.(B,6,)^^(F,.o)^^^(E,.o)^^^(B,&o)^---
->^(B, ^^^(F,^)^^^(E,^)^^^(B, fco).

où i désigne l'injection F -> E.
Le théorème 3. 4-c appliqué au couple (E, F) et ce qui

précède démontre le :
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THÉORÈME. — La suite (-X) est exacte et est un fondeur cova'
riant du fibre (E, p, B).

3. 5. On voit immédiatement sur les définitions que ^(X, XQ)
est l'ensemble des éléments x e X^ tels que rf^=5'o~1a/o pour
i = 0, . . ., n, et que QÏ(X, x^) est l'ensemble des éléments x <= X^i
tels que d^x = ̂  = = . . . = d^^x = ^o? d^d^^x = ^"^o. La
relation o;~î/ dans QS(X, Xo) s'exprime alors comme suit dans X :
Soient x et y e X^ tels que d^x = d^y == S^^XQ pour 0 ̂  i <^ n.
On dit que x ^ y s'il existe un élément o - e X ^ + i tel que
^n-H7 == x, d,,7 = y, ^(T = 5^0 pour 0 <: i <; n—1.

T^(X, .ïo) est alors défini comme ensemble quotient de
l'ensemble des x e X^ tels que rf^ = ^""^o pour 0 <^ i ̂  n
par la relation d'équivalence -^.

La somme dans î^(X, rro) est définie par passage au quotient
par ^ à partir de (x, y ) -> x + y, où ^-(-y = ̂ î et où
cre X,,+i est tel que d^^ = x, d^^ = y, ^ = 5^0 pour
0 < i < n — l .

Pour définir ^(X, .To), il suffit donc de considérer les élé-
ments de X dont le (n—l)-squelette est réduit à S^^XQ.

DÉFINITION. — Soit ë(X, XQ, n) le sous-ensemble simplicial de
X formé des éléments dont le (n—l)-squelette est réduit à ^"^y.
^(X, Ao, n) est le n-'^"0 ensemble d'Eilenberg de (X, a/'o).

Si X est un complexe de Kan, il en est de même de ë(X, o/'o, n)^
et ce qui précède montre que :

PROPOSITION. — TT,(X, Xo) = r^ (ë(X, XQ, n), Xo).
Pour étudier ^, on peut donc supposer que X = ë(X, XQ, n)

cette convention sera toujours appliquée dans la suite.

3. 6. Le lemme d'addition.

L E M M E 1. — Soient X ( = = ë ( X , XQ, n)) un complexe de Kan,
x e X,,4_ i et yi e X^ (0 <^ i ̂  n + 1) tels que d^x ̂  y^. Il existe
alors un élément y e X^+i tel que d^y = y^ pour tout i.

DÉMONSTRATION. — II suffit de démontrer le lemme dans
lo cas où diX = yi sauf pour un entier A", 0^/c^ n + 1.
Par hypothèse, il existe Y ^ e X ^ + i tel que d^^ Y^ = dicX,
dn^k = ykdi^k = ̂ o pour i < n.
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Si k ̂  n + 1 on pose ^ = c^,+ ,;r pour i == 0, 1, . . . , A-, . . . ,
M + l? ^ + 2 et Zfc == Y^. Comme c^z, == cî,_, ^ pour i < /, ?', / =/- A-,
il existe un z e X,,.^ tel que d^z==Zi pour i^n+1. y=d,^^
à la propriété demandée.

Si k = n + 1 on pose z, == d^s^x pour i == 0, . . ., n — 1,
n 4-1 et Z n + 2 = = Y ^ 4 _ i . Il existe encore une fois un z e X , , + ^
tel que d^z = ̂  pour i -=^ n. y = d^z à la propriété demandée.

LEMME 2. — Soit .re X^, (= ë^,(X, .To, n)) un élément tel
que d^^x = dpX pour un entier p < n — i {n > 2) 6^ d,x = 5^\,
poz^r i =/= n + 1 n, p + 1, p, a<or5 d^, x ̂  d^x.

DÉMONSTRATION. — On pose .r,,+î = ri^^r, .r,, = .r,
.ïp+i = Xp = dpS^^x, diX = 5^0 pour i =/= n + 2, n + 1, p + 1<
p et, si p < n — 2, ^_, = dpSp^^x. On vérifie que ̂  = ^-i-r,
pour i < / et i, /^= n 4- 1. Il existe donc y e X^.^ tel que
^ == ^ po"i1 i^ n + l. Soit z == rf/,+,y. d^,z = d,+^r,
d^z = d^x, diZ = ̂ "^o pour i < M. Donc ^-^r-^d^.

L E M M E 3. — Soient x e X,,4.i(== ë^i(X, rco, n)) ^ p un entier
< ^— 1, (^^ 2). 7Z e.ri5<e un (n + i)-simplexe T e X^+i ̂  g?^
^T == d,x pour i ̂  p, p + 1, dpT = ̂ o, rfp+i" e rf^-i^ — ̂ pX (où,
suivant la convention 3. 3-d! a désigne la classe d'équivalence
de a 6 X, dans ^(X, .To)).

DÉMONSTRATION. — Soit (TO e X^ tel que dn+^ = dpX,
dn^o =5ol.ro, ^0-0= a-o pour I<M—1. Par définition û^-^o e —rf^r.

Soit ^ e X ^ t e l que d^^, = dp+,x, d^^, = ̂ -^p,
^i7! = s'o^o pour i < n — 1. Par définition d^^ e dp+^—àyC.

On pose alors :

Vn^'i = ̂  yp+i == 7^ Vp = ^o, 2/. = v^
pour ?' ̂  p, p + 1, n, n + 1, n 4- 2.

Entre ces î/y, /=/=n, n+1 on a les relations rf^==c?,_^ pour
1 < /' ^ 1'^ ̂  ^ + 1- On cherche un y, tel que ^-4-^ = d^y^,
^iî/n = ^n-iî/i pour i< n. Un tel y,, existe d'après la condition do
Kan, puisque les simplexes du second membre ont leurs faces
toutes égales (puisque X==8(X, XQ, n)). Comme d^y, = ̂
pour i ^ p , p+1, n, n+1, n + 2 et que d^=d^,y,
puisque rf^ == ^_^^ == ri,_^o, ^4.^ = ^~<!//,+i == ^n-^i
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et que ûîn-i^o = ^n-i^n on peut appliquer le lemme 2 à y,, :
dn+iVn^d^y^ C'est-à-dire : d^x^d^j^ d'après le lemme 1,
on peut alors choisir y^ de façon que d,,y,, == d^x. Finalement,
les n + 2 simplexes ^ i =/= n + 1 vérifient les relations
diVj = d^,y, pour i < /, i, /, ̂  ^ + 1 et ^y,, == rf^, = d,x.
Il existe donc ze X^+g tel que û^z = y^ pour i =/= n + 1. On
pose T = rfn+iZ. T à la propriété demandée.

THÉORÈME 1. — Pour n > 2 , 7:,(X, x,) et ^+<(X, A, x,)
sont des groupes commutatifs.

DÉMONSTRATION. — II suffit de vérifier que ^(X, x^) ^st
commutatif.

Soient x et y e X., (= ë.,(X, ^0? 2)). Il existe un simplexe
Œ e X3 dont les faces sont d.^ = x, d^ = x, d^ = y, et un
simplexe ^ e X3 dont les faces sont d^ = x, d ^ ' = y, d^ == x.

D'après le lemme 3, il existe^ un simplexe T e X3 tel que
d^ = d^, d^ = d^ = x, d^ e x — y, d^ = s^Xo. Par défi-
nition de l'addition, on a donc d.^ -{- x -— y === .r, soit

d^j == x 4- y — x.

En appliquant le lemme 3 à ^/, on voit que d./j' == x + y — x.
On en déduit l'égalité d^ == d.^\ c'est-à-dire d,7 ~ d^\
D'après le lemme 1, on peut choisir 7' de façon que d ^ ' = d^.

Soit alors z e X3 un simplexe tel que d^z = x, d^z == y ,
doZ = S^XQ (on a : d^z e x + y) et z e X^ tel que d^z = y,
d^z = x, doZ = s^Xo (on a ^z' == y + ï). On pose fj,Q == z,
a! = z'? ^2 = ^ ^4 == 7' on a rf^y = rfy_i^ pour i < /, i,
/, =7^ 3. Il existe donc a e X4 tel que d^ = u^ pour i ̂  3. On
pose X = d^a. rfoA = dod^[M = ^2^0;^ = ^2^0 = ^z; de même
di\=d^z\ d^\ = d^\ = x\ en appliquant le lemme 3 à À on
voit_que^ x + d^z — d^z = x, c'est-à-dire d.,z = d.,z soit
^+y=y+x C.Q.F.D.

THÉORÈME 2 (Lemme d'addition). — Soit xeX^^ un
(n + l)-simplexe dont les (n—l)-faces sont égales à ^-^o.
Alors

n-i-l __

^ {—l)idiX= 0 si n> 1
___ 1=0__ ___

et d^x + d^x — d^x = 0 si n = 1.
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Démonstration. —Si n = 1, le théorème ne fait qu'exprimer
la définition de l'addition dans 'îTi(X, Xç). Supposons donc
n > 1- On applique à x le lemrne 3 avec p = 0, puis au résultat
le lemme 3 avec p = 1, et ainsi de suite jusqu'à p = n — 2.
Le théorème s'en déduit par définition même de l'addition
dans ^(X, x^) en utilisant le théorème 1.

PROPOSITION 1 (Réciproque du théorème 2). — Soient x^
{i = 0, .. ., n + 1) des n-simplexe de X dont les (n—1)- faces
sont égales à ^"^o tels que
n-n

S (—lyï^O (resp. x^+xo—x\=0) si n > l(resp. n = 1).
1=0

I I existe alors un (n + i)-simplexe x tel que d^x = x^ quel
que soit i.

Démonstration. — II existe un {n + l)-simplexe x tel que
^.r' = x, pour i > 0 (puisque rf^r, = rf,_, .r, == s^-'Xo quels que
soient i et j) en appliquant le théorème 2 à x on voit que
dox' = XQ donc rio^' ̂  rco- On applique alors le lemme 1.

THÉORÈME 3.—Soient f et g deux applications (X^Xo)->(X,yQ).
Si /'— g rel. .ro, ^or5 r^(f) =-^(g).

Démonstration. — Soit . reX»(=ë^(X, ^o, ^)). Désignons
par A-, les fonctions qui définissent l'homotopie /'~ g rel. .ro
(cf. 1. 2) les relations de commutation entre les d^ et
les kj montrent que si on pose formellement d = ̂ j{—)1^,
k = ^(— y/Cf, on a formellement dk -{- kd = g — f.

On remarque que M/^=^!/o puisque A-i est une homotopie
rel. .To et que djX = sS"1^ (tout i, tout /'). Pour la même
raison d,djkrX = s^ - ' y ^ ) (tout • i, tout /, tout r); d,/c^r est
donc un générateur de T:,(Y, yo). D'après le théorème 2,

^ (— iYdikjX = 0 d'autre part k.djX = ^z/o signifie que
t'=0

A^,T = 0. L'identité dk+kd= g—f donne alors g(ï) —7(ï) = 0.
C.Q.F.D.

3. 7. Les générateurs de T:^(X, .z-o) sont d'après 3. 5 les x e X^
tels que ^r = s^-'x, pour i = 0, . . . , n + 1. D'après 1.1
f il revient au même de dire que les applications

(A[n],À[n])->(X,.Zo)
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engendrent ^,i(X, Xo). De même, on peut dire que les générateurs
de^(X,A,.Co) sont les applications (A [n], A [n],À°[M]->(X, A, A\>).
On a vu (2. 5 corollaire) que la relation homotopie rel. A[n],
ou rel. (A[n], A, A°[7î], x^) est une relation d'équivalence.
Cette relation coïncide en fait avec la relation introduite dans 3. 3
en effet :

THEOREME. — Soif k:f^ g rel. A[n] une homotopie entre
applications (A[n], À[n]) -> (X, x,). Alors f^) ~ g(o"). Jî^-
proquement si x et y e X,, 5on( ^/.ç çw x ~ y, oîor.ç «r ̂  y
rel. À[nj .

Démonstration. — Soient A'i les fonctions qui définissent
rhomotopie A*. Un raisonnement analogue à celui qui a été
fait dans la démonstration du théorème 3 3. 6 montre que
k^df^ = 0, et que djk/j' est un générateur de T^(X, o;o). Le

n -+- l __________
lemme d'addition montre que ^ (— l/c?i/c,o1 = 0 ol l'identité

dk + kd = g — f entraîne alors g(o") — f^) == 0 c'est-à-diro
g^)^f^

Réciproquement supposons que x ~ y c'est-à-dire qu'il
existe T e X^i tel que d^^^ = x, d^ = y d^ = SQ'XQ
pour i <^ n. On pose A'(oi) == ^y pour i •< n et A*(aJ == or.
On définit ainsi une homotopie k : I X A[n] —^ (X, a;o) d'après
1. 4. On vérifie sans difficulté que k : x ~ y rel. A[n].

REMARQUE 1. — On définit souvent les groupes d'homotopie
en utilisant la relation rel A[n], au lieu de celle qui a été
introduite ici. Ce procédé à l'avantage de faire du théorème 3
3. 6 une évidence. Il a aussi l'inconvénient de supprimer la
définition récurrente des groupes d'homotopie ^n(X) ==7:„_^(C )X)
obligeant ainsi de faire les démonstrations pour tous les n,
et de ne pas montrer que les groupes d'homotopie relatifs
sont les groupes d'homotopie absolus du complexe Q(X, A, .ïo).

REMARQUE 2. — On voit facilement que si f et g :

(X^o)^(Y,yo)
sont — rel XQ alors r.o{f) == ^oig)' II est au contraire difficile
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de montrer que iî(f) et i . î i g ) sont homotopes rel s^Vo. Comme
cette démonstration ne permet pas d'avoir facilement le lemme
d'addition, on a préféré ne pas la donner et obtenir le théo-
rème 3 3. 6 comme corollaire immédiat de ce lemme fort utile
dans la suite.

4. — Groupes d'homotopie (2* définition).

L'équivalent topologique de la l^ définition des groupes
d'homotopie est bien entendu le suivant : si (E^, S^_i) désigne
le couple formé par une n-boule et son bord, ^(X, Xo) "est
l'ensemble quotient de l'ensemble des applications continues
(E,,, S,,_J-> (X, .To) par la relation d'équivalence définie par
l'homotopie rel S,,_,. On sait que l'on peut aussi définir
^(X, .ïo) comme le quotient de l'ensemble des applications
continues (S,,, yo)->(X, .rj par la relation d'équivalence définie
par l'homotopie rel î/o (2/0 point base de la M-sphère SJ.

Un équivalent simplicial de cette propriété peut être défini :
c'est le but de ce paragraphe. X désignera un complexe do
Kan, et XQ un point base.

4. 1. DÉFINITION. — Soit ^(X, ;Yo) l'ensemble des classes
d'équivalences d'applications (À[n + l], 0) -> fX, Xo) pour la
relation ^ rel 0. ( C ' e s t une relation d'équivalence d'après 2. 5
corollaire).

4. 2. LEMME. — Toute application / ' : ( À f n + 1" | ,0)—^(X, .rn)
est hoînotope relO à une application

/.(/^(Â^+l], A° [M+I ] )^ (X , .ro).

Démonstration. —L'application 0^4.1 : Ï X \[n-{-l]->\[n+i]
induit uno application encore notée

0)^:1 X \°[n+ l]^\°[n+ 1]

considérons alors l'application composée

1 X A°[n + 1] ̂ ^ \°[n + 1] -U X

d'après le théorème d'extension des homotopies (2. 3 coroll-
laire 1) il existe une homotopie K : 1 X À[M+ 1]-^X qui pro-
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longe f°Wn+f, et telle que Ko^=f. On pose \{f) = K " c g :
À[n + 1] -» X. On a :

K(a, 0) =/'"œ,+, (a, 0) -/•(()) =ao pour a e 1 car 0 e A"[n + 1]
de plus :

Mf) (?) = K(0, p) =/-oœ^, (0, p) = /-(O) = .To pour p e À°[n+ 1]

donc K : /.(/') ~ /'rel 0 et

A(/-) : (À[n + l], A°[n + 1]) -> (X, .ro).
C.Q.F .D.

4. 3. LE M ME. — Soient f et f deux applications, (A[n + 1]»
\°[n + 1]) -^ (X, Xo) ; 5^7 existe une homotopie k : f-^ /" rel 0,
il existe une homotopie /*~ f rel A°[yi + i].

Démonstration. — Soit k' : 1 X Â[n + 1] -> X Phomotopie
défime par A-' (a, ?) = /•(?) pour a e I, p e À[7i + 1]. A- et A'
coïncident sur Y = (I X A°[n + 1]) u (0 X A[n + 1]) et
induisent donc une application f: Y —> X (/= A Y = A'|Y).
On a donc un diagramme commutatif

Y

I X À [ n + l ]

La proposition (2-5) (avec B réduit à un point) montre qu'il
existe une homotopie h : A'"£i ~Ao£i, stationnaire surÀ°[n+ 1]:
comme A' o ^ = />, A o ^ = f, et que A(a, ?) = /•([î) = f f ^ ) = x,
pour p e .Vfn + 1]? 1^ lemme est démontré.

4. 4. Soit /* une application (^[n + l], 0) -> (X, ^o) et Â(/')
une application homotope à f rel 0 satisfaisant à la condition
du lemme 4. 2. L'application A(/*) <• rfoO7^1 : ^[n] —> X est en
fait une application (A[n], A[n]) —> (X, ^0) car

A(/1) (î^1 ^o") = A(/) (^o^4-1) - >-(/•) ̂ +, o^1) = .ro.

Si A' (/*) est une autre application satisfaisant à la condition
du lemme 4. 2, //(/') et ^(f) sont homotopes rel 0 puisque
^ rel 0 est une relation d'équivalence (cf. 2.5 corollaire).
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D'après 4. 3, on a //(/') ~ \(f) rel À° [n + 1] et finalement

\'{f) " d^1 ~ À^) " î^ rel À[n + 1].
Autrement dit, compte tenu du théorème 3. 7, on a défini

une correspondance qui a f fait correspondre un élément de
T:, (X, Xo) à savoir

/•->x(/T(dJn+T)
cette correspondance ne dépendant pas du choix particulier
de l'application /*.

Soient f et f : (A[n + l], 0) -> (X, Xo) deux applications
homotopes rel 0. X(/*) et Af/*') sont aussi homotopes rel 0, et
le raisonnement précédent prouve que f et/" ont même image
dans T:,,(X, Xo).

On a donc définit une application a : TC,,(X, Xo) —> T:̂  (X, Xo).

4. 5. T H É O R È M E . — U application a : T:,,(X, Xo) -> T^(X, .ïo) ^<?<

fci/ecti^.

Démonstration. -— a. a ^s( injectwe. Soient f et f :

(À[n+ l ] , 0 )^ (X ,^o )

deux applications telles que A^) (rfuO"4-1) == À(f) (^.o714-1). Il
existe donc une homotopie k : (I X A[n], 1 X ^[n]) —^ (X, Xo)
telle que À- o £o == A(/*), À' o ^ == À(/*'). Les deux applications

1 X A°[7Z+ l]-^.ro et 1 X À l ' • • • • / l + l [ n + 1]->X

où la seconde est égale à /c"(id X rfo071^)? coïncident sur l'inter-
section de leurs domaines de définition, et définissent donc
une application // : 1 X A [n + 1] -> X. On voit immédiate-
ment que h : A(/*) ~ A(/'') rel 0. Comme ~ rel 0 est une relation
d'équivalence, on a aussi f ̂  f rel 0.

6. a ̂  surjective. Soit a: (A[n], À[n]) ~>" (X, Xo) une appli-
cation. On définit une application/": (A [M + l], 0) —> (X, .ïo) en
posant f{d^} =XQ pour i > 0, /Ho714-1) = u(o").

On peut prendre Â(/') = /*. Alors Â(/') " ^o^1"1'1 == u-

Cowention. — On identifiera toujours les éléments de
^(X, .ro) avec les éléments correspondants de T:,,(X, .2-0) à
l'aide de a. En particulier, si f désigne une application
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A( [n + l], 0) -> (X, e), /'désignera sa classe d'homotopie dans
~-n (OU ^).

4. 6. Soit /•une application (À[n + l], À[n + 1]) -> (X, ,ro);
pour i == 0, . . ., n + 1, f. d^+1 est une application

(A[n], ÀM) -^ (X, a-o),

donc un générateur de T:,,(X,.T(>). Comme 0 e À fn + l], f est
aussi un générateur de 7t,(X, a-o).

LEMME.

^= ,S(— iyf^d^1 pour n > 1

^ f^W^+fiW—f^) pour n=i.

Démonstration. — On reprend l'homotopic K du lemme 4. 2
qui prolonge /'« w^,, et on considère les fonctions K, associée
à l'homotopie K.

On a alors ^K,^o— =/W"), d,^ IW-'=/^, .0 '- ' )
poun>0; ^K.^'-=^,o--), rf.K.^-^^KÀo"".
"i^iKi do^"* = a'o pour t > 1.

Si n = 1 on en tire dK^ = f(d^) + /(rfj2),

rf^Mj8 = ^K,^î"*' + /•((fô2) = /• + /•(^î)
puisque rf.K, ^o"-' = A^o"*' ; d'où le lemme puisque

d,K, = ̂ Ko.
Si n > 1, on continue et on voit que pour q > 1,

^K^î'^^^.K^o'-1.

Comme d,K, = ^K,_, on en déduit que

f = ̂ .K^y' == ^K.^o»-'
le lemme d'addition appliqué à K, (^,o""') et à K,,(</,o"")
donne alors le résultat.

PROPOSITION. — Soient f: (À[n + 2], 01) -> (X, ,r,) «^
application (où 01 désigne le l-simplexe d^ . . . ̂ ,,,., o"-2 c/
^= /-o ̂ -' : (À[n + l], 0) -> (X, o-o) ; afors

^ (— l)1/. = 0 pour n > l et f, + f, —f, —f, = Q pour n == 1 .
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Démonstration. — Soit A l'ensemble simplicial engendré par
k-s n-faces < ,̂ o"^ où 0 < i < / < n + 2. Il existe une homo-
topie K : I x À[n + 2] -^ X qui prolonge fo (o^.. : I x À -> X
et telle que K o e. = f (cf. 2.3 corollaire 1).* "Posons alors
W) == K ° £o : À[n 4- 2] ->• X. En comparant la construction
qui vient d'être faite à celle du lemme 4. 2. on voit que

A(/') " rf.+.â»+2 = /.(/•.+,) pour i > 0.

Rappelons que, par définition, on a: A+. = ^(/i+i) ° îl^

et que rfo^.+i = rfA pour i > 0. Alors /',+,= g o'̂ T1 où

g=A( / • ) ° r foO ' • + 2 : (Â[n+ l ] , À[7i+i])->(X, ^). D'après le
lemmc 4. 6 on a (si n > 1) g = ^(— 1).̂ ,; pour démontrer
la proposition, il suffit donc de montrer que g == fy, ce qui est

bien vrai puisque K o (id x d^) : I X A[n + i] -» X est une
homotopie g ~ f rel 0.

4. 7. PROPOSITION. — La condition nécessaire et suffisante
pour que f: (À[n + i], 0) -> (X, x») soit prolongeable à \[n + 1]
est que f = 0.

Démonstration.—Supposons que/'soitprolongeableàA[/i4-11.
Alors /'"(o,,+, est une homotopie (I X A[n + Ij, I x 0) -^ (X, a;o),
ct f°^n+i " s . o : A[n + 1] ->Xo. Donc

À( / ' )= / -o (o ,+ ,oe . JÀ[n+ l ] :Â[n+ l]-^ x,.
Autrement dit f = 0.

Supposons que /•= 0 comme \(f) —/• rel 0, on a aussi
X(/") = 0. D'après 3. 6 (proposition 1) \(f) est prolongeable
à - \[n+l]. Soit F : ( I X Â [ n + l j ) u ( 0 X A [ n + l ] ) - ^ X
l'application égale à \(f) sur 0 X A[n + 1] et à K (notation
du lemme 4. 2.) sur I X Â[n + IJ. D'après 2. 3 corollaire 1,
on peut prolonger F en une application H : I x A[n + 1] -> X
Alors H o s, : A[n + 1] -^ X prolonge f.



CHAPITRE II

CATÉGORIES AVEC MODÈLES

5. — Définitions et exemples.

5. 1. a. Soit cl une catégorie, et W une sous catégorie
pleine de a (i-e les objets de W sont des objets de cl, les
morphismes de W sont les morphismes de a entre objets
de W). Les objets de 1TC sont appelés des modèles, et le couple
(a, W) est une catégorie avec modèles.

b. Fonctions de dégénérescence. Soit (a, '111) une catégorie
avec modèles. Soient a et p deux fonctions qui à tout mor-
phisme dont la source est un modèle font correspondre un
morphisme dont la source est un modèle. On dira que a et S
sont des fonctions de dégénérescence si

(0) OC(IM) = P(l.,) = IM
pour tout modèle M.

(1) P(^)a(u) = u

pour tout morphisme u dont la source est un modèle (en
particulier on veut que le but de a(u) soit aussi un modèle).

(2) a(p(u)) = (3(a(u)) = l,/

où M' est le but de a(u) et la source de 3(u).

(3) (î(/u) = W(u))

pour tout morphisme f dont la source est le but de u.

(^l ^{fu) = a(^(u))a(^.
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On peut exprimer les conditions (1, 3, 4) en disant que le
diagramme

(3(/«) = 3(/(3(^)

est commutatif.
Ces conditions entraînent que (3((î(u)) = p(u) et que

a(a(u) = a(iA).
Un morphisme u : M —>- A ou M e ̂  est dit wm ^gé-

nère si p(u) = u (et donc a(u) = IM), dégénéré dans le cas
contraire.

Convention et notation. — Soit A un objet quelconque de cl
on supposera toujours que les morphismes non dégénérés
dont la source est un objet de W et dont le but est A. forment
un ensemble que l'on notera S(A) (ceci est toujours vérifié
si les objets de lîï forment un ensemble).

c. Soit À un anneau commutatif à élément unité. On désigne
par CJA : la catégorie des A-modules et des homomorphismes
de A-modules.

Cj^ ou iJ^A : ^a catégorie des A-modules gradués par des
degrés ̂  0 et des homomorphismes de degré zéro.

^jK1'68?- ^J^A) ^a catégorie des A-modules différentiels
gradués dont la différentielle est de degré + 1 (resp — 1)
et des homomorphismes de degré zéro qui commutent à la
différentielle.

H* (resp HJ le foncteur cohomologie rfcj^ -> lj^ (resp.
le foncteur homologie d^\ —> ^v)-

d. Si K est un foncteur dont la source est ex et le but l'une
des catégories précédentes, on définit, pour tout A e c X ,
M €E W, u : M —> A e S(A), l'ensemble K(M, u) comme étant
l'ensemble des couples (rc, u) où x s K(M). Les deux bijections
i(u) : K(M) -^ K(M, a); j(u) : K(M, u) -^ K(M) définies par
i(u)x= (.r, u)\ j{u) (x^ u) =x permettent de donner à K(M, u)
la structure de K(M).
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5. 2. Le fondeur K e< (a transformation naturelle [\.
a*. Soit K un fonctcur contravariant et —> lj\. On pose :

K(A) = H ^^ u) P0111' A e a. M e km» u : M -> A e S(A),
u e S(A)

cl on note T(a) la projection ÏC(A) -> K(M, u). Soit

K(/*) :K(B)->K(A)
l'application définie par

Ê(/>)9=(^a)K(a(/•u))/(p(^))T(i:l(/•a)9)^s(.Y))
pour tout f: A —> B e cl, tout ^ e K(B).

K est un foncteur contravariant cl —> (^\.
On définit une transformation naturelle de foncteurs

FK ; K-^K en posant rK(A).r==((i(u)K(u)o;)ues(A)) pour x e K(A).
Soit T : K —> L une transformation naturelle de C^-fonc-

teurs. On pose, pour tout objet A e c X , tout 9 e Ê.(A).
T(A)c. = ((i(u)T(M)/(u)T(M)y)ues(A)) ou M est la source de u.

T(A) est un homomorphisme K(A) -> L(A) et T une transfor-
mation naturelle ft --> L. De plus

tr^ = FLT.
^*. Soit K* un foncteur contravariant cl->C(\ et K" :cl-^(i \(.'-•i. j**

le foncteur induit par K* en degré n.
La collection (K71) est un foncteur contravariant eZ -> (j*^

que l'on désignera par K*.
La collection (FK") est une transformation naturelle

É.* —> L* que l'on désignera par I\*.
Si K* est un foncteur contravariant 51 -> d^\y la difîéren-

tielle d îK^-^K" ' ' ' 1 est une transformation naturelle de
(^-foncteurs. Donc d : K" —> K"4'1 est une transformation natu-
relle de ijA-toncteurs. Donc d : ÎC" -> k"4'1 est une trans-
formation naturelle telle que ^1^ == rKn-ûî, et par conséquent
K est un d^^-foncteur et FK* une transformation naturelle de
d^\-fondeurs.

a^. Soit de même K un foncteur covariant cl -> ij^. On
pose

R ( A ) = ^ K(M, ^), IÎ^|K(M, ^-i(i:l(^,))K(af/'u))/(«)
u eS(A)
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pour f: A - > B < = a , u: M -> A e S(A) et
[\(a)|K(M, u) = K(u)/(a).

K est un foncteur co variant ex —> IJA et FK : ft. -> K une
transformation naturelle. Si T : K -> L est une transformation
naturelle, on pose t(A)|K(M, u) = i(u)T(M)/(u). t est alors
une transformation naturelle K --> L. de plus TÏK = Fi/t.

b^ On définit K^ et FK, comme dans 6*. On voit encore
que si K^ est un AJ^-foncteur il en est de même de fc^, et
FK^ est une transformation naturelle de c^A-f011^111'̂

5. 3. Fondeurs représentables. — On dit qu'un foncteur
contra variant K* : cl->lj*^ (resp. covariant K^ : <^->^A) ^t
représentable s'il existe une transformation naturelle /K» :
ÏC* -> K* telle que y^r^ = identité (resp. y^, : K^ -> É^
telle que rk»^ = identité).

Si K* est un rfÇ^-foncteur (resp. AJ^A) on dit qu^il est
représentable, s'il est représentable en tant que G^-foncteur
(resp. C^A).

5. 4. Fondeurs acycliques, fondeurs acycliques sur les modèles.
a*. Soit K* un foncteur contravariant <9L -> rffî'^. On dit

qu'il est acyclique s'il existe des transformations naturelles
de ^A-foncteurs U" : K" -> K»-1 (n > 0); Y) : K° -> H °K telles
que

dV- + U^^ == identité (n > 0)
U1^ = irf —— £Y]

où £ est la transformation naturelle H °K -> K°.
On note que £ o yj o e == (1 — U1^) o £ === g car rf o e == 0. Comme

£ est injectif ou en déduit que YJ o e == identité.
a^. Soit K^ un foncteur covariant €L —> dQ^. On dit qu'il

est acyclique s'il exite des transformations naturelles de
(jA-fon^teurs U^ : K^ -> K^i (n > 0), Y) : H o K -^ Ko telles
que

dV^ + Vn-^d = identité (n > 0)
rfUo == id — Y)£

où £ est la transformation naturelle Ko —> HçK. Comme
£o^. ,£ == £(1—rfUo) = £ car £c( = 0 et comme £ est surjectif,
on a £T( = identité.

25
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b. Soit W9' la sous catégorie de 1TC dont les objets sont ceux
de W et les morphismes sont du type a(u) où u est un morphisme
dont la source est dans ^îl.

On dit que K* (resp. KJ est acyclique sur les modèles, si
la restriction de K* (resp. KJ à la catégorie TTC01 est acyclique.

5. 5. UN EXEMPLE. — Soit W la sous catégorie pleine de if
(cf. 1. 1. — g) dont les objets sont les A [n] (n ̂  0). On pose,
pour toute application u: A [n] -> Xe:) :

a(u) = '^..7^-^ P(a) == y, si u(â71) =<?.,... ̂  y

avec y non dégénéré et i\ > • • • > i^ (cf. 1. 1. c). En parti-
culier aeS(X) si et seulement si i^â") = y. a et ? sont des
fonctions de dégénérescence.

Soit C^ le foncteur ^ -> cK^ des chaînes normalisées, i.e. C^(X)
est le quotient du groupe gradué abelien libre engendré par X
par le sous groupe engendré par les éléments dégénérés de X;
la différentielle d de C^(X) est définie par passage au quotient
à partir de la différentielle S(— l/d. du groupe abelien
libre engendré par X; si / ' : X - > Y e ^ on définit C^(/*) :
C^(X) -> C^(Y) comme étant l'application naturelle induite
par f.

CJX) est le groupe abelien libre engendré par les éléments
non dégénérés de X. Si x e X est non dégénéré, on représentera
encore par x l'élément de C^(X) qu'il définit.

Soient f et g deux applications X -> Y homotopes par
une homotopie k : 1 X X —> Y et soient A*» : Xp —> Yp-^ les
fonctions associées à /c..Les À'( induisent des fonctions encore

p
notées Ai de Cp (X) dans Cp4.i(Y). On pose Up == ^ (— l)1/^

On a alors dUp + Up^ d = Cp(g) — Cp(/') pour^X) et
dV,=C,{g)—C,(f) donc

LEMME. — Si f et g sont homotopes dans »), C^(/*) et C^(g)
sont homotopes dans di^z où Z désigne l'anneau des entiers.

PROPOSITION. — C^ est représentable et acyclique sur les
modèles.

Démonstration. — a. On pose /c^ == (o71, S) pour tout
x e X^ non dégénéré. */c, est une transformation naturelle
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C, -> C, et rc:/cx = [\(^ x) = Wj(x){^ x) = C^ = x.
Donc [\7,c» == identité et C est représentable.

fe. Soit (j^ rhomotopie 1 X A[n] ->• A[n] de 1. 4; comme
o^ " £o : A[yi] -^ On et (j^ o ̂  = identité, le lemme 5. 5 montre
que

rfUp(A[n])+ Up-i(A[M])d = lc,(A[np pour p<0
cnJo(A[n]).r. = a; — x(;r)0, pour a; e Co(A[n])

en désignant par x(^) l'indice de Kronecker de rr. Si z est une 1-
chaîne, alors rfUi(A[n])z + Uo(A[n]rfz = z donc dUo(A[n])dz = rfz.
Autrement dit, x(rfz) = 0. On définit alors

ïl(A[n]) : HoC,(A[n]) -^ Co(A[n])
par y]£^ == x(n;)0^. On a alors

dUo(A[n]) = lc,(A[n])-ïl(A[n])e(A[^).
D'autre part on voit immédiatement que Y] est une transfor-

mation naturelle HoCJITC01 -> Col'llï01, et on remarque que la
relation 1. 4 iii se traduit par le fait que Up est une transfor-
mation naturelle Cp^ -> Cp+JW1.

5. 6. Catégories indicées. — Soient (a, TC, a, ?) une catégorie
avec modèles et fonctions de dégénérescences, et A un objet
de a. On appellera catégorie indicée la catégorie OA dont les
objets sont des couples (B, x) où B e c X et x: B - > A e c X ,
et les morphismes des diagrammes commutatifs dans $t :

B x
4\A: (B, ^C, y)
C^

un tel morphisme sera désigné par (/*, x, y).
WA est la sous catégorie pleine de €L^ dont les objets sont les

couples (M, x) où M e W. Si (u, x, y) est un morphisme tel que
la source de u soit un modèle, on pose OA(U, x, y} = (a(u),
x, y o p(u)) et PA(U, a:, y) == ((Î(M), y o (î(u), y). CXA est alors une
catégorie avec modèles WA et fonctions de dégénérescence
OA et ?A.

Soit K un foncteur dont la source est cl. On définit un
foncteur K.v dont la source est OA et le but, le but de K, en
posî int :

K^B,.^ -= K(B), Kv (^ . r ,y )= K(f)
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on vérifie sans peine que l'on a la

PROPOSITION. — Si K est représentable (resp. acyclique,
resp. acyclique sur les modèles), il en est de même pour KA.

6 . — Le théorème des modèles acycliques.

(6-1)* THÉORÈME. — Soit cl une catégorie avec modèles et
fonctions de dégénérescence. Soient K* et L* deux fondeurs contra-
variants cX -> d^\, K* étant représentable et L* acyclique sur les
modèles, et T une transformation naturelle H^ITC" ̂ H0^!^.
Il existe alors une transformation naturelle î^ : L* -> K* qui
induit T sur H0^]^!*. On dit que ̂  est une extension de T. Si
^"^ est une autre extension de T, {])* et $'* sont naturellement
homotopes.

La démonstration du théorème utilise les lemmes suivants.

LE M ME 1. — Si L* est acyclique sur les modèles L* est
acyclique.

En effet soient U71 et Y] les transformations naturelles qui
définissement Pacyclicité de L* sur W^. Alors

Û^L^L"-1, YpL^H0!?

peuvent être définis par le procédé de (5. 2) a bien que L^
et Y] ne soient définis que sur W, puisque seules les valeurs
prises par U" et Y) sur TO* interviennent dans la définition
de Û71 et Y). Ce sont encore des transformations naturelles.
On a: r f Û n + Û n - l r f = i d pour n > 0 et Û^^d—eY).
Comme H^L* et H^L* sont naturellement isomorphes, le
lemme est démontré.

Soit alors T: H°L|W1 -> H0!^^ une transformation
naturelle.

On pose <P0 = y^î^'tr^r^ où £& (resp. EL) désigne la transfor-
mation naturelle^ H'K* -> K° (resp. H°L -> L°) <1>° est une
transformation naturelle L° -> K°.

LEMME 2. — dê°ÊL == 0 et ^LI^ = £kT.



QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FIBRES AU SENS DE KAN 389

Démonstration. — Conformément à 5.2 a*, sur W, les
transformations naturelles e^, t, T), commutent aux F corres-
pondants donc

^ITO01 = 7^1^01^ = Y^KÎTHOL^
== 7.Ko£KrHoK*T^ == y^rKoERTr, = £KTr,.

Donc ^^n^ = ̂ Tr^ = £KT puisque r^ = irf. D'autre part :
rfê°6L=^°£L. Comme d^^ = d^T = 0 (car ^ == 0),
rf$°£L=0.

Démonstration du théorème. — On pose <P1 = -/^d^V'dru
alors

<I'W = y^ÛT,,̂  = y^rfiÛ'rfTu = y^(id -1^)^
= /.K.̂ TL. = yĵ M0 = y .̂rK.d<l'0 = d^,

puisque rf^'e,. = 0 d'après le lemme 2 et que tU == irf — ei^
cl'api'ôs le lemme 1.

Supposons que l'on ait déjà déterminé l'* : L* -> K*. On
pose <I)A+1 = '/K^.^ÛTL**. : L*"' ̂  K""1. On a

^"-'d = y^ .d^ÛTi.*. .d = y^*. .̂ ^Û^TL»
=7.K^.^fc(lrf——(!Û't+<)^L*=7.K^«rfêTI.*=7.K^<^L*-.^>fc=rf<I>À

puisque rfê^^ drf^-1 = 0 d'après l'hypothèse de récurrence.
De plus, comme ^''ei.jW1 = EKT, l'application $* induit

bien T sur H-LIW.
Soit <!>'* une autre extension de T. On a donc

(1) °̂ÊL = ^"ÎL = EKt.

On pose V1 = ̂ .(̂ o _ ̂ )^i\\,, ^. _^ K» on a

V*d = yK.(^ - ̂ 'o)ÛT,,d = y^^0 - ê'«) Û,rfrL.
= 7K.(^° — Ô'») (iW — ei.̂ ri.. = y^ô°—^'»)l\

d'après (1).
Donc W = ^K»rK.(<F0 — <I''°) = (I)° _ <I)'o.
Supposons alors que l'on ait déjà déterminé V1 .. V- on a

((])* _ <1»^- _ rfv^ = rf(^"-i - <I)'*-i _ v*rf) == ̂ V^-i = 0' donc

(2) (^_^_rfv*)rf=o
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on pose alors V^ = /RA^ — ^ ' k — dV^F^ en utilisant
(2) on voit sans peine que

V^rf ===$*— 0^ — d^
l'homotopie naturelle V est donc bien déterminée par récurrence.

6-1^ THÉORÈME. — Soit (X une catégorie avec modèles et
fonctions de dégénérescence. Soient K^ et L^ deux fondeurs
coloriants Ci —> dG^ K^ étant représentable et L^ acyclique
sur les modèles^ et T une transformation naturelle

HoKjm^HoLJW-.
Il existe alors une transformation ^ : K^ -> L^ qui induit T
sur HoKJW1. On dit que 0^ est une extension de T. Si (!̂
es( une autre extension de T, $ et î^ 5on( naturellement homotopes.

Démonstration analogue à celle du théorème 6-1*

7. — Systèmes locaux.

La notion de système local sur un ensemble simplicial
a été dégagée pour la première fois par Eilenberg et Zilber [7].
On indique ici une généralisation due à J. C. Moore et
V. K. A. M. Gugenheim [12] qui utilise la notion de foncteur
covariant fortement représentable 7. 7. On peut définir une
notion analogue pour les foncteurs contravariants mais elle
s'avère jusqu'à présent de peu d'utilité. Si K^ est un foncteur
fortement représentable et G un système local, on peut définir
deux fondeurs K^^G et Hom* (K^, G) qui généralisent les
notions connues de complexes de chaînes (resp. cochaines)
à valeur dans un système local. On fait le lien entre cette
théorie et la théorie classique dans le paragraphe 10, en utili-
sant les catégories indécées. Les théorèmes 7. 10* et 7. 10^
constituent la clef de la démonstration de l'existence des suites
spectrales des fibres.

7. 7. Fondeurs fortement représentables. — Soit K^ un foncteur
covariant d -> dû^ et supposons que K^ soit représentable.
On désigne par r(u) la projection Ï^(A) -> K(M, u) où u :
M -> A e S(A), et on pose

6(u) = /(u)ï(u), ^(u) = K,(u)e(u)/^(u).
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Définition. — On dit qu'un foncteur covariant K^ : cl -> A1. ^
est fortement représentable s'il est représentable eï si de plîis

(i) ^(u)y^ = yj^(u) pour tout u : M -> A e S(A)
(ii) ô(u)y^ = ^(lM)e(u)y^.

Si K^ est fortement représentable on pose
K,u(A) == ^(u)K,(A) et K,»(A) = ^(u)K^(A)

pour tout A e a et u e S(A).

PROPOSITION 1. — Si K, est fortement représentable, on a

(i) 'kW^) = ̂ ), ^(u)^(^) == 0 pour u ̂  (.
(u) K,(A)= S K^(A)*' / ues(A) ^^ /

(iii) si f: A -> B e a, ̂ ^^(u) = •k(P(^))Kjn^(^

Démonstration. — d} Comme ï fuhfp) = i T^) ^ u= ^v v / v / ( 0 si u ̂  ^
on voit que

WW = ̂ Wv^^) == r^{uwy^ = \ ̂ (u)sl u =_v
( (J si u =/= v

en utilisant le (i) de la définition
(ii) il résulte de (i) que K^(A) n K^(A) = |0j si u =^ p il

suffit donc de démontrer que tout x e K^(A) peut s'écrire
comme une somme d'éléments de K^(A) où u parcourt un
ensemble fini de valeurs. Or /K , r ce Ï< (A)= S K (M, u);/- * *\ / ues(A) *\ ) / )

il n'y a qu'un nombre fini de morphismes, soient

u<, . . . , UpeS(A)

tels que la composante de y^x dans K^(M, u,) soit non nulle
p

(i == 1, . . ., p). Donc y^x = ̂  T(Ui)y^a; et
i=1

.-r == rK.y.K^== s rK.T(î K,a-= j; -^(u^
(i") .̂M") = ̂ (/•^(u)'/̂  = rKl̂ (/-)T(u)y.K,
= FK.I (P(^))K,(a(/-u))/(u)T(u)xK.

k(P(/'"))K,(/-)^(u) = rK,T((î(/u))y^K,(/')^(M)
= rK.T((3(/-M))^(/')7^-k(") = rK,i(P(/-u))K,(a(^))/(u)-(M)yK,
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PROPOSITION 2. — Le fondeur C^ (cf. 5. 5) est fortement
représentable.

On voit que si x est non dégénéré, x e C^(X) alors C^(X)
est le module libre engendré par rc. La décomposition en
somme directe donnée par la proposition 1 n'est rien d'autre
que "la définition de C^(X).

7. 2. Système local contrawriant. — Soit G un foncteur
contra variant : ^WL -> d^. On dit que G est un système local
contravariant : si G(u) est un isomorphisme pour tout mor-
phisme u non dégénéré.

7. 3. Le foncteur Hom*(K^ G). Soit K^ un foncteur cova-
riant Ct -> (^ fortement représentable, et G un système
local contra variant. On pose, pour tout objet Aeel

Hom^ G)(A) =^ Hom(K^(A), G(MJ

où Mu désigne la source de M, et Hom est pris au sens de la
catégorie ^y* Si f est un morphisme A —^B, on définit l'homo-
morphisme

Hom" (K^, G) (/•): J^om^K, G} {B)->Homn (K^, G) (A)

de la manière suivante :
Soit f^Hom" (K^, G)(B) et 9 == (9.) où 9, e J7ow(K,,(B),

G(M,)) .SiueS(A), qa^^^K^eHom (K,,(A), G(MJ.
On pose alors

Hom^ G(/l))9 = ((G(a(/•u))9^)K,(/l)),esa))

La collection Hom (K^, G) = Homn (K^, G) est un fonc-
teur contravariant.

7. 4. PROPOSITION. — Le fondeur Hom*(K, G) est repré-
sentable.

Démonstration. — Pour simplifier les notations, on écrit
L = Hom^K, G), K au lieu de K,, K^(A) au lieu de K^(A),
f^ au lieu de f^, y au lieu de /K, F au lieu de FK; i' et/' désignent
les applications i et / relatives au foncteur L.

D'après 7. 1. Définition (ii) on a

6(u) y^(u) == ^(IM) 6(1.) y^(u) = ̂ (1,,) 9(u) 7,
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donc :
(1) 0(u) yK^(A) c ^(1,.) K(M) = K,,(M)

pour u : M —> A e S(A).
Par définition on a :

L(A)= II L (M, ,u )= n ^)Hom(K,(MJ, G(M^))
(ie8(A) u€S(A)

ueS(M,,)

où Mu est la source de u, My y la source de ^.
Si 9 e L(A), on désigne par Çu sa composante dans L(Mu, u)

et par <py y sa composante dans Hom(Ky(Mu), G*(Myu) ) .
Considérons maintenant un morphisme u : M - > A e S ( A ) .

D'après la relation (1),
(î .M,J°0(")7^Hom(K»(A), G(M«)).

La transformation naturelle yj, ;L —> L définie par

7-LÎ == ((?1M»") 0 (0(^)7.)aeS(A))

pour :. e L(A) vérifie y 1^ = identité. En effet, si a e L ( A ) ,
9 = FL^ ={(if{u)^u) i^es(A) et 9,,, === G'(a(î^)) a^,) K(u) ; en
particulier o^u = G(a(u)) a^)K(u) = ^uK(u) car a(u) = IM,
p(u) = M puisque ueS(A) . Par conséquent

(y,Lî)u == (y^rLU.), == a,K(u)0(u)y, == a^(u) = a,.

(La dernière égalité résulte du fait que '^(u)^(u) = '^(u)
puisque Ou est un homomorphisme dont la source est
K,(A) == ^(u)K(A)).

7. 5. PROPOSITION. — 5i K^ est un fondeur a —> d^\.
Jr/om*(K^, G') est un fondeur a —> d^^\.

Démonstration. — Soit Hom* (K^, G) : W -^ AJ*A 1° fonotour
contravariant défini par :

Hom"(K,, G)(M)==Hom(K,(M), G(M)) pour M e T C
Hom^K^, G)(u)=Hom(K(u) , G(u)) pour u: M->M'

et dont la différentielle o, est définie par transposition à par-
tir de celle de K^.

On a :
Hom^K^GKM^Hom/ S K^(M), ^(M)\

\i'es(M) /

== n Hom(K^(M), G(M}).
u 6S(M)
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M si ̂  Ho^"(K' G)(M)) on désigne P31' ̂  sa Projection dans
Hom(K»,^(M), G(M). Alors G(v) o x, <= Hom(K, ,(M), G(M ))
où l\L est la source de p. On pose T(M) = ((G(P) o ̂ )^^;;).
1 est une transformation naturelle

Hom*(K^, G)->^om*(K,, G)\W

flt c"61^ une é<^uivaIence naturelle puisque, p appartenant
a b(M), G(P) est un isomorphisme. à' == ToiT-1 est une
différentielle sur Hom^K,, 0)^1, l' une différentielle sur
Hom* (K^, G).

Finalement on pose, pour le degré n,

o' = y.K-âTK" '
où^Fon a écrit K1 au lieu de Hom^K^ G), i = n, n + 1.

^ o est une transformation naturelle : K" -» K"+1 puisque
c'est un produit de transformation naturelle. Donc (f5.2)ff*)

^ = V^

mais §' étant une transformation naturelle, on a sur W :

8TKn = r ,̂§'
d'après 5^ 2. a*, donc, sur W, S = ̂ ^^TK,. == y^r^' == o' : de
l'égalité âjW = o' on déduit par passage au'chapeau, S = S'
et finalement, ôTun = F^S.

Mais alors o§ = y^, 8T^,,â = y^.^'âÏK,, = 0.
Finalement, § est une différentielle, dont la restriction à -lir

est ê', et qui induit à' sur El*.

7 6 . *. PROPOSITION. — Si K, est un foncteur a -> dC A
«cyclique sur les modèle Hom*(K,, G) est acyclique sur les
modèles.

Démonstration. — Soient U,, r, les transformations natu-
relles qui définissent l'acyclicité de K sur W Soit
U"+ 1 : Hom'•+)(K„ G) -^ Hom"(K, G) le transposé de U L et
ï T»+1 _ TT T "-+-<'?— i T' i ' • n » • 1 'lîu — l u , -^ l ou 1 désigne 1 équivalence naturelle induite
dans 7. 5. D'après 7. 5* on a ôU" + V"-^ = id pour n>0
t^/ï? ceHomo (K*' G)(M)• P07!02 est un homomorphisme
K(,(IVI) -» (T(M), donc un élément de Hom° (K . G) (M)
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tel que 01(9 o r, o &) == 9 o r, o e o d = 0, donc un cocycle. On
définit Yii : Hom° (K,, G) -> H°(Hom* (K,,, G)) parv)^ == classe de
cohomologie de 9 o y; o e, et Y]' : Jïom0 (K^, G) -^ îî°Hom* (K,, G)
par r/ = (H^T-i.

Si £' désigne l'application naturelle
H°Hom'(K^G) -> f fom°(K^G)

il résulte des définitions que
Uio = id — S'Y)'.

7. 2.^ Système local coloriant. — Soit G un foncteur cova-
riant 111 -> (^A on d11 q116 G' est un système local co variant
si G(u) est un isomorphisme pour tout morphisme u non
dégénéré.

7. 3.^ Le fondeur K, ^ G.
Soit K^, un foncteur covariant fortement représentable.

cl -> rf^A? e^ G un système local covariant on pose, pour tout
objet A sa, et tout morphisme f: A-^B ea,

K, ^ G(A) = S K,, (A) 0A G(M,)
aeS(A)

K,-)^ G(y)|K,^(A) 0A G(M.) = (K^IK,. ,(A)) ^A G(a(^)
K^-)^G est un foncteur covariant.

7. 4.^ PROPOSITION. — Le foncteur K^ ^-G est fortement
représentable.

7. 5.^ PROPOSITION. — Si K^ 6?.ç( un fondeur ^—>A^A?
K^-X- G est un foncteur ex -> d^\.

7. 6.^ PROPOSITION. — Si K ^ un foncteur ex —>- oCj^A
acy clique sur les modèles, K^-X-G e.ç( acyclique sur les modèles,

Les démonstrations sont analogues à celles des propositions
7. 4*, 7. 5*, 7. 6*. Pour définir la différentielle de K^ G on
introduit le foncteur K^oG: llï -> d^\ défini par

K^oG(M) == K,(M)0A^(M)
pour M e W et K^oG(u) = K^(u) ^ G(u) pour les morphismes
u e llï, et dont la différentielle di est d ^ IG(M). Ko G est
naturellement équivalente K^X-G|11Ï, qui est ainsi muni d'une
différentielle d\ d ' est une différentielle de IC^G. En utili-
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sant les transformations naturelles y et F relatives au foncteur
de K^ X G, on a la différentielle d == Vd' y cherchée d induit cf
sur K^TG et d' sur K.-X- G|W:.

7. 7. PROPOSITION.— Soient F et G deux systèmes locaux
contravariants (resp. cwariants), et K^ un fondeur fortement
représentable. Si S : F —> G est une transformation naturelle^
il existe une transformation naturelle Hom* (K^, S;) :

77om*(K,, F)->^om*(K^, G) (r^p. K^F: K^F->K^G)

Démonstration. — On pose

^m^K^KA)^ n Hom(id ,^(M,))
u e s< A)

K,-)^(A)|K, ,(A) 0A ^(MJ = id ^ S(MJ.

7. 8. DÉFINITIONS. — a. Un système local G : 111 -> c^\ ost
constant si G'(M) est un A-module indépendant de M et G(u)
l'application identique pour tout morphismo u e HÏ. Un
système local est simple s'il est naturellement équivalent à
un système local constant.

b. Un foncteur contravariant K* : cl —> dS^ (resp. cova-
riant K^ :<^->A^A) est augmentabïe si H0!^*!^ (resp. HJ\^ Ht)
est un système local.

c. Un foncteur covariant K^ : cl —> d^^ est singulier s'il
est fortement représentable, acyclique sur les modèles, et
si HoK^iW est un système local simple, de module A.

7. 9. PROPOSITION. — Soit K^ un fondeur coloriant : a ->A(^\
fortement représentable et augmentabïe^ alors Hom* (K^, G) et
K^-X- G son( augmenta blés.

DÉMONSTRATION. — Pour tout M e 111, on a

H°Hom*(K^ G(M)) = HomA(Ho K,(M), G(M))

et pour tout morphisme u de lit on a

H° Hom* (K^, G) (u) = HomA (HoK^(u), G(î^) )

Comme Hom*(K, G) et Hom* (K^, G)j1TC sont naturellement
équivalents, -f/om*(K, G) estaugmentable. Mémo démonstration
pour K^ ^ G.
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7. 10*. Soient K^ : cX —> d^\ un foncteur singulier, L^ un
foncteur covariant cx->cfe^, fortement représentable, aug-
mentable et acyclique sur les modèles. L* = Hom* (L^ G)
où G est un système local contravariant, est acyclique sur les
modèles, représentable et augmentable. Soit F le système
local H°L*|W.

THÉORÈME. — Les deux fondeurs H*L* et H*/Ïom*(K, F)
sont naturellement équivalents.

DÉMONSTRATION. — D'après 6. l*. il suiÏit de démontrer que
H'LVil^ est naturellement équivalent à H° Hom" (K*, F)^.

Or H°L*rm==F et d'après 7.9. H0 Hom*(K^ F^VL est
naturellement équivalent à Hom^(HoK^, F). K^ étant
singulier, HoKJ'ITC est naturellement équivalent au système
local constant de module A, et H°Hom*(K^, F)\1VL est naturel-
lement équivalent à Hom^ (A, F) = F C.Q.F.D.

7. 10 .̂ On conserve les mêmes hypothèses que dans (7. 10)*
L^ == L^ ^ G où G est un système local covariant, est
acyclique sur les modèles, représentable et augmentable.
Soit F le système local HoL^ ITÏ.

THÉORÈME. — Les deux fondeurs H^L^ et H^(K^ ^ F]
sont naturellement équivalents.

7. 11. PROPOSITION.—Le fondeur C^ (cf. 5. 5.) est singulier.
C'est évident à partir des définitions.

8. — Le cas relatif.

Pour permettre d'étendre à l'homologie et à la cohomologie
relative les théories précédentes, on introduit dans une caté-
gorie dl, de sous catégories ^ et J qui grosso modo donnent
une notion de « sous-objet » dans cX. Moyennant certaines
hypothèses de compatibilité, les problèmes relatifs dans ex
sont ramenés à des problèmes absolus dans de nouvelles caté-
gories cX^ et cXf.

8. 1. Soit (cl, lit, a, (Ï) une catégorie avec modèles et fonc-
tions de dégénérescences. Supposons qu'il existe une sous
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catégorie ^ de d dont les objets sont les objets de a, et dont
les morphismes B -> A e .1, s'ils exitent, sont uniques. Sup-
posons de plus qu'il existe un objet 0 e cl, 0 < 1TC, tel que pour
tout objet AecX, il existe un morphisme unique,

0 A : 0 - > A e C X , 0A6E.1.

DÉFINITION 1. — On dit que a et (î sont compatibles avec ^
si pour tout : M -> B e , cxM e 1̂1 et tout a e <) on a

^ (PW-iW
v / ^(i^) =: a(u).

ceci entraîne que si a: B-> A e »1, et si ueS(B), p.aeS(A).

DÉFINITION 2. — On définit une catégorie (ex , W^, a, p)
coinme suit :

les objets de ez^, sont des couples (A, B) tels qu'il existe
un morphisme (unique par conséquent) UL : B —> A e ^.

(f f'\Les morphismes de 0X3, (A, B) > (A', B') sont des carrés
commutatifs

A—l—^^

'\ , V'
B————B'

où les flèches verticales sont dans ^ et les flèches horizontales
dans a.

Les modèles de ITI^ sont des couples (M, 0) où MeTO.
Si (u, 0c) : (M; 0) -> (A, B), on pose

a(u,0B)=(a(u),l,), P(u, 0») = (P(u), 0n)

(a^, 'n^, a, p) est une catégorie avec modèles et fonctions de
dégénérescence.

Si K est un foncteur covariant (resp. contravariant) on
définit le foncteur K^ : cl^ —> Cj\ par

K^(A, B) = coker K(a) (resp. K^(A, B) == Ker K(a))

pour un objet ^ A , R ) e c X > , , où a p^t l 'unique nppl i rn t ion
B -> A e ;»,
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K^ (/*, f ' } étant Inapplication canonique induite par le dia-
gramme comrnutatif

K(A) -K(/^ K(A') K(A) ^——— K(A')
K(^ K(n t^ (^P- 1 1 )

K(B)———K(B') K(B)^———K(B')
Si K est un rf(j^\-foncteur (resp. rfcj^-foncteur), on définit

canoniquement une structure de o(C|^-foncteur (resp. d^)
pour K^.

Convention. — On suppose que K(0) == ^ O j (K co variant
ou contravariant) et que a et (i sont compatibles avec J.

8. 2. PROPOSITION. — 5oi( K un fondeur covariant €L —> d^\
fortement représentable (resp. acyclique sur les modèles, resp.
augmentable, resp. singulier) alors K^ est fortement représen-
table {resp. singulier).

DÉMONSTRATION. — On remarque que si (A, B)ecX^,
(u, 0) e S(A, B) si et seulement si ueS(A). Comme
K^(M, 0) = K(M), on voit que tC^A, B) = K(A) en convenant
d'identifier K((M, 0), (u, 0)) à K(M, u).

D'autre part si u e S(B), au e S(A), un calcul simple montre
que K({J(.) Ky(B) = K^u(A). Par conséquent

(1) K^A, B) = S K»(A)
ue8'(A, B)

en désignant par S'(A, B) Fensemble des u e S(A) qui ne
s'écrivent pas u.u' où u' e S(B). y^ est alors défini par
7^=7K S K(,(A). On a bien r&^K. = identité, déplus
' t) ' ues'(A, u) " " •î

'^u, 0) == '^(u) si u = ULI/ avec u' e S(B). Donc K^ est
fortement représentable et (K^)(^) == Ky(A) ou 0 suivant que
a e S'(A, B) ou non. Enfin les autres affirmations de la proposi-
tion découlent immédiatement du fait que K^jlîl^ = K W.

8. 3. Soient G un système local covariant (resp. contrava-
riant) et K un foncteur covariant fortement représentabic
cl —> AJ\,A- ^r est ^ssi un système local pour cl^ en posant
^•(M, 0)= ^(M), G(f, ^)=G(f), puisque K(;JL) : <(B)->K^(A)
est surjectif pour a : B -> A e ,̂  on a :

(K^ G')^ == K;, - G et //OAH* (K, G)^ == //om ( K^, (;)
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en particulier, si on suppose que K([JL) est injectit pour on a
des suites exactes :
0 -> K^ G(B) -> K^ G(A) -> KyX- G(A, B) ->0
0-^Hom*(K^ G)(A,B)->//om*(K, G)(A)->7/om*(K, É;)(B)->0
qui donnent les suites exactes classiques d'homologie et de
cohomologie. Cette situation est en particulier réalisée dans
la catégorie des ensembles simpliciaux, en disant que a e <1
si a : B —> A est l'application canonique induite par l'inclusion
B c A et en prenant pour foncteur K le foncteur C^.

8. 4. Soient (d, W, a, j3) une catégorie avec modèles et
fonctions de dégénérescence et J une sous-catégorie de et dont
les objets sont les objets decX, et dont les morphismes B—^A e= j,
s'ils existent sont uniques.

DÉFINITION 1. — On dit que a et p sont compatibles avec }
si

1° quel que soit le diagramme comrnutatif
M—^A

(1) ^t u \^
Mf————B

où M et M' sont des modèles, et où les flèches vei*ticales sont
dans J il existe une application (qui est donc unique) À' :
N"' -> " N e 3 où N' et N sont les buts de a(u') et a(u) telle que
le diagramme

M_-1">,N -"Ï^A
.( >'f .t
M'___^N'___^B/ f\ 0 / 1\ "~^a(u'). ^u')

commute.
2°) L'application S(B) —> S(A) donnée par u'-^^au') est

bijective, et de plus a (a M') e J pour u e S(B).

DÉFINITION 2. — On définit une catégorie (cXn, ^IL, a, ^)
avec modèles ^ÎL» et fonctions de dégénérescence a, ? comme
suit : €ii est la catégorie définie dans 8. 1. (en utilisant }
au lieu de ^QIÏÏq est la sous-catégorie pleine de Cl« dont les
objets sont les couples (M, M') avec M ot M' e III.
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Si {u, u') est un morphisme (M, M') -> (A, B) on pose
a(^, u) = (a(^), a(i/)) et (i(u, u') == (fî(u), (3(u)).

Cette dernière définition n'a de sens que si a et ? sont
compatibles avec J, puisqu'il faut que (N, N') e dij, et que
(î(u, u') a(u, u') == identité : c'est ce qu'exprime la première
condition de la définition 1.

Si donc a et p sont compatibles avec J ce que l'on suppose
dans la suite, (cXw, W^, a, (3) est une catégorie avec modèles
et fonctions de dégénérescence.

Si K est un foncteur défini sur dl, on définit K^ de la même
façon de K^.

Dans le paragraphe suivant on suppose remplies, les condi-
tions de la définition 1, et on suit les notations de la définition 2.

8. 5. PROPOSITION. — Soit K un foncteur cowriant
cl -^ rf(^A.

Si K est fortement représentable, K^ est fortement représentable.

DÉMONSTRATION. — II résulte de la deuxième condition
de la définition 1 que l'application S(B) -^ S(A) donnée par
i/->(î(uiM') est une bijection. Soit M' la source de u\ posons
u == (î(aiA') et soit M la source de u.

Alors K(a) : K^(B) ̂  K,(A), R(p0 : K(M', u') -> K(M, u), si
bien que

K^(A,B)= S K,(A)/K(a)K^(B)
^ ues(A)

et que ICr == (K)i, à condition d'identifier

K(M, u)IK(y.) K(M', u') et (K(M)/K(a(piu')) K(M'), (u, u'))

on définit alors y^ par passage au quotient à partir de
YK, et r^/^ = id puisque FK/K = id.

Soit p la projection K(A) -> Kt(A, B). On a ^{u, u') == p^(^)
et (Kj)(,.^)(A, B) == K,(A)/K(m) K^(B). On en déduit immé-
diatement que Kfl est fortement représentable.

8. 6. Soit K un foncteur covariant a^A^Aî on définit
un foncteur K^ : a^ -> d^\ en posant K^(A, B) = K(A) pour

26
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tout objet (A, B) e cl̂  et K^(/*, /*') == K(/') pour tout morphisme
(/,n^^.

PROPOSITION. — Si a ^ P 5on< compatibles avec J, ^ A'^ K
est représentable (resp. fortement représentable, resp. acyclique
sur les modèles, resp. augmentable, resp. singulier) K» e5(
représentable (resp. fortement représentable, resp. acyclique sur
les modèles, resp. augmentable, resp. singulier).

8. 7. Soit (a, W, a, (3) une catégorie avec modèles et fonc-
tions de dégénérescences.

Soient ^ et J deux sous-catégories de ex définies comme dans
8. 1. et 8. 4. On suppose que a et ? sont compatibles avec
^ et J. On considère la catégorie cx^, Wj, a, (3 de 8. 1. Soit J',
la sous-catégorie de <fl^, définie comme suit : un morphisme

A————A'

4 , 1̂
B———B'

est dans )' si a et a' e ^ (c'est la définition d'un morphisme
dans a^'et si de plus f e i) et /e ^. y a alors les propriétés
exigées d'une sous-catégorie } 8. 4., et de plus, les fonctions
de dégénérescences a et p de cX^ sont compatibles avec }',
au sens de 8. 4. On peut alors définir comme dans 8. 4., une
nouvelle catégorie (^)^, (W^)^, a, ?.

Si K est un foncteur a ->- d^\, on obtient un foncteur
(K^)-.. : (ct^.'-^rfcJ^A en appliquant successivement les cons-
tructions de 8. 1. et 8. 4. à K et K^. Les propositions 8. 2.,
8. 5., 8. 6., donnent les propriétés de (K^T et de (K^)'y.

9. — Le théorème (PEilenberg-Zilber.

U. 1. DÉFINITION. — On considère de nouveau la catégorie
(^, W, a, p) définie dans 5. 6. On définit une nouvelle caté-
gorie (^p, ^W, OLP, ^p) comme suit :

^p est la catégorie dont les objets sont des suites ordonnées
de p objets X^, . .., Xp avec X ^ e ^ pour i = 1, . . ., p et
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dont les morphismes sont les suites ordonnées de p morphismes
/*= (fi, • . ., /p), avec f, eJ pour ij= 1, . . ., p.

TO? est la sous-catégorie pleine de ^p dont les objets sont
des suites ordonnées de p-modèles de ^îl.

Si u = (u^, . . ., Up) est un morphisme dont la source appar-
tient à W, on pose

a(u) = (a(a,), .. ., a(u?)) et ?(a) == (P(uQ, .. ., P(Up).)

En particulier u est dégénéré si l'un quelconque des u^
est dégénéré.

Pour tout objet X = (Xi, . . . , Xp) et tout morphisme
f= (f^ . . . ^ f^ se ^p, on pose (le produit tensoriel étant
pris sur Z)

K,(X) = C,(X,)^ ... C,(X,), K^f) = C^) ̂  ... ̂ {f,)
L ( X ) = C (Xx ... xX;), L,(f)=C, (/-, x . . . . x / ^ p )

K^ et L^ sont deux foncteurs covariants ^p -> Ç^z.

9. 2. PROPOSITION. — K^ e5( fortement représentable.

DÉMONSTRATION. — Comme dans 5. 5., on désigne par le
même symbole un élément non dégénéré de X, e ïï, et l'élé-
ment qu'il engendre dans C^(X(). On désignera par r{Xi)
le degré de l'élément x, e X, e if. Donc x; : Afr^)] ~> X;.

Si x = x^ ^ . . . <S> Xp e K^(X) (où 0:1 e Xi), on pose

y^X == (S^O ® . . . ® S^P), ^)

en désignant par x le morphisme (rÉi . . . , Sp).
On vérifie que FK/^K, == identité. K est donc représentable.

La formule qui donne yj^ x montre aussi que si

u= (u^ ^.. ,~Up)eS(X)
alors

» / \ n / \ {osiu=^ x^ (u)x = FR ï(u)yK x = } . / ,T*\ / A» \ //^n» ^a; si u == a;

on en déduit que K^ est fortement représentable, et que
K^(X) est le module engendré par l'unique élément x.

9. 3. PROPOSITION. — K^ est un d^z foncteur acyclique
sur les modèles.
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DÉMONSTRATION. — On définit une différentielle dans K (X)
en posant *

^®...®^)=^^-1)W--W_.^^.,^_^^^^^^^

Soit M=(A[^], ..., A[nJ)6W. On désigne par U^)
1 homotopie définie dans la proposition 5. 5. relative à A[nJ,
par e, et r,; les applications £ et Y] relative à A[ra.]. On considère
de plus s, comme une application C,(A[nJ) -> HoC,(A[ra.])
en convenant que e, est nulle sur les n-chaînes avec n > 0.

On pose alors, pour x = x^ ® • • . ® Xp e K (M)

U(M)x = | (—I)-TO——.W_.)^^ g,

• • • ® Y].-i£i-,(a;i_,) ® U(̂ )a;( ® a;,+i ® ... ®a;p

et on vérifie que dV + Ud = irf — r^ ® ... ® r^p; en
particulier, si a; est une zéro-chaîne,

dVx = x — v.x
en posant x = r^^ ® ... ® yj^p.

Comme dans 5. 5. on voit que pour toute 1-chaîne z, x dz = 0
c'est-à-dire que e(.i;) = e(xa;). On pose alors

r;s.i; == xa;

et par conséquent dUy == id — m.
On vérifie enfin sans difficulté que U et Y) sont des applica-

tions naturelles de (W)^.

9. 4. PROPOSITION. — L, est fortement représentable.

DÉMONSTRATION. — Soit x=xi X • • • X a;p<=L,,(X) (en
désignant encore par le même symbole l'élément x non dégé-
néré de Xi X • • • X Xp et l'élément qu'il engendre dans
C,(Xi X • • • X Xp) = L^(X) les a;, sont donc des éléments de
degré n de X., et, puisque x^ X • • • X x^e Xi X • • • X Xp est
non dégénéré a;; = ̂  ... ̂  ... s^x'i où x[ est non dégénéré,
r{x'i) = n — pi les l1, étant tels que

(i) ' l\>--->^
(ii) II n'existe pas de suite a,(l < a; < p.), i = 1 n

telle que .̂ = l\ = ... = .̂ ' • • • ' /
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On pose alors :

W=(I[^...^xh,£'')
\i==l /

où x9 est le morphisme (x^ .. ., Xp).
On vérifie que FL^L, == identité. L^ est donc représentable.
La formule qui donne yj^ montre de plus que si ueS(X)

^(u)a;=^^(u)7^==ioslu^Ï
"ttv / •' v / / - * ) x si u === a;

On en déduit que L^ est fortement représentable, et que
L^, î'(X) est le groupe commutatif libre engendré par les

p
éléments ^ s^ . .. s^ rc'i avec p^ + ̂ 'î) === n et où les 4, vérifient

les relations (i) et (ii).

9. 5. PROPOSITION. — L^ est un rfl^z fondeur acyclique sur
les modèles.

Le fait que L est un cfc^z foncteur est évident. On note
que si f^ est une application 1 X X^ ~> Y( alors l'appli-
cation f: ï X X, X • • • X Xp -> YI X • • • X Yp définie par
/"(a, x^ . . ., Xp) == ^(a, x^} X • • • X /p(a, ^p) est telle que

f° £. = (A ° £<, • • . , /*? ° £<) pour e = 0,1.
Si M est le modèle A[rii] X • • • X A[yip] et si on prend

pour application /*, les homotopies o\. de (1. 4.), on définit
par le procédé précédent une homotopie ci) :

1 X A[nJ X • • • X A[rip] -> A[rii] X • • • X A[yip].

telle que œ o £o : M -> 0^ X • • • X On et (x) o e, == identité.
Appliquons alors le lemme 5« 5. on obtient une homotopie U

sur L^(M) telle que dV + Vd = id —r\^ X • • • X Y]p£p (notations
de 9. 3.) on conclut alors comme dans 9. 3.

9. 6. PROPOSITION. — Ho LJW^^ HoKJ^TV)^ sont naturel-
lement équivalents.

Démonstration. — Soit T la transformation naturelle Lo —> Ko
définie par

T(rci X • • • X Xp) = x^ ® • • . ^ Xp
(Xi de degré zéro à appartenant X,) CKTYJL est une équiva-
lente naturelle.
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9. 7. THÉORÈME. — Soit G un système local covariant (resp.
contravariant) TO^CJz; les fondeurs H^(K^G) et H (L -^ G)
(resp. H* Jfom* (K,, G) ^ H* Hom* (L,, G) 50^ naturellement
équivalents.

DÉMONSTRATION. — Hom*{K^ G) et Hom* (L, G) sont des
foncteurs représentables et acycliques sur les modèles puisque
K^ et L^ sont fortement représentables et acycliques sur les
modèles (cf. 7. 4.ilt, 7. 6.*, 9. 2., 9. 3., 4. 9., 9. 5.) ; pour démontrer
le théorème il suffit donc de montrer que H° Hom* (K , G)
et îî°Hom*{L^ G) sont naturellement équivalents suî* les
modèles (cf. 6. l.*). Or (cf. 7. 9.) pour tout M e (TOP)^, on a

H°Hom*(K,, G)(M)=Homz(HoK,(M), G(M))
H°Hom*(L,, G)(M)=Homz(HoL,(M), G(M))

et pour tout morphisme u e (W)^ on a

H°Hom*(K^ G)(u)=Homz(KoK,(u), G{u))
H°Hom*(L,, G)(u)=Homz(HoL,(u), G(u)).

Comme Hom*(K^ G') et Hom* (K^, ^[(l^)^ (resp. K,
remplacé par LJ sont naturellement équivalents, le théorème
résulte de 9. 6. Même démonstration pour K^ G et L -X- G.

9. 8. Soit <1 la sous-catégorie de ^ (cf. 8. 1.) dont les objets
sont ceux de tf et dont les morphismes m : Y -> X e ,1 si et
seulement si Y c X et si p. est l'injection canonique, a et 8
sont compatibles avec ^, et C^(a) est injectif si (JL e ^. Soit ^p

la sous-catégorie de ^ dont les objets sont ceux de ^p et,
dont les morphismes a : (Y, . . ., Yp) -> (X,, . . . Xp) e ̂  si et
seulement si Y; c X» pour i = 1, . . ., p et si (A == (^, . .., (A?)
est tel que ^ e <). (X.P et (3? sont compatibles avec ^p. On peut
alors considérer la catégorie (^p, Wjp; a?, p^) et les foncteurs
Ky», L^p (où l'on écrit Ky et L^p au lieu de K^p et L^p).
K^p([j.) et L^p([A) sont injectifs si [A e ̂ . 8. 2. et 8. 3. permettent
alors d'énoncer :

THÉORÈME. — Soit G un système coloriant (resp. contrava-
riant} W-^Çz; les fondeurs H^K^G) et H^(L^p^G), (resp.
iyHom*(Ky, G) et H* Hom* (L^,p G)) sont naturellement
équivalents.
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9. 9. Soit X un objet de ^p, et considérons la catégorie
(^x, Wx, ax, (îx) (cf. 5. 6.) et les foncteurs Kx, Lx (où l'on a
supprimé les * pour simplifier l'écriture). D'après la proposi-
tion 5. 6., Kx et Lx sont représentables et acycliques sur les
modèles. Ils sont aussi fortement représentables, comme on
le voit sans peine. Soit pi un morphisme de ^x i'e un triangle
commutatif

Y.
^>X
\ /

on dira que a e ̂  si la flèche verticale est dans X
aï et (3ç sont alors compatibles avec <1x et on peut énoncer :

THÉORÈME. —Soit G un système local covariant (resp. contra-
variant WS—^z; les fondeurs H^((Kx)^ç-X- G') et H^((Lx);^-^ G)
(resp. Hl(t//om*((Kx)^, G} et H*^7om*(Lx)^, G)} sont natu-
rellement équivalents.

9. 10. REMARQUE. — Soit T : K -> L est une transforma-
tion naturelle de foncteurs fortement représentables cl -> d^^
telle que T : Ko(A)-> Ln(A), pour tout A e . L et ue=S(A) .
Notons (ï) cette propriété.

Si T a la propriété (ï), T induit une transformation naturelle
T X G : K -X- G -> L X^ 6* et une transformation naturelle
Hom"{T,G) : Hom*(L, G) -> Hom\K, G). T induit aussi
une transformation naturelle T^ : K^ -> L^, et il résulte
de 8. 2. que T^ à la propriété (ï). Enfin T induit une transfor-
mation naturelle TA : KA -> LA pour tout objet A e 51, qui
a la propriété (ï).

Supposons de plus que T soit une extension (donnée par
le théorème 6. 1.^) d'une transformation naturelle

HoKim^HoL)^.

Il résulte alors de ce qui précède et de (6. 1.)* (6. 1.)^ que
les transformations naturelles H(T^ G), etc... sont les transfor-
mations naturelles H^(K^G') —> H^(LX-G') etc..., déduites du
théorème des modèles acycliques.

Or on sait que dans le cas p = 2, risomorphisme du théo-
rème 9. 7. appliqué à Fhomologie, et au système local cens"
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tant Z, est donné par les transformations naturelles d'Eilenberg

V : K , - > L , et /•:L,->K,

(cf. [2] et [8]) que l'on obtient explicitement en appliquant
directement la construction donnée dans 6. l*. pour démon-
trer le théorème des modèles acycliques. On voit immédia-
tement sur les formules explicites que V et font la propriété(T).
On en déduit en particulier ceci : l'isomorphisme (en cohomo-
logie) donné par le théorème 9. 9. est induit par les deux trans-
formations naturelles

Hom\{^^ G) et Hom\(f^ G}.

10. — Systèmes locaux et systèmes locaux classiques.

10. 1. Systèmes locaux classiques. — On rappelle, (cf. [7])
qu'un système local classique G sur un ensemble simplicial X
est la donnée :

(i) pour chaque sommet XQ e Xo d'un groupe abelien G^'y
(ii) pour chaque 1-simplexe x^ e Xi d'un isomorphisme

G(a^) : G^ -> G^ tel que si x^ = SoXo, G(^i) = identité,
et si a e Xa, G(d^a) o G(do0") == G(d^).

a. Un système local classique G sur X e ̂  définit un système
local G au sens du § 7 sur la catégorie W^cf. 5. 6.).

Pour le voir, on rappelle que les objets de "Ïïïx sont les
couples (A[n], x) où x est une application simpliciale :

A[n] -> X,
et que les morphismes de Wx sont les diagrammes commutatifs
dans ^ :

A[^
(u, x, y) ^ ^X

A[m]4
on pose alors :

G'(A[n], x) = Gx(o,), G(u, x, y ) = G(p)

où p e X^ est le 1-simplexe défini de la façon suivante : dans
A[m], il existe un et un seul 1-simplexe dont les zéros faces
sont 0^ et u (OJ; p est l'image par y de ce simplexe; les
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0-faces de ? sont d^ = î/(OJ, d^ = x{0^, et G(u, x y,) est
donc un isomorphisme G(-\[n], x) -> G(A[m], y).

Le fait que GÇs^Xç) == identité pour Xç e Xç entraîne que
C(l^) = identité pour tout MeTC^; de même

G(^Œ) o G(^) = G(^cr)

entraîne que si f et g sont deux morphismes de IHx?
G(gof)=G(g).G{f).

G est donc un foncteur covariant IHx -> Çz- Comme G(/*)
est un isomorphisme pour tout morphisme /*e Tdx» on obtient
un système local contravariant en remplaçant G(f) par Fiso-
morphisme réciproque G(f)~1.

fc. Un système local G sur Wx définit un système local clas-
sique G sur X.

Pour le voir, on pose, pour tout x e Xo, et tout p e X
G, = G(A[OLjr), ^

G(p) = G-^d^ % p)"G(^, % p)
si G* est covariant, l'isomorphisme du second membre de
G(p) devant être remplacé par Pisomorphisme réciproque si G
est contravariant, (on a bien des isomorphismes car d^
et d^i appartiennent à S(X) et par conséquent (cf. 5. 6.)

(H^p, p)=W, % p), ?(& % ?)-(% %p).
G est un système local classique : G(SQX) = identité car
G(l,î) == identité pour M e W^, et G(^cr) o G(rio^) == G(d^)
pour o" e X^ car si f et g sont des morphismes de Wx? on a

G(fog) == G'(g) o G'(g) si G* est covariant ou G{fog) == ^'(g) ° G(f)
si G est contravariant.

c. Soit G un système local (par exemple le- covariant) sur
llïx on lui associe par le procédé de b un système local clas-
sique G sur X, auquel on peut appliquer le procédé de a
on obtient ainsi un système local G' sur lîtx.

Alors G et G' sont naturellement équivalents : en effet, si
on exprime G' en fonction de G en utilisant les constructions
explicites données dans a et 6, on trouve que, si (^, .r, y) est
le morphisme

A["]^
") >X

A[rop



410 M. Z I S M A N

de Tlïx? alors

G'(A[n]^)=G(A[0],^ôj
G'(u, x, y) = G-\0^ yoÔ,, y)o G(u, x, y) " G(Ô, .r<A, .r)

{G(0^ y^O^y) est un isomorphisme puisque (Ô,,,, ?/"()„,?/)
est non dégénéré).

La transformation naturelle G" —> G est alors donnée par :
T(A[n], x) = G(0n, ^°0n, .r). Le tait que T soit naturel résulte
de la formule même donnant G'(u, rc, y).

L'équivalence naturelle entre G et fi" montre que G{f)
est un isomorphisme pour tout /'eWx. Comme un système
local G sur ITC induit toujours un système local sur Wx
(en posant G(A[n], rr) = G(A[n]), G(^, .r, y) = G(u), on voit
que tout système local sur 1)1 possède la propriété de trans-
former les morphismes, dégénérés ou non, de 1)1 en dos iso-
morphismes.

10. 2. Puisque G et G" sont naturellement équivalents, les
foncteurs C^x-X^G' et C^x^G" le sont aussi d'après 7. 7.;
explicitons donc C^x X-G' (Y, /*) où (Y, f) e : » x ; un morphisme
^ == (^ /> 0^ /)•• (^L ^^-^(^ /*) est non dégénéré si
et seulement si y e Y^ est non'dégénéré. C,^ x,u'(Y? ^) est donc
égal à C,,;(Y) c'est-à-dire au Z-module engendré par y. Avec
les notations précédentes, My' == (Afn], f°y) et par conséquent
G'(M,Q= G(ù[0], / •oyoôj^ G^) en désignant par //o le
« zéro-ième » sommet de y, à savoir rii . . . c^î/.

Cn, x^G' (Y, /*) est donc engendré, comme objet de C^%,
par les éléments de la forme y 0 g où g e G^). On cons-
tate sans peine que la différentielle d'un tel élément est

d(y 0 g) = d,y 0 G-^fÇ^g + S (— l)1^!/ ^ g où p désigne le
i==1 .

1-simplexe 6^ - * • ^nî/5 et où diy doit être remplacé par 0 si
d^y est dégénéré, (i == 0, . . . n). C^x^G'(Y,/') est donc le
complexe des chaînes à coefficients dans le système local
classique sur Y induit par l'application X —^- X à partir du
système local classique G associé à G (cf. [7]). La considéra-
tion de G' au lieu de celle de G a donc le double avantage
d'avoir un caractère fonctoriel et de donner tous les systèmes
locaux induits par les applications Y —> X.
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De même Hom (C^x, G") (Y, /*) est le complexe des cochaînes
à coefficients dans le système local classique sur Y induit
par l'application f: Y —^ X à partir du système local classique
G associé à G, c'est-à-dire : une n-chaîne est une application
qui à chaque y e Yn non dégénéré fait correspondre un élé-
ment ^(y) e Gy(y^); la différentielle de ^ est la n-coehaîne o^
telle que, si y e Yn+i est non dégénéré,

n+\

(â?)(2/) = G{f(p))^y) + S (- l)1^?/)

où p == rfg . . . c^^y et où ^y doit être remplacé par 0 si
diy est dégénéré (i == 0, 1 . . . n + 1).

Si on remplace C^x par (Cx)^ dans les considérations précé-
dentes, on obtient bien entendu les complexes de chaînes
(resp. cochaines) classiques qui donnent l'homologie (resp. la
cohomologie) relative d'un couple formé d'un objet et d'un
sous objet de î t , à valeur dans un système local de coefficients.

10. 3. On peut développer les considérations analogues dans
:fp (cf. §9).

Bornons-nous au cas de ^2.
Soit X == (X,, Xa) e;f2 . Un morphisme de Wy est un couple

formé de deux morphismes, l'un dans ÇWi\^ l'autre dans 111̂  ;

/A[mJ. ^[mg]. \
u={u, u,)={ \ )X,, ( >X., ) : M-^NeW2,UM' A[n,r

dans 10. 1. a on a fait correspondre à chacun des modèles M^
un sommet x^ de (Xi)o (i = 1, 2) et à chacun des morphismes
Ui un 1-simplexe pi de (Xf)i (i == 1,2).

Si G est un système local classique sur X, X X:^, on obtient
un système local sur llï^ en posant

G{M)=G^^G{u)=G(^ x p^)

réciproquement si G est un système local sur WY, on obtient
un système local classique sur Xi X X2 en posant

G,,x,,=G((A[0], ^), (A(0), ^)) pour .r.e(X.)o (i == 1, 2)

et en définissant G(p, X pa) par la formule donnée dans
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10. 1. b pour G(p) en « dédoublement )) tous les morphismes
qui y figurent, conformément à la définition des objets et des
morphismes de ^.

Partant d'un foncteur G sur Wx on obtient un système
local classique sur X, X Xg qui redonne un foncteur G'
sur W^c : G et G' sont naturellement équivalents.



CHAPITRE III

LA SUITE SPECTRALE DES FIBRES

11. — La catégorie des fibres.

Étant donné un fibre TC == (E, p, B), on lui associe une suite
spectrale (d'homologie) qui est un foncteur défini sur .î,
dont l'aboutissement est H^(E) et dont le terme E^ est
canoniquement isomorphe à Hp(B, Hy(F)) où Hy{F) désigne
un système local (classique) de module isomorphe à Hç(F)
déterminé par le fibre. Pour arriver à ce résultat on considère
les deux foncteurs K^ et L^ : S —> d^z, K (resp. L) faisant
correspondre à TC les chaînes de la base B (resp. de l'espace
total E). On filtre alors L^(ir) = C^(E) en introduisant la
notion de dimension d'un morphisme de «î dont la source est
un modèle. Cette filtration permet alors de définir une suite
spectrale qui est un foncteur sur «î, et dont l'aboutissement
est H^(E). K^ étant singulier, on se propose de montrer que
E^ satisfait, pour tout q ̂  0, aux hypothèses de 7. 10. On
a donc à démontrer que pour tout q ̂  0,

i) E^ est représentable
ii) E^ est acyclique sur les modèles,
iii) E^ç est augmentable.

On désigne alors parG^ le système local HoE^^ll^E^J^Tll.
D'après 7. 10 on a alors

E2 = H,E1 ̂  H,(K,^G,).
Il ne reste plus qu'à expliciter HJK^Gç) ce qui est facile

en utilisant les résultats du § 10.
Le but de ce paragraphe est de montrer que E^ est repré-

sentable. En utilisant des sous-catégories .1 et } convenables
de ^, on démontre un résultat analogue pour les suites spec-
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traies relatives d'un fibre et d'un sous-fîbré (il y a deux notions
distinctes de sous-fîbré d'un fibre donné).

11. 1. Soit .ï la catégorie des fibres (cf. (1,5)); on désigne
par îT^VL la sous-catégorie des modèles (i.e des fibres dont la
base est un modèle A[n] e'irt). Si iz == (E, p, B) est un fibre,
et f: X-> B une application de ^Ï, le fibre (/**E, P, X) induit
par /"sera désigné par f*^. On note que si f et g sont deux appli-
cations, les deux fibres g*(/**^) et (f°g)^ sont canoniquement
isomorphes : dans la suite ils seront toujours identifiés. Soit
4> : T;' —> TC un morphisme de ?

E'—^E
^: P',\<i>: n ^ p

B'———-Bg
et supposons que g, se factorise en gi ° gg- II existe alors une
application et une seule h : E' -> gîE telle que le diagramme

E^ h > gfE —^ E

^ ^ l?
B'———^ X ———^B

^2 é'1

commute et que Q o h == /*: si e' e E', alors Ae' == ( g ^ P ' ^ j f^),
autrement dit ^ == î\ o ^a, où ^i, désigne le carré de droite,
et ^2 le carré de gauche.

12. 2. Soient a et ? les fonctions de dégénérescence de la
catégorie ^ (cf. (5. 5.)) on définit des fonctions de dégénérescence
pour «^, en posant pour tout morphisme 'II : UL ->TI où ;x e .yiK,

E'—^E
U: P^ \p : U-^TC (MeW)

M———^B
u

a(°tl) == 'llg, p^tl) = ^i où 'lli et ̂  sont les morphismes cons-
truits comme ^ et $2 de 11. 1. à l'aide de la factorisation
u = P(i^) a(u). En particulier, ^ es S(it) si et seulement si
u s S(B), E' == u*E et si /"est l'application canonique u*E -> E.
L'application '(1 -> u est donc une bijection de S^) sur S(B).
En particulier, la convention 5. 1. est vérifiée.
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il. 3. Avec les notations de 11. 1., disons qu'un morphisme
<I> e :ï si B' c B, g : B' ->B est l'injection canonique, E' = ̂ (B')
est l'injection canonique /^(B') —> E et p' == p|E'; disons
que ^ e ̂  si E' c E, B' == B, f est l'injection canonique E' —> E
et f)' = p|E'. a et p sont alors compatibles avec ^ et } (cf. § 8).

11.4. Le fondeur K^ : <î -> dû^
Avec les notations de 11. 1., on pose K^) = C (B) et

K,(<1>) = C,(g).
PROPOSITION. — K^ e^ singulier.
Démonstration. — Si 'II est le morphisme de 11. 2.,

^«'^(^(M),^);
comme l'application 11 —>• M est bijective si 'tl est non dégénéré,
on a, en identifiant K^('TC', 41) et C^(M, u), i('ll) et I'(M), /(^l)
et /(u),"

K-^) = C,(B), Ï^) = C,(g)

un pose alors y^(^) == y^c«(B). K^ est donc représentable,
fortement représentable et K^('n) == C^n(B). On pose de
même U^((x) = Un(M), etc...

11.5. Le fondeur L^ : ^ --> rf^z.
Avec les notations de 11. 1, on pose

W = C,(E), L,(<1>) = C,(/-).
PROPOSITION. — L^ est fortement représentable.

Démonstration. — On construit une application S: S(E) -> S(it)
de la manière suivante: soit v\ M-^EeS(E), (M e W), et N
le but de a(pp).

On considère le diagramme commutatif suivant :

p(p^E Q E

(1)
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où P et Q désignent les applications canoniques (cf. 1. 5. d).
La commutativité du diagramme montre que pour tout m e H,
(a(p^)w, p/n) e P(^)*E. On définit ainsi une application Q :
M->p(/?^)*E qui complète commutativement (1). Le fibre de
gauche, soit m, appartient à ^HI, le grand carré est un mor-
phisme u.->r. <= S(ît). On définit ï comme étant l'application
qui à ^ fait correspondre ce carré. Puisque LJii) == C^(E), on
définit y,L,(^) en posant, tout e e E^, e non dégénéré :

y^e == 1(^0(0-) e L(pL, ̂ ) c L,(TI).

(avec M==A[n], ^===e, etc... dans (1)).
On voit alors que I\y,L, == identité, et que y^ est une trans-

formation naturelle L^~>L^. Donc L^ est représentable. De
plus, si 'II e S^), on remarque que ^(CU) = 0 sauf si 'II e Im(S)
et dans ce dernier cas, ^Ç^ê)e = e. On en déduit que L^ est
fortement représentable, et que L^(7t) = 0 si 'U « Iw(^),

L^(^) === S C^(E)
s^' = ï^

11. 6. Dimensions. — Soit'II le morphisme }JL -> 'rc e î) de 11. 2.
On dit que 'U est de dimension p, et on écrit dim'II == p, si
M = A[p]. Les modèles de (^îï)^ sont du type (a, 0) où
a e .ÎW. Si ('11, 07:') : (u^, 0) -^ (7t, 'ït') est un morphisme de .^
on pose dim ^tl, 0^.) == dim 'U.

Les modèles de («Wtl)^ sont du type (^UL, a') où a et a' e .rlll
(JL et (JL' ayant même base dans W. Si fil, 'U') : (a, (A') -> (îî, -n')
est un morphisme de 3s on a donc dim°U == dim ^tl/. On pose
dim (11, 11') == dim % = dim 'II'.

On déduit de ce qui précède une notion de dimension dans
la catégorie (^)r.

Le couple (tf, LJ (resp. (^, L^)), resp. ( .̂, Lj), resp. ((^)j»,
(L-j)^)) vérifie alors les conditions suivantes :

11. 7. Compatibilité avec la dimension. — Soient (d, W, a, (i)
une catégorie avec modèles, fonctions de dégénérescence
a, P, et K^ un foncteur fortement représentable covariant
ex —^rf^A- A tout morphisme u dont la source est un modèle M,
on fait correspondre en entier .̂ 0, dim u tel que
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dim u == dim !„. On dit que le couple (a, KJ est compatible
avec la dimension si

(i) dim P(w) < dim u, l'égalité n'ayant lieu que si (î(u) == u.
(11) K,,«(A) =/= 0 entraîne dim u < ra(A e<a.).
(in) 'kM ̂ (u) i=. 0 entraîne dim p< dim u l'égalité n'ayant

lieu que si v •=• u.

11. 8. Filtrations. — Soit (a, KJ un couple compatible
avec la dimension. On pose pour tout objet A e <5l,

Sp(A) =|u|u6S(A), dimu<pj
^'(A)=|M|M6S(A),dimu>p|

WA)-^^

^Hom"^, G) =^H^Hom(K^(A), G(MJ)

(où l'on considère ces modules comme plongés dans S et
\ - ° n 6 S/A\neS(A)

11 )
ues(A)/

F,K,(A) = S F,K,(A),
F, Hom* (K^, G)(A) = S F^om" (K,, G)(A).

Désignons par A^A (resp. Aî^) la catégorie des A-modèles
filtrés, différentiels gradués de filtration positive ou nulle
croissante (resp. décroissante) compatible avec la graduation
et la différentielle de degré (— 1) (resp. + 1) la filtration
étant inférieure ou égale à la graduation.

Désignons par E;^ (resp. E^) le foncteur suite spectrale
défini sur la catégorie dîf^\ (resp. rf^).

PROPOSITION 1. — Les modules FpK^(A) (resp. F^^ Hom*
(K^, G)} définissent sur K^(A) (resp. Hom* (K^, G)(A)) une
structure de d^^ — module (resp. A^).

Démonstration. — C'est évident pour K^(A). Pour Hom*
(K^, G) (A) la seule difficulté consiste à vérifier que la filtra-
tion est compatible avec la différentielle. Or si on explicite
la différentielle de 7. 5*, on trouve que si o e Hom" (K^, G)(A),
?=(?«) , ^-((oî)») (09)0 ^Hom (K^., (A), G(M,)) est la
fonction donnée par

^ = .e|̂ ) G'1^ G(a(M^))î^) W^)

27
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pour tout ye K,+ (A), et où (dy)^ désigne la composante
de dy dans K^M»).

Si o,. est nulle pour dim u < p, ç^ = Q pour dim u < p
puisque (m) entraîne dim ?(w) < dim u < D si (dvV, )^Q

Donc si dim u < p, (âç),, = Q. C.O.F.D. '

REMARQUE 1. — On a une proposition analogue pour
K^-X-G-; mais il n'y a aucune démonstration nouvelle à faire
puisque (a, K-X- G) est un couple compatible avec la dimension.

REMARQUE 2. — Si on explicite FpL,(Tt) on trouve que c'est
le groupe commutatif libre engendré par les simplexes non
dégénérés e e E, tels que

pe = 5,. ... s^b,, bp e Bp, n = p + g.

PROPOSITION 2. — Les fondeurs E1 ,K , E1 (K -^ (̂
E^ ̂ o^ (K,, G) ,<,n( représentables. v * ^•^^^ ̂

Démonstration. — Soit M : M -» A s S(A). On a

0(u)y^(u)K(M)^(l,.) = ô(u)T(^K(u)^(l,,) = e(M)T(u)Ï<(u)y^(l,,)
== 0(u)É:(u)ï(l̂  = 0(u)i(u)K(lM)/(lMh(lM)y

soit : = o(")^")K(lM)ô(lM)y, == 0(u)t(u)^(l,;) = ̂  "

(1) e(u)y^(u)K(u)^(l,,) = ^(1,,)

considérons alors l'application ô(u)y = K (A) -> K (M) Elle
préserve la^filtration car si^K,, (A), 0(^/^=0^ ^Oet
ô(u)y^=-^)e(M)^ K^(M) si «=,, et alors dimu=dlm^

En utilisant les notations de J. P. Serre (cf. [17]) on a donc

ô(u)y,:C;_,,+.K,(A)->€;_,,,+.K,(M) (p+q=n).
Mais on a aussi :

0(u)y : C;,,K,(A) -> C;,,K,(M).(p + q = n)
en effet si x e K,,» (A), et si dim u < p, 9(u)y est de filtration
< p d après ce qui précède et par conséquent d^u)yx aussi
Supposons alors dim u = p, et posons y = Q(u}vx du = Y „
où y. e K^). On a ' "- ' y ^W

^ K,_.(u) rfy = dK,(u)y = rfK,(u)0(u)ya; = d'^u)x = (fo

^=K,..(U)^=^^K,..(^=^ ,̂̂ (^)K,,( ,̂
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On a ainsi la décomposition (unique) de dx sur les composantes
Kp(uy)(A). D'après 11. 7 (iii), les indices des composantes
non nulles sont de dimension < p si dx est de filtration p — 1.
y étant de filtration p, yy ne peut être différent de zéro que
si dim ^ <; p.

Soit ^ : M^ -> M avec dim ^ == p; puisque y e K( (M)
11. 7 (iii) montre que ^i == IM; donc (î(u^) == (î(u) == u. Soit ^
un indice tel que (î(t^) = u. On a alors

p == dim P(u^) <; dim w = dim IM ^ p,

soit dim IM == dim ^ = p. ^i == IM est donc le seul indice tel
que (î(w) = u. Mais alors puisque cte est de filtration p— 1,
on a: ^(u)K,,_i (u)î/i ==0. Donc, en utilisant (1), on voit
que y^=0:^u)yx^KW.

On voit de même que
ô(u)y, : B;,, K,(A) -> B^K,(M) + C^,,,. K(M)

autrement dit 0(u)y induit une application
E,,,K,(A)^E;,,K,(M)

d'où une application

X1 :E^K*-^EP.<7K*•

La remarque 1 montre que la proposition est vraie pour
K^* G un raisonnement analogue au précédent montre que
E?'7 Hom¥(K^ G) est représentable.

En appliquant la proposition 2 aux fondeurs considérés
dans 11. 6, on obtient un certain nombre de foncteurs repré-
sentables qui seront utilisés dans la suite.

REMARQUE. — L'hypothèse que les applications f) : E -> B
sont fibrées n'est pas encore intervenue.

12. — La suite spectrale sur les modèles.

Pour poursuivre le programme établi au début du § 11, il
faut étudier la suite spectrale sur les modèles. Soit A[yi] la
base d'un modèle UL. Pour montrer que E^ç est acyclique sur a,
on commence par montrer que le terme E^a) est isomorphe
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au terme E2 du fibre induit au-dessus de O» par l'injection
0^->A[n], et dans ce cas, la base étant un point, la suite
spectrale se calcule immédiatement. Pour arriver à ce résultat,
on est amené à étudier avec précision, étant donné deux
morphismes homotopes ^o et ^i : TC' —> TC, Fhomotopie qui en
résulte pour les homomorphismes de modules différentiels
gradués E^o) et E1^) (cf. 12. 2. et 12. 3). Quelques diffi-
cultés d'ordre technique compliquent légèrement les démons-
trations.

12. 1. LEMME. — Soient f et g deux morphismes:
A ->B e AÎ^A (resp. dîf\), et k un homomorphisme de ^-modules
A —> B tels que

(i) À-A.cB^ (resp. /cA'cB71-1)
(ii) /cFp(A) c Fp^(B) (resp. /cF^(A) c F^(B))
(iii) f — g = d k + k d .
k induit alors un homomorphisme /c1 : E^(A) —> E^i ^(B)

(resp. ^ : Ef^-> Er^(B)).
Dans ces conditions E^/*) == E^g) (resp. Er(/') == Ep(g) pour

r>2).
12. 2. Soit ^ : TÇ' -> TC un morphisme de fibres :

E'——^E
<1\,: p'j jp

B'———-Bg
et k: ï X B' -> B une homotopie telle que k o £<, = g. Il existe
alors (cf. 2. 3 corollaire 2) une homotopie h : î X E' -> E
qui prolonge /"au-dessus de k, et qui est stationnaire surp^^A')
si k est stationnaire sur A' c B'.

Notons <&i-.g le morphisme ^ -> i: que l'on obtient en rem-
plaçant f par A o £i-<, et g par k o £i_g; écrivons pour simplifier
L* au lieu de Hom* (L,, G) et L^ au lieu de L^ G".

PROPOSITION. — Soit G un système local constant. Avec les
notations ci-dessus, h induit une application h1 :

EW^') -> E^, W
(resp. Ai : E^L^Tt) -> Er1'" L*(it')) teMe que

d>h1 + A^ = E1!̂ ) — E^^^o)
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(resp. d^h^ + Mi == EiL^Po) — E^L^")). De plus, h^ (resp //1)
est indépendante de Vhomotopie h choisie au-dessus de k et
prolongeant f.

Démonstration. — Soit A le module du système constant G.
U(^) = L,(^)0zA, L"^) = Homz (L^), A).

FpU(îr) = F,L,^)0zA, F^) == AnnF^iL^)

(où Ann désigne l'annulateur) etc...
D'après 5.5, h induit une homotopie U : L^T:') -> L^(^)

telle que dV + Vd = L^Pi) — L^o). Donc U^IA :
U(^) -^ L^i(ir)

est telle que ^(U^IA) + (U^IA^ = L;(<&i) — L^ï\) (en
notant encore rf la différentielle de L^) et Hom (U, IA) :
L^TC) -> L71-1^) est telle que S Hom (U, IA) + Hom (U, IA)O =
L*(<I>,) - L*((I>o).

De plus (avec les notations de 5. 5) U == S(— l)1^. Comme
p o h = k o (id X p'), on a p ° & = & ° p'; par conséquent si
e' e E'» est un n-simplexe non dégénéré de filtration p (cf.
11. 8 remarque 2) i.e si pY == ̂  . . . s^ bp (p + ç = n), on
a p o ̂ e' = p^ai . . . s^bq == Sa.. . . . Sa'^ ^r &p (en vertu des
relations 1. 2) a;, . . . a?, i' étant des entiers qu'il est inutile
d'expliciter. Or k,' b'p est un (p + l)-simplexe de B. Donc U
et U 0 IA augmentent la filtration de 1, Hom (U, IA) diminue
la filtration de 1. Le lemme 12. 1 montre alors l'existence
de /ii et h1 ayant les propriétés demandées.

Il reste à démontrer que Ai et h1 sont indépendants du
relèvementji.

Soient h et h' deux homotopies au-dessus de k qui prolongent
/'. D'après 2. 5 il existe une application H : 1 X 1 X E' -> E
telle que, pour x e E' a, ? e I, e = 0 ou 1 fixé,

H(a, 0, x) = A(a, x)
H(a, 1, x) == ^(a, x)
H(., (3, .r) =/^)

pH(a ,p ,^ )= /c (a ,p ' , r r ) .
Considérons H comme une homotopie par rapport à la

deuxième variable : on pose H^(a, x) == H(s,a, s,, . . . Sj . . . Soâ1,
s,x) pour (a, x) e (I x E'),, et V == S(— iy H,.
on obtient : d\ + \d = C^(A') — C,(à).
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Soit i l'application identique 1 X E' -> î X E\ Considérons
la comme une homotopie entre applications E' -> I X E', et
soit <7 Phomotopie C^(E')-> C^(I X E') associé à i : on a
(<fa + fjd)x == (^o^ x) — (û?iâ1, x). Mais par définition,

C,(&')Œ = U', C,(&)Œ = U

où U' est construit à partir de A' comme U à partir de h. Fina-
lement :
(^V<r+ Vd7)x= (U '—U^

= dVŒ— ̂ dx + V(do§1, ^) — V(^â1, .r).
Or H(6, p, x) = f{x) donc V(^_,§1, x) = ̂ {f){x) ou £ == 0

ou 1 suivant la parité du degré de la chaîne x. On en déduit le :

LEMME. — Supposons que x soit de filtration p, et que dx
soit de filtration p — 1 : alors (U' — V)x est un bord modulo
les éléments de filtration p; en effet

Va augmente la filtration de 1 car N^x est une somme alternée
d'éléments du type H/(^ . . . ^ . . . À'oâ1, Six) et
pH^ . . . Si . . . So01? ̂ î ) = k(SjSn . . . ^ . . . So^yp'SjSiX) = S j k j i p X .

V(^_^â1, .r) conserve la filtration puisque C^(/') == L^(^)
conserve la filtration.

V(^S1, rco) conserve la filtration puisque c'est une somme
alternée du type Hy(c^â1, x) et que

ptW, ^) = k(l - e, p'SiX) = s,k (1 - ^, p ' x ) .
Fin de la démonstration. — D'après le lemme U ^ 1̂  et

U' ® IA induisent la même application h1 : E1!^7) -> E^^Tc)
et Hom (U, 1^)? Hom (U', 1\) la même application Ai :

EiL*(^)^EiL*(^').
12. 3. Soit <I^ : ('ir', Cï') -> (11, es) un morphisme dans ^,

c'est-à-dire un diagramme commutatif.

^:



QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FIBRES AU SENS DE KAN 423

Soit k : ï X B' —> B une homotopie telle que k " £„ = g
il existe (cf. 2. 3) une homotopie h/ : ï X A' -> A qui prolonge
f au-dessus de /c, et par conséquent une homotopie h :
1 X E' -> E qui prolonge f et /i' au-dessus de g. Notons ^i-,,
le morphisme ('31:', Ci)') —> (TI, 0) que l'on obtient en remplaçant
f par A o E i - e , /*' par V °i^-e et g par f r °£ i -^ . On écrit L*
au lieu de Hom* (L^, G) et L^ au lieu de L^-X-G, et on
suppose que le système local G est constant, h induit une
homotopie U : L^ (it') -> U+i (ir), ^/ une homotopie U' :
L^(dî') —> L^_(.i(ciî). Par passage au quotient on obtient une
homotopie U^ : L^ ^ (TI', Ciî') —^ L^+i^, (ï;, Ciî) qui augmente
la filtration de 1 puisque c'est le cas de U et U'.

Soit(a, (JL') une autre homotopie (I X E', 1 X A')-^(E, A)
qui prolonge (/*, /*') au-dessus de k et M^ l'homotopie construite
à partir de (a, pi') comme U^r à partir de (A, /ï'). Il existe d'après
2. 5 une application H' : 1 X 1 X A' -> A telle que pour
y e A', a, ? e I,

H'(a, 0, y) = &'(a, y)
H' (a , l ,y)=^(a , i / )
H'(^ P, y) = /•'(y)

pH^P^)^^,^)

II existe donc, d'après 2. 5 une application H : I x I x E ' - > E
qui prolonge H', et telle que, pour a, (3 e I, a; e E'

H(a, 0, a:) = A(a, a:),
H(a, 1, x) = a(a, ^),
H(.,(î^)=^),

pH(a,p^)=fc(a,p'aQ.

En utilisant le couple (H, H') on démontre comme dans 12. 2
que si x est une chaîne de filtration p, telle que drc soit de
filtration p — 1, x e L^('n;', C3'), alors (M^ — U^)a; est un
bord module les éléments de filtration p. On a donc démontré :

PROPOSITION. — Soit G un système local constant. Avec
les natations ci-dessus, (A, h/) induit une application

^ : E^L^(< ̂  ̂  E;+^L^, CT)
(resp. Ai : E^CJOT, 0) -> EÎ-^L^', ro').
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telle que cPAi + h1^ = E1!.;̂ ) — E1!^^)
(resp. d^ + h^ = EiL^^) — E^](<Fo).

De plus, hi (resp AI) est indépendante de Vhomotopie (h h')
choisie au-dessus de k et prolongeant (f, /"). \ ' - /

12. 4. Le cas ou la base est A[0].
Si it est un fibre dont la base est A[0], TC e r^YL, et 'L(l,-) = le ( )

est la seule application non nulle (cf. 11.5, diagramme (1*)?.
Donc F,L,(Tt) = F»L^), L^) = L,(TC) ® G{-K),

L^) = Hom*(L^), Grf). v /

On en déduit que

(1) E^,L,(TC) = E^L;(Tt) = E{W(Tt) = 0 pour p > 0 et r > 0
(u) E^L,(ît) = H,L^), E;,,L;(Tt) = H,L;(^),

E^L*(^) = ?1̂ ) pour r > 1.

Soit (it, ro) un couple de fibres dans ;̂  dont la base est A[OJ.
(ît, a) e (.ynï)̂  et '-Klfc.B,)) == l̂ .m) est la seule application

non nulle. On en déduit que (i) et (ii) sont encore vérifiés si
on remplace L, par Lr,.

Comme les modèles de .7 et .î;, sont les mêmes, ainsi que les
modèles de ;̂  et (,̂ )y, on peut aussi remplacer L, dans (i) et
(ii) par L^ et (L^)y.1

12. 5. On se propose de déterminer complètement la suite
spectrale sur les modèles. Il suffit donc de considérer les caté-
gories 9 et 9n.

Soit 0, le zéro-ième sommet de A[n], Fy la fibre du fibre
v == (E. P, B) au dessus de 0,, i le morphisme de .T-ITÏ :

injV 1 T?FO ————>• rL
t : Pl^ ^ : a

0,——-^A[n]
ï"!

PROPOSITION. — E^(i) et W(i) sont des isomorphismes
de plus, il existe des homomorphismes h1 : E1!/^) -> E1!/^)

et EÎL )̂1"̂ '̂'!' (^<'SI1• *•: E•L'(') '^ '̂ 't'" etT] . £L,L| (î  -*- L,L (it)) tels que
(i): h1 : E;,,L (̂TT) -> E;+.,,L;(Tt) (resp. A, : E?'»L*(î:) -» Er^L*^)).
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(ii) : d'h' + h'd' = id sur E^(-n) pour p > 0 (resp.
d,h, + Mi == id sur EçL^Tr), p > 0).

(iii) : d ' h ' == id — Y]£ «ur E^L^(Tc) (resp A^, == id — £Y) .mr
E^L^T:)) où e est Inapplication canonique

E^L^)-^ HoE,,L;(ï:) = E^L;(^)
(resp l-TE^L*^) = E^L*(îi) -> E^L*(T:).

Démonstration.
1er cas: G' es( un système local constant de module A. — On

applique la proposition 12. 2. à <I\ : ̂  -> 11 où ̂  est l'applica-
tion identique, avec k = œ^ (cf. 1. 4). On peut alors relever k
en une homotopie A stationnaire sur Fo puisque (n\ est station-
naire sur 0^. De plus A" £9 applique E dans Fo puisque ov>£o :
-\[n] -> On. 00 se factorise alors en i o j\ où / est le morphisme.

E ^S Fo
rip^ Ipl'F.»^-^"-Aw-^-o.

et / " i = identité.
D'après 12. 2, il existe h1 (resp Ai) vérifiant (i) et de plus

F^L^^i) = E2! ,̂,). Comme <1\ = id et <I>o = i " /, on a :
E^(i) o E2L;(/) = id

mais comme / " i == identité, on a aussi

E^L;(/) o E^L;(i) = id.

Donc E2!^) et E^L^j) sont des isomorphismes. On démontre
de même que E^L*(i) et îL^L*(j) sont des isomorphismes.

Mais, d'après 12.4, pour p > 0, E;^L^(a) et E^L*(a)
sont nuls.

Donc Eç^L^/), E^L^/) sont nuls pour p > 0 et finale-
ment E^L' (<I>o) et EÎ^L* (<I)o) sont nuls. 12. 2 montre alors que
h1 et Ai vérifient (ii).

Pour p = 0, on a rf1^ = id — Ei ,L^(i) o E^ ,L;(j). Soit
rr = ^y, y 6 E;,,L^). Comme E;,,L,(/> = ^Ei,^^/) y = 0,
on voit que E^L^ (i) o E^L^ (j) est nul sur les ûP-bords.
On définit donc une application Y) vérifiant (iii) en posant
Y)£.r = E^L^(i) o E^L^(/).r pour reE^L^Tr) même démons-
tration pour L*.
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2e Cas : G est un système local quelconque. — Sur les modèles,
L^ est naturellement équivalent à L^o G (cf. 7. 6J et par
conséquent, L^(îi) est naturellement isomorphe à L^('îr) ^ GÇit),
L^(a) naturellement isomorphe à L^(a) 0 G'(;^), et à des iden-
tifications canoniques près, L^(i) est égale à

L^(i) ^ G(i) == (L^(i) 0 id) " (id 0 G'(i)).

Désignons par G'(it) (resp G'(a)) le système local constant
de module G'(-rc) (resp, G'(a)). L,(i) 0 id = (L, -X- G^) (;'))
et id 0 G" (i) sont des morphismes de rf^z. Par conséquent :

E2!̂ !) = E^L^ -X- G(îi)) (i) o E^id -X G(^)).

Le premier facteur du second membre est un isomorphisme
d'après ce qui a été vu dans le cas G constant, le second facteur
est un isomorphisme car i e S(7i) et que par conséquent G(i)
est un isomorphisme. Donc E2! '̂) est un isomorphisme.

Comme L^Ti) est naturellement isomorphe à L^('îi) (8) G'(^),
on peut pour calculer la suite spectrale du module gradué
filtré L^(Tc) utiliser le module gradué filtré L^(7t) ^ G'(TT) c'est-
à-dire supposer G constant : d'où (ii) et (iii). Même démons-
tration pour L*('ir).

12. 6. PROPOSITION. — On peut dans la proposition 12. 5,
remplacer L^ par L^.

Démonstration. — On utilise 12. 3 au lieu de 12. 2.

12. 7. THÉORÈME. — Les fondeurs E^L^, E^L^, E^L^,
E^(L^)y, E^L*, E^L^, E^L*, E^L^ .<?o7i( acycliques sur
les modèles.

Démonstration. — II suffît de considérer les foncteurs définis
sur «î et ^.

D'après 12. 5 et 12. 6 (ii) et (iii), il suffit de démontrer que
h1 (resp /?i) et YJ sont naturels pour les morphismes do (^lï)^
c'est-à-dire pour les morphismes du type :

K —^(WE
^: P ' I \P :^-^T:

A ' r n ^ ^ ^^ \An '———" A n
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où /*: ^[n] —> B, E -> B est un fibre, et où la flèche horizontale
supérieure est déterminée par 11. 1. Soient h'1 et h1 les homo-
topies définies par 12. 5 pour les fibres 11' et TT, h' et h les
homotopies au-dessus de (o^ et (D^ dont ils proviennent.

h o (id X 9) et 9 o A' sont des homotopies au-dessus d'une même
homotopie 1 X A[n'] ->A[n] puisque co^ o (id X a(/*)) = a(/*) o œ^
(cf. 1. 4), et elles coïncident sur 1 X E'. Or la première induit
h1 o E1!̂ !)) et la deuxième E1!^)/^1.

Si G est un système local constant, le théorème résulte de
12. 2 qui affirme que h1 o E1!̂ ) == E1!^)/̂ 1. Si G n'est
pas constant, on refait un raisonnement analogue à celui de
12. 5 deuxième cas: on suppose les coefficients locaux cons-
tants et on note A"1 l'homotopie obtenue à partir de h' en uti-
lisant le système local constant G{^) au lieu de G'('IT') ; on a
E^id ® G(<I>)) o A'i = A"i o E^id ̂  G(<P)).

Comme d'après ce qui précède,

h1 o E^-x- G(^) (<!)) = E^L.-x- G«) ((!)).. A"i
on en déduit de nouveau l'égalité cherchée en multipliant les
deux membres par E^id 0 G^F)).

Même démonstration pour Ai, même démonstration pour la
catégorie (.îW)?.

La naturalité de Y] résulte de la naturalité de h1 (resp Ai)
de la naturalité de £, et du fait que £ est surjectif (resp injectif).

12. 8. THÉORÈME. — Les fondeurs du théorème 12. 7 sont
augmentables.

Démonstration. — Soit <1> : TI' -> TT un morphisme non dégé-
néré de .HTt, c'est-à-dire un diagramme commutatif

u*E———^ E
(1) (I): t ( ^'^

A[p]————A[n]

où M est non dégénéré. Soit i le morphisme

Fo.—^u^E)
Y {

Op -„- A[p]
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où Fop désigne la fibre de T:' au-dessus de Op. Comme F() est
canoniquement isomorphe à F^op) la fibre de E au-dessus de
u(0p), et que E^L^(i) (resp E^L*(i)) est un isomorphisme
(cf. 12 5), il suffit de démontrer que Eo'L^lï)) (resp E^L*<I>)
est un isomorphisme quand p == 0, ce que l'on suppose désor-
mais. Si u(8°) = 0^, <î> n'est autre que l'injection de la fibre
F(^ dans le fibre 11, et le théorème résulte alors de 12. 5. Si
ce n'est pas le cas, soit p l'unique 1-simplexe de A[n] tel que
^ip = On? ^op = u(â°). p est non dégénéré. Si dans le diagramme
(1) on fait u = p , p == 1, ESL^I») et E°,L*(<I>) sont des isomor-
phismes puisque p(0i) == 0^.

Comme u : A[0] -> A[n] se factorise en p " doS1 et que
u*E = rfo'îl*(p*E) il suffit de démontrer le théorème pour^—~—^
n = 1 et u = do^1. La démonstration est alors entièrement
analogue à celle de 12. 5 : on applique la proposition 12. 2 en
prenant pour homotopie 1 X Af i l -> ùf l ] co; au liou do
œi (cf. 1. 4).

Mémo démonstration pour (.ÎW)*,.

13. — La suite spectrale des fibres.

13. 1. Les huit foncteurs du théorème 12. 7. sont représen-
tables acycliques sur les modèles, augmentables. D'autre
part les quatre foncteurs K^, K^(, K^, (K^)'^ sont singuliers
(cf. 11. 4, 8. 2, 8. 6). On peut donc appliquer les théorèmes
7.10* et 7.10,. Puisque H,E1 = E2, H*Ei = E^.on peut énoncer :

THÉORÈME. — Désignons par G^, (G^, (G^, (G^)r7, G^,
(G^, (G^ (G^)^^ fc5 /îui( systèmes locaux donnés par le
théorème 12. 8.

Les fondeurs :

E^L; et Hp(K^G,), E?-/L* et H^ 77om* (K,, G^)
E^L^ et Hp(K,vX-(G^), E?^L^ et W Hom (K^ (W
E^L^ et H,(K;^(G^), E?'^ et HP Horn {K^ (G^}

E^(L;,)^ et Hp((K,,)^(G,)^),
Eî- ̂ H)y et H/- ^om \{K^\ (G^.}

sont naturellement équivalents.
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13. 2. a. Soit G un système local quelconque sur ^îîl. Soit
TT == (E, _?, B) 6 .̂

Si (A[n], u) e :)a (cf. 5. 6) on considère le fibre de «T'TTC induit par
Ti et u : ^[n] -> B, soit uY On pose alors G(A[n], u) = G(iA:).
Si (/*, u, ^) est un morphisme de ^B, on pose G(/', u, ^) = G(<I>),
où (I) est le morphisme i^-rc -> ̂  associé à la factorisation
u = v o f et au morphisme naturel lAî ->• TC (cf. 11. 1).

Au couple formé par un système local quelconque sur î^ïïl
et par un fibre -îi, on associe donc un système local sur ^e.
Or si 'II est un morphisme non dégénéré de S(Tî), U est de la
forme

i^E———^E

\ k
A[n]———^BL J u

avec ^ e S(B): On en déduit ceci :

K^G,(TT)=C,B-X-G,(B),
Hom" (K,, G^) (TT) == ^o/n* (C,B, G^) (B).

De même si (îc, i:') est un couple tel que (JL : TT' ^- -IT e,), où -ïi'
est le fibre (p-^B', pIp^B', B'), B'c B) on a K^(G^
(TC. ^) - (C,B)^(G^ (B, B') et Horn- (K^/ (G^)
(^, ^) = Hom' ({C^ (G^) (B, B'). Appliquons 10. 2 : \es
foncteurs G sont naturellement équivalents aux foncteurs G'
que l'on va maintenant expliciter, et 10. 2. donne explicite-
ment la structure des groupes différentiels gradués dont la
cohomologie (ou l'homologie) est naturellement isomorphe au
terme E2 (ou Eg) de la suite spectrale du fibre.

6. Introduisons les notations classiques suivantes :
Si X est un ensemble simplicial, et G un système local de

coefficient classique défini sur X, on écrit H,(X, G), H*(X G)
au lieu de H,(C,x^ G') (X) et H* Hom" (C^, G') (X).

Si X' c X, on écrit H,(X, X'; G), H*(X, X'; G) au lieu de
HaC.xhX-G^X,^) et H*^om*((C^, G'^) (X, X').

c. Soient ^ = (E, p , B) un fibre, b es BQ et F^ la fibre
au-dessus de 6. Alors le système local classique associé à G
ou G^ (cf. 10. 1) associe à chaque b e Bo, le groupe

G, = E,2, ,L,(^)
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or L^Tt) = 4(6^)0 G( b^) == C^(F,) 0 G(&^) (cf. 12. 4) donc

G, = H,(F,, G{b^}
de même en cohomologie, G& == H^F^,, G(£*i:)).

Si p e BI l'isomorphisme G^p -> G^? est fourni par le
diagramme

Fo ————- E -———— F

1 © ©

0 ———-A[l]<————1

où io est le morphisme défini dans 12. 5 et ii le morphisme
défini dans le dernier paragraphe de 12. 8. Alors

G(p) = (E2!^))-1 ° E2!^) en homologie,
G(p) == (E2L*(io))°(E2L*(ii))-1 en cohomologie.

On notera Hq(F, G) et Hq(F, G) les deux systèmes locaux
précédents.

d. Avec les notations de 11. 5, on voit que si l'on désigne
par u^ le modèle représenté par la partie gauche du diagramme
(1) où v = e, M == A[M], N == A[p], alors a, == (JL,., si Se = Se'.

De plus un calcul simple montre que (pè) Op == pë (0^).
Autrement dit, si l'on considère le système local G comme
un système local sur ^B conformément à 13. 2 a, et ce dernier
comme un système local classique sur B, G'(u^) n'est rien d'autre
que le groupe associé au point d^ . . . d^e par le système local
classique sur E induit par le système classique sur B et l'appli-
cation p : E —> B.

En désignant encore par G ce système local, et compte-tenu
des formules :

S (X, 0 G) ̂  /S X,\ ® G
U Hom (X,, G) Hom /^ X,, G\

on voit que :
L^('it) est le groupe différentiel gradué des chaînes normali-

sées de E à coefficients dans G.
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L*('n:) est le groupe différentiel gradué des cochâmes norma-
lisées de E à coefficients dans G.

13. 3. Désignons par G un système local sur »î'îîï, et par le
même symbole G le système local classique induit par G sur
B, sur E, sur F.

Désignons d'autre part par (E', ^', B') un sous fibre de TC
au sens <\ On peut alors énoncer.

THÉORÈME. — (i) Homologie.
Il existe une suite spectrale dont le terme E2?^ est naturelle'

ment isomorphe à Hp(B, ATç(F, G) et dont Vaboutissement est
H,(E, G).

Il existe une suite spectrale dont le terme Ep^ est naturellement
isomorphe à Hp (B, B'; ffl (F, G)) et dont l'aboutissement est
H,(E, E'; G).

(ii) Cohomolog-ie.
Il existe une suite spectrale dont le terme EÇ' q est naturellement

isomorphe à W (B, W (F, G)) et dont l'aboutissement est H*(E, G)
I I existe une suite spectrale dont le terme Ef'q est naturellement

isomorphe à H^B, B'; H13 (F, G)) et dont l'aboutissement est
H*(E, E'; G).

Ces suites spectrales sont des fondeurs su/r la catégorie îJ
(ou ^).

13. 4. On peut bien entendu développer les considérations
de 13. 2. pour la catégorie ^, et la catégorie (*^)v. Avec des
notations évidentes, en appelant (E', p', B') un sous fibre
de i: au sens «\ (E", p", B) un sous fibre de r: au sens J, on peut
énoncer :

THÉORÈME. — (i) Homohgie.
Il existe une suite spectrale dont le terme Ep^ç est naturellement

isomorphe à Hp(B, B'; Hq(F, F"; G)) et dont l'aboutissement
est H^E'uE"; G).

(ii) Cohomologie.
I l existe une suite spectrale dont le terme E?'7 est naturellement

Isomorphe à W (B, B'; 7^ (F, F"; G)) et dont l'aboutissement
est H*(E 'uE"; G).

Ces suites spectrales sont des fondeurs sur (^)y.
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REMARQUE. — Le théorème précédent n'est pas le théo-
rème le plus généra] que l'on peut déduire, dans le cas de
la catégorie (,^)^, du théorème 13. 1. En effet l'élément le
plus général de (,î;,y est un système de 4 fibres : (w, iï'), {v", v!"}

^ - TC s •'• 7tw -> v" e t) et TT" -> TC 6 ̂ , Le cas correspond à

13. 5. Si (E, p, B) est un fibre au sens de Serre, et si S est le
toncteur qui a un espace topologique X fait correspondre l'en-
semble simphcial S(X) des simplexes singuliers de X, à un mor-
phisme /: X == Y l'application simpliciale S(/) = S(X) -^S(Y),
^(S), S(p), S(B) est un fibre. Les théorèmes 12. 2 et 12. 4 con-'
tiennent donc comme cas particuliers les théorèmes sur la suite
spectrale d'un fibre au sens de Serre. Dans sa thèse [17], J. P
Serre énonce des théorèmes de suite spectrale (pourl'homologie
?" cohomologie absolue) en prenant des simplexes cubiques.
V.K.A.M. Gugenheim et J. C. Moore [12], ont démontré, dans
le cas ou G est constant et dans le cas de l'homologie absolue
que la suite spectrale de J. S. Serre et la suite spectrale obtenue
avec les simplexes singuliers sont naturellement isomorphes.

[19] a démontré qu'il existait une suite
spectrale analogue à celle du théorème 13. 4 en prenant des
simplexes cubiques. Le raisonnement de [12] montre que
cette suite spectrale est naturellement isomorphe à celle de
13. 4, après application du foncteur S.

13. 6. On a donné des théorèmes de suite spectrale pour
un système local G quelconque. Les seuls cas utilisés dans les
applications sont les suivants :

(i) G est constant.
(ii) G est un système local sur ;JB. Il résulte de 12. 2 que la

connaissance d'un tel système local est suffisante pour calculer
la suite spectrale d'un fibre. Dans ce cas, la suite spectrale
nest plus un foncteur défini sur ;7, mais seulement sur
la catégorie ;«„ dont les objets sont des couples « /•) où
^ = ( E ' , p ' B ' ) est un fibre et /•: B'^ B J, et les mor-
phismes : (v , f)-> (v", g) des triples (<I), f, g) où $ : TC' -> v" e 9
est tel que g ..9 = fou 9 est l'application induite par $ sur
les bases de v' et TC" (resp. (?„)., resp ((^)i)y).
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14. — Structures multiplicatives.

14. 1. Soient K* et K/* deux foncteurs contravariants :
Ci -> d(^\ on définit un nouveau foncteur contra variant
a -> dGf\ en posant :

(K0AKr(A)== S MA)0AK^(A)
p-+-y==n

(K®AK'W)= S KW^AK'W
p+ç==n

pour Aeûi , / ' :A->B.

LEMME. — 5i K 6( K' sont acycliques sur les modèles,
(K^A^')* ̂  acy clique sur les modèles.

Démonstration. -— (Cf. (9. 3)). Soient Ul, ÏIK, US.', Y]', les trans-
formations naturelles définissant Pacyclicité de K* et K'*
sur les modèles (cf. (5. 4) a*). On mettra un indice ^ à toutes
les transformations naturelles définies à partir de (K®K')*.

On pose
V^x^y) == (Vix) ® y + (— 1)^^^® Wy

pour xe K^A), y e K/(A), r\^x (resp Y]K' y) étant égal à 0 si p
(resp q) est =^ 0.

Alors
W+uâ+l^==id• P01111 n>o•

et U1^ = id — eK^K ̂  6^^.

On remarque que si ^eK°(A), yeK'°(A), eKYlK^^eK'yj&'y
est un cocycle de (K^^K')0. On pose alors

^(^ ̂  !/) == (^^^ 0 SK^K'!/)
(ou la barre désigne la classe de cohomologie) et on a

W^^—Wl®-
Comme il est bien clair que U*^ et T]^ sont des transforma-

tions naturelles, le lemme est démontré.

COROLLAIRE. — Ho(K0AK') %HOK*®AH°K'* sur les
modèles.

En effet, Fisomorphisme est donné par (^IY'^'^K.') ° ̂  de
28



434 M. ZISMAN

la gauche vers la droite, et par Y)/, o (e^ (g) £^.) de la droite
vers la gauche.

14. 2. Soient K"* un foncteur contravariant ex -> ÛÎÇ"A, et
^ : (K^A^)* -^ K"* est une transformation naturelle.

Notons i* l'application naturelle
H*(K*) ® A H*(K'*) -> H*(K ̂  AKT.

Soient L*, L'*, L"* trois foncteurs contravariants a -> d^ et
Y: (L^AL')* -> L"* une transformation naturelle.

On suppose que
(i) L*, L'*, L"* sont acycliques sur les modèles.
(ii) K*, K'*, K"* sont représentables,
(iii) II existe des transformations naturelles T, T'; T"

définies sur ^WL^
T : H0!/ -> H°K*, T' : H°L'* -> H°K^,

T" : H°L*" -> H°K*".
(iv) Le diagramme (défini sur CÏVL<1}

H°L 0 A^L' -T^T- H°K 0 AH°K'
hL0^)o^( ^=Hûo(c,0^)

H°(L(8)AL')* H°(K0AK')*
HO(^)( JHO(<Î>)

Ho(L") T// > H°(K")
est commutatif.

D'après (i), (ii), (iii) il existe des applications
p. : L * - > K *
u: : L'* -̂  K'*
jx" : L"* -> K"*

qui induisent T (resp T', resp T") sur H° restreint à W01, et
qui sont uniques à une homotopie naturelle près (cf 6. 1)

THÉORÈME. — Si les fondeurs K*, K'*, K"*, L*, L'*, L^
vérifient les conditions (i), (ii), (iii), (iv), le diagramme

H*L* 0 H^L'* ^'^ ̂  ̂ ^ H*K* ® AH*K'*
i* o H*(^)l II* o H^f^l

H*(L/") ——iiv—— H*(K"*)
e5< commutatif.
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Démonstration. — Le diagramme

H*L* ® AH*L'* J1!!!1!®.11*̂  H^ ® A H*K'*

^ ^
H(L®AL')* '̂i '̂' » H(K®AK')

est commutatif. Pour démontrer le théorème, il suffit donc de
démontrer que le diagramme

H*(L ® A L')* -"^it^L H(K ® A K')*
H*(+)J JH*(<!>)
Ir(L") H(^) ) "̂

commute. Considérons alors les deux transformations naturelles
^((JL^) et ( JL"o^ : (L<8AL' )* ->K^ .

Sur les modèles,
H°($ o ((x 0 a')) == H°($) o H°([JI ® a') = H°(<&) o H° o ((A ® (x') o e^

= H°(<I>) o H° o (£„ ̂  £&') ° (T ® T') o (Y)L 0 YlL-) o £

== T"H0^) = H°(ix") o H0^) = H°(^<4)

d'après la définition de (JL, (x', (JL" sur W" (cf. 6. 1), et (iv).
Donc H°($o(^0a'))== H°((Ji"o^). Comme d'après le lemme,

(L 0 A L')* est acyclique, le théorème 6. l* montre que
<I>o(a® (JL') et ^ / '0^ sont naturellement homotopes.

C.Q.F.D.

14. 3. On reprend les notations du § 13.
Le cup-produit L* ® L* -> L* est compatible avec les

filtrations, et définit par conséquent une structure d'algèbre
sur Ey; pour cette algèbre la différentielle dy est une anti-
dérivation pour le degré total. En particulier on a une trans-
formation naturelle de rfÇ^-foncteurs

¥:E^®E^ -> E^'

où la différentielle du membre de gauche est donnée par
d(x^y) = dx^y+ (—ty^x^dy

pour x e Ei^ q

on a aussi une transformation naturelle de Çz-foncteurs définie
sur a^Ïît:

Eg^L*^ E/'^L* -^ Eg^+^L*
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qui induit par conséquent un cup-produit
^:Hom\K^ G^^Hom^K^ G^ -> Hom^K^ G^).

Appliquons le théorème 14. 2.

THÉORÈME. — Uéquivalence naturelle entre Eg^L* et
WHom* (K, 6^) est compatible avec les structures multipli-
catives^ à condition de définir le produit de x e W Hom* (K^, G7)
par y e Hp' Hom* (K^, G^) comme étant égal à (— 1)^ uyoù
u désigne le cup-produit défini par (î).

Le signe (— 1)̂  provient du fait que si (A7 désigne la trans-
formation naturelle: Hom*(K^ G7) -> E^, ^ q < ^ y q ' n'est pas
une transformation naturelle de df^-fondeurs. Par contre si
on désigne par T l'application x^y —> (— 1)̂  x ^ y pour
.reEP^L^Tc), ye EÎ'^L*(TC), on voit immédiatement que
TUL^^ est une transformation naturelle de rfÇS-foncteurs.
Enfin les conditions (i), (ii), (iii), (iv) sont vérifiées : en parti-
culier (iv) est une évidence : la colonne de gauche est exacte-
ment égale à la colonne de droite, T, T', T" sont les transfor-
mations naturelles identités.

14. 4. Passons au cas relatif, en nous bornant au cas de la
catégorie (^)r; notons par abus de notation, L* le foncteur
(^)î -> ̂  défini par L*((TC, 11'), (TT", T;'")) == L*(ir) et par
L*(<1>, 0', <!>", ^w) = L*(<1)) (-TC etc... e 9, ^ etc. sont les mor-
phismes de ^).

Soit de même Hom* (K^, G^ le foncteur (^)^ -> d^î le
foncteur défini comme L ci-dessus.

Le cup-produit est cette fois-ci un accouplement
L*0(L5)y-^(L5)y

(resp. Hom (K*, W) ^Hom ((K^)^, (G^y)
->^m*((KJy,(G^^')).

le théorème 14. 2 (compte-tenu du signe ((— 1)^) donne
encore la structure multiplicative de A*(B, B'; H*(F, F"; G))
compatible avec son identification au terme Eg de la suite
spectrale : le produit est égal au signe (— 1)̂  près au cup-
produit.



CHAPITRE IV

^OBSTRUCTION A LA CONSTRUCTION
D^UNE SECTION D^UN FIBRE

15. — Le système local de rhomotopie de la fibre.

15. 1. Soit T: == (E, p, B) un fibre, une section du fibre est
une application g : B —>• E telle que p o g == identité. Une
section sur le n-squelette B", est une application g : B" —> E
telle que p o g = identité. Si go e^ §'1 sont deux sections : B —> E
(resp B" -> E) on dit qu'elles sont homotopes s'il existe une
homotopie k : 1 X B -> E (resp 1 X B" -> E) telle que

^ ° £o = go» /c o &i == gi,

et telle que p o /c(a, ^) == rc pour a e I, ^ e B (resp rc e B71) ;
si golB' == gi|B' où B' c B (resp B' c B71), on demande de plus
que k soit stationnaire sur B'.

15. 2. Dans le chapitre ni, on a vu que Phomologie et la
cohomologie de la fibre déterrtiinait un système local sur B.
En perfectionnant légèrement le raisonnement du § 12, on
démontrera que les groupes (ïhomotopie de la fibre forment un
système local classique sur B.

Soit (E, p, A[l]) un fibre, et g une section de ce fibre. Dési-
gnons par FQ et Fi les fibres au-dessus des sommets 0 et 1
par S (g(S1)) l'ensemble simplicial engendré par g(â1).

a. Soit a : 1 X (Fo u S^S1)) ~> E l'application définie par
;x(a, x} = x (ae I, rceFo).
[ji(a, 9gS1) == gœi(a, <pS1) (a e I, ç opérateur simplicial (DI :

1 X A[1]^A[1] est l'homotopie de 1.4).
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II existe une homotopie k qui prolonge a, telle que
k o £^ == identité et que le diagramme

I x E —k—^ E
id.Xp^ |p

1 x A[l] (oi > A[l]
commute (cf. 2. 3).

k o CQ est une application E -> Fo telle que
g(S1) -> k{s^1, g^) = jx(^S1, gâ1) == gcoi(^, ̂ ) = ^o(O).

En particulier,

^o|F,:(F,,g(l)) -> (Fo,g(0)).

PROPOSITION 1. — Si A' et x 5on< J(?M^ homotopies prolongeant
(A ^ Videntité au-dessous de (Oi, /co £()[FI ~ % o 6o[Fi rel g(l).

Démonstration. — D'après la proposition 2. 5, il existe une
homotopie

h : ï X E -> E A : k " £o ~ x o EQ rel Fo u S (gâ1).
Donc

A(a, ?g(rfoS1)) = A(a, ydo ggi) = ko ̂ d, gS1)
= k^d^\ ydogâ1) == ygcoi(rfiSi, ^oâ1) = 9g(rfi§1) = yg(0)

pour a e I, <p opérateur simplicial.
Autrement dit : h : l X g (1) -> g(0) C.Q.F.D.

COROLLAIRE. — Pour tout
n > 0, ^(/c o £,|F,) : ̂ (F,, g(l)) -^ (^FO, g(0))

es< un homomorphisme qui ne dépend que de la section g.
b. Soit maintenant ^ ' : î X (Fi u S(gâ1) -> E l'application

définie comme p., en remplaçant Fo par Fi, et coi par (o{ (cf. 1. 4).
On peut prolonger (JL' et id par une homotopie /c' : 1 X E -> E
au-dessus de coi, et

/c'oe,|F,:(F,,g(0)) -> (F,,g(l)).
Si x' est une autre homotopie, prolongeant u.' et id au-dessus

de œ',, A 'o£i |Fo~x 'o^ |Fo rel g(0).

PROPOSITION 2. — it,(À-°6o|Fi) e( TC, (/c'°£i|Fo) sont deux
isomorphismes réciproques.
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Démonstration. — Soit K : 1 X Fo ->• Fo l'application
par K(a, x) = k{0, k' (a, x) (a e I, x e Fo)). K est une homotopie
définie telle que K o 6 o = = i d ; K o e, == (A*o ^|Fi) o /<•' o^|Fo,
K(a, g(0))==g(0) (ae I). Donc ^°£o|Fi)o^(/c'o£jFo) = iden-
tité.

Même démonstration en sens inverse.

15. 3. Définition du système local attaché à une section sur
le 1-squelette.

Soient (E, p, B) un fibre, et g : B1 —> E une section sur
le 1-squelette.

Si fceBo, on pose 3% = ^(F^, gb), où F^ désigne la fibre
au-dessus de b.

Soit peBi . Le fibre p*E->-A[l] induit par p possède une
section ?*§ définie par ç*g (ipS1) = (çS1, (g°p)?S1) pour tout
opérateur simplicial 9. Soit Q l'application canonique p* —> E.

Désignons par F<,la fibre au-dessus de e du fibre p*E ->• A[l],
et par F^p la fibre au-dessus de c^p de E —>- B (e = 0 ou 1).

Enfin soit i : (F^p, g(rfop)) -^ (Fi, p*g(l)) Papplication définie
par i a; == (1, x} pour rce F^p .1^(1) est un isomorphisme car
i est un isomorphisme de complexes de Kan avec points bases ;
de même Q|Fo:(Fo, P^O)) ->(F^, g(^p)) est un isomorphisme
qui induit un isomorphisme en homotopie.

Soit alors k Fhomotopie de 15. 2. associée à la section p^g.
On pose ^(p) = ^(Q|Fo) o ^(/c o £,|F) o ̂  (,) : ̂  -^ ̂ ,
D'après 15. 2 == proposition 2, 9^(p) est un isomorphisme.
Pour démontrer que ^n est un système local (classique) sur

B, il faut montrer
(i) : ̂ (s^b) = identité si b e Bo.
(ii) ^((^(T) = ^(^Œ) o ̂ (^sia e Bg.

REMARQUE. — On peut considérer i comme une application
F^c -> P^E et poser / == Q o k o ̂  : p^E -> F^ ;

/ 0 ^ (F^,g(rfop)) ^(F^g(^p))
induit alors -TC^ ( /o i) = ̂ (p).

15. 4. Démonstration de (i). — Puisque p = 5o&, dop = d^p = &.
Dans ces conditions, Q o k est une homotopie I X p*E -> Ff,
en effet, si P est la projection canonique p*E->A[l],

p o Q o / c = p o p o / c ,
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et p applique A[l] sur l'ensemble simplicial engendré par le
sommet b. Donc Qo/co (id X i) : I X F, -^ F, est une homoto-
pie entre / o i et identité; cette homotopie est rel g (b) puisque
Q o k (a, ig (6)) = Q o /c(a, ^p^gi) =^Qo p^co^a, ^§1))

= g o 5oÏ o ù)i (a, ^S1) == g(fc)
donc ^(/oi) == id C.Q.F.D.

15. 5. Démonstration de "(ii). — Soit (T e Bg. Comme

^a = 5- o d^ (i == 0, 1, 2)

on voit que rfi(T*E est canoniquement isomorphe à (^)* (<î*E).
Donc, vu la définition du système local, il suffit de démontrer

(ii) lorsque B = A [2].
Notons l, m deux entiers de l'ensemble JO, 1, 2 j , l < m,

et soit n le troisième élément de |0, 1, 2 j .
On note :
— Fn la fibre au-dessus de rf^S2.
— (E^ m, ĵ . m? A[l]) le fibre image réciproque de (E, jo, A [2])

par 0 : A[l] -> A[2],
— 9l. m l'application canonique E^ -> E,
— ^ , m î F^ -> E/^ // ^ :E{^-^ Fi les applications notées

i et / dans 15. 3,
— A^TO Fhomotopie qui sert à construire /\^,
— f^ l'application qui sert à construire /c^,
— ^(g^â2), g(û?202)) l'ensemble simplicial engendré par

g(d^) et g(^2), p

— ^ l'application : I X (Fo u S (g(^â2), g?â2))^E définie
par :

(J,(a, a;) == x si a? e Fo, a e I
(x(a, 9g^S2) = gco,(a, yrf.^)

(a e I; 1=1, 2; y opérateur simplicial).
Il existe une homotopie k : I X E -> E qui prolonge u. et

l'identité au-dessus de ojg ; /c o 5^ est une application E -> Fo
que l'on notera J.

Considérons alors l'application :
/ foi : I X Eo.i->A[l] X E

définie par {^ o (id x po.i)) X (/co(id X ^0.1)) c'est une appli-
cation I X Eo,i -> Eo,i qui prolonge id et pio.i au-dessus deo^.
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On peut donc prendre /fo.i au lieu de À*o,i pour définir /o.i,
et par conséquent/o, ï ==îo,i À''o.i£o = /co(id X îo.i) ° ̂  == J ° îo.r

On a donc
/o.i = J ° ?o,i

et de même
/0.2 == J ^ Ço.2

considérons alors l'application

J ° ?i.20 ^1.2 ° (id X 1*12) : 1 X Fg -> Pô.
On a

J ° ?1.2 ° ^1.2 ° (ld X 11,2) ° So = J°/1.2 ° ^1.2
= J o Ç^ o ̂  o ̂  g o ^g == (/Q ̂  o ÎQ ̂ ) a (^g o ^ g)

et

J o ̂  2 o A-i.2 o (id X 11.2) ° ÊI = J ° îl,2 ° ^1.2 = J ° Î0,2 ° 10,2 = /0.2 ° ^0,2-

Enfin puisque À-i^ est une homotopie rel points bases, et
que

WoW) = ̂ (0, g^di^) = gco,(0, rfo^2) = g^i^â2),
l'homotopie 1 X F2 —> Fo est rel points bases. On a donc

/ • • \ / • • N Wd^} ° ^(dûâ2)
^n(/0.1 0 ^O.l) 0 ^n(/1.2 0 ll.2) == ^ .2 7, ^ ̂ pr^ ^\

(^n(/02 0 ^02) = ̂  K^l0 )•
C.Q.F.D.

REMARQUE. — On désignera par le même symbole ^n le
système local classique déterminé ci-dessus et le système local
contravariant sur la catégorie lîte.

15. 6. Le système local de V homotopie d'un complexe de Kan.
Si X est un complexe de Kan, la projection p : l X X —> l

fait de (I X X, p, I) un fibre.
Soit x e Xi un 1-simplexe; on considère la section

g : ï —^ ï X X définie par gâ1 = (S1, x). Si on applique les
résultats de (15, 2, 3, 4, 5) on voit que x définit un isomorphisme
^(X, d^x) —^ îtn(X, 6?!, x) tel que si Œ e X2, d^ o d^ == d^.

La correspondance :
Xo s x -> 'n;n(X, x)
\^ ex —>X

est donc un système local (classique).



442 M. ZISMAN

16. — L'obstruction c^+^g) (n> 1).

16. 1. Soient (E, p, B) un fibre, et g : B" -> E une section
sur le n-squelette. Soit rceB^-n, rc«B". On considère le dia-
gramme commutatif :

(I X 0^)u(l X À[n+ 1])————E
^i \P

I X À [ n + l ] -=——-B~
L . J a;oa)n-n

où /* est l'application définie par
/'(a, 0^-n) == gXo (a e I, rro = d, . . . d^ ,x)

/•(l, ( î ) = = g o ^ ( î ) ( p e À [ n + l ] ) .

D'après 2. 3. il existe une application k:ï X A ^ + l j - ^ E
qui prolonge f au-dessus de x o co^+i. A* o £o est donc une appli-
cation

(À[n+l] , 0^,) ̂ (F^ g(^))

la classe d'homotopie de cette application (cf. 4.5) est un
élément de iT^(PaJ, g{xo) que l'on désigne par ^^(g) (a;).

PROPOSITION. — cn+i (g) (^) e5( indépendant du choix de
Vhomotopie k qui prolonge f au-dessus de x o co^+i.

Démonstration. — Soit x une autre homotopie. D'après 2. 5
il existe une homotopie h : k o £o ~ A* o e^ rel O^+i. C.Q.F.D.

L'application .r —> c^^g) (.r) définie pour xe B^+i non dégé-
néré est donc une (n + l)-cochaîne de

Hom "+1 (C^B, ^) (B, id)

où ̂  est le système local défini par la section g|B1 (cf. 10. 2).

16. 2. PROPOSITION. — La condition nécessaire et suffisante
pour que g soit prolongeable à îîn+i est que c"4'1 (g) == 0.

Démonstration.
a. La condition est nécessaire en effet, si g est défini sur

B"4'1, on peut dans le diagramme de 16. 1 remplacer A[n + 1]
par A[n +1]- O11 obtient une application k o £o : A[n + 1] -> F^
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dont la restriction à A [n + 1] est un représentant de cn+i(g)x
(o;eB^).^

On applique alors 4. 7.

b. La condition est suffisante. — Soit rceB^+i. Puisque
^"^(g) (x) = 0, l'application k o EQ de 16. 1. est prolongeable
à A [ n + l ] d'après 4.7. On considère alors le diagramme
commutatif :

(I X À[n+ l ^ u ^ x A ^ + l D — ^ — E
^"i ^

I x A [ n + l ] -,——^B- - a;o(o^.^
où f est l'application définie par

f ( a , P ) = / c ( a , p ) ( a e ï , p e À [ n + l ] )
f ( 0 , P ) = / c o £ , ( p ) ( ( 3 e A [ ^ + l ] ) .

D'après 2.3, il existe une homotopie K : I x A [ n + l ] - > E
qui prolonge f au-dessus de x o co^i.

On pose g x = K o e^1, g's^ . .. s^x = s^ ... 5a, g'.r.
g' est un prolongement de g puisque pour i==0, ..., n + l o n a :

d^x = d,{K o ei)^1 = (K o £l)^ân+l = (k o £iW+1

=go^Sn+ l=g^.

REMARQUE. — II résulte de la démonstration précédente
que si g est connue sur un sous-ensemble simplicial B' c B,

c^i(g)^Homn^{(C\^^^(B,B/)

où l'on a écrit (B, B') au lieu de ((B, id), (B', i)} où i est l'injec-
tion i : B' -> B.

16. 3. PROPOSITION. — cn+t (g) est un cocycle (n > 1).
Démonstration.
a. Soient rceB^+i, x non dégénéré, Q : x*E -> E l'applica-

tion canonique, x*g : A[n + 1] -> ̂ *E la section définie par
^g ?+1) = ?+1, g o^+i).

Il existe une homotopie k : I X i^E -^ ^*E stationnaire sur
O^+i, qui prolonge l'identité au-dessus de œ^i.

Il est clair sur les définitions que :
Q o (k o £o) o y g : (À[n + l], 0,+i) ̂  (F,., g(.ro))

est un représentant de ^^(g) (x).
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b. Soit alors yeB^g, y non dégénéré. On a (cf. 10. 2)

(^(g)) (y) = ^(p) c^(g) (d,y) + ̂  (- l)1^1^) d,(y)
1=1

où p désigne le 1-simplexe d^ .. . ^n+22/î
— soient i et / les applications définies dans 15. 3,
— J"4'1 : doy*E -> F^p l'application Q o (A- o £o) définie dans

a avec rc == c^y,
— i"4-1 : F^p -> ^y^E l'application a; -> (O^+i, ^),
— X : p^E -> y^E Finjection canonique,
— V-: !̂/*E -> y*E l'injection canonique.
Le diagramme commutatif

(I x X(p*E)) u (1 x y*E)———'——> yE
jinj JP

I X ^ , .axP)o^^[»+2]

où /* est l'application définie par
f{l,x)=x (x^yE)

/•(a, \x) = U (a, x) (x e p-E, a e I, A : 1 X p*E -> p*E est
l'homotopie qui sert à construire /)

montre qu'il existe une homotopie K : 1 X y*E -> y*E qui
prolonge f au-dessus de (id X P) ° ^n+2'

Soit Q""^2 l'application canonique y*E->E$
II résulte de ce qui précède et de a que
(i) Q^2 o K o go ° X = /.
(ii) Q^2 o K o £o o y g o c^+^Àfn 4- 1] est un représentant

de ^(g) (d^y) pour i > 0.
Mais on a aussi :
(iii) Q^oKoSoo^go^+'- 'IÀ^ + 1] est un représentant

de ^(p) ^(gH^o!/).
En effet, le diagramme :

^doF

est commutatif.
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On considère alors l'homotopie

H = Q^o Ko^ o a o / c o (id x %*g) : 1 x À[n + 1] ~> F^.
On a

H O £ , = Q^oKo^oULo^g:^ Q^oKoÊoO^goy^

H o £, == Q"+2 o K o £, o a o ^+1 o J"+l o cQ*g

= (în+^Ko^o\oioJn+i^g=JoioJ^o^g

de plus H est stationnaire sur 0^ car cela est vrai pour k
(iii) est donc bien vérifié puisque / o i induit ^(p) et J714-1 o d^g
est un représentant de c^Çg) {d^y) d'après a.

c. Soit alors ^ : À[n + 2] -^ (F^, g(^p)) l'application
$ = Q"+2 o K o £, o y g

on a <1>(^ . . . d,^ o^2) = s^d^p) puisque /g(p) = .9og(rfip).
On peut donc appliquer la proposition 4. 6. à <t>. Compte tenu
de (ii) et (iii), 4. 6. implique âc^g) {y) = 0.

C.Q.F.D.

16.4. Soit f:A->B une application. On définit une sec-
tion fg : A71 -> fE du fibre induit par f en posant

Fg (x) = (^ gfx) pour tout a? 6 A".

Désignons par />n+l l'application Hom^1 (C^B, ̂  (/*, /, id).

PROPOSITION. — c71'̂ 1 (fg) = /'ft+lcn+l(g).
C'est évident sur les définitions (en utilisant par exemple

16. 3 pour définir l'obstruction).

17. — La cochaîne différence.

On peut donner une définition directe de la cochaîne diffé-
rence (cf. 17. 11). Les propositions 17. 7 (dont la démonstra-
tion serait alors analogue à celle de 16. 3. — tout en étant
beaucoup plus possible —) et 18. 4. montrent cependant
qu'on a intérêt à donner une définition qui mette en évidence
les relations existantes entre la cochaîne différence et le cocycle
obstruction (cf. Steenrod [18]).
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17. 1. Notations. — Soient go et gi deux sections sur le n-sque-
lette B71 du fibre (E, p, B) et A- une homotopie go|B71-1 ~ gilB11-1

(cf. 15. 1). On considère le diagramme commutatif :
(I x B"-1) u (0 X B71) ———^ E

in^ \P
1 X B" ___^B

où la flèche du haut représente l'application égale à k sur
1 X B"-1 à go sur 0 X B" et la flèche du bas le composé de la
projection 1 X B" -> B" et de l'injection B" -> B.

D'après 2. 3. il existe une application x : 1 x B" -> E qui
prolonge k et go •

( I X E, id X /?, 1 X B) est un fibre que l'on muni d'une
section h sur le n-squelette (I X B)" en posant
A(a, b) = (a, x(a, 6)) pour (a, b) e (I x B)" — ̂ S1 X B"
A(a, b) = (a, g^b) pour (a, b) e ̂ S1 + B\

On prolonge A à un sous-ensemble de (I X B)"4-1 en posant
A(a, b) == (a, x(a, fe)) pour (a, b) = (s, . . . s, . . . 5oS1, ^fe')

fr'eB,, ,>0.
On désigne par

^ le système local sur 1 X B défini par le n-ième groupe
d'homotopie de la fibre et la section h\(î X B)1, et aussi par 9
le système local (contravariant) induit sur la catégorie lîli n(cf. 10.3). ë I.B

V* la transformation naturelle Hom* (V ia , 9) : Hom*
(LI.B, ^^Hom* (KI^,^) (cf. 9. 9 et 9. 10).
f la transformation naturelle Hom* (A e ^) (cf. 9 9 et

9. 10.).
9^e = 0 ou 1) le système local sur B défini par le n-ième

groupe d'homotopie de la fibre et la section gJB1.

17. 2. Explicitation de <?. — Les fibres de

(I X E, id X p, 1 X B)

sont du type ^S1 x F ^ ( x ^ B ^ e=0 ou 1). Les points bases
de ces fibres sont h(d^, x) = (d^1, g^,x).

^n{dft1 X F.p, h(d^1, x)) est canoniquement isomorphe à
^(F^ gi-^). Pour rappeler que la fibre est rf,â1 X F^ on écrira
^U1 X F,, A(d^)) = W^n(F,, g^^) et, comme dans
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5. 1 d, on introduira les isomorphismes i(^â1), j(d^) qui
constituent à écrire ou effacer <^. Pour simplifier on écrira
comme d'habitude e à la place de <4_,S1.

Soit alors p e Bi, rceBo. En utilisant 15.3 on voit que
(i) 9{s,e, p) = i(e)^(p)/(e),
(ii) g^, ̂ ) = i(0) /f(SS s^x) /•(!),

où /c(â1, «(,a;) : it,(F.,, g^) -» Tt,(F.r, gyx) est l'isomorphisme induit
par le 1-simplexe k (à1, So.r) «= F., (cf. 15. 6.) (on rappelle que
k(S1, s^x) e F., car pk{o1, 5oa;) = SO-K d'après 15. 1.

En appliquant 15. 3. (ii) à <r = (^, Sip) et à (T = (s^, s,p)
on voit que

(iii) 9(^, p) = ^(^0, p) . 3 ,̂ ^d,p) = ,1;(§i, ̂ p), ̂ j^ p)
les formules (i), (n) et (m) explicitent complètement 9 en fonc-
tion de 3'<, et /?.

17. 3. U équivalence naturelle T : .7l -» S'a associée à une
homotopie go\B1 ~' gilB1.

Soient (M, u) s ̂ B un modèle (u : M -> B, M e tïl), et (A l'homo-
topie go|B1 ~- gi|B1. On considère l'isomorphisme

T:^l(M, U)-^(M, M)

défini par Y->(x(S1, u(0))y où 0 désigne le zéro-ième sommet
de M.

17. 2. (iii) montre que T est une transformation naturelle.
Dans la suite on prendra (A = k\ï x B1.
17. 4. Les transformations naturelles ^(e = 0 ou 1) (n > 1).
Soit Z le système local constant sur I (ou llti) de module

l'anneau Z des entiers rationnels. On obtient un système local
Z®^. sur I x B (ou WI,B) en posant pour tout xeB.
(a, p) e Ii X Bi, e, e' = 0 ou 1 :

(Z®^),..,=Z®z(^),%;(^),
(Z®^)(a, p)==id®^.(p).

On considère alors les homomorphismes
^:(Z®^->^,

définis par ^ = 3;(a, 5,,a;)i'(0)
î = ̂ (P, s,x)i(t)

où a (resp ?) est l'unique 1-simplexe de I tel que <f,a = 0
doa = e' (resp (^(î = e', d^ =1).
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D'après 17. 2_ (i)^ (ii), (iii), ̂  est une transformation natu-
relle Z®;?,-^ de fonctions contra va riantes dont la source
est ITÏ^B.

D'après 7. 7 ̂  induit une transformation naturelle.

(1) Hom*(Kt,B,Z<8>^) -> Hom*(K^,3l)

Comme d'autre part on a une transformation naturelle

(2) iiW(Ci,Z)®ZW(Cn,^) -> ^om*(Ki,B,Z®.^)(i).

On en déduit par composition de (1) et (2) une transforma-
tion naturelle de fondeurs de source O'i 3 :

^•.Hom1t(Cl,Z)<sHom^C^) -> Hom* (K^,S)
17. 5. L'isomorphisme Ve (n > 1).
Soit u: (I, B) -> (I, B) l'injection canonique dans ;J'i B Pour

chaque p == 0, 1, ... on définit un isomorphisme '
\"_ Ker Hom^ (K, „, ?) (u) -> nom" (Ce, Fo) (B, id)

de la façon suivante :

Ker ^om (̂Ki. », ̂  (u) = ̂  Hom (à® a-, .î(A[l], A[n], §1,.?))
.r non dégénéré

et Hom" (Ça, ^0) (B, id) = f[ Hom (a;, ̂ [n],x)).
X ̂ Bp

a; non dégénéré

Si ç e Ker ^07^+1 (Kx, B, S) (u) on pose, pour tout x^B
x non dégénéré,

(X^)(.c)=(—l)/>/(0)^a;).

LEMME. — Xp+l S == SX^
Démonstration - Soit p = ̂  ... rf^^ avec a; e B,.n, a; non

dégénéré, alors (cf. 10. 2) :

(^y) (a;) = ̂  (- 1)' W M + ^(p) (X^) (d,x)

= ̂  (_l).+p/(0)y(§. ®^) + (-l)^(p)(/(0)y(^ ®^))

(l) Un objet de^ 3 est un couple formé d'un objet de ̂  et d'un objet de tf. Le

^"ff *Ï ^̂ r à (x' Y) (x6tf1' Yes-) le ——Plexe ffo^Sz(X) ® z ̂ m* (C,, ̂  ) (Y), a un morphisme de ̂  ̂  le produit tensoriel des morphi mes
dans dÇî correspondant aux morphismes dans tf; et 9'

denïï^^TTÏ10" naturelle(2) e8t bien évi^: avec des notations évi-
dentes, f ® <f eUe fait correspondre la cochatne x ® y -> çfa;) ® y'(y).
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et
(Sy) (^ x) = — S (— 1)' y(â® 4c) — ̂ o0, p) î(o® ^a;)

d'où
(X"+^) (a;) = — S (— l)^' /(O) y(S1 ® ̂ )

l>0

- (- iy+i ,(0) ̂ , 0, p) y(S® d»a0
ce qui démontre le lemme compte tenu de 17. 2 (i).

17. 6. Définition de la cochaine différence. — Soit

9< e Hom9 (Ci, Z) (I,id)

la o-cochaîne définie par <?,((') = 1 ç,(l — e) == 0 (<? = 0 1)
^(go, g, A) = V»^1^)-^^,, ® ̂ (g,))-^^^ ® c"+'(gi))
est une (n + l)-cochaîne de KerHomn+l(Kl^.^) (u) en effet, si
.reBn+i, a; non dégénéré,
7»+'c''+*(/i) (^®a;) = c"+'(A) (V^i®a;))

= c'+'W (^+*^^, a;) = (^§1, c»+'(g,) (a;))

(la dernière égalité résulte du fait que les faces de (^diS1, x)
sont (s^â1, d^x) sur lesquelles h = id X ^o)
^'(îo ® ̂ '(go))^^ ® a;) = .̂ (1 ® ̂ '(go) (a;)) = (^§1, c"+'(ffo)a;)

^+l(9^®c'•+•(gl))(^®a;)=0,

donc c'^+^go, gi; ^(rfiS1®^) = 0. De même

^(80, 8i; h)W®x)=Q.

DÉFINITION. — On appelle cochaîne différence la ra-cochaîne
de JifoTO'^CB^oKB, id) définie par (ra > 1)

^(go, ft; h) = (- l)'•+•Xttcn+l(go, g,; A).

17.7. PROPOSITION. —Sd"(go, g; A) = ̂ ^(go)—^"-1-^^!) (">!).
Démonstration. — V*, X*, •̂ , ^ commutent avec S, et

c'+^A), ctt+l(go), c'+^gi) sont des cocyles, donc:
^"(go, ft ; h) = (-l)»+lX»+l(-^(Syo®c'•+•(go))—^(S9^®cB+l(gl))

si x e B,+i, a; non dégénéré, on a donc (puisque (Sa»o) (S1) = — 1.
^)(^)=1):
^"(go, gi î A) (a;) = — /(O) (— ̂ (1 ® ̂ ^(g,) (a;)

+ •-^l(l®c'•+l(gl) (a;)) == c'•+l(g,) (a;)—w»+l(g^) (a;).
29
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17. 8. PROPOSITION. — La condition nécessaire et suffisante
pour que k soit prolongeable à ï X B" est que rf^go, 81 ? h) = 0.

Démonstration. — II est clair sur les définitions que la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que k soit prolongeable à
1 X B" est que h soit prolongeable à 1 X B" c {ï x B)^1.
Soit v l'injection I X B71 -> I X B. On rappelle (cf. [2])
que V(S1 ̂ x ) = ï(— l)1 (^ ... s, . . . 5oS1, ^) (^ e B^, ;r non
dégénéré) et que

f (s^ ... Si . . . So^1? ^i^) == 0 si i =7^ 0, S1 <2> rc si i === 0.

Comme c"4"1^) (^ ... Si ... «o? six) == 0 si i < 0 d'après
16. 2. et 17. 1, et que ^+1 y^1 ^ft+l (y^c^1 (g,)) == 0
(puisque <pe est une zéro cochaîne), on en déduit que

^n+l yn+l ^n)-l ^n ̂ ^ g^ h) = (—— l)^1 ^+1 C^1^^.

Donc si d^go gi ; h) = 0, ^n+l c"4-1^) = 0 ce qui entraîne
d'après 16. 2. et 16.4. que h est prolongeable à I X B". Réci-
proquement si ^n+l ^(Â) == 0, (^"-^"(go^i;^) e Ker^4-1/'^1.
Or si y 6 Ker ^n+l /tft+l, ^(â10 a;) = 0 pour a; e B^, x non dégé-
néré. Donc (X71)"'1 rf" (go? gi î h) est nulle car cette cochaîne est
nulle sur dj^^x pour xeîîn+i, x non dégénéré et sur ^^x,
x e B^, ^ non dégénéré.

REMARQUE. — II résulte de la démonstration, que si k est
connue sur un sous-ensemble simplicial B' c B,

d^ gi ; h) e Hor^ ((0,0)5, ^o) (B, B').

17. 9. PROPOSITION. — Si go et gi sont deux sections sur le
n-squelette homotopes rel B°, on a cn'^l{go) == cn+l(g^).

Démonstration. — Soit x : I + B" -> E Phomotopie donnée,
et soit h : (I X B)'1 ->- I X E la section construite à l'aide de x
comme dans 17. 1. D'après 17. 8 on a d" (go, gi ; h) = 0, donc
d'après 17.7. c714"1 (go) = rc714"1 (gj. Mais x étant une homo-
topie rel B°, T est l'identité. C.Q.F.D.

17. 10. PROPOSITION. — dn(go, gi; h) ne dépend que de
^golB^-^IB—.

Démonstration. — Soit x' une autre homotopie prolongeant k,
et /i' la section correspondante.
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D'après 2. 5, il existe une application K : I x I x B " — > - E
telle que :

K(a, 0, x) = %(a, x} a e I, x e B"
K(a, 1, x) = x'(a, a;), a e I, x e B"
K(a, p, y) =/c(a, y) a , p e I , y e B » - '
^K(a, p, a;) = x, a, ? e I, x e B"

on définit alors une application H : Ï X 1 X B" -̂  1 X E en
posant

H(a, P, a;) == a, K (a, (î, a-) pour ? 6 I,
(a ,a ; )e(I X B)» — s,d^1 X B"

H(a, p, a;) = a, g. (a;) pour (3 e I, (a, a;) e ̂ oâ1 X B"
H est une homotopie (par rapport à la deuxième variable) :
h ~ h' rel 1 X B»-1.

Donc, pour n > 1, c"+1 (A) = c"+1 (h') d'après 17. 9.
C.Q.F.D.

REMARQUE. — Puisque rf"(go> gi ; ^) ne dépend que de A,
on écrira désormais dn(go, g^ ; k) au lieu de d'1 (g^, g^', h).

17. 11. Le cas où go|B'-1 = gi|B'-1.
Si A" est rhomotopie 1 X B"~1 —> E donnée par

A-(a, a;) = go^) = gi(^) pour a e I, a; s B"-1,

on pose "̂ (go, gi) = ^" (go, gi ; ̂ )-
Soit Ga, : A[n+ 1] —> E l'application définie par

G^»+i==(goo.r)S»
GAâ'•+l==(gloai)ân

G^»+1 = (g o a;)5o^-i§'' pour / > 1
(a;eB,, x non dégénéré, g = go|B'—1 == gi)B'1-1).

Le diagramme commutatif
(I X 0,+,) u (1 x À[n + 1])———-E

"̂  ^ IP
I X À [ n + l ] ^^-^B

où la flèche supérieure désigne l'application égale à Ga;
sur 1 X À[yi+ 1] et à g(d^ . . . dnx) sur 1 X 0,+i
permet d'appliquer 2. 3 : on obtient une homotopie D :
1 X À[n + 1] -> E et D o e, : (Â[n + l], 0^) -^ (F,,, g(^))
OÙ XQ = (i^ . . . dnX.
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On voit facilement que la classe d'homotopie de D o gç est
égale à d(go, gi) (a;). En particulier cette classe est indépendante
de Phomotopie D qui prolonge G^. Il revient au même de
définir d(go, g) de la manière suivante : (cf. 16. 3 a). Soit
x*G l'application À[n + 1] -> x*E définie par:

^G(^>+1) = yg^) = (^ go(o:))
^G(^1) = xg^) = (S-, g,(x))

et pour / > 1

^G(^+1) == î M-̂ ) = .ô , ^y-^.

Soit D une homotopie : 1 x ^E -^ 5*E stationnaire sur 0^,
qui prolonge l'identité au-dessus de co^. Alors rf(go, gi) (x) est
la classe d'homotopie de QoDo£o o ^*G où Q est l'application
canonique x*E —> E.

17. 12. PROPOSITION. — Soient go? gi? ^2 trois sections sur
B71 ÇMI coïncident sur B"-1. On a:

d(go, g2) = d(gQ, gi) + d{g^ gg) (n > 1).
Démonstration. — Soit G^ l'application ^*G fabriquée avec

les sections g^ et g^. Soit G : À [ n + 2 ] - ^ E l'application
définie par
G(^ora+2) = Go,W+1) , == 0, . . . , n + 1
G(d^2) = GoiW+1) , = 0, . . . , n + 1
GW^2) == Gi2^^ i = 0, . . . , n + 1
G^ô^2) == ̂ ^g^-^) ̂ ft+l i = 0, ..., n + 1, / > 2.
on vérifie sans peine que

G(^ ... rf^S^2) = ̂ W . •. W == <?o^)
appliquons la proposition 4.5. à Q o D o ^ o G : on obtient le
résultat cherché.

17.13. PROPOSITION. — Soit oeJïom^C^, ^o) (B, id); il
existe une section g^ définie sur le n-squelette de B telle que
gilB^ = golB-1 et que d(g,, g,) = 9.

Démonstration. — Soit x c= B^, x non dégénéré, a;o = rfi ... rf^,
soit y une application (À[n + l], 0,+<) (F^, go(o;o)) dans la
classe de î(a:)eir,(F^ go(^o)).
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Soit Y = ( 0 X À [ n + l ] ) u ( l X A^n+l])^! X 0,+0.
On pose :

H(0, (3) = y((î), [ î e À f n + l ]
Hfl S^-S^ si P-^714-1

^^'"fgo^-^ si (3=^+1 />0
H(a, On+t)= g(^o) a e I, rro = d, . . . ĉ .

Le diagramme :
Y H . E

^t ~ l?
1 X Â [ n + l ] ^^-SB

est commutatif donc H est prolongeable à K î I x A ^ + l j - ^ E
(2. 4. lemme 3). On pose alors G., == H o £„ g,{x} = G^^S^1).
gi est une section qui coïncide avec go 8ur B71^1 et d(go? g\) = 9
d'après 17. 8.

COROLLAIRE. — 5i c714'1 (go) et a sont deux cocycles cohomo-
logues, il existe une section g^ sur le n'squelette telle que (i)
golB"-1 = g.lB"-1, (ii) o = <;'•+« (g.) (n > 1).

17. 14. Soit f: A -> B une application. Si go e!' gi sont deux
sections B" -> E, homotopes sur B"""1 par une homotopie k,
f*gQ et f*gi sont deux sections A" -> /""E homotopes sur
A.n^i par l'homotopie,

r/c(a, a) = (a, /c(a, f(a))) (a e I, a e A-i).
Désignons par f l'application Hon^^^v, ^o) (A f, id).

pRoposmoN. — ^(fgo, rgi; r^) = r^ (go, gi; ̂ •
C'est évident, compte-tenu de 16. 4. et du fait que toutes

les transformations utilisées pour définir rf71 sont naturelles sur
.ÏB ou ̂  B.

18. — Les théorèmes sur l'obstruction.

18. 1. La classe obstruction. — Soit g une section sur B"
cn'}~l(g) est un cocycle On désigne par ^^(g) la classe de
cohomologie de cn^l(g).

Conformément aux notations du § 15 et de 13. 2 b on a
c^(g) e H»-^ (B, £?").
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18. 2. THEOREME. — Soit g une section sur le n-squelette
de B. La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une
section g' sur B" telle que g'IB"-1 == g\B11-1 et que g' soit
prolongeable à B^2 est que ^^(g) = 0 (n > 1).

Démonstration. — La condition est nécessaire :
cn^(g)-cn^)=Sd(g,gf)

d'après 17,7 et c^g') = 0 d'après 16.2 donc cn+l(g)=0.
La condition est suffisante : si c^g) = 0, c"-^ (g) et 0 sont deux

cocycles cohomologues. Donc il existe une section g' sur B"
telle que g'IB"-! = g^^ et c^g') = 0 d'après 17.10,
donc g' est prolongeable à B"4-1 d'après 16. 2.

REMARQUE. — Si g est une section sur B" u B' (B' c B), il
résulte de la remarque 16. 2 que c^g) e H714-1 (B, B'; 3?») et'de
la remarque 18. 7. que le théorème 18. 2. s'appliquent donne
une condition nécessaire et suffisante pour que gIB""1 soit
prolongeable à B714-1 u B'.

18. 3. Classe différence. — Soient go et gi deux sections
B -^ E, et k une homotopie golB"-1 ~ gJB"-1. Comme d'après
16. 2 c^^go) et c'+^g) sont nuls, 17. 7. montre que rf(go, gi;/c)
est un cocycle. On désigne par d (go, g; /c) la classe de coho-
mologie de rf(go, gi; /c). C'est un élément de H^B, 3o).

18. 4. THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante
pour qu'il existe une homotopie k' : go|B" — gJB" telle que
/c'|I X B"^ =k\ïx B^ ̂  que rf(go, g, /c) == 0 (n > 2).

La condition est nécessaire. — S'il existe une homotopie k '
ayant les propriétés exigées, d" (go, gi ; /c') = 0 d'après 17. 8.
Désignons par A' la section fabriquée avec /c' de la même
manière que h avec /c. Comme /c'|I X B"-2 == k\ï X B"-2, un
raisonnement analogue à celui du 17. 9 montre qu'il existe
une homotopie

H : h\(ï X B)^ ~ A'KI x B)"-! rel 1 X B^2.
Donc ^(go, gi ; /c) — ^(go, gi ; /c') = X^^^c^1^) — ̂ +1^'))

= ̂ V71^^^, A'; H) == o^^V^ (A, A'; H) d'après 17. 7. et
17.5. Donc^(go, gi; /c)==0.

La condition est suffisante. — Comme V* induit un isomor-
phisme en cohomologie cf. 9. 9., ainsi que X*, rf"(go, gi ; k) = 0
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entraîne que c"4'1^) = 0. D'après 18. 2. il existe alors une
section A' sur (I X B)^1 égale à h sur (I X B)'1"1, donc une
homotopie k ' : go^ ~ gilB" égale à k sur 1 X B"-2.

REMARQUE. — Si k est une homotopie
go|B^ u B'~ gJB"-1 u B',

on voit comme dans 18. 2. que d(go, gi ; k) e H" (B, B' ; *î) et que
le théorème 18. 4. donne une condition nécessaire et suffisante
pour que A*|I X B"""2 soit prolongeable à 1 X B" u B'.

18. 5. Le cas n = 0.

THÉORÈME. — Si Tto(F) == O? toute section sur B° est prolon-
geable à B1; réciproquement, si Bi contient un 1-simplexe ?
(^ çue dop =^= dip, ^ 51 toute section sur B° ̂  prolongeable à
BI, TTo(F) = 0.

Démonstration. — Le théorème direct est un cas particulier
de 16. 2. Réciproquement, soient i/o et y, deux sommets de
F^c, z un sommet de F^. Il existe un 1-simplexe y et un
1-simplexe y' tels que diy = yo d^y = z, ^y' = yi do!/' = z;
puisque (E, p, B) est fibre, il existe un 2-simplexe (T de E tel
que d^ == y', d^s = y, po- = 5o^. Donc dg^ e F^s est un 1-sim-
plexe d'extrémités yo et î/i.

18. 6. Le cas n == 1. Si ^i(F) est commutatif, la théorie
précédente est encore valable. Dans le cas contraire, on définit
le « cobord » dans Hom1 (C^B, ̂  par la formule :

(§9) \x) = f(d,x) + fi<(p) y(^) - y(^)

(pour rc e Bg, p == ^2^)-
Si go et gi sont deux sections sur B1 qui coïncident sur B°,

on définit cP(go? gi) directement par le procédé explicite de
17. 8, et on vérifie que :

^(p) ^(go, gi) (^) + W [x) = - ̂ (go, gi) (^)
+ ^(go) (^ + ̂ (go, gi) (dî ), (.̂  <= B^, p = ̂ .r).

On en déduit immédiatement le :

THÉORÈME 1. — Soit g une section sur le 1-squelette de B.
La condition nécessaire et suffisante pour qu^il existe une section
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g' sur B1 telle que g'|B° = g|B° et que g' 501^ prolongeable à B2

^( çue (^(g) soit un cobord.
Soient go et gi deux sections sur B et A* une homotopie

go|B°~gi|B°$ avec les notations de 17. 1. soit g\ = A- o q.

THÉORÈME 2. — L a condition nécessaire et suffisante pour
que k soit prolongeable à ï X B1 est que rf(go? ^i) = O*

18. 7. On a donc retrouvé, pour les fibres au sens de Kan,
tous les théorèmes classiques de la théorie des fibres au sens
de Serre dont la base est un C. W-complexe ([!]). Dans une
prochaine publication, on se propose d'appliquer ces résultats
à la décomposition de Postnikov d'un fibre et d'en déduire
entre autres quelques théorèmes énoncés sans démonstration
dans [15], et quelques propriétés de la seconde obstruction.
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