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RESUME. — Nous étudions I’exposant diophantien d’un point z d’une hypersurface quadra-
tique. Nous montrons notamment un analogue du théoréme de Thue-Siegel-Roth, ¢’est-a-dire
une formule pour ’exposant diophantien d’un point algébrique, et un analogue du résultat de
Kleinbock et Margulis sur 'extrémalité des sous-variétés non dégénérées de I'espace affine.

ABSTRACT. — We study the Diophantine exponent of a point x on a quadric hypersurface.
We show in particular an analogue of the Thue—Siegel-Roth theorem, that is to say a formula
for the Diophantine exponent of an algebraic point, and an analogue of the result of Kleinbock
and Margulis on the extremality of non-degenerate analytic manifolds in the of affine space.

1. Introduction

Suivant une terminologie introduite par Minkowski au début du XX si¢cle, on
appelle aujourd’hui « approximation diophantienne » 1’étude des approximations
rationnelles des points irrationnels d'un espace. Traditionnellement, on cherche a
approcher un point x € R" par un point rationnel v = % € Q", et pour évaluer la
qualité de I'approximation, on compare la distance d(z,v) au dénominateur ¢ de
I’approximation rationnelle.
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Lorsque le point z est choisi sur une sous-variété X fixée dans R™, on parle d’ap-
proximation diophantienne sur les sous-variétés. Si de plus on ne s’intéresse qu’aux
approximations rationnelles qui appartiennent & X, on parle d’approximation dio-
phantienne intrinséque. Cela permet de distinguer ce probleme de celui de I'approxi-
mation diophantienne par des points de I’espace ambiant R™, non nécessairement
dans X . Notons toutefois que ces deux problemes sont reliés : par exemple, lorsque la
variété X est une hypersurface quadrique rationnelle, il est facile de voir que si x € X,
tout point rationnel % tel que d(z, %) < ¢~?*¢ doit appartenir & X, si ¢ est assez
grand. L’utilisation de cette observation élémentaire par Drutu [Dru05] pour obtenir
un analogue du théoreme de Jarnik sur les quadriques a d’ailleurs certainement
participé au regain d’intérét récent pour ces problemes d’approximations diophan-
tienne intrinseque. Ainsi, a ’aide des outils de la dynamique homogene, Kleinbock
et Merrill [KM15] ont pu montrer que plusieurs théoréemes classiques d’approxima-
tion diophantienne — théoremes de Dirichlet, de Khintchine, etc. — admettent des
analogues naturels pour 'approximation intrinseque sur la spheére unité dans R",
et ces résultats ont méme été généralisés dans [FKMS22] pour s’appliquer & une
hypersurface quadrique rationnelle quelconque.

Nous voulons ici poursuivre leur étude, en abordant en particulier deux cas : celui
ot le point = dans la quadrique X est & coordonnées dans le corps Q des nombres
réels algébriques, et celui ou x est choisi aléatoirement sur une sous-variété analytique
strict de X. Cela nous meénera a énoncer et démontrer deux résultats, le premier est
un analogue du célebre théoréeme de Roth [Rot60] sur 'exposant d’approximation des
points algébriques par les rationnels, et le second s’inspire des résultats de Kleinbock
et Margulis [KM98] sur l'extrémalité des sous-variétés non dégénérées de R”.

Les premiers résultats d’approximation diophantienne sur les quadriques ont sou-
vent été énoncés pour les hypersurfaces quadriques affines. Cependant, pour notre
approche, il est mieux adapté de se placer dans un cadre projectif, ce que nous ferons
donc dans tout cet article. Les deux cadres sont essentiellement équivalents.

Soit F' une forme quadratique rationnelle sur R?, et X C P! la quadrique
associée :

X ={zeP"|F(z)=0}.

Sur I'ensemble X (Q) des points rationnels de X, on dispose de la hauteur induite
par la hauteur usuelle sur P*1(Q) : si v € P41(Q) a pour coordonnées homogenes
[v1 1+ 1 vy], avec v; € Z et pged(vy, ..., vg) = 1, alors

H(v) = max, |vi] -

Nous munissons aussi X (R) de la distance induite par P4~1(R) :

|z Ayl
d(z,y) = -
]| |yl

Dans cette formule, la norme considérée sur R? est celle de la structure euclidienne
canonique, et dans le membre de droite, nous avons noté abusivement x et y pour
des représentants dans R? de z et y. Nous supposons en général que X (Q) est dense
dans X (R), et définissons 1’ezposant diophantien d'un point = € X (R) par
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Approximation diophantienne sur les quadriques 1011

B(x) :inf{ﬁ>0‘ﬂc>O:VU€X(Q), d(z,v) >CH(U)_5}.

Si 'ensemble de droite est vide, ce qui est le cas par exemple lorsque x € X (Q),
on pose f(x) = 4o00. Le théoréme suivant, dii a Fishman, Kleinbock, Merrill et
Simmons [FKMS22] donne la valeur minimale de 1’exposant [3(z) pour z € X(R),
et montre que cette valeur est atteinte pour presque tout point dans X (R) pour la
mesure de Lebesgue.

THEOREME 1.1 (Fishman-Kleinbock-Merrill-Simmons). — Soit F' une forme
quadratique rationnelle sur R, et X la quadrique associée. On suppose que X (Q)\
ker F' # &. Alors,

(1) pour tout x € X(R), f(x) > 1;
(2) pour presque tout x € X(R), f(z) = 1.

Le but de cet article est d’étudier I'exposant S(x) dans les deux cas suivants :

e 1 est un point algébrique de X, i.e. admet des coordonnées homogenes dans
un corps de nombres ;

e 1 est choisi aléatoirement sur une sous-variété analytique M de X.
Notre premier théoréme est un analogue pour les quadriques du théoreme de Thue—
Siegel-Roth, qui donne en particulier une condition nécessaire et suffisante pour
que du point de vue de I'exposant diophantien, un point algébrique x se comporte
comme un point choisi aléatoirement pour la mesure de Lebesgue. Rappelons qu’un
sous-espace W est dit totalement isotrope pour une forme quadratique F sur R?, si la
restriction de F' a W est nulle. Si X = {F = 0} C P! est la quadrique associée a F,
les sous-espaces projectifs totalement isotropes de X sont les sous-espaces projectifs
inclus dans X . Ci-dessous et dans toute la suite, on note Q C R le corps des nombres
algébriques réels.

THEOREME 1.2 (Exposant d'un point algébrique). — Soit X une quadrique ra-
tionnelle dans P4~'. Si x € X(Q) n’'est inclus dans aucun sous-espace projectif
rationnel totalement isotrope, alors p(x) = 1. Plus généralement, pour tout x dans
X(Q), ,

K
ou k, est la dimension minimale d’un sous-espace projectif rationnel totalement
isotrope contenant x. (Par convention, on pose k, = +oo s’il n'existe pas de tel

sous-espace projectif contenant x.)

Lorsque X est une sphere, un sous-espace totalement isotrope est toujours réduit
a un point, donc k, = 400 pour tout x irrationnel. La formule pour ’exposant est
donc particulierement simple dans ce cas.

COROLLAIRE 1.3 (Théoreme de Roth pour la sphere). — Pour tout point x

irrationnel dans S™(Q), f(z) = 1.

Nous nous tournons maintenant vers la situation ou le point x est choisi aléatoi-
rement sur une sous-variété analytique M dans X (R). La variété M sera toujours
munie de la restriction a M de la mesure de Hausdorff en dimension m = dim M,
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que nous appellerons parfois « mesure de Lebesgue sur M ». Le théoreme ci-dessous
découle d'une observation plus générale de Kleinbock [Klel0] sur le taux de fuite
des orbites diagonales dans I'espace des réseaux. Nous en donnerons néanmoins la
démonstration a la partie 5.

THEOREME 1.4 (Exposant d’une variété analytique). — Soit X une quadrique
rationnelle dans P?~1, et M une sous-variété analytique connexe de X (R). On note
B(M) = inf, c o 5(x). Alors, pour presque tout x dans M,

Blx) = B(M).

On remarquera que cette observation de Kleinbock, combinée avec le théoréme
ci-dessus pour les points algébriques, donne déja une formule pour I'exposant d’un
point choisi aléatoirement sur une sous-variété analytique M dont I'adhérence de
Zariski est définie sur Q.

THEOREME 1.5 (Exposant d’un ensemble algébrique défini sur Q). — Soit X une
quadrique rationnelle dans P4~! et M une sous-variété analytique connexe de X (R).
Si M n’est incluse dans aucun sous-espace projectif rationnel totalement isotrope,
alors pour presque tout x € M, [(x) = 1. Plus généralement, si I'adhérence de
Zariski de M est définie sur Q, alors, pour presque tout x € M,

Ba) =1+ .
km
ou kpq est la dimension minimale d’un sous-espace projectif rationnel totalement
isotrope contenant M.

Le second objectif de cet article est d’obtenir une formule pour I'exposant presque
str B (M) d’une variété analytique qui n’est pas nécessairement définie sur Q. Bien
stir, cette formule met en jeu certaines propriétés diophantiennes de M. Pour 1’énon-
cer, nous aurons besoin d’une hauteur sur l’ensemble des sous-espaces rationnels
projectifs de P?~1. Celle-ci généralise la hauteur usuelle sur P*~1(Q) et se définit a
partir du plongement de Pliicker ; nous renvoyons a la partie 6 pour plus de précisions.
Etant donnée une partie S de X(R), et i € {1,...,d}, nous pouvons alors définir le
i-eme exposant diophantien de S de la facon suivante :

S ; de¢>0:V W totalement isotrope rationnel
i =1 >0
filS) = in {B de dimension i, d(S,W) > cH(W)_B}
Dans 'égalité ci-dessus, d(S, W) = sup, o g d(z, W).

Remarque 1.6. — Si S = {x}, I'exposant [y(z) n’est autre que I'exposant dio-
phantien () défini au début de cette introduction. Par ailleurs, si S n’est inclus
dans aucun sous-espace totalement isotrope de dimension i, alors 3;(S) = 0. Plus

généralement, on se convainc sans peine que les exposants (3;(.S) ne dépendent que
du plus petit sous-espace totalement isotrope W contenant S'; c¢f. lemme 6.5.

THEOREME 1.7 (Hérédité et formule pour 'exposant). — Soit X une quadrique
rationnelle dans P41, et M une sous-variété analytique connexe de X(R). Si M
n’est incluse dans aucun sous-espace projectif totalement isotrope, alors

BM) = 1.
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Plus généralement, si Wy, désigne le plus petit sous-espace totalement isotrope
contenant M, alors I'exposant (M) est donné par la formule

~ B (¢ +1)Bi(Wr)
B(M) = max <1’0<12§1 1 +Z61(WM) ) ‘

En particulier, B (M) est entierement déterminé par le sous-espace Wpy.

Exemple 1.8. — Dans le cas on M = {z} est réduite a un singleton, on a par
définition S({z}) = Po(z). Nous verrons dans la démonstration de la proposition 6.1
ci-dessous que pour chaque i > 1, fo(z) > % Le théoréme est donc trivial
dans ce cas.

Exemple 1.9. — Si M n’est pas réduite a un singleton, le maximum dans la

formule pour B (M) n’est pas nécessairement atteint pour ¢ = dim Wy,. Par exemple,
si M est une droite projective prise aléatoirement dans un plan rationnel totalement
isotrope fixé, on vérifie aisément que fy(M) = 0, 51 (M) = 3/2, et f2(M) = 0.
Donc le maximum est atteint pour i = 2, et (M) = 2. En revanche, si M est une
droite projective rationnelle, alors 5y(M) = 0 et $; (M) = oo, donc le maximum est

atteint pour i = 1, et S(M) = 2.

N —~

Comme corollaire de ce théoreme, on peut affaiblir 'hypotheése du théoreme 1.5
sur les sous-variétés définies sur Q : il suffit de supposer que le plus petit sous-espace

totalement isotrope contenant M est défini sur Q.

COROLLAIRE 1.10. — Soit X une quadrique rationnelle dans P4~! et M une
sous-variété analytique connexe de X (R). On suppose que le plus petit sous-espace
totalement isotrope contenant M est défini sur Q. Alors, pour presque tout x € M,

1
km
ou kpq est la dimension minimale d’un sous-espace projectif rationnel totalement
isotrope contenant M.

Les résultats énoncés ci-dessus sont tous démontrés a 1’aide de la correspondance
mise en évidence par Kleinbock, Merrill, Fishman et Simmons [KM15, FKMS22]
qui relie 'exposant diophantien d’un point x € X(R) au comportement asympto-
tique d’une orbite diagonale bien choisie dans l'espace des réseaux. Par ailleurs,
pour étudier les propriétés diophantiennes des points algébriques, nous utiliserons
une interprétation du théoreme du sous-espace de Schmidt en termes d’orbites dia-
gonales dans l'espace des réseaux tirée d'un travail en commun avec Emmanuel
Breuillard [BdS21], mais dont nous donnerons ici une démonstration alternative.
Enfin, le théoreme 1.7 se démontre en suivant la méthode utilisée par Kleinbock
dans [Kle08] dans son étude des exposants diophantiens des sous-espaces, une fois dé-
montré un énoncé de non divergence quantitative adapté au groupe orthogonal d’une
forme quadratique, le théoreme 4.1 ci-dessous. Nous insistons sur le fait que dans
cet énoncé, les hypothéeses ne concernent que les sous-réseaux totalement isotropes
de Z4, ce qui est crucial pour I'application au théoréme 1.7. Ce point important

TOME 5 (2022)
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empéche de déduire le résultat des énoncés de non divergence de Kleinbock et Mar-
gulis [KM98, Kle08], et méme, leur démonstration ne semble pas s’adapter. Nous
démontrons donc ce théoreme a la partie 4 avec une approche sensiblement diffé-
rente, qui peut aussi donner une autre démonstration des résultats de Kleinbock et
Margulis pour GL,4, exposée en détail dans [dS].

2. Orbites diagonales dans I’espace des réseaux

Nous exposons dans cette partie la « correspondance de Dani » pour les quadriques,
qui relie 'exposant diophantien f(x) d’un point x dans X (R) au taux de fuite
d’une certaine orbite dans I’espace des réseaux de R?. Cette correspondance a été
démontrée par Kleinbock et Merrill [KM15] dans le cas de la spheére, puis par Fishman,
Kleinbock, Merrill et Simmons [FKMS22] pour une quadrique générale.

Comme précédemment, F' est une forme quadratique rationnelle sur R?, et X la
quadrique associée dans P4~!. Pour éviter des cas dégénérés, nous supposerons en
général que X (Q)\ ker F' est non vide, de sorte que dans une certaine base rationnelle
(€i)1<ica de R? 1a forme quadratique F peut s’écrire

F(ml, ce l’d) :2I1$d+G(l’2,...,xd_1),

olt G est une forme quadratique rationnelle sur R4~2

Par le théoreme de Witt, si x est un point de X \ ker F', il existe un élément u,
dans le groupe orthogonal O(F) tel que u, - © = [e1]. On consideére alors un flot
diagonal (g¥);~ ¢ défini dans la base (e;)1<i<a par

gy = diag (e_t, 1, ..., 1, et) Uy

On rappelle qu'un réseau dans R? est un sous-groupe discret de rang maximal ; et
que la systole d'un réseau A est par définition

M(A) = min {fjof} 5 v e A\N{0}}.
Le tauz de fuite y(z) de l'orbite ¢g¥Z% dans 'espace des réseaux est
v(z) = inf{”y > O‘EI c>0:Vt>0, )\ (ngd> > ce’”’t}.

La proposition ci-dessous, due a Kleinbock et Merrill [KM15, Theorem 1.5] dans le
cas de la sphere, et a Fishman—Kleinbock-Merrill-Simmons [FKMS22, Lemma 7.2]
dans le cas général, permet d’obtenir I'exposant diophantien 5(z) a partir du taux
de fuite v(x).

PROPOSITION 2.1 (Correspondance de Dani pour les quadriques). — Soit F' une
forme quadratique rationnelle sur R? et X la quadrique associée dans P4~'. Pour

tout © dans X (R) \ ker F',

1
Bla) = ——-
1—(z)
Démonstration. — Nous suivons essentiellement D'argument présenté dans

[FKMS22, Lemma 7.2]. Dans cette démonstration, les constantes impliquées dans la
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notation de Vinogradov < et < peuvent dépendre de x. Pour: =1, ..., d, soit e; , =
u;te;. Si v est un vecteur de R?, on écrit

d
v=> ve,,
i=1
de sorte que pour t > 0, dans la base (€;4)1<i<d;
ety
v
(2.1) giv=1|
p(@-1)
ety(@

Supposons maintenant que pour 8 > 0, on ait d(x,v) < H(v)™?, pour v € X(Q)
arbitrairement grand. Nous identifions v a I'un de ses représentants primitifs dans
Z%. Alors,

maxs<i<d vg(j)

H(v) = ||v]], d(z,v) =

Y

[ v]]
et
0= F(U) = F(uxv) — 2“;(;)7)3(;@ e (vg(EQ)’ o U(d—l)) .

xr
Par conséquent,

2

’G (v(z)’ o Ug(cd—l))‘ 221??(1 ‘vg(j)

= < < ]| 72
2] o <1

Choisissant ¢ > 0 tel que e = ||v[|?, Iégalité (2.1) implique ||g¥v|| < e~1=%) Donc
(r) >1— .
N Z 27 B
Réciproquement, supposons que pour v > 0, on a ||gfv]| < e pour t > 0
arbitrairement grand et v € Z?. Comme F(v) = F(g®v) est un entier borné en valeur
absolue par e™"* < 1, on doit avoir F(v) = 0, donc le vecteur v correspond & un point
rationnel sur la quadrique X. De plus, par (2.1), [o(M] < e |pld)] L e+ et

v < e pour i =2, ..., d— 1. Cela montre que |jv|| < [v{V], d’ou |jv|| < eO=1!
puis
wo b0
d(z,v) =< == < JJol| 77
ol = el
Donc §(x) > #(x) O

La proposition ci-dessus a pour premier corollaire une borne inférieure sur I’expo-
sant diophantien d’un point quelconque de X (R); c¢’est ’analogue du principe de
Dirichlet pour 'approximation diophantienne dans P”. Pour un énoncé plus précis,
on renvoie le lecteur a [KM15, Theorem 4.1] ou [FKMS22, Theorem 5.1], d’ou ce
résultat provient.
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COROLLAIRE 2.2 (Principe de Dirichlet pour les quadriques). — Soit X une

quadrique rationnelle telle que X (Q) soit dense dans X (R). Alors, pour tout x €
X(R), B(z) > 1.

Démonstration. — D’apres la proposition 2.1, il suffit de montrer que (x) > 0.
Pour cela, on observe que le covolume du réseau gfZ? est indépendant de t. Le premier
théoréeme de Minkowski permet donc d’en majorer la systole, indépendamment de ¢,
ce qui implique en particulier que y(z) > 0. O

3. Le théoréme du sous-espace fort de Schmidt

A Daide de la correspondance expliquée & la partie précédente, nous démontrons
maintenant la formule pour ’exposant diophantien d’un point algébrique dans une
quadrique rationnelle.

Notre argument repose sur une version forte du théoreme du sous-espace de
Schmidt [Sch80, Theorem 3A, page 163], dont nous rappelons ’énoncé ci-dessous.
Etant donné un réseau A dans R%, les minima successifs A (A) < A(A) < --- <
Aq(A) sont définis par

Ae(A) =inf {\ > 0|rg(B(0,\) NA) >k},
ott I'on note rg(E) le rang linéaire d’une famille £ d’éléments de R.

Remarque 3.1. — Le premier minimum A;(A) est égal a la systole A\j(A) que
nous avons étudié a la partie précédente. Les notations sont cohérentes.

Dans la suite, R? sera muni de sa structure rationnelle canonique, et nous dirons
qu'un réseau A < R? est algébrique s’il admet une base constituée de vecteurs &
coordonnées algébriques dans R?. Les sous-groupes d’un réseau A seront appelés sous-
réseauzr de A ce sont des sous-groupes discrets de R, de rang non nécessairement
maximal.

THEOREME 3.2 (Théoréme du sous-espace fort de Schmidt). — Soit (a;);>o un
flot diagonal dans GL4(R) et A un réseau algébrique dans R?. Supposons qu’il existe
une sous-suite (t,),>o convergeant vers +oo, un entier k € {1,....d—1} et e >0

tel que pour chaque n, A\i(ay, A) < e \i1(ay,A). Alors il existe une sous-suite
(tn,)p>0 et un sous-réseau T < A de rang k tel que pour tout p, les k premiers
minima de a;, A sont atteints dans ay, T

Le théoreme du sous-espace fort permet de décrire le comportement asymptotique
des minima successifs des réseaux d’une orbite diagonale (a;A);~ o, lorsque A est un
réseau algébrique. Le théoreme suivant peut aussi se déduire directement de I’énoncé
usuel du théoreme du sous-espace de Schmidt, auquel il est d’ailleurs équivalent ;
cela est expliqué en détail dans [BdS21].

THEOREME 3.3. — Soit (a;);~o un flot diagonal dans GL4(R) et A un réseau
algébrique dans R?. Pour chaque i € {1,...,d}, la limite A; = lim, _, o 7 log A; (@A)
existe. De plus, si les indices iy < --- < i, sont choisis de sorte que

Alz"':Ail<Ai1+1:"':Ai2<"'<Ais+1:"':Ad7
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alors il existe un drapeau partiel 0 = Ty < Ty < --- < Ty.; = R? de sous-espaces
A-rationnels tel que pour chaque ¢ € {1,...,s},

o dim7) =iy,

e pour tout t > 0 assez grand, a, T, contient les i, premiers minima de a;A.

Pour la démonstration de ce théoreme, il sera pratique d’utiliser les puissances
extérieures de RY, notées AFR?, pour k € {1,...,d}. Rappelons que A*R? est un
espace vectoriel de dimension (Z) SiI={i; <---<ig} est une partie de {1,...,d}
a k éléments, on note

€er = €, /\/\6%
Les vecteurs e;, avec I C {1,...,d} et |I| = k, forment une base de A*R?, et I'on
munit A*R? de I'unique structure euclidienne telle que (e;); soit orthonormée.

Si W est un sous-espace vectoriel de R, nous dirons qu'un vecteur w de A*RY
représente W s'il existe une base (vq,...,vy) de W telle que w = vy A -+ A vg. Tous
les vecteurs représentant un sous-espace W sont colinéaires, et cela permet de définir
le plongement de Pliicker de la grassmannienne Grass(k, d) des k-plans de R? dans
'espace projectif P(AFR?).

Si A est un sous-groupe discret de R?, nous dirons qu’un vecteur w représente A
s’il existe des vecteurs vy, ..., vy telsque A =Zv1 B --- B Zvp et W = v A -+ A .
Si w représente A, la direction de w donne le sous-espace vectoriel W, engendré par
A, tandis que la norme de w est égale au covolume de A dans W) :

||w|| = covoly, (A).

En particulier, au signe pres, il existe un unique vecteur qui représente A. Ce forma-
lisme permet de définir le taux de dilatation d’un sous-espace par un flot diagonal
de la fagon suivante.

DEFINITION 3.4 (Taux de dilatation d’un sous-espace). — Soit (a;);~o un flot
diagonal dans GL4(R). Si W est un sous-espace de dimension k dans R?, représenté
par un k-vecteur w, le taux de dilatation 7(W) de W par le flot (a;) est le logarithme
de la plus grande valeur propre apparaissant dans la décomposition de w selon les
espaces propres de a;.

Remarque 3.5. — Le taux de dilatation de W s’obtient aussi simplement comme
une limite :

o1
T(W) = tlggo i log ||a;wl|| .
Par conséquent, si A = Zv; & - - - @ Zvy, est un réseau dans W, alors
covoly,w (a:\) =¢ 5 T (W)+o(1))

Démonstration du théoréme 3.3. — Pour i = 1,...,d, posons
1
A; = lim inf n log A; (a:A) .
On définit les indices g, %1, - .., %, ts11 Par o = 0, 1541 = d et

Alz"':Ail<Ai1+1:"':Ai2<"'<Ais+1:"':Ad-

TOME 5 (2022)



1018 N. DE SAXCE

Nous allons montrer par récurrence sur k € {0, ..., s} la propriété suivante : il existe
un drapeau partiel 0 = Ty < 177 < --- < T}, de sous-espaces A-rationnels tel que
pour chaque ¢ € {1,... k},

o dim7) =1iy;

e pour tout ¢ > 0 assez grand, a;,T; contient les i, premiers minima de a;A ;

e siiy_y <i < iy, alors limy; _, o %log Ai(aA) = A;, = @) —r(Tiy)

te lp—ip_1
De plus, pour tout i < 7, limy_. %log Ai(aA) = A;.

Pour £ = 0, la propriété est triviale. Supposons donc la propriété vraie pour
k—1, avec k € {1,...,s+ 1}. Soit (t,) une suite qui tend vers 'infini telle que
A, = limilog A (ag, A). Posant ¢ = %(Aikﬂ — A;,), on a, pour n suffisamment
grand, \;, (a, A) < etn(Bipte) < ptn(Rip11-2¢) e "\, +1(ar, A). D’apres le théoreme
du sous-espace fort, il existe un sous-espace A-rationnel T}, de dimension iy, tel que le
long d’une sous-suite de (t,), les i premiers minima de a;, A sont toujours atteints
dans ay, 7.

Par hypothese de récurrence, on a, pour ¢ < k, si ip_1 < i < iy,

1
lim o log A; (ar,A) = A,

n

et par définition de (¢,) et des indices i1 et i,

1 1
lim - log \i, (at, A) =N, =---=A;_, 11 =lim - log \i, 41 (a,A) .

Comme a;, T}, contient les 7, premiers minima, cela implique

k
tn Y (ie—ig—1)Ni,+o(tn)

d’ou l'on tire

Mais d’apres I'hypothese de récurrence, 7(Ty_1) = Z?;ll (i¢ — 1p—1)N;,, et donc
T(Tk) — T(Tk_l)
U — k-1
Comme I’hypothese de récurrence implique Ty < Tk, le second théoreme de Min-

kowski appliqué dans a;T}, donne, pour tout ¢ > 0 assez grand,

covol (a;Tk)
A AN (A _
B R T R 77
<exp [t(7(Th) = 7 (Tx1)) + o(t)].
Avec (3.1), cela montre qu’on doit avoir, pour chaque i € [ix_1 + 1, 1],

Ai = lim 115 log )\Z(atA) _ T(Tk> - T(kal) .

U — lp—1

(31) < Alk == Aik—1+1‘

Pour € = %(Aikﬂ —A;,), pour t > 0 assez grand, le sous-réseau a;(7 N A) contient

Aik +e)

ir vecteurs linéairement indépendants de norme inférieure & el , et comme
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A1 > A, + 2e, tout vecteur de a;A hors de a;T) est de norme supérieure a
!X t28)  Cela montre que pour t > 0 assez grand, les i;, premiers minima de a;A
sont atteints dans a.7},. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 1.2 annoncé dans l'introduction.

Démonstration du théoréme 1.2. — Tout d’abord, pour tout = dans X (R), le
corollaire 2.2 montre que f(x) > 1. De plus, s’il existe un sous-espace projectif
rationnel totalement isotrope W contenant z, on peut simplement considérer les
approximations de x par des points rationnels quelconques de W : le principe des
tiroirs de Dirichlet appliqué dans W montre alors que (z) > 1 + dinllw. Par consé-
quent, on a toujours B(x) > 1+ é, et il nous suffira donc de démontrer ici I'inégalité
réciproque.

Supposons tout d’abord que le point € X(Q) est dans ker F. Comme ker F’
est un sous-espace projectif rationnel, on a alors, pour tout v € X(Q) \ ker F,
d(z,v) > H(v)~!. Par conséquent, toutes les trés bonnes approximations de x sont
dans ker F', et 5(z) est égal a 'exposant diophantien de x dans le plan projectif ker F'.
La formule désirée est donc un corollaire classique du théoreme du sous-espace de
Schmidt, pour lequel nous renvoyons a Schmidt [Sch80, Corollary 1CJ.

Nous supposons donc maintenant x & ker F'. Par la proposition 2.1, I'exposant de
x est donné par

o
1)

ott v(z) est le taux de fuite du flot g*Z? dans l'espace des réseaux. D’apres le
théoréme 3.3, il existe un sous-réseau T} de rang i; dans Z? tel que pour t > 0
suffisamment grand, les ; premiers minima de g*Z? sont atteints dans ¢g*7T;. De plus,
pour tout € > 0, pour tout ¢ > 0 suffisamment grand,

plx)

(3.2) ) o (grz) <o (grze) < ),

Comme le flot diagonal considéré est a;, = diag(e™%, 1, ..., 1,¢€"), le taux de dilatation
7(T1) ne peut prendre que les valeurs 0 et —1.

Si 7(T1) =0, alors y(z) =0et f(z) =1< 1+ é Notons que dans ce cas, vues
les observations faites au début de cette démonstration, x ne saurait appartenir a
un sous-espace totalement isotrope rationnel, et donc k, = +oc.

SiT(Ty) = —1, alors y(z) = %, et donc B(z) = 1+ ;—;. Nous allons voir que 7 est
un sous-espace totalement isotrope. En effet, pour ¢ > 0 suffisamment grand, (3.2)
montre qu’il existe une base (uy, ..., u; ) de TyNZ? telle que pour chaque i, || g¥u;|| <

e_t(%_a). Comme F est rationnelle, F'(u;, ;) est un rationnel a dénominateur borné,
et nécessairement, en prenant ¢ > 0 assez grand F'(u;, u;) = F(gfu;, gfu;) =0,ie. Ty
est totalement isotrope. Le sous-espace T3 est contracté par gy, donc u,7) contient
la droite [e1] engendrée par le premier vecteur de la base canonique; de maniére
équivalente, * = wu, '[e;] appartient au sous-espace projectif totalement isotrope
P(T}). Par suite, k, <i; — 1, d’ou f(z) =1+ “%1 <1+ i O
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4. Non divergence pour Op

Soit F une forme quadratique rationnelle sur R? et G = Op(R) < GLg(R) le
groupe de Lie réel des transformations linéaires de R? qui préservent la forme qua-
dratique Q. Nous noterons I' = Op(Z) le sous-groupe de G constitué des matrices a
coefficients entiers dans la base canonique de R?. Comme I est le stabilisateur de
Z% pour I'action de G sur I'espace des réseaux de R? on peut identifier G/T" & une
partie fermée de I'espace des réseaux de R? :

G/F:{gZd; gEG}.
En particulier, pour A dans G/T", les minima successifs de A sont définis par
Mi(A) =inf {\A > 0| rg(A N B(0,))) > i}.

Etant donné un parameétre K;, un espace métrique X sera dit K-Besicovitch
si pour toute famille de boules ouvertes B(a,r,), a € A, il existe une sous-famille
dénombrable (B(an, m))n en de multiplicité au plus K7 telle que A C U, en B(an, 7).
Si B = B(x,r) est une boule ouverte dans X et m > 1, nous noterons mB =
B(z, mr). Une mesure borélienne v sur X sera dite Ky-doublante si pour toute boule
ouverte B C X, v(2B) < Kyv(B). Enfin, pour C,a > 0, une application f: X — R
sera dite (C, «)-réguliére pour v sur un ouvert U C X si pour toute boule ouverte
B C U et tout € €]0, 1],

c e
B).
SupazeBﬂSuppV |f(ZL’)|> V( )

Le but de cette partie est de démontrer le théoreme ci-dessous, qui est I’analogue
pour les groupes orthogonaux de [Kle08, Theorem 0.2]. Dans ce théoréme et dans
la suite de ’article, nous identifierons souvent un sous-réseau A = Zuv; @ - - - @ Zuvy,
de Z* au vecteur w = vy A --- A vy, qui le représente dans A*R?, unique au signe
pres. En particulier, le covolume de A dans I'espace vectoriel qu’il engendre s’obtient
comme la norme ||w]|.

V({weBIIf(w)\<€})<C<

THEOREME 4.1 (Non divergence pour Or). — Soit F une forme quadratique
rationnelle sur RY, et K1, Ko, Cy, o des paramétres strictement positifs. 11 existe des
constantes strictement positives C' et «, fonctions de K1, Ko, Cy, g et F' telles qu’on
ait la propriété suivante.

On suppose que X est un espace métrique K;-Besicovitch, v une mesure K-
doublante sur X, p €]0,1], h : X — G une application continue et B une boule
ouverte telle que 5B C X et pour tout k € {1, ..., d}, pour tout sous-réseau de Z*
totalement isotrope pour F, représenté par un vecteur w € AFZ? :

(1) x — ||h(x)w| est (Cy, ap)-réguliere sur 5B
(2) SupzeBﬂSupp v ”h(l’)WH 2 pk
Alors, pour tout € €]0, 1],

v ({x €eB ‘ A1 (h(x)Zd) < 5p}) < Cev(B).

ANNALES HENRI LEBESGUE



Approximation diophantienne sur les quadriques 1021

Remarque 4.2. — Si l’on se contentait d’appliquer le résultat de non divergence
quantitative [Kle08, Theorem 0.2], il serait nécessaire d’imposer la condition 2 & tous
les sous-réseaux w < Z?. Le théoréme ci-dessus montre qu’il suffit de considérer les
sous-réseaux totalement isotropes pour F, ce qui nous sera utile dans la suite.

Remarque 4.3. — 11 est nécessaire d’imposer ici p €]0, 1], car un supplémentaire
rationnel w de ker F' vérifie ||h(x)w|| < 1 pour tout = (noter que Op (R) préserve
le volume si F’ est non dégénérée), et contient donc, par le premier théoréme de
Minkowski, un vecteur de norme bornée. Ceci est & comparer a I’énoncé analogue
pour GLg4, ot 'on peut prendre p arbitrairement grand [dS, Theorem 2.2.1].

Pour parvenir a ce résultat, notre démonstration s’éloigne sensiblement de la
stratégie introduite par Margulis pour montrer ce type d’énoncé [Dan85, KM98,
Mar71]. Nous passerons par un résultat intermédiaire, le théoréme 4.5, ot 'hypothese
sur les fonctions x — ||h(z)w|| ne porte que sur les sous-réseaux totalement isotropes
de rang k fixé. Nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 4.4 (Minima et espaces isotropes). — Soit F' une forme quadratique
rationnelle sur R?, G = O le groupe orthogonal associé, et I' = G(Z). Il existe une
constante ¢ > 0 telle que pour tout A dans G/T, si (v;)1<i<k est une famille de
vecteurs de A tels que pour chaque i, ||v;]| < ¢, alors le sous-espace engendré par
(vi)1<i<k est totalement isotrope.

Démonstration. — Soit ) un dénominateur commun aux coefficients de F', et || F||
la norme de la forme bilinéaire F'. Nous choisissons ¢ > 0 tel que ¢?||F|| < Q7' 1l
suffit de vérifier que F(v;,v;) = 0 pour toute paire (v;,v;) de vecteurs de la famille.
D’une part, par notre choix de ¢, on a toujours |F(v;,v;)| < [|F|||lvillllvs]] < Q%
D’autre part, si on écrit A = gZ%, avec g € G, et v; = gu;, u; € Z%, alors, F(v;,v;) =
F(u;,u;) € Q*Z. Donc F(v;,v;) = 0. O

THEOREME 4.5 (Non divergence pour les sous-réseaux de rang k). — Soit F' une
forme quadratique rationnelle sur R?, G = O le groupe orthogonal associé, Cy, oy
des parameétres strictement positifs, et k € {1,...,d} fixé. On suppose que X est
un espace métrique Ki-Besicovitch, v une mesure Ky-doublante sur X, p €]0,1],
h : X — G une application continue, et B C X une boule ouverte telle que 5B C X
et pour tout sous-réseau w < Z% de rang k totalement isotrope pour F :

(1) x — ||h(x)w|| est (Cy, ap)-réguliere sur 5B
(2) SuprBﬁSuppu ||h(l’>W|| 2 pk
Pour € €]0,1] et M > 1, on pose

Alors,
v(A) < CiM* e u(B),
ol Cl = <2d)kK1K§)CO et a1 = %.
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Le point crucial de la démonstration est le lemme suivant, dans lequel tous les
minima jusqu’a Ay sont presque fixés.

LEMME 4.6. — Sous les hypothéses du théoréme précédent, notons ¢ > 0 la
constante donnée par le lemme 4.4. Soient p1, ..., px €]0,c[ tels que p; ... pp < eFp”.
Pour ¢ €]0, 1], on pose

Vi€ {l,... .k}, e2p < A (h(2)Z%) < pi

Ac(pry o pp) =o€ B hy (h(m)Zd) < EXpt1 (h@)zd)

Alors, pour tout € > 0 suffisamment petit,
V(AE (plv SR Pk)) < OQ&QQV(B)a
ou CQ = KIKSCO et Qg = %.

Démonstration. — Pour plus de lisibilité, nous noterons \;(z) = \;(h(z)Z?) et
S = Suppv. D’apres le lemme 4.4, il existe pour chaque x dans A.(py, ..., p) un
sous-réseau primitif totalement isotrope w, de rang k tel que ||h(z)w.|| < p1 ... px.
Soit. B, une boule ouverte centrée en x de rayon maximal tel que

Vye B, NS, [[h(y)w,] < E7Ipy. .. phe

Noter que par continuité de h, la boule B, est de rayon strictement positif, et
que B, C 3B et 2B, C 5B, car sup,cgns |M(y)Wol| = p* > e 2py ... pr. Soit
y € SNB,;NA. et w un sous-réseau de rang k non commensurable & w,. Les minima
successifs du sous-réseau h(y)w sont minorés par A(y), ..., \(y), et comme w
n’est pas commensurable a w,, le plus grand est minoré par \;11(y). Par le second
théoreme de Minkowski appliqué dans w, cela implique

[R(y)wl > e (Y)Ae-1(y) - - A (y)
et donc
At (y)
Ak(Y)

ce qui montre que w, = w,, et donc ||h(y)w,|| < p1 ... pr. Comme application y —

R (y)wl| > (W) - M(y) = e leripy . pp > |h(y)wal,

A (y) W, || est (Co, a)-réguliere sur 2B, et vérifie sup,cop g [|A(y)We | > E72p1. .. pry
on obtient

v(B,NA)

Par la propriété de Besicovitch, il existe une sous-famille dénombrable (B,,);en de
multiplicité au plus K telle que A. C U;en Bz, ce qui permet d’écrire

v(A) < S v (B, NA) < Cokoe® S v (B,,) < K1 K3Coe 2 v(B).

1€N 1€N

ANNALES HENRI LEBESGUE



Approximation diophantienne sur les quadriques 1023

Démonstration du théoréeme 4.5. — Pour chaque famille d’entiers m; € {0,...,
2dM —1},i=1,...,k, on pose

de sorte que

AyeC | Almem),
mi,...,mg

D’apres le lemme précédent, pour chaque (m;)1 <<,
(AL ) < Coseou(B),
et donc
v(Ape) < (2dM)FCye®2v(B)

ce qu’il fallait démontrer. O
Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 4.1.

Démonstration du théoréme 4.1. — Ici encore, on note Aj(z) = X\ (h(z)Z?).
Comme on peut toujours augmenter la constante C', on peut se contenter de démon-
trer 'inégalité du théoreme pour £ > 0 suffisamment petit.

I1 suffit de montrer que sous les hypotheses du théoréme,

(4.1) v ({x €B ’ e?p < \i(z) < 5p}) < Ce*v(B).
En effet, on aura alors, pourvu que € < %,

v({z € B| M(z) <ep}) < D v ({x €B ‘ 2" p < M(a) < €2mp})

m=>=0

<C Y &"v(B)
m=0
C

< mgal/(B).

Pour voir (4.1), nous allons nous ramener au théoréeme 4.5 avec pour parametres
M =2 et £2a. Posons s = dimker F. En appliquant les hypotheses du théoréeme au
sous-réseau w = Z? Nker F, avec 'égalité ||h(x)w| = |det h(x)|, on trouve

(4.2) v({z € B| |[det h(z)| < e71p"}) < Coe2v(B).

Soit z tel que A (z) < ep et |det h(x)| > e2ap*. On choisit k € {1,...,d — 1}
minimal tel que A\g(z) < 52%)\;@“(:5). Un tel k existe nécessairement lorsque € > 0
est suffisamment petit, sans quoi, partant de Aj(x) < ep, on obtient, pour tout

kE>1, \(x) < =57 p puis A(z) .. M) < ep?, ce qui contredit \i(z) ... A\g(r) <
|det h(z)| = e2ap*. Pour ce choix de k, on doit avoir A,(z) < e 2a)(z) < £2p.
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Ainsi, I'ensemble des points z tels que e2p < Ay (z) < ep et |det h(z)| = e2p° est
inclus dans la réunion

. e’p < Mi(w)
U reB )\k(x)geé
k=1
)\k(l’) < €2d)\k+1( )

Pour £ fixé, le théoreme 4.5 appliqué avec M = 4d et £24 nous permet de majorer
la mesure du k™ ensemble de la réunion ci-dessus par

Ch(4d)*e = v(B)
puis, sommant sur k,
v ({x €B ’ e2p < M(z) < epet |det h(x)| > 52dp }) < Cl(4d)dsc2%y(B).
Avec (4.2), cela donne bien, pour des constantes C' et « fonctions de Cy, o et d,

v ({x €B ’ e?p < \i(z) < 5/)}) < Ce*v(B).

5. L’exposant diophantien d’une variété analytique

Dans toute cette partie X désignera une quadrique projective rationnelle dans
P91 définie par une forme quadratique F. Nous voulons démontrer le théoréeme 1.4
annoncé dans l'introduction, selon lequel I’exposant diophantien est constant presque
partout sur une sous-variété analytique de X (R). L’argument est le méme que dans
l'article [Klel0] de Kleinbock, bien que le cadre soit légerement différent.

Etant donnée une sous-variété analytique M de dimension m dans X (R), nous
appellerons mesure de Lebesque sur M la restriction a M de la mesure de Hausdorff
de dimension m. Cette mesure sera la seule considérée sur M, et lorsque nous
écrirons « pour presque tout x dans M », ce sera toujours en référence a la mesure
de Lebesgue sur M.

THEOREME 5.1 (Exposant d'une mesure variété analytique). — Soit X une qua-
drique projective rationnelle dans P! telle que X(Q) \ ker F' # &, et M une
sous-variété analytique connexe de X (R). Pour presque tout x dans M,

Blx) = inf Bly) = B(M).

La démonstration de ce théoreme est une application de la proposition 2.1 et du
théoreme 4.1. Pour chaque x dans X (R) \ ker F' la proposition 2.1 relie I’exposant
diophantien 8(z) au taux de fuite d’'une orbite diagonale (a;u,Z?) dans I'espace des
réseaux, ou u, est un élément bien choisi de Op(R). Nous voulons en premier lieu
préciser le choix de u,, de sorte que 'application

h: X(R)\ ker ' — Op(R)

T Uy
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satisfasse localement les hypotheses du théoreme 4.1.

Rappelons que le groupe G = Op(R) agit naturellement a droite sur X (R) par
la formule [v] - ¢ = [g7'v]. D’aprés le théoreme de Witt, cette action est transitive
sur X(R) \ ker F'. Comme X (Q) \ ker F' # &, on peut choisir une base rationnelle
(€)1<i<a de RY dans laquelle la forme quadratique F s’exprime

F(xy, ..., xq) = 20124+ G(22, ..., Tg_1).

Notons P = Stable;] le sous-groupe qui stabilise la droite isotrope [e;], de sorte que
X (R) \ ker F' s’'identifie naturellement au quotient P\G via l'application

P\G — X(R)
lg] = [97161}

Remarque 5.2. — Si F est dégénérée, la variété X \ ker F' n’est pas projective,
mais seulement quasi-projective, car le sous-groupe P n’est pas un sous-groupe

parabolique de G. En effet, dans une décomposition R? = ker F' & V/, le groupe G

peut se voir sous forme matricielle par blocs comme (G o0, ). Et 'on voit bien alors

que P ne contient pas le radical unipotent de G, constitué des matrices (3 7).

Soit U le sous-groupe unipotent opposé a P ; ce sous-groupe est bien défini, car la
projection de P modulo le radical unipotent est un sous-groupe parabolique de la
partie réductive de G. L’application de U dans X (R) donnée par

Y:U— X(R)
U — {u’lel}

est un difféomorphisme local au voisinage de 1. Etant donné z, dans X (R), nous
fixerons gy dans G tel que ¢ = [gy "e1] pour définir, dans un voisinage de x,

Uy = 770_1(‘75)90'
Ensuite comme précédemment, pour ¢ > 0, on pose a; = diag(e %, 1, ..., 1,€') et
gy = QiUy.

Remarque 5.3. — En termes de l'action a droite de G sur X (R) ~ P\G, u, est
I'unique élément de Ug,, tel que z = [e1] - u,. On remarquera que cette application
n’est autre que la projection stéréographique, ou la carte affine usuelle, de X (R)
au voisinage de xy. En fait, pour les besoins de cet article, n’importe quelle section
analytique locale X(R) = P\G — G au voisinage de z( conviendrait.

PROPOSITION 5.4. — Soit M une sous-variété analytique de X (R) et v la mesure
de Lebesgue sur M. Etant donné un point xy de M, il existe un voisinage Uy de x
et des constantes Cy, o > 0 telles que pour tout t > 0 et tout vecteur w € AFR?,
l’application

z = [|giwl]

est (Cy, ag)-réguliere sur Uy pour la mesure v.
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Démonstration. — Soit V' un voisinage de 0 dans R™ et f : V' — M un paramé-
trage local de M au voisinage de xg, avec f(0) = x¢. Au voisinage de xg, la mesure
v est équivalente a I'image de la mesure de Lebesgue sur V' par f, avec une densité
continue et strictement positive. Nous voulons donc montrer que pour certaines
constantes Cy et ay, les applications z — ||g/ (Z)WH2 sont (Cp, ap)-régulieres pour la
mesure de Lebesgue sur V.

Or, notant (e;)r les vecteurs de la base canonique de AFR?, e*'* la valeur propre
de a; associée, et w = > ; wrey,

f(2)

g W = Z e’\ftwfuf(z)ef
I

et donc

Hgtf(z)WHQ _ Iz; e”"tw% <eJ7 Uf(z)e[>2 ‘

Cela montre que z — || g,fc (Z)WHQ appartient au sous-espace vectoriel de dimension finie
F engendré par les applications z +— (e, uf(z)el)z, avec I,J C {1,...,d}. Comme
toutes ces applications sont analytiques, on peut appliquer [Klel0, Proposition 2.1]
et conclure qu’il existe des constantes Cy, g > 0 et un voisinage de 0 sur lequel tout
élément de F est (Cp, ap)-régulier. C’est ce qu’on voulait. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 5.1.

Démonstration du théoreme 5.1. — Notons v la mesure de Lebesgue sur M, et
fixons xg dans M. D’apres la proposition 5.4, il existe une boule ouverte B centrée
en z, et des constantes Cj, aq telles que pour tout t > 0 et tout w dans AFR?,
I'application = — ||gfw|| soit (Cp, ap)-réguliere sur 5B par rapport a v.

Choisissons y quelconque dans B N M, posons v = ~(y) et fixons n > 0. Pour
t > 0 assez grand, \;(g/Z%) > e~ Par le premier théoréme de Minkowski, si
w € AFZ9 représente un sous-espace rationnel, on doit aussi avoir

—k
lgfwl| = e "0,
ce qui implique en particulier

sup |[|giw|| = e MO,
reBNM

Le théoréme 4.1, appliqué a h : x + g¥ avec p = e~ 0+t et ¢ = ¢~ montre que
v ({x €B ‘ A\ (ngd> < e_('”z")t}) < Cemom,

Comme Y, cye " < 0o, le lemme de Borel-Cantelli implique que pour v-presque
tout z dans B, pour t > 0 assez grand, \;(g?Z%) > e~0+20 et donc v(z) < v+27. En
faisant tendre 7 vers zéro, on obtient, pour presque tout x dans B, y(x) < v = v(y),
et comme y est quelconque dans B, y(x) < inf, ¢ g y(y). L'inégalité réciproque est
évidente pour tout x dans B, et par conséquent, pour v-presque tout x dans B,

v(z) = _nf ().

Ainsi, pour chaque xy dans M, il existe une boule B sur laquelle 'exposant dio-
phantien est constant presque partout, égal a 7(zo) = inf,c g Y(y). Comme
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lapplication xy — (o) est localement constante sur la variété connexe M, elle
doit étre constante, nécessairement égale & inf, c o 7(y). Avec la proposition 2.1, cela
montre ce qu’on voulait. 0

Cet énoncé, mis en lien avec le théoreme 1.2, donne la formule souhaitée pour 'ex-
posant presque siir d’un ensemble algébrique irréductible M défini sur Q. Rappelons
qu'un ensemble algébriqgue M est le lieu des zéros d’'une famille de polynémes homo-
genes sur X (R). Il est dit ¢rréductible s’il n’est pas réunion de deux sous-ensembles
algébriques stricts. Si K est un sous-corps de C, nous dirons aussi qu’'un ensemble
algébrique est défini sur K si c’est le lieu des zéros d’une famille de polynomes a
coefficients dans K. Comme dans le cas d’une variété analytique, nous munirons un
ensemble algébrique M de dimension m de la restriction de la mesure de Hausdorff
de dimension m.

Remarque 5.5. — Le support de la mesure de Lebesgue v sur un ensemble algé-
brique M n’est pas nécessairement dense dans M pour la topologie usuelle. Des
exemples sont donnés dans [BCRI8, Example 3.1.2]. Cependant, tout point régu-
lier (non singulier) de M est inclus dans le support de v. Pour plus de détails sur
les ensembles algébriques et leurs propriétés, nous renvoyons le lecteur a [BCR98,
Chapter 3].

THEOREME 5.6 (Exposant d'un ensemble algébrique défini sur Q). — Soit X
une quadrique rationnelle dans P! Si M C X(R) est un ensemble algébrique
irréductible défini sur Q, alors, pour presque tout x dans M,

1

M
ol kyq est la dimension minimale d’un sous-espace projectif rationnel totalement
isotrope contenant M.

Démonstration. — Comme dans la démonstration du théoreme 1.2, on voit facile-
ment, par le principe des tiroirs de Dirichlet, que pour tout  dans M, f(z) > 1+ i
Cette égalité est bien siir aussi valable lorsque M n’est incluse dans aucun sous-
espace rationnel isotrope, i.e. lorsque kry = +00, puisqu’on a toujours [(z) > 1,
d’apres le corollaire 2.2.

Soit maintenant xy un point régulier de M. Au voisinage de xy, ’ensemble M
est une variété analytique. Pour voir que 'égalité a lieu presque stirement dans un
voisinage de xg, il suffit donc, d’apres le théoreme 5.1, de trouver des points y arbi-
trairement proches de xy pour lesquels 5(y) = 1+ ﬁ Mais d’apres le théoreme 1.2,
cette égalité a lieu pour tout point algébrique y tel que le plus petit sous-espace
rationnel totalement isotrope contenant y est égal au plus petit sous-espace rationnel
totalement isotrope contenant M ; et ces points sont denses dans M au voisinage
de xy. Ainsi, I'égalité 5(z) = 1+ ﬁ est valable presque stirement dans un voisinage
de tout point régulier de M. Comme les points singuliers forment un sous-ensemble
algébrique de codimension strictement positive dans M, les points réguliers sont de
mesure pleine, et ce qui précede prouve le théoreme. O
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6. Une formule pour I’exposant diophantien

Nous démontrons maintenant la formule pour I’exposant diophantien 3 (M) d'un
point pris aléatoirement sur une sous-variété analytique M de X (R). Cette formule
implique notamment que B (M) ne dépend que du plus petit sous-espace totalement
isotrope contenant M.

Commencons par définir une hauteur sur les sous-espaces projectifs rationnels
de P4t Pour k € {1,...,d}, nous noterons Grass(k,d) la grassmannienne des
sous-espaces vectoriels de dimension k dans R¢. Nous identifierons souvent dans la
suite un sous-espace vectoriel de dimension k dans RY avec le sous-espace pro-
jectif de dimension k — 1 correspondant dans P?~'. Le plongement de Pliicker
pr : Grass(k, d) — P(AFR?) est Papplication qui associe & un sous-espace W la droite
[w] dans A*R?, oli w est un vecteur représentant W, i.e. s’écrivant w = v; A -+ - A vy,
pour une certaine base (vy,...,v;) de W. Le plongement de Pliicker envoie les sous-
espaces rationnels sur des droites rationnelles dans P(A*R?), et cela permet de définir
la hauteur d’un sous-espace projectif rationnel W de dimension k par la formule

H(W) = H (pe(W)),

ot la hauteur sur P(A*(Q%)) est la hauteur usuelle : si w s’écrit dans la base (er)|7—
en coordonnées homogenes w = [wy] 7=k, avec les w; € Z premiers entre eux dans
leur ensemble, alors H(w) = max;|wy|.

Soit maintenant X une quadrique rationnelle dans P41 et S C X(R). Si W
est un sous-espace projectif de P4~1(IR), nous noterons d(S, W) = sup, . g d(z, W).
Rappelons que le i-eme exposant diophantien de S est défini par

S ; dc¢>0:V W totalement isotrope rationnel
filS) = in {5 de dimension i, d(S,W) > cH(W)_ﬂ}

Le lecteur prendra garde au fait que dans cette définition W est un sous-espace
projectif ; sa dimension est donc inférieure d’une unité a celle du sous-espace vectoriel
correspondant. Nous voulons en premier lieu démontrer que ’exposant d’une sous-
variété analytique dans X (R) est toujours supérieur ou égal a la formule donnée par
le théoreme 1.7. C’est le contenu de la proposition suivante, dont la démonstration
est une application du principe des tiroirs de Dirichlet.

PROPOSITION 6.1. — Soit X une quadrique rationnelle dans P!, et S une partie
de X(R). Pour tout x dans S,

B(r) > max <1’ 0<ica1 1+ iBi(S)

(i + 1)@'(5)) .

Démonstration. — D’apres le corollaire 2.2, on a toujours f(x) > 1. Il s’agit donc
seulement de vérifier que si x € S, on a bien pour chaque i, f(x) > %’i(g)

Soit # < B;(S). On peut trouver un sous-espace projectif rationnel isotrope W de
dimension i et de hauteur arbitrairement grande tel que d(S,W) < H(W)=?. En
particulier, d(z, W) < H(W)~?, i.e. il existe 7o € W tel que d(z,79) < H(W)=".
Pour tout @) > 1, le convexe

Co={veW||v|<Q et dra(xg,v) <7}
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est de volume dans W égal a |Cg| =< Q7. Choisissant 7 > H(W)iQ %, on obtient
|Cq| > H(W), et le premier théoréme de Minkowski appliqué dans le réseau W NZ%,
de covolume H (W), montre qu'il existe un vecteur v # 0 tel que [|[v]| < @ et

da (20, v) < HW)TQ 7.
Le vecteur v € P(W)(Q) correspondant a v vérifie alors H(v) < Q et d(zg,v) <
H(W)iQ 7 H(v)™, et donc
d(z,v) < d(x,x0) + d(z0,0)
<HW) P +Q TH(W) H(v)™".

On choisit Q tel que Q*7 = H(W)BJF% pour obtenir

d(z,v) < H(v)_(ﬁliifﬁ.

Cela montre que 5(z) > (Zlfl)ﬂﬂ , et en faisant tendre § vers (3;(.S), on trouve I'inégalité

souhaitée. O

C’est pour majorer I'exposant d’une sous-variété analytique que nous utiliserons
le théoreme 4.1, a travers le lemme suivant.

LEMME 6.2. — Soit M une sous-variété analytique de X (R) et xo un point de M.
Choisissons une boule B centrée en xg, et des constantes Cy, aqg telles que pour tout
t > 0 et tout sous-réseau w de Z%, Papplication z + ||gfw|| est (Cy, a)-régulicre sur
5B. Etant donné v > 0, supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout sous-réseau
totalement isotrope A de Z%, représenté par w € A*Z?, pour tout t > 0,

sup |[|grwl| > ce™ .
r€eBNM
Alors, pour presque tout x dans BN M,
() <7
Démonstration. — On peut supposer sans perte de généralité que ¢ €]0, 1]. Soit

n > 0. Pour ¢t > 0, on applique le théoréme 4.1 & I'application x + ¢FZ%, avec
p=ce Mete=cle:

v ({a: €B ‘ A\ (ngd) < e’(w”)t}) < Ce e e,

Par suite, Y, cyv({x € B | M(gFZ%) < e~ 0F!}) < 0o, et donc, d’aprés le lemme
de Borel-Cantelli, pour v-presque tout z, pour t assez grand, \;(¢g*Z%) > P tan i
d’ott y(z) < v+ n. Comme ceci est valable pour tout 7 > 0, on trouve bien, pour
v-presque tout x dans B, v(x) < 7. O

Pour plus de clarté nous formulons aussi dés maintenant une estimation sur la
norme d’un vecteur g/ w qui nous sera utile ci-dessous.

LEMME 6.3. — Soit zq un point de X (R). Il existe une boule B centrée en x
et une constante cy > 0 telle que pour tout x € B, pour tout t > 0, et pour tout
sous-espace projectif W, représenté par un vecteur w € A*Z<,

lgiwl > o (= + d(, W) [[wll.
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Démonstration. — Décomposons u,w = wi{ ™V + wl® + wl) selon les espaces
propres de a;, de sorte que

g'w = e w4+ wl® 4 etwll)
On a alors
| e

.

et comme dans un voisinage de xg, u, est uniformément bi-lipschitzien,

).

Soit L le sous-espace vectoriel de AFR? engendré par les k-plans contenant e, i.e.
L =TRe; A (A*IR?). On a I'inégalité

e

ol = e o]+ o

> e s+ [0+ ot

lgrwll > e (e wl + [wi®] + |ws?

e

’ >d(u,w,L).

Ecrivons maintenant ep = v + e, avec v € u W et e € (uxW)L, de sorte que
el = d(e1, u, W) < d(z, W). On adjoint a v; une famille de vecteurs unitaires pour

obtenir une base orthogonale (vy, ..., vg) de u,W. Alors,
1 1
UgW = —— AUy A -+ AN vy
[ w| [[oa]]
€1 (&
= Nvg N Ny — —— NV A -+ A g,
[[oa]] [[oa]

et donc, comme e est orthogonal a e; et a tous les v;,

1 1
A(aw, 1) = oplle Ava A A vl = Hell o g, w.
1

luaw| [

Comme u, est uniformément bi-lipschitzien au voisinage de x, cela implique d(u,w,
L) > cod(z, W)||w|| et donc
lgrwll = co (€™ + d(z, W) | w]|.
O

Nous pouvons enfin démontrer la formule pour I'exposant annoncée dans 'intro-
duction, et que nous rappelons ici.

THEOREME 6.4 (Formule pour 'exposant et hérédité). — Soit X une quadrique
rationnelle dans P~ et M une sous-variété analytique connexe de X (R). L’exposant
B(M) est donné par la formule

(i + 1)@(/\4)) |

5(/\4) = max (1’0<I?2§—1 1+ Zﬂz(M)

En particulier, B (M) est déterminé par le plus petit sous-espace totalement isotrope
W contenant M.
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Démonstration. — Comme la proposition 6.1 montre que pour tout x dans M,

(i +1)53:(S)
) 2 max (1, may | ()

nous avons seulement a montrer 'inégalité réciproque pour presque tout = dans M.
Soit x¢ un point de M, soit B une boule centrée en z( telle que les lemmes 6.2
et 6.3 s’appliquent, et posons S = M N B. Etant donné

(i +1)3:(S)
(6.1) f > max (1’ 0<ica 1 1“@@))

nous voulons montrer que pour presque tout x dans un voisinage de o, f(x) < 5.
Par la proposition 2.1, il suffit de voir que pour presque tout x dans un voisinage de
zo, () <y =1— 1, et d’apres le lemme 6.2, il suffit de vérifier qu’il existe ¢ > 0

tel que pour tout sous-réseau totalement isotrope w € A*Z?, pour tout ¢t > 0,

sup [|gywl| = ce” .
r€eS

Or, d’apres le lemme 6.3,
sup [|g;wl > e [lwl| +d(S,w)|[w].

Si ky > 1, on a pour tout t > 0, ||[gfw|| = et > e ", Sinon, ky < 1; choisissant
i =k — 1 dans le maximum de 'inégalité (6.1), on trouve

p
k—(k—1)8

donc, par définition de fB;_1(S), pour un certain ¢ > 0 indépendant de w,

> 51@—1(5)7

(S, w) > ¢|w| FT=F = ¢||w|| .
Ceci implique
- _ =k
e t”WH + d(S, W)HW“ > e t||w“ + HWHlfk:'y
k
> (e wll) lw = e

Ainsi, pour presque tout x dans un voisinage de xy dans M,

(i + 1)@-(S)> |

ﬂ(m) = max <1’0<i2§—1 1+ 26@(‘3)

D’apres le lemme 6.5 ci-dessous, les exposants 3;(S) ne dépendent que du plus petit
sous-espace totalement isotrope Wy contenant S. Or, comme M est analytique,
toute partie S C M contenant un ouvert de M vérifie Wg = Wy, et donc pour
chaque i, 3;(S) = Bi(M). O

Il nous reste seulement a démontrer le lemme d’hérédité suivant. Rappelons
qu’étant données deux parties S et T dans P4~ (R), on note d(S, T) = sup, ¢ s d(z, T).
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LEMME 6.5. — Soit X une quadrique rationnelle dans P4, et S C X (R). Notons
Wy le plus petit sous-espace projectif totalement isotrope contenant S, ou Wg =
X(R) si S n’est inclus dans aucun sous-espace totalement isotrope. Il existe une
constante ¢ > 0 telle que pour tout sous-espace projectif totalement isotrope W,

¢+ d(Ws, W) < d(S,W) < d(Ws, W),
En particulier, pour chaque i € {0,...,d — 1}, 5;(S) = 5;(Wgs).

Démonstration. — L’inégalité de droite est claire, puisque S est inclus dans Wg.
Pour l'inégalité de gauche, on peut supposer dim W = 7. On distingue alors deux
cas.

Premier cas : S n’est inclus dans aucun sous-espace totalement isotrope de dimen-
sion 7. Alors, par compacité de la grassmannienne des sous-espaces totalement iso-
tropes de dimension 1, il existe ¢ > 0 tel que pour tout W totalement isotrope de
dimension 7, d(S, W) > ¢. Cela implique ce que I'on veut.

Second cas : dim Wy < 7. Alors Wy coincide avec ’adhérence linéaire de S dans
P4-L(R). Sur ATIRY, on définit deux semi-normes N; et N, par

Ni(w) =sup|lz Aw| et Ny(w)= sup ||z Aw|.
zeS reWg

(Dans les formules ci-dessus, on identifie z € P4~1(R) avec un représentant unitaire
dans R?.) Ces deux semi-normes ont le méme noyau, et sont donc équivalentes : il
existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout w dans ATIRY Ny(w) > cNo(w).
Cela montre ce qu’on voulait, car si W est un sous-espace projectif de dimension i,
représenté par un vecteur unitaire w dans A™ R4, alors Ny (w) = d(S, W) et No(w) =
d(Ws, W). OJ

Le corollaire 1.10, qui renforce I’énoncé du théoreme 1.5, se déduit de ce résultat
plus faible, a I’aide du théoreme 1.7.

Démonstration du corollaire 1.10. — D’apres le théoreéme 1.7, 'exposant presque
stir S(M) est entierement déterminé par Wy, et donc S(M) = S(Wyy). Mais par

ailleurs, le théoreme 1.5 appliqué a la variété M’ = W montre que 5(Wy) = 1—|—ﬁ.
C’est le résultat souhaité. O]

7. Conclusion

Nous avons montré que certains théoremes d’approximation diophantienne sur 1’es-
pace projectif admettent des analogues (en fait, se généralisent) sur les quadriques
projectives rationnelles. Il est souvent facile d’imaginer la version pour les quadriques
d’un théoreme pour l'espace projectif, mais la démonstration peut requérir 'intro-
duction de nouvelles méthodes. Par exemple, nous avons eu besoin ici d’un énoncé
de non divergence pour le groupe orthogonal Og(R), qui ne semble pas se déduire
des résultats de Kleinbock et Margulis, et pour lequel nous avons dii trouver une
autre approche.

La généralité du théoreme 4.1 permet de montrer que les théoremes 1.4, 1.5,
1.7 et le corollaire 1.10 sont encore valables pour toute mesure v qui satisfait la
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conclusion de la proposition 5.4. Comme cela a été fait par Kleinbock, Lindenstrauss
et Weiss [KLWO04] dans le cadre de 'espace projectif, il serait naturel de chercher
a obtenir un critere géométrique simple sur v pour que cette condition soit vérifiée.
Disons qu'une mesure borélienne v sur la quadrique rationnelle X (R) est localement
réquliére en un point xg s’il existe un voisinage Uy de xg et des constantes strictement
positives Cy et oy telles que pour tout sous-espace projectif W totalement isotrope
rationnel, pour toute boule ouverte B C U,,

@
€
v({x e B|dx,W) <e}) <C v(B).
(e e B e W) <) <G| — g | (B)
xr € BNSuppv
Il serait naturel d’espérer le résultat suivant.
CONJECTURE 7.1. — Soit X une quadrique rationnelle dans P*~!, et v une mesure

localement réguliere en un point xy € X (R). Alors, il existe un voisinage Uy de xg
tel que pour v-presque tout x dans Uy,

Ba)= _if ).

y € UpNSuppv

Malheureusement, nous n’avons pas su obtenir dans ce cadre un analogue satisfai-
sant de la proposition 5.4. Le résultat que nous avons obtenu, qui met en jeu d’autres
sous-variétés linéaires de la quadrique, ne nous a pas semblé assez naturel pour étre
inclus ici, bien qu’il s’applique a une classe de mesures sensiblement plus générale
que celle considérée dans le théoreme 5.1.
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