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Application des théoremes de Minlos et Poincaré
a I’étude asymptotique d’une intégrale orbitale*

MouAMED Bouart ()

RESUME. On va étudier le comportement asymptotique d’une intégrale
de type intégrale de Itzykson-Zuber et on va donner une formule pour sa
limite. On va obtenir ce résultat en utilisant un théoréme de Poincaré et
un théoreme de Minlos.

ABSTRACT. — In this paper we discuss the asymptotic behavior of the
Itzykson-Zuber integral and by the use of a Poincaré theorem and a Minlos
theorem we’ll give a formula for its limit.

1. Introduction

L’objet de cet article est ’étude asymptotique de I'intégrale de Itzykson-
Zuber ;

I, (x(n), y(n)) — / e—itr(z(”>uy(")u*)a(n,) (du),
K‘Il

ott z(™ , y(™ sont des matrices hermitiennes n x n & coefficients dans F = R,

CouH, K,, = U(n,F) est le groupe des matrices unitaires a coefficients dans

F, et o™ est la mesure de Haar normalisée du groupe unitaire K,,.

On considere ici le cas ot (™ est une matrice fixée € Herm(m,F)
complétée en une matrice hermitienne infinie,

:rgj):xij siietj<m, =0 si touj>m,
et y(™ est une matrice n x n. En raison de 'invariance de la mesure de Haar

o™ | cette intégrale ne dépend que des valeurs propres de z et de y(™. On

(*) Recu le 25 avril 2005, accepté le 24 novembre 2005

(1) Institut de Mathématiques de Jussieu, Université Pierre et Marie Curie, 175 rue
de chevaleret, 75013 Paris.
bouali@math.jussieu.fr
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peut donc supposer que z et 4™ sont des matrices diagonales :

x = diag(A1, ... Am), y™) = diag(agn)7 yal™),
Le principal résultat de cet article est le théoreme suivant.

THEOREME 1.1. — On suppose que pour tout k,

o™
(1) lim T = .

n—oo n

De plus on suppose que la suite o = {a} est sommable et que

(2) lim Z Zak, lim Z( > Zak
naook 1 714>c>ok:1
Alors,
(n)
Jim Iy =TT 0
j=1
o1,
ad 2 g
A) = 14+i=dag)” 2.
P(A) kl;[l( o)

(d=dimpF = 1,2 ou 4), la convergence est uniforme sur tout compact de
Vi = Herm(m, F).

Lorsque F = C, ce théoréme est établi par Olshanski et Vershik sous des
hypotheses plus fortes. La méthode consiste a faire un développement en
série de fonctions de Schur de Uintégrale I,, (x, y™) (Voir [4]). Tls démontrent
que si

(n)
(1) lim & = o,
n—oo n
n
(2) lim 3 £ =3,
k=1 "
n a(n) 2 00
@ jm 3" (%) = ot
=1 k=1

et si pour tout m > 3,



Comportement d’une intégrale orbitale

alors I, (z,y™) convergent uniformément sur tout compact de V;, vers la

fonction
eiaktr(w)

_ ,—iBtr(z) —Ztr(z?) -
pla) =e ¢ Igdet(1+iakx)7

o0
0ﬁﬁ€R,’y>0etZai<oo.
k=1

A Taide de ce résultat, Olshanski et Vershik ont déterminé dans ([4])
toutes les mesures ergodiques définies sur I’espace des matrices hermitiennes
infinies H, & coefficients dans C et qui sont invariantes (par conjugaison)

par le groupe unitaire infini U (o) (i.e. la limite inductive des groupes uni-
taires U(n)).

o0

Remarquons que si on suppose que 3 = > ay, et v = 0, alors le résultat
k=1

du théoreme 1.1 généralise le résultat ci-dessus dans le cas ou F = R ou H.

En considérant des développements en série des polynomes de Jack, il
est possible de généraliser la méthode de Olshanski et Vershik dans le cas ou
F =R, ou H pour montrer un résultat analogue au résultat ci-dessus et par
suite pour déterminer toutes les mesures ergodiques définies sur I’espace des
matrices hermitiennes infinies V,, a coefficients dans F et qui sont invari-
antes par le groupe unitaire infini K, (i.e. la limite inductive des groupes
unitaires K, a coefficients dans F). Cette généralisation est 'objet d’un
article actuellement en préparation. Dans notre cas (théoréme 1.1), nous
utilisons une méthode différente qui s’appuie sur un théoréeme de Poincaré
et un théoreme de Minlos, c’est la motivation essentielle de ce travail.

L’intégrale I,, peut s’écrire comme une intégrale sur la variété de Stiefel

Smon ¢
S = {v € M(m,n;F)|vv* = I, }.
En effet,
In(I,y(n)) _ / e*itr(mvy(”)v*) 0_7(:) (d’U),
S

m,n

N n 10y 2 . . .
ol a&) est la mesure de probabilité uniforme sur S, , invariante par

K, x K,.

~(n ., s
Notons 0'7(n) la mesure normalisée sur la variété

S = VS = {ve M(m,n;F)|vv* =nl},

)
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invariante par K,, x K,, autrement dit 'image de orm) par 'application qui
a une matrice v € M(m, n; F) associe la matrice v/n v. Nous montrerons que,
pour m fixé, la mesure G ) considérée comme une mesure sur M (m, 00; F)
converge faiblement vers une mesure gaussienne ~,, sur M(m, oo, F) quand

n tend vers l'infini.

Nous montrerons ensuite, a 1’aide du théoréeme de Minlos, que

lim I, (z,y™) = / exp(—i Y- 3 ksl (do).

(Nous verrons que la série qui figure en exposant est définie presque partout,
relativement & v,,). Le calcul de l'intégrale précédente conduit au résultat
annonceé.

2. Théoréme de Poincaré généralisé

La mesure uniforme o,, sur la spheére gn de centre 0 et de rayon /n dans
R™, considérée comme une mesure sur R, converge faiblement, quand n
tend vers l'infini vers une mesure gaussienne. C’est un résultat classique
attribué a Poincaré (voir & ce sujet larticle de Diaconis et Freedman [3].)
Nous allons établir une généralisation de ce résultat.

Soit Sy, la variété de Stiefel définie par si m < n,
Smon = {v € M(m,n;F) |vv* = Im},
ouF =R, CouH. On note K,, = U(n,F), c’est-a-dire K,, = O(n) siF = R,
K,=U(n)siF=Cet K, ~ Sp(n)si F=H. Le groupe K,, x K,, opere
transitivement sur .S,, e Soit am) la mesure uniforme normalisée sur S, n
qui est invariante par K, x K. Sa transformée de Fourier s’exprime a I’aide
de la fonction de Bessel multivariée, associée a l’algebre de Jordan euclidi-

enne V,, = Herm(m, F) des matrices hermitiennes m x m & coefficients dans
F.

Rappelons quelques notations et définitions. Pour z € V;,,, on note A (z)
le j-itme déterminant mineur principal de la matrice x. Si j = m, A, (x) =
A(x) est le déterminant de z, et

Ap(x) = Ar(z)Pr7P2 Ag(2)P27P3 LA, ()P,

ot p = (p1,..sPm) € N?, p1 > ... 2 p» > 0. La fonction Ap est un
polynoéme de degré |p| = p1 + ... + pm.

~52 —



Comportement d’une intégrale orbitale

Le polynéme sphérique ®,, est défini par
Dy (x) :/ Ap(uzu®) o™ (du),
KWl

ot &™) désigne la mesure de Haar normalisée de K,,.

Soit £2,, le cone des matrices x € V,, qui sont définies positives. La
fonction gamma du cone €2, est définie par

_ 8(m)

I;xpwzjg @A (2)A ) de,

olt §(m) = dimg Vi, = m+ $m(m — 1), d = dimg F = 1, 2 ou 4.

Pour z € Qp, Aj(z) > 0 et la fonction Ay est définie pour
p = (p1,...,pm) € C™. La fonction Iy, est définie pour R(p;) > %(j -1);
(j =1,...,m) et elle vaut

Cn(p) = 2m) 5 T[Tl — 56— 1),

ou I'(=T) est la fonction gamma usuelle.

La fonction de Bessel ju(m) est définie par la série sphérique

dp 1
(%)p (V)p

Ti@) = Y ()P

P

Pp (),

ou la sommation est étendue aux p = (p1,...,pm) € N™ vérifiants
P1 = ... = Dm, (V)p est le symbole de Pochhammer généralisé

_ Lim(p+v)
(V)p* T(V)’

(v el at+v=_(a1+v..an+V)) et dp est la dimension de I’espace

des polynomes engendré par le polynéme m(g)Ap quand g d’écrit GL(m, F)

avec 7 la représentation de GL(m,F) dans l'espace des fonctions polynémes
sur V,,, définies par (m(g)p)(z) = p(grg™1).

Pour m =1, 7V (z) = F(K)(zﬁ*lﬁ (z), vEN

y Ju 2 5—1 ) )

ou J, est la fonction de Bessel ordinaire. (Voir [2], section 2 du chapitre
XV).
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Sur l'espace M (m, n;F) on considere le produit scalaire euclidien défini
par

(&,m) = Rtr(€n").

La transformée de Fourier d’une mesure bornée p sur M (m, n;F) est définie
par

Aln) = / e Em u(de), e M(m,n;F).
M (m,n;IF)

PROPOSITION 2.1. — La transformée de Fourier de la mesure 05,?) est

donnée par

“(n) —i n m) 1"
A= [ e o) = (),
S 2

m,n

C’est un cas particulier de la proposition XVI1.2-3 de [2].

Soit 5,(7? ) 1a mesure normalisée sur la variété
gmm = {U € M(m,n;F)|vv* = nIm},

invariante par le groupe compact K, x K,. Autrement dit, pour toute
fonction f continue sur Sy, »,

/~ F(0)5) (dv) = / (VAo (do).
Sm,n

SnL,n

THEOREME 2.2. — Pour m fizé, la mesure GS,?) considérée comme une

mesure sur M (m, o0;F) converge faiblement quand n tend vers linfini vers
la mesure gaussienne v, sur M(m,oc0;F) dont la transformée de Fourier
est égale a

b)) =e 1, g2 =tree) = 33 Il

j=1k=1

ot & € M(m, (c0);F).
L’espace M (m, c0;F) ~ (F™)> est muni de la topologie produit et son

dual -
M(ma (OO), F) = U M(ma n; F)v

n=1
est muni de la topologie de la limite inductive, la dualité étant définie par
la forme bilinéaire

(€,m) = Rer(n™).

La fonction 1 est définie et continue sur M (m, (c0); F).
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Démonstration. — Nous allons appliquer le théoreme de Lévy-Cramer,
c’est-a-dire nous allons montrer que la transformée de Fourier v, de la
mesure (77(n) converge vers 1. Pour cela nous utiliserons le développement

en série sphérique suivant : pour = € V,,
tr(z) _ dp i)
T = B p(a),
P ( m )D

(p = (p1,-,pm) € N . p1 > ... 2 pn). La convergence est uniforme sur
tout compact de V,, (voir [2] proposition XII.1.3) donc,

dp 1 *
Z 6(m) (I)P —ﬁ&“ )-
P

m
On peut toujours supposer que n > 2(m — 1), puisqu’on va faire tendre n
vers l'infini.

Soit 9y, la transformée de Fourier de &y, . Pour & € M (m, (c0); F),

(€)= /N e=HE) G (d).

Sm,n

D’apres la proposition 2.1,

Pola) = SR a ()

- <55:;‘>>p<%>p
_ dpy ($OP 1
= %3 (P55

De la définition du symbole de Pochhammer généralisé, pour n assez grand,
on a

() = f[(%d - G- 1= 56 )
~ 10 =G
donc
i
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D’autre part, pour n > 2(m — 1) on a

(e = f[l F(Igj(%%j gé(—jn)l))
_ f[l(%l - g(j — 1))(%d +1- g(j - 1))...(%1 +pj—1— g(j ~1)
> f[(%l ~ 2 -n) = (e f[lg _izhy
> ](%i)'pw - mT_l)'P' > (%l)m;m,
donc . N
(5

En utilisant (2.1) et la convergence uniforme du développement de ’exponen-
tielle en série sphérique, on peut intervertir somme et limite dans I’expression
de 1,. Alors

. o dp Loy~ de(ee™) _

Jim 4, (§) = > ((;(T)‘I’p(*ﬁif ) =e 2 =9(§).
P m /P

La fonction ¢ qui est définie sur M (m, (00); ) est de type positif et continue

pour la topologie de la limite inductive. D’apres le théoreme de Bochner

(voir [5] proposition 2 p.187) la fonction ¢ est la transformée de Fourier

d’une mesure de probabilité =, sur ’espace M (m, oco;F).

[ e = ule)
M (m,o0;F)

Le résultat annoncé se déduit du théoréeme de Lévy-Cramer qui s’énnonce
dans la situation présente :

Soit u(™ une suite de mesures de probabilités sur M (m, co; F). On sup-
pose que les transformées de Fourier

@ = [ e )
M (m,00;F)

convergent pour tout £ € M(m, (c0);F) vers une fonction ¢(§), et que ¢
est continue (pour la topologie de la limite inductive). Alors la suite des
mesures u(™ converge faiblement vers une mesure de probabilité 1 dont la
transformée de Fourier est .

La mesure 7, est une mesure gaussienne sur ’espace M (m, oo; F). (|
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Comportement d’une intégrale orbitale
3. Théoréeme de Minlos

R désigne I'espace des suites réelles infinies. On munit R*> de la topolo-
gie produit. On note £2(N) le sous-espace de R* des suites réelles de carré
sommable. Pour une suite ¢ = {c;} de nombres strictement positifs qui est
sommable on note

C(N)={zeR>/ chxi < oo}
k=1

L’espace £2(N) est un sous ensemble mesurable de R>.

En effet, soit f, la fonction définie sur R par
n
fnlx) = chxi.
k=1
Les fonctions f, sont continues, donc f(z) = sup f,(x) est une fonction
n
mesurable et par suite ’ensemble
(2(N) = {z € R®; f(x) < oo}

est mesurable.

Nous utiliserons dans la suite la forme suivante du théoréeme de Minlos.
Soit p une mesure de probabilité sur R*. Sa transformée de Fourier ¢

o) = [ e u(an)

est définie et continue sur
oo
R = | JR",
n=1
qui est muni de la topologie de la limite inductive.
THEOREME 3.1. — On suppose que ¢ est continue sur (2(N) pour la

topologie induite par celle de (*(N). Alors, pour toute suite ¢ = {ci} de
nombres strictement positifs qui est sommable on a

W) = 1.
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Notons que cette hypothese est vérifiée si p est la mesure gaussienne
dont la transformée de Fourier est égale a

P(€) = expl(—5 > 60)
k=1

Il existe des énoncés plus généraux du théoreme de Minlos (voir [6] par
exemple).

Démonstration. — Posons

7% Z ckmi 73 Z ckzi
in= [ e E s = [ e TE (o),

ou [, est la projection de la mesure u sur R™.

a) Montrons d’abord que

Pour § > 0
—2 3 cpal —5 3 epa?
lim e k=1 = e k siz € (2(N),
n—oo

=1
0 sinon.

Donc, d’apres le théoreme de convergence dominée

chﬁi
lim e k=1 u(dm)z/ e &
"0 JRee £2(N)

De plus, pour x € ¢3(N),

NgE:

[NEY

s 2
2 CkTy

v p(da).

lime *=1 =1,
6—0

donc, d’apres le théoréeme de convergence monotone,

lim ( lim Is,) = p(E2(N)).

d—0 n—oo

b) En exprimant I;, & Iaide de la fonction ¢ nous allons montrer que

lim( lim I;,) > 1.

d—0 n—oo

— 58 —
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En utilisant la formule (a > 0, z € R)
/ 67ﬁy267”ydy = (271'&)%67%302,
R

nous obtenons

|xm

o

n —35 Xn: e
Isp = H(27r56k)7%/ e i

k=1

P(&) dér...d&.

Puisque ¢ est continue en 0 pour la topologie de £2(N) et (0) = 1, alors

Ve>0,3p>0telquesié € F2(N) et ||€]] < p=|p(€)—1] < eet Rp(§) >
1—e.

D’autre part pour tout & € £2(N)

lp(€)] < Tet Rp(§) > —1.

Par suite, pour tout &,

2
Rp(€) > 1—5—2%.

En utilisant la formule (s > 0)
/ e =8 e2de = s(2ms) 3,
R

nous obtenons
n

26
Ig’n>1—6——220k.
p

k=1
Par suite -
. )
nILH;oI5’" >1—¢— 2? ch,
k=1

et

lim( lim I5,)>1—c¢.

—0 n—oo
Donc,

pEMN) >1 -
Ceci étant vrai pour tout € > 0 on en déduit que
pEM) =1 O
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Une premiere application que nous obtenons du théoreme de Minlos est
I’évaluation de l'intégrale suivante.

o) = [ expl(=ix 3 anlan?) o(da),

k=1

ou E est un espace euclidien de dimension d et « est la mesure gaussienne
sur E*° dont la transformée de Fourier est égale a

W(&) = e zalléll®

et {a} est une suite sommable de nombres réels.

PROPOSITION 3.2. — Pour tout A € R,

- 2. _d
o\ = I};[l(l + EMak) .

Démonstration. — D’apres le théoreme de Minlos la série

oo
D owlarf”
k=1

converge ~y-presque partout sur E* et d’apres le théoreme de convergence
dominée on a

o] N
[ exp-in Y- anlon) 9(de) = fim [ exp(-idS anfanf?) 2(do).

o0
k=1 e k=1

De plus,

N
exp(—iA Z ak\xk|2) ~(dx)

=

oo

k=1
N
= —i\ 2 d
[ expl=in Y anfanf?) (o)
k=1
N
_ H(i)%/G*Maklxkﬁe*‘é\rﬁdu
2 E

>
Il
-

2 ,
(1+z’EAak)—%. O

I
=

b
Il
_
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4. Comportement asymptotique de 1’intégrale de Itzykson-Zuber

Dans ce paragraphe nous allons étudier la limite d’une intégrale de la
forme

/ fo ()™ (d),
X

ott (™) est une suite de mesures de probabilité sur X qui converge faiblement
vers une mesure p. Si la suite des fonctions f,, converge uniformément vers
une fonction f alors

lim [ fo(2)u™ (da) = /X f(@)uldz).

n—oo X

Mais nous ne connaissons pas de théoreme général qui assure la convergence
de la suite des intégrales sous des hypotheses plus faibles au sujet de la
convergence de la suite des fonctions f,.

Nous allons étudier les intégrales

/ efitr(a:va(")v*)o_q(g) (dv),
Sm,n

o Sy, », est la variété de Stiefel définie dans la section 2 et 0'5,:,1 )

uniforme normalisée sur S, ..

est la mesure

Pour o™ = diag(agn), . a&”)), z € V,,,, on pose

(@) = / emitrlee™T) 60 (dv),
Snz,n

Nous commencons par traiter le cas ou m = 1. Alors, si z = A € R,
on(A) = / exp(—i)\z a,(cn)|vk|2) o™ (dv),
Sn k=1

ot S,, est la sphere unité de F™ et ¢(™) la mesure uniforme normalisée sur
Sh.

THEOREME 4.1. — On suppose que pour tout k,

o™
(1) nli_)r%okT = ag.
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De plus, on suppose que la suite o = {a} est sommable et que

n

(n) o0
(2) Jim 3= =3 an,
k=1

k=1

n a;;z) 2 [e%S) )
@) Jm > T ) =20k

k=1 k=1

Alors @, converge uniformément sur tout compact de R vers la fonction ¢
définie sur R par

b 2 P
A) = 1+ —iday) 2.
o) = [T+ Giraw

LEMME 4.2. — Soit 2™ = {x,(cn)} une suite d’éléments de (*(N) telle
que
Vk, lim x,gn) = xp et

lim [[2)]]; = [[e]l..
n—oo

Alors,

lim [|z(™ — ||, = 0.
k— oo

Démonstration. — On écrit
12 — 2|5 = |23 + [|2]13 — 2R(=™, 2).
Pour montrer le lemme, il suffit de montrer que
lim (2™, ) = ||z]3.
n—oo
Pour N < n on a,

N e}
(™ ) = Zxé”)xk + Z m,(cn)mk,
k=1 k=N+1

et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a,

1
S e <||x<”>||2< 3 |xk|2> .

k=N+1 k=N+1

—62 —
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En utilisant la deuxiéme hypothése du lemme on obtient

oo
lim lim E x,(cn):vk:O.
N—o00 n—oo

k=N+1

D’autre part d’apres la premiere hypothese du lemme on a

N
. . (n) o 2
il b = [l
k=1
Par suite,
lim (2", 2) = [|«|]3,
n—oo
d’ou le résultat. O

LEMME 4.3. — Pour tout k,5 > 1

d
———— si k # 7,
d—+ 2
/hww%Wm7“+)
s, d+2
n(nd + 2) —J

Démonstration.— D’apres la proposition 2.1, pour m = 1 et pour tout
xz € F" on a,

) 2 d 1 ||]’)||2
g v n 3 Uy ey ’
/n ( ) Td ( 1 ) k>0( ) (]-)k (77,2d)k [k]( 4 )

oit [k] = (k,0,.,0) et [[]> = 3 s
k=1

En utilisant le développement en série sphérique suivant, pour x € V,,,

r\xr d
") = Z 5(7;) Pp(2),

p(m)P

on en déduit que
diy @y (2,0, ..., 0) = z*.

Donc, pour tout x € F" on a,

—i(v,x n 1 1
/S e i0) g0 (dy) = 3 (< 1)k |2, (4.1)

0 nd
k>0 k! 4k(7)k

— 063 —
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Soit v = (v, ...,v) € F alors

[, o) = / (1 + ot () ()

Z [ e+ S [ el o)

1<j#<d

d /S (vh)* o™ (dv) + d(d — 1) /S (0])2(w))? o™ (dv)

n n

En prenant = = (0,0, ..., T, ...,0) € R dans (4.1) et par identification des
coefficients on obtient

vt o™ (dv) = 3
[, o) = g

et par suite
3

/sn (vi)4 g(”)(d’U) = r(nd o)

De méme si ¢ = (0, ...,0,2;,...,2¢,0,...,0) € R avec j # ¢, par identifica-
tion on a

; 1
IN2(,,\2 _(n) _
[, wrehe ) = et
Par suite
3d d(d—-1) d+2
450 (do) = =
/n [or] o (dv) nd(nd + 2) + nd(nd+2) n(nd+2)

D’autre part,

1 = / (D) o (dv)

- Z/ el o)+ 3 [ i o ),

1<j#k<n

et par invariance de la mesure (™ on obtient

n/ luk)* ™ (dv) + n(n — 1)/ o [v;]2 o™ (dv) = 1.
S

n n

Donc,
d+2

nd+ 2

n(n — 1)/ o 2o 2 ™ (dw) = 1 —

n
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Autrement dit, pour tout j # k

d
21012 (M) -
[ Pl e ) = s

n

Démonstration du théoréme.— Nous avons vu que la fonction ¢ admet
la représentation intégrale

*Miay‘\%ﬁ
o= [ e F .

Nous introduisons les intégrales suivantes :

m

—iAn Z ajlz;|?
Am,n()\) = / e j=1 O-(n)(dx)
S

n

pour m < n et

71‘)\20@“&?]“2
Ba= [ e T (),

et on décompose la différence @, (A) — p(\) en

on(A) —p(A) = on(A) = Ann(N) + Apn(X) = A ()
+  Apn(A) = Bn(A) + Bi(A) — p(A).

(i) Majoration de ¢, (\) — Ay,.n(N).

En utilisant I'inégalité |e‘® — 1| < |z| pour tout z € R, dans I’expression
suivante.
n_ o)
lon(A) = Ann(M)] < / exp | —inAY (= —ay)l;|* | —1f o) (dv).
J=1 "

n

On en déduit que

n_(n)
a’
o) = Ana N <A [ ST = 0ol | o ).
n |j=1
Par suite, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz

1
n CL(n) 2 2

[on0) = Aua <N | [ (S —aplul | o)

n ]:]_
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D’autre part,

(n) O
= (" a0 = a) [ ooy Po o),

j=1 =1 Sn

et d’apres le lemme 4.3

_ j £ A
Sn ‘ e B d+2 si i =
n(nd + 2) =
Par suite,
2
n (n)
a; (n) d
i E—— dv) = I,
/Sn S el | o = Zeiy
ou )
n a(n) n 2 n a(‘n)
_ J ) 4 %Y 2
L (L2 Ya ) +23 -a)
Jj=1 Jj=1 Jj=1
Donc

on ) = Ana)] < N (12

(n)

a -
Puisque les suites (——)1<j<n et (o) 1<j<n vérifient les hypotheses du lemme
n
4.2 on a,
n o
li L —a;)*=0.
lim z;( L —a;)” =0
]:

En utilisant la premiere hypothese du théoréme on obtient que

lim I,, = 0.

n—oo

Donc,
lim |p,(A) — Apn(X)] =0,

et la convergence est uniforme sur tout compact de R.

— 66 —



Comportement d’une intégrale orbitale
(ii) Majoration de A, ,,(A) — Ay n(N).

1 .
En utilisant les relations / v;)20™ (dv) = = et que | — 1] < |z|
n

Vz € R, on obtient

n o0

[Ann () = Ana(N] <nlA Y- Iajl/s o 20 (da) <AL D Jayl.

j=m+1 j=m+1

(iii) Convergence de A,, () vers B,,(\) quand n — co.

La fonction .
—ix Y ajle;l?
gm(z) =€ 7=
est continue bornée sur F>°. D’apres le théoréme de Poincaré (théoréme 2.2)
tin [ gu(viz)o®™(ds) = [ gn(o)r(de).

n—oo fgq. o

Autrement dit,
lim A,, ,(A) = B, (\).

n—oo

(iv) Convergence de B,,()\) vers ¢()\) quand m — oco.

Si z € £2(N) avec ¢ = {|a;| + j%}j, alors

m oo
. 2 _ o2
mlgﬂoozaj\:liﬂ = ZO‘”I]‘
j=1 j=1

et
lm g (2) = goo(2) ~ — presque par tout.

m—0o0
Ainsi, d’apres le théoreme de Minlos et le théoreme de convergence dominée
on a
lim B, (A) = p(A).

m—00

et la convergence a lieu uniformément sur tout compact de R.

(v) Conclusion. Soit € > 0.
(1) D’apres 'inégalité (4.2) on peut trouver Ny tel que si n > Ny,
|30n()‘) - An,no\” < P“E'
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(2) On peut trouver Ny tel que si m > Ny,

d’ou
|[Ann(A) = Apmn(N)] < [Ae.

(3) On peut trouver Ny tel que si m > Na,
|Bm(A) — (M) <e.

(4) On fixe m > max(Ny, N1, N2), alors on peut trouver ng > m tel que si
n > no,
|[Amn(A) = Bn(N)] < e

On en déduit que pour n > ng et tout A dans un compact de R,

lon(A) — p(N)| < Ck,
ou C est une constante indépendante de n.

Donc ¢, converge uniformément sur tout compact de R vers ¢. |

Considérons maintenant le cas général m > 1.

THEOREME 4.4. — On suppose que x € V,,, est une matrice hermitienne
m X m.

Sous les hypotheses du théoréme 4.1, la fonction p,(x) définie sur V,,
par

on(x) = / exp(—itr(zva™v*)) ¢ (dv),
s

m,n

converge uniformément sur tout compact de Vi, vers la fonction ¢ définie
par

ad 2 P
= det(1 + =1 T2,
() kl;[l et( +dzakx) 2

Démonstration.— On peut supposer que la matrice x est diagonale,
x = diag(Ai, ..., Am) alors,

on(z) = /S exp(—i 3 3" Ayal™ o3 [2) o) (dv)

j=1k=1
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et

o(x) :/ exp(—i Ajag|v; k| Y (dv)
M (m,00;F) ZE:E: ’

j=1k=1

La démonstration suit pas a pas celle qui a été donnée dans le cas ou m = 1.
On définit ’espace de Hilbert

m o0
Hem = v e M(@m,o0,F) | Zch|vjk|2 < 00
Jj=1k=1
qui s’identifie & 'espace (¢2(N))™. D’apres le théoreme de Minlos on a,
Ym(Hem) = 1.

La fonction

m oo
v DD kol

j=1k=1

est définie ~,,-presque par tout sur M (m, co;F) donc l'intégrale suivante

o) = [ exp(-iY Y anlonl?) wm(d)

est bien définie. On obtient comme dans le cas ou m = 1, que

x):ﬁﬁ 1+i- )\ak )72,
j=1k=1

Le reste de la preuve est identique a celle du théoreme 4.1 O

Remarque 4.5. — Considérons Porbite O,, de a("™ sous I’action du groupe
K,
O = {ka™k*, ke K,},

ott a(™ = diag(ay (n) .,a%n)) et la mesure orbitale (™ portée par O,

/ F ()™ (dx) = / Fka™ k")t (dk)
O, K,

pour toute fonction continue f sur V.

Soit
m Vo — M (m,n,F)
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la projection qui a une matrice hermitienne n x n associe la matrice extraite

(n) _

constituée des m premieres lignes. L’'image pm’ = pm(,u(")) de la mesure
™ a pour transformée de Fourier

@) = [ et ay)
M (m,n;IF)

qui s’écrit aussi sous la forme

“(n) —itr(zva(™ov*
/‘%L)(m) :/S et )Um,n(dy)-

m,n

Sous les hypotheses du théoreme 4.4 nous avons montré que cette intégrale
converge uniformément sur tout compact de V;,, vers la fonction continue et
de type positif ¢, donc la suite des mesures ;™ converge faiblement vers
une mesure u sur Vo, (ot Vi, est espace des matrices hermitiennes infinies
a coefficients dans F) qui est ergodique relativement & laction du groupe
Ky (ot Ko est la limite inductive des groupes unitaires K,,). Dans un
article en préparation on déterminera toutes les mesures ergodiques a ’aide
de leurs transformées de Fourier.
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