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Méthodes de changement d’échelles
en analyse complexe®

FRANCOIS BERTELOOT (V)

RESUME. — Nous mettons en perspective différentes méthodes de change-
ment d’échelles et illustrons leur pertinence en mettant sur pieds des
preuves simples et élémentaires de plusieurs théorémes biens connus en
analyse ou géométrie complexe. Les situations abordées sont variées et la
plupart des théoréemes démontrés sont des classiques initialement obtenus
entre la fin du X1x€ et la seconde moitié du XX¢ siecle.

ABSTRACT. — We discuss several rescaling methods in complex analysis
and geometry and apply them to get elementary proofs of some classical
results. The Bloch principle plays an important role in our approach and
yields to a somewhat unified point of view.

1. Introduction

Les méthodes de changement d’échelles sont utilisées dans de nom-
breux secteurs des mathématiques. En analyse complexe, elles fournissent
de puissants outils permettant, parfois contre toute attente, de résoudre des
problémes par «linéarisation». Décrivons en le mécanisme général. Etant
donnée une suite divergente (resp. de limite constante) d’objets holomor-
phes définis sur un méme espace source et réalisés dans un méme espace
image, il s’agit de produire un objet limite non trivial en précomposant la
suite par des contractions adéquates de I’espace source (resp. des dilatations
de lespace image). L’objet limite obtenu apres ces renormalisations doit, en
principe, étre plus simple a étudier que les objets de la suite initiale. On
s’attend aussi a ce que ses propriétés renseignent sur celles des constituants
de la suite. Il convient de remarquer que ceci peut aussi s’appliquer & un ob-
jet holomorphe fixé en lui associant, par exemple, une suite d’objets obtenue
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apres composition par des dilatations. Les applications de ces méthodes sont
nombreuses et parfois assez anciennes ; il suffit de penser a la linéarisation
d’un germe de transformation holomorphe contractante ou & ’étude, par
Fatou, des ensembles de Julia de fractions rationnelles possédant des tan-

gentes.

Les deux premiers chapitres portent sur des questions biens distinctes
et les méthodes de changement d’échelles utilisées sont de nature différente.
Leur unité est cependant scellée par une réduction commune a une forme
de principe de Bloch.

Le premier chapitre est centré sur le principe de Bloch usuel. Ce principe
explique le défaut de normalité d’une famille de disques holomorphes dans
une variété compacte par la présence de courbes entieres limites situées dans
I’adhérence de cette famille. Ces courbes sont produites grace au procédé de
renormalisation de Zalcman. Nous I'appliquons a quelques propriétés fon-
damentales des ensembles de Julia de fractions rationnelles puis & certaines
questions d’hyperbolicité au sens de Kobayashi. Cette approche simplifie
considérablement les démonstrations classiques.

Le deuxieme chapitre est consacré a la méthode de dilatation des co-
ordonnées de Pinchuk. Il s’agit d’étudier des biholomorphismes en faisant
exploser leurs domaines (source ou but) de fagon & créer un biholomorphisme
limite entre domaines modeles simples (par exemple un automorhisme)
d’une réalisation non-bornée de la boule euclidienne). Nous nous plagons
dans le cas strictement pseudoconvexe pour simplifier mais nous adoptons
un exposé facile a transposer au cas faiblement pseudoconvexe de type fini.
Nous commencons par étudier le probleme de normalisation inhérent a cette
méthode ; il est trés naturellement lié a un principe de Bloch. Nous ap-
pliquons ensuite la méthode a I’étude du compartement de la métrique de
Kobayashi, au théoreme de Wong-Rosay puis au théoreme de Fefferman sur
le prolongement différentiable de biholomorphismes.

Lorsque l'espace source est de dimension au moins égale a deux, il
n’existe généralement pas de procédé de renormalisation «a la Zalcman »
fournissant des limites de rang maximal. La situation est bien plus sauvage
que pour les disques comme le cas des germes holomorphes dilatants suffit
a s’en convaincre. La fin de ce texte est conditionnée par ce constat.

Dans le troisieme chapitre nous traitons de la normalisation des germes
inversibles (théorémes de Poincaré et Dulac). Il n’y a la rien de nouveau si
ce n’est que la preuve que nous donnons est plus simple que celles que nous
avons trouvées dans la littérature.
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Nous nous intéressons ensuite a la linéarisation le long des orbites d’un
endomorphisme holomorphe de ’espace projectif. D’une certaine facon ceci
géneralise la linéarisation autour d’un point fixe ; ’orbite jouant maintenant
le role du point. Le phénomene est de nature statistique et fait pleinement
intervenir la mesure d’équilibre de I’endomorphisme et ses exposants de Li-
apounov. On retrouve les problemes de résonance qui cette fois s’expriment
au niveau des exposants de Liapounov.

Ce texte est autonome et, a quelques exceptions pres, contient des démon-
strations completes. Les références sont regroupées dans les notes de fin de
chapitre. Le lecteur y trouvera des éléments « historiques » et quelques jalons
permettant de s’orienter dans la littérature sur le sujet.
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4.3 Domaines de Fatou-Bieberbach . . . . . ... ... .. 469
4.4 Structure complexe des variétés stables . . ... ... 471
4.5 Linéarisation le long d’orbites expansives
d'un endomorphismes de P* . . . .. ... ... .. 474
Notations. —

e L’espace complexe k-dimensionnel sera noté C* et l'espace projectif
de méme dimension PF.

e On désignera par Apg le disque de C centré a 'origine et de rayon R,
lorsque R = 1 on notera plus simplement A.

e [’ensemble des applications holomorphes de N dans M sera noté
O(N,M).

Remerciements. — Je remercie mes collegues G. Bassanelli, C. Dupont,
V. Guedj, J.J. Loeb ainsi que E. Opshtein pour l'aide apportée et les re-
marques dont ils m’ont fait bénéficier.

Ce texte a fait I'objet de cours a I’Ecole d’Analyse et Géométrie au
CIRM, lors du Workshop CR. Geometry and Automorphisms Groups a la
Seoul National University et a Parme dans le cadre des chaires de Giorgi-
Venturi de I’Université Franco-Italienne. Je remercie ces institutions ainsi
que les collegues organisateurs pour la qualité de leur accueil et leur hospi-
talité.

2. Renormalisation de disques holomorphes

Dans ce chapitre nous décrivons un procédé de renormalisation pour les
familles de disques holomorphes dans les variétés compactes et en étudions
quelques applications marquantes.

2.1. Principe de Bloch et procédé de renormalisation de Zalcman

Le lemme suivant, da & Zalcman, montre comment toute suite de disques
holomorphes dans une variété compacte peut étre rendue normale en la
composant a la source par des contractions bien choisies.

LEMME 2.1. — Soit M une variété compacte complere munie d’une mé-
trique hermitienne et (fy), une suite dans O (A, M). Si (fx), nest pas
normale en zy € A alors il existe des suites (zy), et (pr), vérifiant
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(i) zx € A, 21 — 20
(ii) px >0, pr. — 0
et telles qu’aprés une éventuelle extraction, la suite (gi), définie par
gr (2) = fr (2 + pr2)

converge uniformément sur tout compact de C vers une courbe entiere non
constante g : C — M vérifiant |¢'| < |¢’ (0)]| = 1.

La preuve de ce lemme est tout a fait élémentaire, son mécanisme est
particulierement limpide dans la version reproduite ici ou elle se révele étre
une simple application du lemme métrique suivant :

LEMME 2.2. — Soit (X,d) un espace métrique complet et ¢ : X — RT
une fonction localement bornée. Soit € > 0 et 7 > 1. Alors pour tout a € X
tel que p (a) >0, il existe a € X tel que :

(i) d(a,a) < Sy
(ii) ¢ (a)> ¢ (a)

(iti) ¢ (z) < Tp(a) sid(2,a) <

Démonstration. — Si il était impossible de trouver un tel a alors, en par-
ticulier, a ne conviendrait pas et devrait violer la condition (iii). Il existerait
donc a; € X tel que ¢ (a1) > Tp(a) et d(a,a1) < @. En continuant
ainsi on fabriquerait une suite (az),, telle que d (ag,ar—1) < == (?l(a))

et ¢ (ar) > T8¢ (a) : ¢ serait non bornée au voisinage de la limite de (ay),.
(]

¢ < 2¢(a)
a
)
< @
Figure 1. — Le lemme métrique pour 7 =2 et e = 1
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Démonstration du lemme de Zalcman. — En vertu du théoréme d’Ascoli,
(fx), n’est équicontinue sur aucun voisinage de zp. En particulier, pour
tout voisinage Vj de zp on a : SuppSup.cv,|fi.| = co. Aprés extraction et
renumérotation on trouve donc ay — zq telle que |f. (ay)| = k3.

On applique maintenant le lemme 2.2 avec X = D (0,7) (Jag| < r < 1),
©=|fil,a=ay, e=F et 7 =1+ . Ceci fournit @ =: 2z tel que

: 25> 2
D) l2r —al < S@e=n S o S &

(i) £ (20| = 0 (@) > 0 (@) = £} (@) | > K
(i) |5 ()] = ¢ (2) < 7(@) = (14 £) 1ff (28)] pour |z — 2] < iy =
k
[fr (2]

Posons alors py, := m et gr := fr (2k + prz). Pour k assez grand, gi est
définie sur Ay, puisque 2 — 2o (i) et kpp < 75 (i4). De plus, (iii) montre
que |g, (2) | = prlfi, (zi + prz)| < (1+ ) sur Ag. On obtient alors g en
utilisant le théoreme d’Ascoli et un procédé diagonal. Par holomorphie on
a|g’ (0)| =1lim|g;, (0) | = 1 ce qui nous assure que g n’est pas constante, on
a de méme |¢’| < 1 sur C. O

Remarque 2.3. — L’holomorphie des disques n’intervient que pour mon-
trer que la limite n’est pas constante.

Le lemme de Zalcman peut étre considéré comme une version concrete du
principe de Bloch. Etant donnée une propriété P susceptible d’étre satisfaite
par les applications holomorphes a valeurs dans M, ce principe subordonne
I’abondance de disques holomorphes vérifiant P a ’existence de courbes
entieres non constantes vérifiant cette méme propriété :

Principe de Bloch.— Si € == {f € O(C, M) / f satisfait P} est réduite
auzx constantes alors F :={f € O (A, M) / f satisfait P} est normale.

Bien qu'’il existe des propriétés P pour lesquelles ce principe soit en
défaut, le lemme de Zalcman en garantit la validité lorsque P est stable
par convergence vers une limite non constante et changement de variable a
la source. Ainsi, le lemme d’Hurwitz nous montre que les courbes entieres
obtenues a partir de disques omettant un nombre fini de points de P! évitent
encore ces points et le principe de Bloch stipule donc que le théoreme de
Montel découle du premier théoreme de Picard :

O (C,P"\{0,1,00}) C {est} = O (A, P"\ {0,1,00}) est normale.
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2.2. La théorie de Picard-Montel

En utilisant le procédé de Zalcman, nous allons donner des preuves
élémentaires et rapides des théoremes de Picard et du théoreme de Montel.
Rappelons leurs énoncés.

(P1) Premier théoréme de Picard : O (C,P*\ {0,1,00}) C {cst}
(P2) Grand théoréme de Picard : O (A\ {0}, P*\ {0,1,00}) C O (A, P!)
(M) Théoreme de Montel : O (A, P\ {0,1,00}) est normale.

11 est bien connu et facile de voir que (M) = (P2) = (P1). Comme
nous l'avons déja remarqué, on a en fait (M) < (P1) en vertu du principe
de Bloch.

Commengcons par donner une preuve de (M).

Démonstration du théoréme de Montel. — Désignons par R, 1'ensemble
des racines 2%-iemes de I'unité et considérons le revétement de P\ {0, 1,00}
par P1\ ({0,00} UR,) défini par P, (z) = 22"

Soit (fy),, une suite de disques holomorphes, f, : A — P!\ {0,1,00},
supposée non normale. Pour tout ¢, considérons la suite
frq € O (AP ({0,00} UR,)) de disques relevés par P, : Pyo fr g = fa.
Le lemme de Zalcman, appliqué a (fy,q), fournit des courbes enticres g, :
C — P!\ R, telles que |g;| < |g; (0)| = 1. Par le théoréme d’Ascoli, (g,)
est normale et converge donc, modulo extraction, vers une limite g telle que
lg" (0)| = Limlg, (0)| = 1. Comme R, C Ryy1 et g # cst, on déduit du
lemme d’Hurwitz que g évite |JR, et donc aussi son adhérence S'. Ceci
contredit le théoreme de Liouville. O

Voyons maintenant comment (P1) implique (P2), il s’agit d’une variante
de Pargument classique permettant de déduire (P2) de (M).

SifeO(A\{0},P'\{0,1,00}) présente une singularité essentielle en
0 alors fy, (2) := f (5%) n’est pas normale sur la couronne {1 < [z| < 1}.
Le lemme de Zalecman, appliqué sur un disque D (zg,ro) bien choisi, fournit
une courbe entiére non constante évitant 0,1 et oc. O

Nous terminons cette partie en donnant une preuve directe de (P1). Le
premier théoreme de Picard se déduit immédiatement du lemme suivant et
du fait que Ezp (C) = C* via le lemme d’'Hurwitz :
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LEMME 2.4. — Pour tout f € O (C,P*\ {0,00}) non constante il existe
des suites (Ay),, , (Br),, telles que f (Arz + By) converge uniformément sur
tout compact de C vers une limite du type E (z) = Exp (Aoz + By), Ao # 0.

Démonstration. — Pour tout k, considérons g, € O (C,P'\ {0,00})

telle que (gk)k = f et choisissons une suite 0 < R — oo telle que f :=
gk (Rrz) ne soit pas normale en 0. D’apres le lemme de Zalcman, il existe
ay et pg tels que, modulo extraction, hy := fi (ar + prz) converge vers une
courbe non constante ¢ : C — P!\ {0,00}. On considére maintenant ¢ et
hi, comme des fonctions entieres. Choisissons zyp € C tel que ¢ (zy) = €%
et ' (20) # 0 puis 2 — 2o tels que hy (z;) = €. On peut alors considérer
les développements

o(zo+u) = o (1+ agu+ Oz (u))
hi (2 +u) = e 1+ apu+ Oa 1 (u))
ol a — ag # 0 et Oz 1, — Oz uniformément sur les compacts de C. Il vient
alors
. k
[hk (Zk + %) }k = ¢tkbo (1 + Oék% + OQJC (%))

ikbo (1 + % (apu + (W))k

ou 73 converge vers 0 uniformément sur tout compact de C et 74 (0) = 0.
Ceci acheve la preuve puisque le membre de droite converge vers e*0e®o
et celui de gauche est de la forme f (Ay + Byu). O

Ainsi, en opposition au point de vue de Montel mais dans ’esprit méme
du principe de Bloch, le premier théoreme de Picard joue un role central
dans cette théorie :

Grand théoréme Théoréme de
de Picard Montel
(P2) (M)

™~ ~

Premier théoréme
de Picard
(P1)
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On peut dire que le point de vue des renormalisations révolutionne la
théorie classique des familles normales. Le point de vue de Montel, selon
lequel il importe de dégager des critéres de normalité, est supplanté par le
principe suivant : il suffit de savoir comment rendre normale une famille qui
ne l'est pas.

2.3. Propriétés élémentaires des ensembles de Julia de fractions
rationnelles

L’ensemble de Julia d'une fraction rationnelle f (i.e. f € O (P, P1))
est constitué par les points de la sphere de Riemann au voisinage desquels
la suite des itérés (f™), n’est pas normale. On note Jy cet ensemble. Son
complémentaire est I'ensemble de Fatou, noté F.

De fagon plus imagée, un point x est dans [Jr si et seulement si son
orbite (f™ (x)),, peut étre drastiquement modifiée lorsque x est perturbé. I
s’avere que la partie intéressante de la dynamique de f est concentrée sur
son ensemble de Julia.

Les propriétés suivantes découlent facilement des définitions :

1) Fy est ouvert, Jy est fermé.

1)
@) D) = (Fp) = Fpy f7(Tp) = 1 (Tp) = Ty
(3) Jyn = Js pour tout entier n.

(4)

4) Si f est de degré plus grand que 2 alors J¢ est non vide.

Nous nous proposons ici d’utiliser le procédé de renormalisation de Zalc-
man pour montrer que Jy est un compact parfait qui coincide avec ’adhéren-
ce de ’ensemble des cycles répulsifs de f. Cette approche est considérable-
ment plus simple que 'approche classique.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 2.5. — Soit f une fraction rationnelle de degré supérieur ou égal
a deuz.

(i) Tout ensemble fini totalement invariant par f est contenu dans Fjy.

(1t) siw est un ouvert rencontrant Jy alors Jy C |J f™ (w).

Démonstration. — (i) Soit I cet ensemble et xg € I. Puisque f (I) C I,
Porbite de xg est captée par un cycle et il existe donc des entiers k et n tels
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que f*[f" (z0) | = f™ (w0). Posons a = f™ (o) et g = f". Si g~ *{a} # {a}
alors on construit par récurrence une suite de points deux a deux distincts
(a—k)ys; telle que ag = a et g(a_x) = a_g41. Ceci est impossible puisque
f7Y(I) C I et I est fini. Ainsi, a est un point critique fixe de g donc
aefg:.lff etxoeff.

(i) Posons | f™ (w) = P!\ E. D’apres le théoréme de Montel E con-
tient au plus deux points. On a bien siir f~! (E) C E et il s’ensuit facile-
ment, puisque £ (E) < 2, que E est totalement invariant. Alors, d’apres (i),
E C ff. U

Observons au passage que Jy n'est jamais fini et que son intérieur
est vide & moins qu'il ne coincide avec P'. En effet, si w C J, on a
Jr=Uf(w) =P\ Edou J; = J; = P! (et E = (). Mentionnons
aussi que ’ensemble de Julia de certaines fractions rationnelles remplit P*.

THEOREME 2.6. — L’ensemble de Julia d’une fraction rationnelle de
degré au moins égal a deux est un compact parfait.

Démonstration. — Soit a € Jr. D’apres le lemme de Zalcman, il ex-
iste des suites ar, — a, 0 < pr — 0 telles que f™ (ay + prz) — @ ou
¢ : C — P! est non constante. Comme J¢ n'est pas fini, on peut trouver
20, 2(, € C tels que ¢ (29) et ¢ (z() soient deux points distincts de Jy. Soient
alors 2z — 2o et z;, — z; deux suites telles que f™* (ar + przr) = ¢ (20),
™ (ag + przy,) = ¢ (2)). L'une des deux suites (ax + pr2k)y, (ar + pr2y),
n’est pas stationnaire et converge vers a dans J¢; a n’est donc pas isolé dans
NfS O

Passons maintenant a la densité des cycles répulsifs dans I’ensemble de
Julia.

THEOREME 2.7 (FATOU-JULIA). — Pour toute fraction rationnelle f de
degré au moins égal a deuzx, ’ensemble des cycles répulsifs de f est dense

dans Js.

Démonstration. — Introduisons C]'ﬁ' = U5 f" (Cy) ot Cy est 'ensemble
des points critiques de f. Comme Jy est parfait et CJT dénombrable, il suffit
d’approcher un point a € J¢ \C;{ D’apres le lemme de Zalcman, il existe
des suites a, — a, 0 < pp — 0 telles que f™ (aj, + prz) — p ot ¢ : C — P!
est non constante. Soit U un ouvert de C tel que ¢ (U) N Jy # 0. On peut
supposer que co & ¢ (U) et ¢’ # 0 sur U. Puisque, d’aprés le lemme 2.5,
Tt CUgs1 f1(p(U)), il existe 20 € U et q tels que a = f70 ¢ (20).
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Alors, comme f90 f™ (ag + prz) — (ax + prz) — f? 0@ — a, le lemme
d’Hurwitz fournit une suite de points z — 2o telle que f9" (ap + pr2i) =
(ar + przi). Il reste & vérifier que les points périodiques (ag + przx) sont
répulsifs. Puisque ¢’ (29) est non nul et ¢ (20) n’est pas un point critique de
14 ( flop(z) =a¢ C]T , cela se déduit immédiatement de la convergence

de pr (f7™) (ag + przr) vers (f9) (¢ (20)) ¢’ (20) et de celle de pyvers 0.
O

D(ak, pr)

Js

\\\ ______ _‘—/’ fq

Figure 2. — Interprétation géométrique de la démonstration

2.4. Hyperbolicité au sens de Kobayashi, lemme de Brody

La métrique de Poincaré dans le disque unité de C est définie par

2dz
Pri= ——.
(1 —1z?)
Le lemme de Schwarz-Pick stipule que pour toute application holomorphe
f:A—Aona 1‘7];;(2))"2 < 17‘1Z‘2 ; Vz € A. Ceci s’écrit aussi f*Pa < Pa
et signifie que f est contractante pour la distance de Poincaré p obtenue en
intégrant Pa :

p[f(a),f(b)] <pla,b) ; VfeO(AA); Va,beA.

Un calcul direct montre que p (0, |a|) = Log }jZI

de A étant des isométries pour p, on voit facilement que

Puis, les automorphismes

|1 — ab| + |a — b|

b) =1L _
pla:b) = Log s 0 — 1oy
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La pseudo-distance de Kobayashi, dx, d’une variété complexe X est une
pseudo-distance pour laquelle toutes les applications holomorphes sont con-
tractantes :

dy [f(p),f(@)] <dx(p,q); Vf € O(X,Y) ; Vp,q e X.

Nous verrons que c’est en fait la plus grande des pseudo-distances ayant
cette propriété. On définit dx (p, q) comme étant égale & la borne inférieure
des longueurs des chaines holomorphes joignant p a ¢ dans X :

dx (p,q) == énf ! (ap,q)'

Une chaine holomorphe «,, ; joignant p & g dans X est une famille de disques
fi € O(A,X) et de points a;,b; € A (1 < i < k) telle que f; (a;) = pi—1,
fi(bi) = pi ot po =p et p, = gq.

Sa longueur est définie par :

k

l (ap,q) = Zp (ai,bi) .

1

Précisons la propriété extrémale caractérisant dx :

LEMME 2.8. — Soit §x une pseudo-distance telle que 5x [ f (a), f (b)] <
p(a,b);Vf e O(A X) ;Va,be A. Alors éx < dx.

Démonstration. — Pour toute chaine holomorphe « joignant p a q dans

-X; O)H a dx (p,q) <X 0x (pim1,pi) = 2. 0x [fi (i), fi (b:) | <D p(as,bi) =
l(a). O

On voit ainsi que p < da et donc que da = p puisque, par construction,
p=da.

Une variété complexe X est dite hyperbolique lorsque dx est une distance,
c’est-a-dire lorsque dx (p,q) > 0 pour toute paire de points distincts (p, q).
Il est facile de voir que C™ n’est pas hyperbolique (dg» = 0) tandis que
tout domaine borné de C™ l'est.

On définit une pseudo-métrique Kx sous-jacente a dx de la fagon sui-
vante :

Yo e TX : Kx (v) = inf(x /3] € O(Ag,X) t. fy (o, %) — v}
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f2(8)
. °q=pk

p2

Figure 3. — Une chaine holomorphe joignant p a ¢

Il est clair que toute application holomorphe est contractante pour cette
pseudo-métrique : Ky (fiv) < Kx (v) ; Vf € O(X,Y), Vv € TX. Comme
Ka et Pa sont toutes deux invariantes par les automorphismes de A, on
voit facilement que Ko = Pa.

Cette pseudo-métrique permet d’interpréter le défaut d’hyperbolicité de
X par la présence de disques holomorphes arbitrairement grands. Ceci fait
I'objet du lemme suivant :

LEMME 2.9. — Soit X une variété complexe et E une métrique (con-
tinue) sur TX. Si X n’est pas hyperbolique alors on peut trowver une suite
vy € TX telle que E (v,) =1 et Kx (vy,) < L.

Démonstration. — Supposons qu’une telle suite n’existe pas : da > 0
tel que Kx > aFE. On peut supposer a = 1. Nous allons montrer que X
est hyperbolique en vérifiant que dx > dx ou dx est la distance obtenue
en intégrant E. Soit f € O(A,X), pour tout u € Ta on a E(f,u) <
Kx (fiu) < Ka (u) = Pa (u) d’ot, en intégrant, §[f (a), f (b) ] < p(a,b)
pour tout a,b € A. D’apres le lemme 2.8 cela entraine que dx > dx. O

Lorsque la variété est compacte, une simple application du procédé de
renormalisation de Zalcman fournit alors une caractérisation de I’hyperboli-
cité par 'absence de courbes entieres non constantes. Ce résultat est connu
sous le nom de critere de Brody :

THEOREME 2.10 (BRODY). — Soit X une variété compacte compleze et
D C X un diviseur.
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1) X est hyperbolique si et seulement si O (C,X) est réduit aux con-
stantes.

2) X\ D est hyperbolique si O (C,X \ D) et O(C, D) sont réduits auz
constantes.

Démonstration.— 1) Si X est hyperbolique et f € O (C, X) alors f =
f(0) car dx[f (p),f(0)] < dc(p,0) = 0 pour tout p € C. Si X n’est
pas hyperbolique alors, d’apres le lemme 2.9, on peut trouver une suite
fo € O(Ag,, X) telle que (frs) (0,2) = vn, [vu| =1 et R, >n—1. On
construit une courbe entitre non constante en renormalisant f, € O (A, X);

fn (2) = fu (Rn2).

2) On combine 'argument précédent et le lemme d’Hurwitz. ]

2.5. Linéarisation de courbes enti¢res dans P* et théoréme de
Green

Au vu du critere de Brody, on peut reformuler le premier théoréeme de
Picard en disant que le complémentaire de trois points dans la sphere de
Riemann est hyperbolique. En outre, ce théoreme est généralisé par le :

THEOREME 2.11 (M. GREEN). — Le complémentaire de 2n + 1 hyper-
plans en position générale dans P™ est hyperbolique.

La démonstration se fait par induction sur la dimension. Désignons
par D, un diviseur de P™ constitué des 2n 4+ 1 hyperplans en position
générale. 1l s’agit de montrer que O (C, D,,) et O (C,P™\ D,,) sont réduits
aux constantes. La trivialité des O (C, D,41) se déduisant de celle des
O (C,P™\ D,,), I'étape essentielle consiste & montrer que O (C,P™\ D,,) =
{est}. Pour cela, nous pourrions reprendre ’approche adoptée pour établir le
théoreme de Montel. Nous y parviendrons plutot en établissant un théoreme
de linéarisation des courbes entieres, comme nous ’avions fait pour le théore-
me de Picard. Ce point de vue a d’autres applications (voir les notes de fin
de section).

THEOREME 2.12 (BERTELOOT-DUVAL). —
Si o € O(C,PN\{z1--2ny41=0}) est non constante alors elle admet
une limite non constante de la forme

E(t) = [Bleblt Ceels ﬁN+1€bN+1t]

ce qui signifie qu’il existe une suite (Ay), d’automorphismes (affines) de C
telle que p o A, — E. En particulier E (C) C ¢ (C).
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Voyons tout d’abord comment le théoreme de Green s’en déduit.

Démonstration du théoreme 2.11.— Soient lq, - - -, lop41 des formes liné-
aires sur C"*! qui induisent les hyperplans constituant D,,. L’hypothese
de position générale signifie que tout choix de (n + 1) formes parmi les I;

n+1\*
engendre (C ) .

Soit v € O (C,P™\ D,,) supposée non constante. On applique le théo-
reme 212 & ¢ € O(C,P?\{z 22,41 =0}) définie par o (t) =

[lioy(t) : vt long1 0y (b)], soit E(t) = [Bre®! ¢ - 1 Boppqebennrf]
la limite.

Observons tout d’abord qu’il ne peut exister plus de n constantes b;
identiques. En effet, dans le cas contraire, on aurait b;, = --- = b;

Tn+1
et, puisque E n’est pas constante, il existerait 4,12 tel que b;, # b;, ., et

1 S bi, ot
Binso # 0. Or, comme I; ., = Z?; cjli; cela entrainerait 3;,  ,e"'n+2" =

Cebt ce qui est impossible.

Choisissons maintenant i1 tel que b;, 5;;, # 0. Comme nous l’avons ob-
servé, il existe au moins 2n — (n — 1) = n+ 1 indices {ia, -, in42} tels que
L F bij pour 2 < j < n+ 2. Ceci conduit & une contradiction car, en vertu
, . . ., v 2 by
de I’hypothese de position générale, 3;, bt = Z;L+2 ciBi e it O

Passons a la preuve du théoreme de linéarisation. Le principe est bien sir
le méme qu’en dimension un (voir lemme 2.4). Notons Py 'endomorphisme
de PV défini par P ([z]) := [z} : -+ : 2§, ,]. Comme ¢ n’en rencontre pas
le lieu critique, on définit une suite de relevé 1 par Py o1 = ¢. On choisit
Rj, — oo telle que (1), (Rit)), ne soit pas normale en 0 et on applique le
lemme de renormalisation de Zalcman. On obtient ainsi une suite (p), de
la forme ¢y, (t) = ¥y (axt + b) qui converge vers une limite non constante
0. Comme o rencontre le lieu de non-normalité de (Py),, on peut montrer
que (P o ¢r) (sk + 1) = (¢ o Ay) (t) converge vers E. Seul ce dernier point
réclame quelques éclaircissements. Nous établissons a cet effet le lemme
suivant :

LEMME 2.13. — Soit (@), une suite de courbes entiéres, @, EO(C,PN),
qui converge vers 0. Si o est non constante alors (Py, o ), admet une limi-
te non constante de la forme E (t) = [Bleblt Teees ﬂNHebNHt]. Autrement
dit il existe une suite (Ay), d’automorphismes (affines) de C telle que
(Pk O(pk) 014]C — F.

Démonstration. — Soit M (z) := maxicj<n+1 %] et G(z) :=1In
G est p.s.h sur CVNF1 et vérifie G (tz) = In|t| + G (2) pour t € C e
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CVF1. Relevons o en 6 € O (C,CN*1\ {0}). Il existe g € C tel que Go6
ne soit pas harmonique au voisinage de ty. En effet, dans le cas contraire
G o 6 serait de la forme In|f| pour une fonction entiere non nulle f et donc
%6 prendrait ses valeurs dans le compact {G = 0}. C’est impossible et il
existe donc 2 < r < N + 1 tel qu’apres renumérotation des variables :

61 (to) | = -+~ =[6r (to) | > |6y (t0) [ = -+ =[G4 (o) |- (2.1)

Le point tg ne pouvant étre isolé dans le support de A (G o &), on peut
le déplacer légerement de fagon & ce que, de surcroit,

[In (%) ]/ (to) # 0 lorsque 1 < j,l <7 etl|o;| £ |6 (2.2)
1

Parmi les r premieres composantes de &, il nous faudra tenir compte de celles
qui sont égales en module (c’est ce qui complique un peu la démonstration
lorsque N > 2). Pour cela, introduisons la partition {1,---,r} =: I1U---UT,,
relative & cette équivalence et notons M, (z) := maxjey, |2;| pour tout
1 < p < m. Choisissons des relevés ¢y tels que ¢, — & pres de tg. Soit
D un petit disque autour de to. D’apres (2.1), on a D =, ,c,,, Mp,x 01

Mpp={t €D : Mo (t)=M,o¢(t)}

pourvu que k soit assez grand. De plus, on a M, # D pour tout p. En
effet, dans le cas contraire, il existerait un certain p tel qu’apres extraction
M o ¢y = M, o ¢, sur D pour tout k. A la limite on aurait G o § =
In(M, o &) = In|d;| pour tout i € I, et G o & serait harmonique sur D. On
peut donc trouver ¢, € D tel que M o @y, (t) = My o ¢y (tx) = My o ¢y (k)
avec 1 < p # g < m (par exemple ¢, € Front M, j, pour M,, , # (). Ainsi,
en prenant D de plus en plus petit et en extrayant sur k, on voit qu’il existe
1<p#qg<metty —totels que Mo@y (tr) = Mpody (tr) = Mgo gy (tr).
On peut réordonner une derniere fois les variables de fagon a ce que 1 € I,
et 2 € I,. Compte tenu de (2.1) et (2.2) on a :

1Pk, (tr) | = |Pr2 (tr) | = -+ = |Pr,ny1 (Br) | et [ln (g—j) ]/ (to) # 0.

On dispose alors des développements :
(%) (te+t)=ap; (l+ar;t+---) pour2<j<N+1
k,1

avec |aga| = 1 et |ag,;] < 1 pour 2 < j < N + 1. Il s’ensuit qu’apres
extraction

R k

; t

(ka <tk + E>) — et pour2 < j <N +1.
k,1
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Cela signifie que Pyogy, (tp + £) — [1: ape®! 1 -+t ayqre™+1t] = .

Onaagilimkakg— ( ) (to) # 0 et |ao| = limy |ago| = 1 si

bien que F est non constante.

Notes.— Le procédé de renormalisation des disques holomorphes a
été mis au point par Zalcman [75] pour concrétiser le principe de Bloch
et répondre & une question posée par A. Robinson (dans le contexte de
Panalyse non-standard). Brody [19] a retrouvé ce procédé pour caractériser
I’hyperbolicité des variétés compactes complexes. La démonstration de Zal-
cman s’inspire de celle donnée par Pommerenke pour les fonctions normales
[55], on y retrouve des arguments déja présents dans le travail de Landau sur
la constante de Bloch [52], pages 618-619. La démonstration que nous avons
adoptée provient d’un travail de Gromov [46] ot le «lemme métrique » ap-
parait explicitement. Les premieres applications marquantes de ce procédé
apparaissent dans un article récent de Zalcman [74]. La preuve du théoréme
de Montel que nous avons reproduite est due a Ros, il faut souligner que
Ros a aussi utilisé ces méthodes pour étudier les questions de distribution
des valeurs de application de Gauss d’une surface minimale [60]. D’autres
applications sont aussi données dans l'article de Bergweiler [7].

Le théoréeme de Green sur I’hyperbolicité du complémentaire d’une famil-
le d’hyperplans dans l’espace projectif est établi dans [19] via le lemme de
Borel et (donc) la théorie de Nevanlinna élémentaire (on pourra consul-
ter le livre de Lang [53] pour un exposé complet et limpide). Le théoréme
de linéarisation des courbes entieres dans les espaces projectifs et son ap-
plication a la preuve du théoreme de Green sont dius a Berteloot et Du-
val [17], ce théoreme de linéarisation est également utilisé pour retrouver
(de fagon élémentaire) un résultat de Dethloff, Schumacher et Wong [29]
sur 'hyperbolicité du complémentaire d’une courbe a trois composantes
dans D’espace projectif bi-dimensionnel. L’article de Berteloot-Duval con-
tient aussi une preuve du théoreme de Green basée sur la stratégie de Ros.
Il faut signaler que ces techniques ne semblent pas permettre de retrouver
le lemme de Borel. Plus généralement, elles sont inopérantes dans le cas,
bien plus difficile, du complémentaire d’une courbe irréductible (conjecture
de Kobayashi par exemple). Sur ces problemes, le lecteur pourra consulter
larticle de revue [27] et pour des progres récents, les articles [67],[28]. Si-
gnalons aussi l'article de A. Eremenko [35] ot les théorémes du type Picard
sont abordés au moyen de la théorie du potentiel. Le livre de Kobayashi [51]
est une référence générale sur toutes les questions relatives aux métriques
invariantes.
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Les premieres applications du procédé de renormalisation de Zalcman
a la théorie de Fatou-Julia sont indépendemment diles & Bargmann [2] et
Berteloot-Duval [13]. Il faut aussi mentionner l'article de Schwick [64] qui
développe la méme idée mais utilise la théorie de Nevanlinna. La densité
des cycles répulsifs dans le Julia est un résultat fondamental qui intervient
a plusieurs niveaux dans ’étude dynamique des fractions rationnelles, des
propriétés de type «zoom » aux questions de stabilité des familles holomor-
phes. 11 est donc d’autant plus intéressant d’en donner une preuve simple.
On notera que la démonstration classique, due a Fatou, utilise beaucoup plus
que la seule définition de ’ensemble de Julia. Elle nécessite d’amorcer ’étude
des composantes de ’ensemble de Fatou et, plus précisément, d’établir la
présence de points critiques dans les bassins attractifs ou paraboliques (voir
par exemple [16]).

3. Dilatation des coordonnées

Dans ce chapitre nous étudions quelques applications de la méthode
de dilatation des coordonnées. Nous nous restreignons au cas strictement
pseudoconvexe. Insistons sur le fait que la théorie est assez facile & mettre en
place dans ce cadre en utilisant la convexifiabilité. L’exposé pour lequel nous
avons opté n’utilise pas cette possibilité et présente donc des complications
superflues. Il offre cependant ’avantage d’étre plus conceptuel et surtout de
s’adapter immédiatement au cas faiblement pseudoconvexe de type fini.

3.1. Géométrie des hypersurfaces strictement pseudoconvexes

Nous nous limitons & C? pour alléger les notations, cela n’entraine aucune
perte de généralité.

Une hypersurface réelle lisse, définie dans un voisinage de ’origine de
C? par une équation p = 0, est dite strictement pseudoconvexe en (0,0) si
dans de bonnes coordonnées :

p(z1,22) = Re 22 + |z1> + O (|1]” + |21][22]) - (3.1)

Remarquons que dans ces coordonnées le domaine {p < 0, |z1|, |22| < r}
est strictement convexe pour r assez petit et que la fonction |e*2| y est p.s.h
et pique en (0,0).

La stricte pseudoconvexité est une condition ouverte. Pour le voir, on
vérifie qu'un changement de variables adéquat permet de décrire I’hyper-
surface par une équation du type (3.1) au voisinage de tout point proche de
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(0,0). I s’avérera fondamental de définir ces changements de variables pour
des points non nécessairement situés sur I’hypersurface.

Plus précisément, pour tout point 1 d’un voisinage Uy assez petit de
(0,0), il existe un changement de variables ¢, défini par :

¢;1 (w1, w2) = (m +w1,m2 + do (n) we +dy (n) wi +da (n) w)
et tel que
po ¢yt (wi,wa) —p(n) = Re wy + X (n) [wi|* + O (Jwi® + |wy|Jwa]) . (3.2)

11 est utile de noter que ¢, est en fait un automorphisme polynomial
de C2. Les dj(n), et donc aussi ¢,, dépendent différentiablement de 7.
En particulier ¢,, — Id et A(n) — 1 lorsque 1 tend vers (0,0). Tout ceci
s’obtient facilement en manipulant la formule de Taylor.

€

Pour tout n € Uy et 0 < € < 1 posons 7 (n,€) := X7y €t définissons
une dilatation anisotrope d; par :
w1 wao
0 (w1, wo) = ,— .
o (w1,02) (T(nye) € )
On comprend bien la géométrie de I'hypersurface {p = 0} en remarquant

qu’une petite portion de celle-ci autour de n est vue, au travers de la «loupe
anisotrope » d; o ¢, comme proche de 'hypersurface algébrique

{Re wy + |wy|* = 0}.
En effet, lorsque n € {p =0} NUp et (w1, w2) € Ap X Ag on a

1 _
Epoqsfo(ég) 1(w1,w2):Re w + |wi|* + Og (Ve) . (3.3)

Il est crucial, pour les questions que nous avons en vue, de percevoir
Pespace proche de {p = 0} d’une facon adaptée & la géométrie de cette
hypersurface. On définit a cet effet des pseudo-boules

_ e\ —1 _
Qn,e):=¢y 0 (0;)  (AxA) =, {|lw| <7(n,€) , [wa| e}
Il est facile de vérifier que les pseudo-boules satisfont les propriétés fon-

damentales suivantes :

Il existe des constantes C > 0 et €q telles que ¥n,n' € U, Ve €]0, €] :
e 1€Q(, )= Q(ne) CQ(,Ce) et Q(n',e) CQ(n,Ce)
e neQM,lp() )= lpm|<Clo)].
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Q(n,¢€)

Figure 4. — Pseudo-boules

On définit également une pseudo-métriqgue M par :

(%) | (X))
M0 X) = S

oll nous avons noté € (1) := |p(n) | et &, := 576,(77).

= H‘Sn oqb;, (n) - )—()H1

Il nous faudra estimer la taille d’une courbe holomorphe dont la dérivée,
mesurée par M, est bornée. Cela n’est pas immédiat car M n’est comparable
a I'image réciproque de la métrique euclidienne par un automorphisme ¢,,, o
dp, que sur une pseudo-boule @ (1o, € (10)). On peut contourner la difficulté
en discrétisant M le long de la courbe, les propriétés fondamentales jouant
un role crucial pour passer d’une pseudo-boule a une pseudo-boule contigué.
On établit ainsi le :

LEMME 3.1. — Il existe un voisinage Vi de (0,0) et des constantes K >
1 et 0 < « telles que, pour tout entier N > 1 et tout disque holomorphe
[ An — U vérifiant M[f (u), f' (u)] <1 sur Ay on ait :

f(0)eVy et KNe(f(0)) <a= f(An) CQ[f(0),KNe(f(0))].
3.2. La méthode de dilatation des coordonnées de Pinchuk

Soit € un domaine de C? tel que b2 N Uy soit une hypersurface stricte-
ment pseudoconvexe pour un voisinage Uy de (0,0) € bQ2. A toute suite
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de points (1,),, tendant vers l'origine dans U, := € N Uy, on associe une
suite (7;,),, de points de la forme 7}, := (91,720 + €n), €, > 0, situés sur
I'hypersurface {p = 0}.

On considere alors la suite de «dilatations » v, := 6;'7 o ¢y . Autrement
n v

dit, on fait agir sur U, des «loupes anisotropes» 1, de plus en plus puis-
santes et focalisées sur 77,,. Compte tenu de ce que nous avons vu, pour tout
R > 0et tout n > ng (R) on a:

-1
wn(nn) = (&m)
Vo (Uy)NBr = {Rews+ |wi]>+ 0 (Ve,) <0} N Bg

Que 2 soit borné ou non, cela signifie que la suite de domaines 1, (€2)
converge vers la réalisation non bornée de la boule unité :

B :={Re wy + |wy|* < 0}

au sens ou, pour tout compact K ona K C o, () si K C B et n assez
grand, ¥, (Q) N K =0 si K C C?\ B et n assez grand.

Voyons maintenant a quoi cela peut étre utile. Considérons un triplet
{a,w, (fn),} ol w est un domaine de C?, a € w et f, € O (w,Q). Lorsque
fn (@) =t nm — (0,0), la méthode de dilatation des coordonnées consiste a
renormaliser ce triplet en lui substituant {a,w, (¢, o f,), }. Toute limite f
de (¢n o fn),, est, par construction, & valeurs dans BB mais, comme f (a) =
(0,—1) le principe du maximum appliqué a (Re f2 + |f1]|?) montre qu’en
fait f € O (w, B).

L’intérét de la méthode réside dans la simplicité du domaine limite B, son
succes au fait que les familles (¢, o fp,),, = (6577 0 ¢y © fn) sont toujours
" n

normales ! Nous verrons que ce principe de normalité s’interpréte comme
un principe de Bloch asymptotique : les familles de disques holomorphes
obtenus apres dilatation sont normales car le domaine limite (B) créé par
cette méthode ne contient aucune courbe entiére non constante (voir la
partie 2.1 pour le principe de Bloch usuel). On passe facilement du cas des
familles de disques & celui de familles quelconques.

Il est utile de préciser ’équivalence entre B et la boule unité eucli-
dienne B :

LEMME 3.2. — L’application rationnelle M (wq,ws) := ( Zwy - _1dws )

1—w2’ i(l—wQ)
induit un biholomorphisme entre B et B. Celui-ci se prolonge en un homéo-
morphisme de B sur B en posant M (o) = (0,i) et M~1(0,i) = oo.

— 447 —



Francois Berteloot

(0,0)

f=1m(¥, 0 fr)

Figure 5. — Méthode de dilatation des coordonnées de Pinchuk

3.3. Estimations asymptotiques de la métrique de Kobayashi et
principe de normalité

Les deux questions sont voisines. Formellement nous déduirons le principe
de normalité de I'existence d’estimées pour la métrique de Kobayashi. Pra-
tiquement nous établirons les estimations dans 1’esprit du principe de Bloch
évoqué ci-dessus selon une méthode analogue a celle utilisée dans le chapitre
2 pour les questions d’hyperbolicité.

En ce qui concerne la métrique de Kobayashi, nous nous proposons

d’établir le résultat suivant :

THEOREME 3.3. — Soit Q un domaine (non nécessairement borné) de
C* dont la frontiére est lisse et strictement pseudoconveze au voisinage de
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no. 1l existe un voisinage W de ng sur lequel M et Kq sont équivalentes :

M (z,?) < Kq (z,?) <M (z,?) ; VzeWnNnQ.
En particulier, d (z,bQ) " HYH > Kq (z,?) Zd(z,bﬂ)iTl ||YH

Commengons par localiser le probleme. Ceci fait ’objet du lemme suiv-
ant qui ne repose que sur l’existence d’une barriere p.s.h. Pour les do-

maines bornés c¢’est beaucoup plus facile ; I'estimation K ( 2, X > K| |Y|\

s’obtient immédiatement en minorant Kq par la métrique d’une grande
boule contenant 2.

LEMME 3.4. — Soit Q un domaine de CF et ny € bQ. On suppose qu’il
existe une fonction o p.s.h, continue et bornée sur QN {|z — no| < R} telle
que pour un certain choixz der <rv' < R’ < R :

i) oza>0surQN{lz—mno| <r}

i) o <0 sur QN {r <l|z—mn| < R'}.

St U est un voisinage assez petit de ng alors il existe un voisinage V.C U
ainsi que des constantes 0 <17 <1 et K > 0 tels que :

(1) Ko (ZY) > K||X|| ;V2eUNQ
(2) f(0)eV=f(A)CU;VfeO(AQ)

(8) Kq (Z,Y) > 17Konu (Z,Y) ;VzeVNnQ.

Démonstration. — (1) Quitte & remplacer o par A(oc —e€) ou A > 1 et
0 < € < 1, on peut supposer que 0 < —2R? sur QN {r' < |z —no| < R'}.
Définissons alors & par
G = Maz{oc+|z—nl* — R*, —2R*} sur QN {|z —no| < R’}
= —2R? sur Qn{|z—no| > R'}.

La fonction & est p.s.h bornée sur €2 de plus, (& —|z—no \2) est également
p.s.h sur QN{|z—no| < r}; quitte & lui soustraire une constante assez grande
on pourra supposer ¢ négative sur 2.
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Soit x une fonction lisse, croissante et positive telle que x (z) = =z

r _ (a-=0)r?
= 4

pour 0 < = < ; et x () pour x > %. Définissons, pour tout
20 € QN {|z —no| < §}, des fonctions u., par :

Uz =M (|2 = 20[?) .

Ces fonctions prennent leurs valeurs dans [0, et sont toutes de loga-

rithme p.s.h pourvu que M soit assez grand.

1—0)r2
( 4) ]

Associons & f € O (A, Q) tel que f (0) = z la fonction définie sur A\ {0}
par :

v (t) = [t Pz 0 f (1)

Lorsque |zo—1no| < § cette fonction est s.h sur A\ {0} car son logarithme
Iest. Comme limg v (t) = eM7(Z0)| £/ (0) |2 < 0o, v est en fait s.h sur A. Le
principe du maximum montre alors que :

2

M| () = (0) < T
d’olt I'estimation annoncée avec U = {|z —no| < §} et K = %e%”"f(‘;).

(2) Soit f € O(A,9Q). Diapres (1), KIf' ()| < Ko (f (1), (1) <
Kp (t,2) < # lorsque f(t) € U = {|z —no| < 7}. Il suffit donc de

prendre V' := {[z —no| < g} et 7 tel que f_/fQ <3

(3) Soit f € O(A,Q) tel que f(0) = z € V et f/(0) = RX. D’aprés
(2), g := f(12) € O(A,QNU) et comme ¢’ (0) = 7RX on a F=T5 >
TKQQU (Z,)_()) O

Passons maintenant a la Démonstration du théoréme 3.3.— Seule la
minoration n’est pas triviale. Le lemme de localisation 3.4 permet de se
ramener & un domaine borné en remplagant 2 par Q N U. La majoration
est une conséquence facile des définitions. La minoration revient & montrer

que, pour z assez proche de 79 et X non nul, Ko | z, % > 1.
M(z, ) -

Commengons par esquisser I'argument. Si cette estimée n’est pas satis-
faite on trouve des disques holomorphes dont les dérivées (mesurées par M !)
explosent. On renormalise ces disques en les composant a la source par des
contractions bien choisies. Ils sont alors paramétrés par des portions arbi-
trairement grandes du plan complexe mais de dérivées bornées. La méthode
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de dilatation des coordonnées fournit des transformations 6, o ¢, que 'on
compose avec les disques renormalisés. On obtient ainsi une famille normale
dont les limites sont des courbes entiéres non constantes contenues dans B.
C’est impossible !

Voyons maintenant cela en détail. Nous procédons par ’absurde et sup-
posons qu’il existe une suite de disques holomorphes f,, : D — Uy N tels
—_—
que fn, (0) = n, — no et fl (0) = Rn(Xin)T, ot R, > n?. Autrement
Nn s n)
dit :
M [fa (0), £, (0)] = n®.

Appliquons le lemme métrique 2.2 a la fonction M, (¢) := M[fn ), fr (t)]
sur A—% avec les parametres 7 =2 et € = % Cela fournit des points a,, € D
grace auxquels nous définissons des disques renormalisés g, € O (A,,, Q) en
posant :

gn (t) = fn (E‘" + m> '

Ces disques satisfont les estimations : M[g, (t),g, (t)] <1

En outre, comme (f,), est équicontinue en 0 (Q est borné !) et @, — 0,
la suite g, (0) converge vers ny. On peut donc, quitte & extraire, supposer
que

K"€(gn (0)) <

ou K et a sont les constantes du lemme d’intégration 3.1 en vertu duquel
nous avons alors : gy, (A,) C Q[gn (0), KPe (g, (0))] pour p < n.

Appliquons pour finir la méthode de dilatation au triplet {0, Ay, (gn),,}
avec 1, = gn (0). Notons ¢, := ;7 o ¢y 0 gn. Comme €, ~ €(1,) et

N € Q[n),, 2€,], on a Q[gn (0), KPe(gn (O))] C Q[ng, Cern} ce qui signifie
aussi que

€n

n, Od)nﬁl (Q[gn (0), K*¢(gn (O))]) C A\/m x A\/m'

Nous avons ainsi :
on (Ap) CA Joir X Ayers pourp<n

En utilisant le théoreme de Montel et un procédé diagonal, on voit que
(¢n),, possede comme limite une courbe entiere ¢ qui, par construction, est
contenue dans B. Cette courbe n’est pas constante car
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%, (0) |1 &= M[gn (0), g, (0)] = 1. Cela contredit le théoréme de Liouville

(voir lemme 3.2). O

Voici maintenant un énoncé précis justifiant le « principe de normalité ».
On se souviendra que si f,(K) est contenue dans une pseudo-boule
Q [, C(K)ey) alors, par définition de v, ¥, o f,(K) est contenue dans
un bidisque Ag (k) X Ac(k)- Ainsi, en considérant une suite exhaustive de
compacts K, on voit que la normalité de (¢, o f,) découle des inclusions
fu(K) C Q[nn, C(K)eyn] et du théoreme de Montel relatif aux fonctions
holomorphes bornées.

THEOREME 3.5. — Soit Q un domaine (non nécessairement borné) de
C* dont la frontiére est lisse et strictement pseudoconveze au voisinage de
M. Soit w un domaine de CP et a € w. Il existe un voisinage O de 1o et,
pour tout K C w, des constantes e(K) > 0, C(K) > 0 tels que :

Vf € Ow,Q) :
f(a) € Oete((f(a)) <e(K)= f(K)CQ[f(a), C(K)e(f(a))]-

Démonstration. — Soient Uy et Vy les voisinages de 1y donnés par le
lemme 3.1 et W celui donné par le théoreme 3.3. D’apres le lemme de loca-
lisation 3.4 on peut diminuer Vj et trouver 7 de facon a ce que
f(0) e Vo = f(A;) C WnNUy pour tout f € O(A,Q). Il vient alors
pour un tel f € O(A,Q) et tout u € A,

MIf (), ' ()] < estKa (f (u), £ (u) < est Kp (u, o ) < —

) X Q ’ X D ) ou S 1= ‘u|2 .
Soit alors rg €]0,7[ tel que 1C—s|trz(\)2 < 1. En appliquant le lemme 3.1 &
fro == f (rou) on obtient :

F0) e Vo= f(Arn) CRIF(0),e(f(0))]; VfeO(AQ).

Ceci reste vrai pour une boule de CP comme on le voit en considérant des
tranches radiales.

Soit maintenant f € O (w, Q) tel que f (a) € V; et K un compact contenu
dans w. On peut supposer que a € K. Posons r = d (K, bw) et recouvrons
K par (N + 1) boules B (z;,ror1) telles que zgp = a et zj41 € B (z;,707r1).
En utilisant les propriétés fondamentales des pseudo-boules on voit par in-
duction que

f(K) € Qlf (20),CNe (f (20))]
pourvu que CNe (f (z0)) soit assez petit. O
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3.4. Le théoréme de Wong-Rosay

Nous nous proposons ici d’illustrer la méthode de dilatation des coor-
données en démontrant le résultat suivant :

THEOREME 3.6 (WONG-ROSAY). — Soit Q un domaine (non nécessaire-
ment borné) de C* dont la frontiére est lisse et strictement pseudoconveze
au voisinage de 1. Si il existe a € Q et p, € Aut Q tels que p, (a) — 1o
alors Q est holomorphiquement équivalent a la boule unité euclidienne de
C*.

Remarque 3.7. — Lorsque k = 1 il suffit que bQ soit de classe C' au
voisinage de 7. Le résultat est alors une conséquence facile du théoreme de
Riemann.

Le théoreme de Wong-Rosay stipule que si £ «ressemble» a la boule
unité prés du point 7y alors € lui est équivalent. On peut considérer que
ce théoreme releve d’un principe de localisation selon lequel les propriétés
locales de €2 pres du point d’impact d’une orbite de Aut(2) sont en fait vala-
bles globalement. Le lemme 3.9, concernant la propriété «taut», illustrera
également ce principe.

Signalons le corollaire suivant :

THEOREME 3.8. — Tout domaine borné strictement pseudoconveze de
C* dont le groupe d’automorphismes est non compact est holomorphique-
ment équivalent & la boule unité euclidienne de CF.

Démonstration du théoréme 3.6.— Supposons d’abord 2 borné. On ap-
plique la méthode de dilatation des coordonnées a {a,, ¢,} avec n, :=
©n (a). Notons v, := 5;2 o ¢y les automorphismes de C* fournis par la
méthode, A,, := ¥, () et f,, := ¥, 0 ¢,. Dans ces conditions f,, :  — A,
est une suite de biholomorphismes qui, apres extraction, vérifie les propriétés
suivantes :

i) A, = B
i) fo— [, feO(Q,B)

iii) f, ! — g (par le théoréme de Montel lorsque €2 est borné).

Ceci suffit pour que f soit un biholomorphisme. En effet, puisque f (2) C B,
on déduit de g, o f,, = Id et (det g/,) o fn (det f}) =1 que go f = Id et
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(det g') o f (det f") = 1. Ceci montre que f est ouverte (det f’ # 0) puis,
en appliquant le lemme d’'Hurwitz & (det g,), que (det g') # 0. Ainsi, g est
également ouverte et g (B) C Q. On peut alors déduire de f, o g, = Id que
fog=1Id.

Lorsque 2 n’est pas borné, la normalité de ( f l)n résulte du :

LEMME 3.9. — Sous les hypothéses du théoréme de Wong-Rosay, ) est
taut. Cela signifie que toute suite d’applications holomorphes non compacte-
ment divergente, d’une variété quelconque vers §, posséde (modulo extrac-
tion) une limite o valeurs dans .

Démonstration. — Soit O un voisinage de 7 fourni par le théoreme 3.5,
quitte & le diminuer on peut supposer O N Q taut. Considérons (gp)p une
suite d’éléments de O (w, Q) (w C CP) telle que {g, (a)} soit relativement
compact dans € pour un certain a € w. Fixons un ouvert wy relativement
compact dans w et 0 < ¢y < € (wp). Puisque ¢,, — 19, il existe un entier ng
tel que |pn, 0 gp (@) —n0| < €0 et € (pn, © gp (a)) < € pour tout p. D’apres le
théoréme 3.5 on a donc ¢, 09, (W) C Q[n,gp (@), C (@o) € (¥n, © gp (a))],
d’oti si € est choisi assez petit, ¢p, 0 gp (wo) C O N Q. Dans ces conditions,
9p = Oy © (¢ng © gp) converge (modulo extraction) sur wg et sa limite est
dans O (wo, ©2). O

Remarque 3.10. — La preuve du théoreme de Wong-Rosay que nous
avons donnée reste clairement valide si 2 est un domaine d’une variété
complexe quelconque.

3.5. Généralisation aux hypersurfaces de type fini dans C?

Ce que nous avons exposé dans les parties précédentes s’adapte facile-
ment au cas faiblement pseudoconvexe pourvu que 'on se restreigne au
type fini et & la dimension deux. Posons quelques jalons permettant de s’en
convaincre.

Une hypersurface réelle lisse, définie dans un voisinage de 'origine de
C?2 par une fonction p, est dite de type m (m € N*) en (0,0) si dans de
bonnes coordonnées :

p(z1,22) = Re 22+ Hp, (21,21) + O (|22 + | 21| 22])

ou H,, est un polynome réel homogene de degré m, non identiquement nul
et sans terme harmonique.
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Le type est invariant par biholomorphisme local et coincide avec I'ordre
de contact maximal des germes de courbes holomorphes avec I’hypersurface
en (0,0). La pseudoconvexité de ’hypersurface équivaut a la sous-harmonicité
de H,, ; I'entier m est alors nécessairement pair. La stricte pseudoconvexité
correspond bien sir & m = 2 et Hy = 2121

Pour tout point 7 d’'un voisinage de l’origine Uy pris assez petit, il existe
un unique automorphisme polynomial de C? noté ¢n, défini par

éy ! (wi,we) = (m +wi,me+do(n) wat+ > di () wf)

1<k<m
et tel que
pody' —p(n)=Rews+ > ajx(n)wiwf +0 (Jwi|™ + |w|jws]) .
Jjt+k<m
k>0
On pourra bien siir supposer que ¢g,9) = Id. Fixons une norme || || sur

I’espace vectoriel des polynomes de degré au plus m en wi, w;; par exemple
le maximum des modules des coefficients. Pour tout n € Uy et tout € > 0 on
définit alors 7 (1, €) comme étant le plus petit réel 7 > 0 tel que le polynome

Ly itk Jiok ao .
XTI ag g () wiwy soit normé :

1 itk P _
Bl =13 Pyei= 1 S w07 ay ()t
jt+k<m
7,k>0

On définit ensuite les dilatations anisotropes, les pseudo-boules et la
pseudo-métrique comme dans le cas strictement pseudoconvexe. Les pro-
priétés sont conservées. Cette fois, les dilatations permettent de voir une pe-
tite portion de {p = 0} comme proche de I'hypersurface algébrique Re ws +
P, (wi,w1) = 0 et la méthode de dilatation des coordonnées ne produit
plus nécessairement B comme domaine limite mais un domaine polyno-
mial rigide Rp := {Re wa + P (wy,w;) < 0} olt P est un polynéme sous-
harmonique sans terme harmonique dont le degré n’excede pas m.

Ces domaines ne contiennent clairement aucune courbe entieére non con-
stante et cela conduit, exactement comme nous ’avons fait dans le cas
strictement pseudoconvexe, aux estimations asymptotiques de la métrique
de Kobayashi et au principe de normalité.

Le théoreme 3.8 a été généralisé par Bedford et Pinchuk qui ont considéré
les domaines bornés a frontiere globalement pseudoconvexe de type fini (par
exemple pseudoconvexe et analytique réelle) :
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THEOREME 3.11 (BEDFORD-PINCHUK). — Tout domaine borné de C?
dont la frontiére est pseudoconvexe de type fini et le groupe des automor-
phismes non compact est biholomorphe a un domaine du type
{|z1]* + |22|*™ < 1}, pour un entier m > 1.

Ce travail de Bedford-Pinchuk ne couvre pas I'aspect « principe de locali-
sation » au sens évoqué plus haut. Ceci fait I'objet du résultat suivant :

THEOREME 3.12 (BERTELOOT). — Soit Q un domaine de C? (borné ou
non) dont la frontiére est lisse, pseudoconvexe et de type fini au voisinage de
no. Soit a € Q et @, une suite d’automorphismes de 2 telle que pp, (a) con-
verge vers ng € bS). Alors il existe un unique polynéme homogéne normalisé
H, sous-harmonique sans terme harmonique, tel que £ soit biholomorphe a
{Re w+ H (z,Z) < 0}. (Dans de bonnes coordonnées locales ng = (0,0) et
bQY est défini par Uéquation 0 = Re w + H (z,z) + O (|z[*™ + |w|) ).

Il faut noter que cette fois la méthode de dilatation des coordonnées
ne conduit pas directement au résultat. On obtient d’abord un biholomor-
phisme % : 2 — D mais le domaine polynomial rigide D n’est pas unique
et dépend du comportement asymptotique de la suite ¢, (2p). L’étude de ce
comportement est un obstacle, méme dans des cas simples. On le surmonte
en faisant appel, entre autre, & de nouveaux arguments de dilatation.

3.6. Le théoréme de Fefferman

Nous voyons ici comment la méthode de dilatation des coordonnées inter-
vient dans une démonstration élémentaire du célebre théoreme de Fefferman
sur le prolongement différentiable des biholomorphismes.

THEOREME 3.13 (FEFFERMAN). — Soient Q et Qo deuz domaines bor-
nés de CF o bords lisses et strictement pseudoconvexes. Tout biholomor-
phisme f: Qq — Qo se prolonge différentiablement a b8y i.e. f € C(Qy).

Nous commencons par traiter du prolongement continu.

THEOREME 3.14 (HENKIN-PINCHUK). — Soit f : Q1 — Qg comme dans
l’énoncé ci-dessus. Alors

(1) d(z,0Q1) <d(f(z),b802) <d(z,b01); Vze
(2) |If' ()|l <d(z,b0)7; Vze
(3) f se prolonge a Q1 en une application Holder continue d’exposant %
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Démonstration. — 1) Le domaine 2y étant strictement pseudoconvexe,
il possede une fonction définissante globale po qui est p.s.h sur (2s.

La fonction ps o f est p.s.h sur Q; et donc pp o f(z) < —d(z,b0)

en vertu du lemme de Hopf. Comme po est définissante on a aussi
p2(f(2)) > —d(f(z),b82). La seconde inégalité est donc établie ; la premiere

s’obtient de la méme facon en utilisant f~1.

2) On utilise I'invariance de la métrique de Kobayashi et les estimations
fournies par le théoreme 3.3. Cela donne :

A(f(2).0%) 7 |If'(2) Xl < Ko, (£(2). '(2).X) =
— Ko, (ZY) <d(zb0) "X
d’ont, compte tenu de (1), [|f/(2).X|| < d(z, b)) = || X]].

3) On integre l'estimation 2) en utilisant la méthode de Hardy-Littlewood.
O

Observons que ce résultat admet une version locale dont la démonstration
est analogue :

THEOREME 3.14bis (BERTELOOT). — Soit f : Q1 — Qo une application
holomorphe propre entre domaines de C*. Soient €' € bQy et €2 € by des
points de stricte pseudoconvezité tels que &2 soit dans le « cluster set» de f
en 1. Alors f se prolonge en une application Holder continue d’exposant %
au voisinage de £'.

Remarque 3.15. — Les estimations de distance au bord (premiére asser-
tion du théoréme 3.14) sont cruciales dans maintes questions concernant le
comportement au bord des applications holomorphes propres. On ne con-
nait pas de moyen de les établir ne reposant pas sur l'existence de bonnes
fonctions p.s.h d’exhaustion ou sur celle de barriéres p.s.h. Cela constitue
une importante source de difficultés.

Nous abordons maintenant la démonstration du théoreme de Fefferman
proprement dit en nous placant dans C? pour alléger les notations.

Commengons par associer a f : 1 — 25 un biholomorphisme

F:Q xP' = Qy, xP!
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défini de la facon suivante :

ol [f/(2)] désigne I’ application induite sur P! par I'application linéaire

f'(2).

Pour tout point z € bQ2; on note T7 (b€2;) le plan tangent complexe &
bQ); en z. En dimension deux, c’est la droite complexe contenue dans le plan
tangent T, (bS);). Par exemple, si Q := {Re 22421 >+ 0 (21> + |21] |22]) <
0} et 2 =(0,0) alors T¢ (b2) = {22 =0} = [1:0].

Nous utiliserons les variétés
M; == {(z,[p]); = € b et p € TZ (bS2;)}

Op1 O
Ny :={(z[p]); z€ Q1 et p= (_8—27 8—'2)}

Pour des raisons que nous évoquerons plus loin, la démonstration se
ramene a celle du lemme suivant. C’est pour établir ce lemme que nous
utiliserons la méthode de dilatation des coordonnées.

LEMME 3.16. — L’application F' se prolonge continument a My «le long
de» Ny et F(Ml) C M.

Démonstration. — Le probléme est local. On peut supposer que ; =
{p; <0} ot pj = Re 22+ |z11* + a; (Im 22, 21) et a; € O (|z1]* + |z1] |22])-
D’apres le théoreme 3.14 on peut supposer que f est continue en (0,0) et
£(0,0) = (0,0). Il s’agit d’établir que F (n}, [pn]) — ((0,0),[1 : 0]) lorsque
(nt,[pn]) — ((0,0),[1:0]) dans Ny. On notera [p,] := [1 : a,)].

Nous allons utiliser la méthode de dilatation des coordonnées pour
«extraire» de f un automorphisme f de B. Nous vérifierons que f(00) = 0o
et en déduirons la propriété de continuité voulue.

Posons 72 := f (n}) puis considérons les suites de «dilatations» (1) et
(17) respectivement associées aux suites (1), et (n2) (voir la partie 3.2).
Rappelons que les quantités ¢/, définies par 7,7 == nJ + (0,€l) € bS2; qui
interviennent dans la définition des dilatations sont clairement équivalentes
a d(nl,bQ;). Observons dés maintenant que la convergence dans Nj est
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une condition de «convergence rapide». Plus précisément, I’appartenance
de (1}, [pn]) & Ny se traduit par I'estimation

o] < /e

Le principe de normalité, utilisé comme dans la preuve du théoreme 3.6,
montre que :

—1 ~
72L ofo (wrlb) — f
oll f est un automorphisme de B := {Re 2 + |z1|* < 0} qui, par construc-

tion, envoie le point (0, —1) sur lui-méme.

Vérifions que f (00) = oo. Il nous faut pour cela revenir de fagon plus
précise sur la méthode de dilatation, les estimations de distance au bord
jouant ici aussi un réle crucial. Par construction les ), sont telles que :

1 L
—pjo () = Ri=Re 2+ |a*

€n

1

La premiere assertion du théoréme 3.14 donne immédiatement e} < €2 < el

et |p2 o f| <|p1]. Il s’ensuit que

(Zrowd)™)e(viorow)”)|<

n

1 _
6—101 © (¢71z) '

d’ot, & la limite, [Ro f| < |R| et donc f(c0) = oo.

On termine la démonstration en montrant que si F (77}” [pn]) ne tendait
pas vers ((0,0),[1: 0]) alors 'automorphisme f ne fixerait pas co.

Représentons f/(n.) par la matrice ( dn Cn ), la condition de non

bn dn
convergence se traduit alors par :

lan + cnom| < |bn + dpoy|.

Il n’est pas difficile de produire un vecteur (1,70) que I'application tan-
gente & f en (—1,0) envoie sur (0,7). On utilise pour cela les estimations
|an, ..., |dn] <(1/€}) ™! (théoréme 3.14) ainsi que l'estimation v, < /€. Pour
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mener le calcul, on s’assure que les changements de variables ¢,,; inter-

. n
venant dans la définition des dilatations 1) peuvent étre négligés, ce qui
revient a voir qu’ils n’affectent pas la convergence rapide.

La droite complexe passant par (0, —1) et dirigée par (1,7p) intersecte B
selon un domaine borné. Par contre, celle dirigée par (0, 7o) U'intersecte selon
un demi plan. Comme tout automorphisme de B envoie droites complexes

sur droites complexes, on voit que f(oco) # oco. Ceci achéve la preuve du
lemme 3.16. O

Le reste de la démonstration repose sur les techniques d’Edge of the
Wedge. L’observation géométrique cruciale permettant de mettre en ceuvre
ces techniques est la suivante, elle découle facilement de la stricte pseudo-
convexité des bords :

LEMME 3.17 Les variétés M; sont totalement réelles dans C2 x PL.

Le lecteur trouvera dans les notes des indications bibliographiques rela-
tives a cette partie de la démonstration.

Notes. — La méthode de dilatation des coordonnées fut introduite par
Pinchuk dans le cas strictement pseudoconvexe, on pourra a ce sujet con-
sulter le court article de revue [57]. Les premiéres applications concernent
la preuve de l'inexistence d’auto-applications holomorphes propres pour les
domaines strictement pseudoconvexes [56] et la démonstration élémentaire
du théoreme de Wong-Rosay que nous avons reproduite.

L’histoire de ce théoreme vaut d’étre signalée. Wong [73] localisait et
étudiait le comportement au bord de l'invariant obtenu en quotientant
les volumes de Carathéodory et Kobayashi ; cette approche nécessitait
de résoudre 0 avec de bonnes estimations. En remarquant qu’il suffisait
de s’intéresser aux orbites du groupe des automorphismes, Rosay [61] a
non seulement obtenu une preuve élémentaire mais aussi mis en lumiere
le «principe de localisation » que nous avons évoqué. Efimov [34] a étendu
le théoreme de Wong-Rosay aux domaines non bornés (les arguments re-
produits ici sont extraits de [9]); Byun, Gaussier et Kim 'ont récemment
généralisé en dimension infinie [20]. Kim et Krantz ont donné une preuve,
plus «exotique », basée sur un théoreme de Bers concernant les morphismes
d’algebres de fonctions holomorphe [50].

Dans le cas faiblement pseudoconvexe, la méthode de dilatation appa-
rait d’abord dans l'article de Bedford-Pinchuk [3] sur la caractérisation des
domaines pseudoconvexes bornés de C? dont le groupe d’automorphismes
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est non compact et le bord analytique réel. Dans ce cas, on peut éviter
d’utiliser le principe de normalité en utilisant astucieusement le fait que
le domaine soit borné et globalement lisse (voir [4] Lemma 2). Cependant,
sous des hypotheses locales, le principe de normalité est crucial. C’est le
cas pour la généralisation du théoreme de Wong-Rosay [9] mais aussi dans
les travaux de Coupet-Pinchuk-Sukhov [25], puis Coupet-Sukhov [26], sur
les propriétés de rigidité des applications CR entre hypersurface pseudocon-
vexes et de type fini de C2.

Le principe de normalité fut d’abord établi par Berteloot et Coeuré [11]
en utilisant la délicate construction de barrieres p.s.h de Fornaess-Sibony
[37], la preuve naturelle donnée ici provient de [10]. Il faut signaler que les
estimations sur la métrique de Kobayashi que cette preuve fournit avait été
obtenues par Catlin ([21]) comme sous-produit de son étude de la métrique
de Carathéodory et (donc) au prix de délicates estimées sur les solutions
de O (ce travail de Catlin concerne aussi la métrique de Bergman). Dans le
cas des domaines bornés globalement strictement pseudoconvexes elles sont
dues & Graham [45].

11 existe une autre méthode de dilatation, due & Frankel [43] et concer-
nant les domaines convexes. Le lecteur pourra a ce sujet, et plus générale-
ment sur les questions de caractérisation de domaines par leur groupe d’auto-
morphismes, consulter le trés complet article de revue [48]. En dehors du cas
convexe, la méthode de dilatation est bien plus difficile & mettre en ceuvre
lorsque la dimension est strictement supérieure & deux. Ainsi, le résultat
de [9] dans le cas général mais en dimension deux et le récent travail de
Gaussier [44] en dimension arbitraire mais dans le cas convexe, sont pour
le moment les seules illustrations du «principe de localisation» dans le cas
faiblement pseudoconvexe. Les estimations asymptotiques de la métrique
de Kobayashi (ou d’autres métriques invariantes) sont fondamentales dans
plusieurs problémes d’analyse complexe. On sait par exemple, depuis les
travaux de Henkin [47], Pinchuk [56] et Diederich-Fornaess [30], comment
elles gouvernent les phénomenes de prolongement Holder-continu d’applica-
tions holomorphes propres entre domaines pseudoconvexes de C™. Elles sont
aussi & la base d’énoncés locaux de prolongement continu ([41], [8], [71])
eux-mémes utiles au prolongement analytique par réflexion [31].

L’argument de localisation que nous avons reproduit apparait dans [8],
il utilise des techniques introduites par Sibony pour étudier I’hyperbolicité
de certaines variétés complexes [65].

La preuve du théoreme de Fefferman que nous avons reproduite est due
a Pinchuk et Khasanov [58]. Une approche similaire a permis & Coupet
d’obtenir des résultats optimaux lorsque les frontieres sont de classe C™
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[23]. L’idée d’utiliser le théoreme de I’edge of the wedge via le lemme 3.17
est due & Webster [72]. Dans [40], Forstneric donne également une preuve
élémentaire du théoréeme de Fefferman basée sur cette approche mais ou
I'utilisation du théoreme de Carathéodory-Julia remplace ’argument de di-
latation des coordonnées. La méthode de dilatation a aussi été utilisée avec
succes par Coupet-Gaussier-Sukhov [24] pour des questions de prolongement
a des frontieres faiblement pseudoconvexes de type fini.

La démonstration originale de Fefferman [36] reposait sur une analyse
tres difficile du noyau et de la métrique de Bergman. Bell et, indépendem-
ment, Ligocka ([6] [54]) ont considérablement simplifié la démonstration de
Fefferman. Dans ses travaux, Bell a systématiquement exploré les méthodes
de prolongement au bord liées aux noyaux de Bergman. L’idée de fond est
que le comportement au bord des noyaux doit se refléter sur celui des appli-
cations, ce phénomene se lisant sur la loi de transformation des noyaux par
I’application. Par exemple, il y aura prolongement C* au bord lorsque la
projection de Bergman n’affecte pas la régularité C* au bord (condition R).
A ce sujet, on pourra consulter le livre de Range [59] et article [5] de Bell
pour une jolie application de cette philosophie au prolongement holomorphe
au travers de la frontiere de domaines de Reinhardt. Cette approche a ses
limites, on sait qu’il existe des domaines pseudoconvexes qui ne satisfont pas
la condition R [22]. Soulignons pour finir que 'on ignore si tout biholomor-
phisme entre domaines faiblement pseudoconvexes se prolonge continument
au bord.

4. Normalisation et linéarisation le long d’orbites

Le cas le plus simple est celui d’une orbite réduite a un point. Dans le
cas particulier d’un point fixé par une transformation holomorphe inversible
et contractante, les théoremes de Poincaré et Poincaré-Dulac assurent la
linéarisabilité ou la réductibilité a une forme normale. Nous commencons
donc par donner des preuves simples et rapides de ces théoremes. Nous
étudions ensuite certaines généralisations au cas d’orbites non triviales.

4.1. Linéarisation ou conjugaison a un automorphisme proche

Considérons une application holomorphe F : C™ — C", fixant 'origine
et dont la partie linéaire L := F’ (0) est inversible et contractante. On se
demande si F' est linéarisable a 'origine, c’est-a-dire si il existe S tangente
a l'identité a 'origine telle que :

SoFoS =L
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Observons des maintenant que ce probleme n’a pas toujours de solution.
Pour cela, considérons F : C? — C? définie par F (21, 22) = (A121 + 25, Aa22)
ouk >2et 0< |A| < |A2] < 1. Supposons qu'il existe un biholomorphisme
local ¢ tel que ¢ (0) =0 et

poF = Loy avec L :=F'(0). (4.1)
En dérivant (4.1) par rapport & zo on obtient :

? 0 0
k251 8311 o F (z1,22) + )\28—2 o F(z1,22) = Alai;; (21,22).  (4.2)

Si A1 # Ag, on voit en faisant z; = 2o = 0 dans (4.2) que az L (0,0) = 0. Si
de plus k = 2, on voit en dérivant (4.2) par rapport & zo puis en évaluant
de nouveau a l’origine que

B L1 02,
81(00)+)\ 522 L (0,0) = )\182(00)

si bien que 8“"1 (0,0) = 0 lorsque A; = A3. Ainsi, lorsque k = 2 et \; =

A2, la transformatlon @ n’est pas inversible & l'origine et donc F' n’est pas
linéarisable.

Remarque 4.1. — 11 suffit pour que F' soit linéarisable & l'origine que la
suite (L7 o F7)  soit normale sur un voisinage de l'origine.

Ceci nous montre que la renormalisabilité de (F?), , ausens ott (L™PoFF),
serait normale, n’est pas une propriété plus générale que la linéarisabilité.
Le petit calcul suivant permet de s’en convaincre. Posons D = L~!. Si
(DP o FP), est normale a lorigine, S, := 17 37 _; D* o F'* T'est également.
Soit alors S une valeur d’adhérence de (S,) et (S,,). telle que S, — S.

p 177 J
Comme Syi1 — Sy = 55 (DPF o FPTH —S,) on voit que SH_p — S. 1

s’ensuit que Do SoF = S car Do S, o0 F = ZﬁSpH - p+1 Comme
S’ (0) = lim, S;)J (0) = I, cela signifie que F' est linéarisable & l'origine :

SoFoS 1=

Notre principal objectif est de montrer qu’un biholomorphisme local con-
tractant est linéarisable des que 'ordre de contact avec sa partie linéaire est
assez élevé. Comme nous le verrons dans la partie suivante, une modifica-
tion judicieuse des coordonnées locales suffit génériquement a accroitre cet
ordre de contact. Bien que dans quelques rares cas ceci soit impossible, on
peut toujours contourner la difficulté en remplacant la partie linéaire par
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un automorphisme de C™ bien choisi. C’est pour cette raison que nous con-
sidérons d’emblée des biholomorphismes locaux dont ’ordre de contact avec
un automorphisme de C" est élevé.

Fixons quelques notations. Désignons par B, la boule euclidienne de C"
centrée a l'origine et notons {ey,---,e,} la base canonique de C™.

Toute transformation holomorphe F' : B, — C™ fixant l'origine peut se
développer sous la forme F = ZWl H, ot H, est une application poly-
nomiale homogene de degré p, la convergence étant uniforme sur les com-
pacts. Soit || - || une norme fixée sur C™, pour p < r on notera ||F||, =

sup.ep, ||F(2) [|-

On notera HP le C-espace vectoriel des applications polynomiales p-

homogenes de C" dans C™. Pour tout multi-indice I = (i1,---,4,) on
note z/ := 2{'---zf». On munit HP? de sa base canonique BP := {H; ; :=

216]7‘1‘:p71<]<n}

Nous allons établir le :

THEOREME 4.2. — Soit N un automorphisme de C™ fizant ’origine et
dont la partie linéaire L = N'(0) vérifie al|z|| < ||L(2)]|] < Allz|| ou
0<a< A<l

Soit F': B, — C™ une application holomorphe telle que
F=N+ Zwk H,.

Alors, si k > 11;1—1‘}1, la suite (N"Po Fp)p converge et sa limite ¢ définit
un biholomorphisme local tel que ¢ (0) =0, ¢' (0) =Id et o Fo¢p = N.

Ce résultat montre qu’en dimension n = 1 tout biholomorphisme local
attractif est linéarisable : a = A et donc k = 2 suffit. Il montre aussi
que l'exemple de la partie précédente F (z1,22) = (A121+ 25, A222) est
linéarisable lorsque \; = )\S et k > 3.

Pour le méme exemple, on vérifie facilement que lorsque A\; = A3, k = 2
et N = L, lasuite (N7 o F?)  est divergente. Ceci montre que la condition

Ina .
k> g est cruciale.

Il est trés important de noter que la quantité critique 11;1_; ne dépend

que de L = F’(0), nous la désignerons par ¢y (L).

Nous utiliserons le lemme élémentaire suivant :
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LEMME 4.3. — Soitk > 1 et G = Zp>k H,, holomorphe sur B, alors :

Gl

1) Pour tout p > k et tout z € B, : ||H, (2 (
G
He (1 2) 72k,

2) Pour tout p <r et tout z € B, : ||G (2)|| < |

Démonstration. — 1) s’obtient en observant que pour 0 < ||z|| < p <7
, , q .
et 0 € [0,27] on a e~ PG (pllzllew> =2 ok (H_QH) e a=P)V [ () puis en

intégrant sur [0, 27]. 2) est une conséquence directe de 1). O

Démonstration du théoréme 4.2.— Quitte & diminuer r, on peut sup-
poser que F'(B,) C B, et N(B ) C B, pour tout p < r. Soient 0 < a’ <

A<A’<1telsque( ol <1 puis 0 < rg < r tel que

_ _ 1
INT ) =N )| < Sllz—wll; Vz,w e By (4.3)
IN ()| < Alll2ll; V2 € By, (4.4)
. (A'JrE)k y s .
Fixons € > 0 tel que v := ~—~ < 1. D’apres le lemme 4.3, il ex-

iste Cop > 0 tel que |[|F(2) — N (2)|| < Collz||¥ sur B,,. Compte tenu
de (8) et (9), il s’ensuit que |[N=to F (2) — 2|| < Cy]l2||*¥ et ||F(2)]] <
(A" + Co|z|[*71) ||z]| sur By,. En prenant 1 < rq assez petit il vient donc :

INTLoF(2)—2|| < Ci]|2||*; Vz € By, (4.5)
IF (I < (A +e)llzll; Vz € By,. (4.6)

En diminuant encore ri, on peut supposer 7 Zp>0 P < rg et
Clr’f_l < 1. Nous allons montrer par récurrence sur p que :

(i)p HN—(;D-H) o P+l (2) = NPoFP(2)| < Cl’Yp”ZHk Vz e By,
(i), [INPoFP*' ()||<(A+v+ -+")r1; Vz€B,,.

Les assertions (i), et (i), résultent respectivement de (4.5) et (4.6).
Supposons (i), et (ii), satisfaites. En appliquant (i), a F'(z) (By, est stable
par F') et en tenant compte de (4.6), on obtient :

IN=PHD) o FPH2(5) — N7P o FPHL(2)|| < C1yP (A + €)F||2]|F; V2 € B, .(4.7)
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Comme Ciy? (A" + €)"||2||F = /C1yP+HY|2||F < o (Crri~ 1) APty <
Py, (ii)p+1 découle immédiatement de (4.7) et (zz)p Les assertions (u)p
et (ii), , montrent que NP0 FP*! (z) et N~(PT1) o FP2 (2) sont dans By, .
Alors (i), se déduit de (4.3) et (4.7).

Les assertions (i), montrent que la suite (N77o F?) converge uni-
formément sur B,,. Par holomorphie, sa limite ¢ vérifie ¢’ (0) =
lim (N7 o F?)' (0) = Id. L’identité ¢ o F = N o ¢ s'obtient en passant
a la limite sur (N"P o FP)o F = N o (N~ (P+1) o Fr+1), O

4.2. Théorémes de Poincaré et Poincaré-Dulac

Considérons maintenant F' = L + Zp>2 H, ot L est linéaire de spec-
tre {A1, -+, A\n}. Aprés avoir conjugué F' par une transformation unitaire
trigonalisant L et réordonné les coordonnées, on supposera L triangulaire
supérieure et 0 < |[A1] < -+ < |A\,| < 1. Nous noterons D la partie diagonale
de L.

Toute transformation holomorphe de la forme 3
sera notée o (k).

> p
poktl hy, ou h, € H

Afin d’appliquer le théoréeme 4.2, on cherche & se ramener a une applica-
tion du type L + o (k) en conjuguant successivement F' par des biholomor-
phismes de la forme 1, := I 4 hy,, h, € H? pour p = 2,---, k. Commencons
par préciser l'effet d’une telle conjugaison :

LEMME 4.4. — Soit ¢ := 1+ h ou h € H?. Soit ausst F = L+ Sq_1 +
Hy+o0(q) ot Syo1 € H* @ --- @ HT ! et Hy € HY. Alors :
Y roFoyp=L+S, 1+ [Hy+Loh—hoL]+o0(q)

Démonstration. — Pour ce calcul, il est utile d’observer que h[f+o (r)] =
hof+4o(r+ s — 1) pour tout h € H* (s > 2) et toute application holomorphe
f telle que f(0) =0.0On a:

Foyp=L+Loh+S;_10(I+h)+Hso(I+h)+0(q) =
=L+Loh+ Sq—1+Hy+o0(q).

Il est facile de voir que ¥~ =TI — h + 0(q) et il vient alors :

Vv toFoyy=L+Loh+ S, 1+H,+0(q)—ho(L+o(l))+o0(q) =
=L+Loh+S4-1+H;—hoL+0(q).

O
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Dans cette partie nous n’utiliserons ce lemme que dans la version ou
Sq—1 = 0 pour tout g. Ainsi, pour que v, := I + h, conjugue F' = L +
H,+o0(q) a L+o0(q), il faut et il suffit que h, soit solution de I’équation
H, =hoL — Loh. Nous sommes donc conduits a étudier I'inversibilité des
opérateurs linéaires :

M;:H" — H"
h > hoL-—Loh.

Cette question est tres facile a traiter lorsque L est diagonale, c’est-a-dire
L = D (nous verrons qu'’il suffit en fait de s’intéresser a ce cas).

Pour cela observons que B" est propre pour M, :

M}, (Hy ;) = (N = \j) Hy .

Ceci conduit & définir comme résonnant les monémes H; ; contenu dans
Ker M7, (r = |I|). On dit aussi que le spectre de L satisfait la relation de
résonnance (I,j) si A := AJ' -~ X\in = )\;, comme nous I’avons observé, tel
est le cas si et seulement si Hy ; est résonnant.

Comme ‘)\1| < |)\j‘ < |)\j|i1+~-‘+ij|)\n|\1\—(i1+.~~~z’,~) < |)\j‘z’1+~~-+z‘j’ on re-
marque qu’une relation de résonance (I, j) ne peut étre réalisée que si

I= (0,"',O,ij+1,"',in) et
ln\)\1|

< )

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théoreme suivant :

THEOREME 4.5 (POINCARE). — Soit F'= L+ _, H), une application
holomorphe dont la partie linéaire a l'origine, L, est inversible et contrac-
tante. Si le spectre de L ne satisfait aucune relation de résonnance alors
il existe un biholomorphisme local ¢ tel que ¢ (0) = 0, ¢' (0) = Id et
¢ toFo¢=L.

Démonstration. — Soit ¢y (D) = —11;1 ||ill|

par le théoreme 4.2 et k un entier fixé tel que k > ¢y (D).

la quantité critique assignée a D

Supposons d’abord L = D. Puisque les opérateurs M7, sont inversibles,
le lemme 4.4 appliqué a F' fournit un biholomorphisme local 15 tangent a
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Id en 0 tel que 1/)2_1 oF oty =L+ 0(2). En appliquant alors le lemme 4.4
a 1/12_1 o F o1 puis ainsi de suite pour ¢ < k, on obtient ¢ :=1g 001y
vérifiant F :=p Lo Fop=1L+o(k).

On peut alors appliquer le théoréme 4.2 & F car k > co (D) : F et
donc F sont linéarisables (il est ici crucial que co (D) ne dépende que de
D=L=F'(0)=F'(0)).

Lorsque L # D, il est judicieux de se ramener au cas précédent en con-

juguant L a une matrice proche de D. Pour cela, considérons la matrice
€

diagonale S, := ’ ote>0. Alors F, := S-1oFo S, =

€

61’L

L.+ Hye+0(2) ou L, := S=1o Lo S, est proche de D pour € petit car
L. est la somme de D et d'une matrice triangulaire supérieure stricte de
coeflicients ¢; ; = o (ej_i). Si e < 1, les opérateurs Mzg, .- -,Mff sont in-
versibles et k& > ¢o (L¢). On procede alors avec F, comme nous 1’avons fait
avec F' dans le cas précédent, cela fournit un biholomorphisme local ¢,
tangent & Iidentité en 0 et tel que o ! o F. 0 p. = L.+ o(k). Il vient
ainsi F, := (S 0 . oSe_l)_l oFo(Scopc.0S7t) =L+ o(k) et il reste a
appliquer le théoréme 4.2 & F,. 0

Penchons nous maintenant sur le cas ot le spectre de L est susceptible de
résonnances. La démarche sera la méme que pour le théoreme de Poincaré
mais nous devrons tenir compte des éventuels monomes résonnants. Comme
nous l'avons vu, la résonnance signifie que Ker M], est non trivial pour
certaines valeurs de r comprises entre 2 et ng := [112 Kill]. Pour ces valeurs,

Ker M}, possede une base constituée de monoémes résonnants

(z;j_:f z}l) e; si bien que la somme d'un élément de @ Ker M, et de
L (qui est triangulaire supérieure) définit un automorphisme polynomial
triangulaire de C™ :

(Mrz1 +p1 (22,77, 2n)s A2ze + P2 (23, 20) s An—12n—1 + Pn—1 (2n),An2n)

Fixons un entier k > ¢ (D) = 12 R:L “
tion H" = Ker M7, @ X" ou X" désigne la somme des sous-espaces propres
de M, distincts du noyau. Notons 7" la projection sur Ker M}, relative a
cette décomposition et h, =" (hy). Fixons kg > 2, comme 7" + M7, est
inversible pour tout r > 2, " + M7 sera inversible pour 2 < r < kg pourvu
que L soit assez proche de D.

. Soit, pour tout r > 2, la décomposi-
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Supposons pour 'instant que cette condition de proximité soit satisfaite
et qu’en outre k > ¢y (L). Appliquons le lemme 4.4 & F = L + Hy + 0(2)
avec h = hs, hy étant 'unique élément de H? tel que o + M? (he) = H,.
Cela fournit un biholomorphisme local 15 tel que

Yyl oF oy =L+hy+ Hs+0(3).

On applique alors le lemme 4.4 a %—1 o F oy avec Sy = ho et h = hg tel
que hg + M3 (hs) = Hs. On obtient un biholomorphisme local 3 tel que

Y3loys o Fotgoths =L+ hy+hs+0(3).

En continuant ce procédé, on construit un biholomorphisme local v tel que
¥ (0) =0,v (0) =1Id et

Y roFoyy=L+hy+ 4 hn +o(k).

Comme N := L+ hy + -+ + ﬁno est un automorphisme (triangulaire) de
C”, on peut appliquer le théoreme 4.2 & ¢ "1 o F o et en déduire que F est
localement conjuguée & N par un biholomorphisme local tangent a Id en 0.

Lorsque L n’est pas assez proche de D on peut, comme précédemment,
remplacer F par S-! o F oS, pour € assez petit. Comme nous venons de
le montrer, S-! o F o S, est localement conjuguée & un automorphisme
triangulaire de partie linéaire S-! o L o S.. Il en résulte immédiatement
que F est localement conjuguée a un automorphisme triangulaire de partie
linéaire L. Nous avons démontré le :

THEOREME 4.6 (POINCARE-DULAC). — Soit F' = L+ _, H) une ap-
plication holomorphe dont la partie linéaire a ['origine, L, est inversible et
contractante. Il existe un automorphisme polynomial N = L + P et un bi-
holomorphisme local ¢ tel que ¢ (0) =0, ¢/ (0) =Id et ' o Fog=N. Si
L est triangulaire supérieure, P est une combinaison linéaire de mondémes
résonnants et N un automorphisme triangulaire.

4.3. Domaines de Fatou-Bieberbach

Soit F': C™ — C" un automorphisme fixant ’origine et tel que
F’(0) =: L soit contractante. Désignons par 2 le bassin d’attraction de F'
a lorigine :

Q:={zcC"/ lizr)an(z) = 0}.

Ce domaine est totalement invariant par F (i.e F~1(Q) = F(Q) =
Q) et, puisqu’il contient un voisinage de l'origine, c’est un ouvert de C™.
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Observons que F induit un automorphisme sur ). En général (2 # C" et
méme C™ \ Q # (), comme le montre ’exemple suivant :

Soit Fy : C? — C? donné par Fy (21, 22) = (CLZQ + z%,azl) ou 0 < |a| <
1. Vérifions que W := {(21,22) : |21] > 3 et |22] < |z1|} est contenu dans le
complémentaire du bassin Q. Notons Fy (21, 22) = (21,25). Si (21,22) € W
alors

z

4] = Jaza + 22 > |21 (|z1| - |a|%) > || (3 Ja]) > 2J24]
1
124] = lal 2] < 211] < |41

Autrement dit, Fo (W) C W et ||E} (2) || = 2P|21] = 2P3 pour tout p > 1 et
tout z € W.

D’apres le théoreme de Poincaré-Dulac, F' est conjuguée a un automor-
phisme triangulaire N au voisinage de 'origine (on peut supposer L trian-
gulaire). Désignons alors par Q le bassin d’attraction de N & Porigine et
construisons un biholomorphisme ¢ : @ — Q conjuguant N & F. Soit ¢
le biholomorphisme local vérifiant ¢ o N = F o ¢ donné par le théoreme
de Poincaré-Dulac. Soient Vy et Wy des voisinages de lorigine tels que
@ : Vo — Wy soit un biholomorphisme. Quitte a diminuer Vj, on peut
supposer que N (Vp) C Vp C Q1 si bien que le diagramme suivant commute :

Vo —— (W)

“"l l . (4.8)

W, —— F(Wo)

En particulier F'(Wy) C [N (V)] C (Vo) = Wp.

Posons Vj, := N7P(Vp) et W, := F~P(Wj). 1l est clair que Q = UV, et
2 = UW,, ces réunions étant croissantes. La suite de biholomorphismes ¢, :
Vp — W, définie par ¢, := F~Popo NP vérifie Pp+1), = Pp- Ceci est vrai au
voisinage de l'origine car ¢, 1 = FPo(F~lopoN)oNP = F~PopoNP = ¢,
et se prolonge a V), par analyticité. On définit un biholomorphisme ¢ : Q—
Q en posant @, = ¢, (son inverse est donné sur W), par I'inverse de ).

Par construction, Fop = ¢goN sur Q, ce qu'il suffit & nouveau de vérifier pres
de l'origine : Fop,, 1 = FoF~ Pt opoNPHl = F~PopoNPoN = ¢,0N.
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Le fait est que le bassin d’attraction de N a l'origine coincide avec C™ :

LEMME 4.7. — Soit N un automorphisme polynomial triangulaire de
C". Alors, pour tout z € C™, lim, || N? (2) || = 0.

Démonstration. — Laissée en exercice. O

Nous disposons donc du diagramme commutatif suivant ou toutes les
fleches sont des biholomorphismes :

@l l@ (4.9)
o . 0

Lorsque, comme dans I'exemple vu plus haut,  # C™, cette construc-
tion fournit de surprenants domaines holomorphiquement équivalents a C™.
Ces domaines, dits de Fatou-Bieberbach, n’existent bien str pas pour n = 1
comme le montre le théoreme de Riemann. On remarquera aussi que les
automorphismes de C fixant l'origine sont linéaires et que dans ce cas le
diagramme (4.9) est trivial. Cependant, lorsque F est un endomorphisme
polynomial de C, la méme construction donne un diagramme (4.9) ol ¢ est
nécessairement non injective.

4.4. Structure complexe des variétés stables

Nous considérons ici une situation qui généralise celle couverte par le
théoreme de Poincaré-Dulac.

Soit f un automorphisme d’une variété complexe M (par exemple M =
CF*+1) et K un compact invariant par f. On dit que f est uniformément
hyperbolique sur K si il existe une décomposition continue de ’espace tan-
gent

TM|x = E°® E

telle que :

i) dim E; et dim E) sont constantes sur K
i) f'(p)-Ey = Ejy et ['(p)-Ey = Ef,

iii) il existe des constantes C' > 0 et 0 < p < 1 telles que || (f)’
Cp™ et || (™) e 2 &p~" pour tout p € K et tout n € N.

<

X

By
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Les parties précédentes concernaient le cas oit K est réduit a {p} et £} =
{0}; leur contenu s’étend en fait au cas ot £ n’est pas trivial. On s’intéresse
maintenant aux points qui ne sont pas nécessairement fixés par f. Ceci nous
conduit a définir la variété stable W, passant par p de la fagon suivante :

Wy ={z€ M/d[f"(2), f"(p)] < Cp" ;Vn}
ouC>0et0<p<l.

Il n’est pas évident que W7 soit une variété, méme au voisinage de p. La
démonstration est techniquement ardue. Elle utilise une méthode, dite de
transformée de graphe, qui n’est pas sans rappeler la méthode de dilatation
des coordonnées.

()

Figure 6. — Transformée de graphe

Nous la décrivons trés sommairement dans le cas d’un point fixe.

Désignons par E;»*(r) la boule centrée a l'origine et de rayon r dans
'espace E; ou E. A toute application réguliere 1) : Ey(r) — Ej(r) fixant
lorigine on associe son graphe I' (). Grosso-modo, f~! agit sur I' () par
contraction dans la direction de £}, et dilatation dans celle de Ej. L'image
de I (v) par f~!, tronquée & la taille 7, est un nouveau graphe noté I' (F1)).
Dans un espace de Banach adéquat, 'opérateur F est une contraction. A
son point fixe, g, correspond un graphe T (1) qui coincide localement avec
W L'espace tangent a W, est £

L’énoncé suivant synthétise les résultats sur la structure locale des variétés
stables que nous utiliserons.

THEOREME 4.8. — Il existe € > 0 ainsi qu’une application continue
X : E*(e) — W* telle que x, : E3(e) — xp (Ei(e)) € WS soit un bi-
holomorphisme tangent a lidentité en O sur E; et envoyant 0 sur p.
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Tout comme les bassins d’attraction d’automorphismes de C**' se sont
avérés étre des domaines de Fatou-Bieberbach (voir la partie 4.3), les variétés
stables W sont en général biholomorphes & E;. Nous nous proposons de
vérifier cette assertion dans un cas particulier ou la démonstration est ana-
logue a celle du théoreme de linéarisation de Poincaré en dimension un.
Introduisons a cet effet les quantités Ly et L_ suivantes :

A= (") (p)

By
) 1
L, := LimSup,, Supk ﬁLOQHAZ”

-1
L_ := LimInf, Infx — Log||A,"||
n

on a alors le résultat suivant :

THEOREME 4.9. — Si f est uniformément hyperbolique sur K et 2L, <
L_ alors il existe un homéomorphisme ¢ : W® — E° au dessus de K tel
que :

i) ¥y Wy — E5 est un biholomorphisme pour tout p € K et ), (p) = Id
i) d)ofow*l = f'|gs.

Démonstration.— Posons F := x 1o foy et W*(e) := x (E*(¢)) ot x
est donnée par le théoreme précédent. Soit § > 0 tel que 2L, — L~ +55 <0
et LT 4256 <0.

De la définition de L on déduit que pour n assez grand :

|F™(v)] < eL+t0m 2y € B3 (e).

Si J est un compact dans W?, il existe ng tel que fm(J) C W?(e).
Compte tenu de 'estimation précédente on a pour n grand :

‘X_lf”(z)} Lellst20m .y e g,
On utilise maintenant le dévelopement de Taylor de F' a l'ordre 2 :
lv—A"" o F(v)| < Ww? v e E(e).

En posant w,, := x "1 f"(z) et en utilisant les estimations précédentes ainsi
que la définition de L_ il vient, toujours pour n assez grand :

Afnxflfn(z) o A*(nJrl)XflfnJrl(Z)’ < ||A7n|| |wn B AilF(wn)|

e—(L_—é)nC‘wnP
Ce(2L+—L_+58)n

IN N
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Ceci justifie 'existence de
Y= liinA_"X_lf".

On vérifie facilement les propriétés de 1, en particulier la surjectivité découle
du fait que A est contractante. O

4.5. Linéarisation le long d’orbites expansives d’un endomorphis-
me de P*

Une application holomorphe f : P* — P* de degré algébrique d > 2
est induite par une application polynomiale homogene F', non dégénérée
(F71({0}) = {0}) et de degré d :

CHI\ {0} T CFM\ {0}

- | =

Pk — Pk

Un tel endomorphisme f est un revétement ramifié fini de degré topologi-
que d*, on notera C + son ensemble critique.

L’objet de cette partie est de montrer que l'on peut renormaliser (f, ),
le long de la plupart des orbites ou elle «explose». Nous entendons par la
que pour des points = € P* typiques :

fri(@+ (dp f9)70) = ¢

la convergence étant uniforme au voisinage de l'origine et la limite 1 injec-
tive.

Il s’agit clairement d’un énoncé de linéarisation, il suffit pour s’en con-
vaincre de penser au cas d’un point fixe répulsif (voir aussi la remarque
4.1). On s’attend donc, comme dans le cas des points fixes, a rencontrer des
obstructions analogues aux résonances. Cette fois elles ne se liront plus
sur les valeurs propres de l'application linéaire tangente mais sur leurs
taux de croissance exponentielle le long de 'orbite. Il s’agit en fait d’un
phénomene statistique qui, en ’absence d’hypothese d’uniformité, ne peut
étre appréhendé que dans un cadre ergodique adéquat.

Commencgons donc par préciser ce cadre. Il existe une mesure p invariante
par f, ergodique et de Jacobien constant égal & d*. Cette derniere propriété
se traduit par

fru=du
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ce qui signifie en particulier que f dilate les p-volumes au sens ou

ulf(A)] = d* ()

pour tout borélien A sur lequel f est injective. Cette mesure est appelée
mesure d’équilibre de f.

Il est important de signaler que p integre les fonctions p.s.h. et donc ne
charge pas les ensembles analytiques.

On considére donc le systeéme dynamique (P*, f, ). Les exposants de
Lyapounov de ce systeme sont définis comme les taux de croissance ex-
ponentielle des valeurs singulieres des différentielles d, f™. On les notera
A1 < ... < Ag. Leur existence et le fait qu’ils soient constants résultent du
théoreme ergodique de Birkhoff (plus précisément de la version sous-additive
de Kingman). On retiendra en particulier que pour € > 0 on a

1 n —€ n n €
S Col] < a7 vl < Cen o]

pour p-presque tout et tout v € T, (PF).

La stricte positivité de ces exposants est un résultat fondamental et non
trivial :

THEOREME 4.10 (BRIEND-DUVAL). — Les exposants de Liapounov du
systeme (P¥, f, 1) sont au moins égauz a Log\/d ot d est le degré algébrique
de f.

Ainsi f™ est strictement dilatante le long de l'orbite de u-presque tout
point. Nous sommes maintenant en mesure de formuler notre énoncé de
linéarisation.

THEOREME 4.11 (BERTELOOT-DUPONT). — Si les exposants de Lya-
pounov d’un systeme (PF,f pu) sont tels que N\, < 2\ alors la suite
f(x + (def™)~1) posséde au moins une limite injective pour p-presque
tout x € Pk,

On souhaite, pour établir ce résultat, inverser f afin de se ramener a
une situation contractante. Comme f n’est pas injective, on y parvient en

construisant l’extension naturelle (Pk,f, /l) de (P*, f,u). 1l s’agit d'une

méthode classique en théorie ergodique. L’espace P est celui des «histoires »
du systeme (P*, f, p) :

P" = {&:= (zn)nez / f(xn) = Tppr}-
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On munit P* de la topologie et de la tribu produit. L’application f agit
sur P*¥ comme le décalage a droite. Ainsi le diagramme suivant commute,
la projection 7 : P* — P* étant définie par mo(2) := 2 :

pr . p

ol .

pt L. pk

La mesure /i est définie par (7 ' (A)) = u(A), elle est f-invariante et
ergodique.

Dans 'extension naturelle on établit la proposition suivante :

PROPOSITION 4.12. — Soit (P*, f, 1) comme dans l’énoncé du théoréme
4.11. Il existe une fonction mesurable S : Pk —10,1] telle que l’application
S (zon + (do_, f™)7" ) est injective sur B(0,S(&)) et a valeurs dans
B(xo, 1) pour fi-presque tout & et tout entier n.

Le théoreme 4.11 se déduit facilement de cette proposition au moyen
d’un argument standard. On choisit p assez grand pour que S), := {S > %}

soit de ji-mesure positive. Pour f-presque tout & € §p on trouve, grace
au théoréme de récurrence de Poincaré, une suite d’entiers (n;) telle que
fmi(2) € S,. Il suffit alors d’utiliser la proposition 4.12 avec (&) ala
place de z.

Voyons maintenant le principe de la preuve de la proposition 4.12. Soit
X :={2 e P" )z, e PP\C}; Vn € Z}.

Ce borélien est de ji-mesure pleine et, lorsque & € X , [ possede des branches
inverses locales envoyant z; sur x;_; pour tout j € Z. On notera r; le
rayon d’inversibilité de f en x;. En composant de telles branches inverses,
on construit la branche inverse de profondeur n le long de l’orbite . On la
note f. ", elle est définie au voisinage de z et envoie xg sur z_,.

Figure 7. — Construction de branches inverses le long de &
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La proposition 4.12 résulte immédiatement des deux faits suivants (on
ote éventuellement un ensemble de ji-mesure nulle & X).

Fait 1.— 11 existe une fonction mesurable 7 : X —10,1] telle que f; "
existe sur B(0,7(Z)) pour tout & € X et tout n € N.

Ceci découle de la confrontation de deux phénomenes. D’une part, comme
le montre le théoréme ergodique de Birkhoff appliqué a & +— Log||(d., f) ™| 2
= Log 1, le taux de croissance exponentiel des rayons d’inversibilité r,, est
nul. D’autre part, la stricte positivité des exposants de Liapounov force le
diametre des images par f; ™ a décroitre exponentiellement vite.

Le second fait contient I’argument «d’approximation» proprement dit.

On pourra le comparer au théoreme 4.2 en y prenant fﬁg <2et N=1L.

On 'établira cependant par un procédé plus «visuel ».

Fait 2.— 11 existe une fonction mesurable § : X —]0,1] telle que
Vi€ X, VneN, o p+ (do_, f7)"1B(0,8(2)) C £ "B(xo,n(2)).

On procede par récurrence sur n. Supposons qu’il existe 0 < s, < 1 tel
que :

(kn) @+ (doo, f") T B(0,50) C f5 " Blxo,n(%)).

Nous allons voir qu'alors (x,11) est satisfaite avec s,11 =
5, (1—e~ ™M =2)) On pourra donc, sous Phypothese 2\; — A > 0, prendre
S(z) = limy, sp,.

La preuve consiste simplement & composer (*,) par la branche inverse
de f (notée f~! et définie sur B(z,,r,)) puis & substituer sa différentielle &
f~! dans le membre de gauche. L’erreur d’approximation ainsi commise est
estimée grace aux inégalités de Cauchy et en exploitant a nouveau le fait
que f~! est définie sur une boule de rayon exponentiellement grand devant
le diametre de (d,_, f™)"*B(0, s,) :

_ _ Conx ny —1
Hf 1_d$—nf 1”'8”6 A gur (dxfnf ) B(O,Sn).

On diminue ensuite légerement s,, de fagon & compenser l'erreur et rétablir
Pinclusion. On voit facilement que le choix de s,41 = s,(1 — e’"(”‘l*)‘k))
convient. Ceci acheéve la description de la preuve du théoreme 4.11.
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Nous terminons cette partie en mentionnant une application du procédé
de linéarisation le long des orbites. Il s’agit de caractériser les systeémes
(P*, f, 1) pour lesquels la mesure u est absolument continue par rapport &
la mesure de Lebesgue w* (w désigne la forme de Fubini-Study sur P*).

11 faut d’abord représenter y comme la masse de Monge-Ampere T% d’un
(1,1)-courant positif fermé T cohomologue & w. Ce courant est appelé le
courant de Green de f et vérifie :

w="TFet f*T = dT.

L’équation fonctionnelle f*T" = dT contient beaucoup plus d’informa-
tions géométriques que 1'équation f*u = d*T. Lorsque T est lisse, celle-ci
est accessible et 'on peut montrer que f est un endomorphisme de Lattes
ce qui signifie qu’il fait commuter un diagramme :

Ck L Ck

N
pt 2. pk
ot D est une application affine de partie linéaire v/dU (ott U est unitaire) et

o un revétement ramifié sur les fibres duquel un groupe cristallographique
complexe agit transitivement. On a le résultat suivant :

THEOREME 4.13 (BERTELOOT-LOEB). — Tout endomorphisme holo-
morphe de P* dont le courant de Green coincide avec une (1,1)-forme lisse
strictement positive sur un ouvert est de Latteés.

Il s’agit maintenant de déduire la régularité de T de celle de p. On voit
facilement que les exposants de Lyapounov de p sont minimaux égaux a
LogVd (voir théoreme 4.10) lorsque p est absolument continue par rapport
4 w”. On peut alors améliorer le procédé de linéarisation en montrant que,
pour suffisamment d’orbites, des homothéties de rapport d~ % peuvent étre
substituées aux différentielles (d,f™)~! dans le théoréme 4.11. Ce procédé
de linéarisation raffiné permet de déduire la régularité du courant T de
’absolue continuité de p = T*. Plus précisément, le courant de Green T
s’avere étre une forme strictement positive sur un ouvert non vide ce qui
permet d’utiliser le théoreme 4.13. Ceci conduit au résultat suivant ou ’on
incorpore des formulations équivalentes de ’hypothese d’absolue continuité.
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THEOREME 4.14 (BERTELOOT-DUPONT). — Soit un sytéeme (P*, f, 1)
ot f est de degré d > 2. Les proprié¢tés suivantes sont équivalentes :

1. La mesure ju est absolument continue par rapport ¢ w*.

2. La dimension de p est mazimale, égale a 2k.
3. Les exposants de p sont minimauz, égauz ¢ logy/d.

4. L’endomorphisme f est de Lattes.

Notes. — Les théoremes de Poincaré et Poincaré-Dulac restent vrais
dans le contexte différentiable. Ceci est démontré dans I’article de Sternberg
[70]. Une approche différente est exposée dans le livre de Francoise [42]. On
pourra aussi consulter le livre d’Arnold [1]. L’article de Rosay et Rudin [62]
contient, en appendice, une preuve de ces théoremes dans le cadre holomor-
phe. Cet article apporte également bien des précisions sur les phénomenes de
Fatou-Bieberbach. Ce theme est également au centre de l’article de Dixon
et Esterle [33] dont l'introduction offre un bon panorama du sujet et ol
les auteurs établissent un pont entre le probleme de Michael (continuité des
caracteres des algebres de Frechet) et la vacuité de l'intersection de certaines
suites de domaines de Fatou-Bieberbach. Cette voie est utilisée par Sten-
sones pour aborder le probléeme de Michael [68]. Le méme auteur a construit
des domaines de Fatou-Bieberbach dont le bord est lisse [69], on ignore si
cela est possible dans la catégorie des bassins d’attractions. La dynamique
holomorphe apporte un éclairage nouveau sur les phénomenes de Fatou-
Bieberbach, le lecteur en trouvera un exposé dans le livre de Sibony [66].
La structure des variétés stables a été étudiée par Jonsson et Varolin [49],
nous n’avons présenté que le cas uniformément hyperbolique qui est parti-
culierement simple. Leur travail concerne surtout le cas non uniformément
hyperbolique qu’ils abordent en combinant 1’approche de Sternberg citée
plus haut et la théorie de Pesin. On trouvera dans le livre d’introduction de
Ruelle [63] des bases sur la dynamique hyperbolique et la notion de variétés
stables. La mesure d’équilibre d’un endomorphisme holomorphe de P* a
été construite comme masse de Monge-Ampere et ses principales propriétés
ergodiques établies par Fornaess et Sibony [38] [39] (voir aussi le livre [66]).
Briend et Duval ont établi que ses exposants de Lyapounov sont supérieurs
a logV/d [17] et qu’elle est 'unique mesure d’entropie maximale de f [18]. Le
travail de Dinh et Sibony [32] offre une nouvelle construction de la mesure
d’équilibre, élargie au cas des applications d’allure polynomiale et n’utilisant
que les propriétés de base des fonctions p.s.h. La linéarisation le long des or-
bites expansives est traitée par Berteloot et Dupont dans [12]. Dans le méme
article on trouve la caractérisation des Lattes par leur mesure d’équilibre.
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La caractérisation par le courant de Green, nécessaire a la démonstration
du théoreme 4.14, fait 'objet du travail de Berteloot et Loeb [15].
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