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SUR UN PROBLEME DE CONVERGENCE EN BORNOLOGIE

par

Bernard PERROT

- Une difficulté en bornologie provient du fait que 1'adhérence bornolo-

gique d'une partie A n'est pas nécessairement b-fermée ; un point de la b-ferme-

ture de A n'est pas toujours limite bornologique d'une suite de points de A ;

on rencontre ce phénomène en particulier dans l'étude de l'approximation en borno-

logie [2] • Le problème naturel qui se pose alors est de caractériser les espaces

bornologiques qui vérifient la "propriété de la b-fermeture", c'est-à-dire ceux

pour lesquels la b-adhérence d'une partie quelconque est b-fermée. Malgré des consi-

dérations antérieures sur ce problème G. Koëthe, L. Waelbroeck, etc.., il n'existait

pas jusqu'à ce jour d'études systématiques, le travail présent est consacré à cette

question ; les résultats sans démonstrations ont déjà été annoncés dans [5] ; la

terminologie et les notations sont en général conformes à [3].

LEMME 0. - Soit E un evb, E ne possède pas la propriété de la b-fermeture si

et seulement si il existe une suite (x ) •qui converge bornologiquement en 0 et

pour tout m il existe une suite (x111) qui converge bornologiquement vers x

et telle qu'aucune sous-suite de l'ensemble {x } -^ ,. ne converge bornologique-

ment en 0 • n^O

A. - Liaison entre la propriété de la b-fermeture et la forme des bornivores»

PROPOSITION 1. - Un evb possède la propriété de la b-fermeture si et seulement si

les parties bornivores forment un système fondamental de voisinages de 0 pour la

topologie de la b-fermeture T •

On obtient ceci en remarquant qu'une partie G est un voisinage de 0

pour T. si et seulement si le vecteur 0 n'appartient pas à la b-fermeture de Ç ;

G est bornivore si et seulement si le vecteur 0 n'appartient pas à l'adhérence

bornologique Ç^, •

- Cette proposition montre que les bornivores ne sont pas en général des

voisinages de 0 pour T , cependant nous allons donner une construction effective

d'un système fondamental de voisinages de 0 pour T à partir des bornivores :

soit P un bornivore, à tout élément x de P on associe un bornivore quelconque

P(x) et on appellera bornivore d'ordre 2 une partie formée de la manière suivante :
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2
P = U x + P(x) on définit ainsi par récurrence les bornivores d'ordre n

n x ç p

P = U x + P(x) ce qui nous donne une suite de bornivores tels que le bornivore
n-1

xç P

d'ordre n soit fabriqué à partir du bornivore d'ordre n-1 de la suite, on ap-

pellera : "chaîne cohérente" la réunion des bornivores d'une telle suite ; nous

avons introduit le terme "cohérente", car on peut être amené dans certains cas, en

particulier, pour nier des propriétés d'approximation, à former des chaînes "non-

cohérentes" de la manière suivante : on considère une suite (P ) de bornivoresn n
distincts et suffisamment décroissante ; on forme à partir du bornivore P un

^ k k k

bornivore d'ordre k noté P et on fabrique ainsi la chaîne U P . Les
k>0 k

chaînes cohérentes forment un système fondamental de voisinages de 0 pour T ,

car on vérifie aisément que toute suite qui converge bornologiquement vers un point

de la chaîne, a presque tous ses termes dans la chaîne.

- Les considérations précédentes nous montrent qu'un espace vectoriel E

muni de la bornologie vectorielle séparée minimale, (qui s'obtient en prenant comme

bornés les parties dont la trace sur tout sous-espace vectoriel de dimension finie

est bornée), possède la propriété de la b-fermeture, car un bornivore G contient

tout E sauf, au plus, un sous-espace vectoriel de dimension finie, et sa trace

sur celui-ci est un voisinage de 0 ; alors les bornivores sont des voisinages de

0 pour T .

- On dira qu'une topologie est de type C si l'adhérence séquentielle

de toute partie est fermée ; c'est l'analogue en topologie de la propriété de la

b-fermeture.

PROPOSITION 2. - Un evb séparé E possède la propriété de la b-fermeture si et

seulement si T est de type C .

C'est une conséquence immédiate d'un théorème de Kisynski [4] qui nous dit

que si une suite converge vers 0 pour T on peut en extraire une sous-suite qui

converge bornolgiquement en 0 • Cette proposition nous permet d'obtenir un certain

nombre de caractérisations de la propriété de la b-fermeture en considérant le fait

que T soit de type C nous renvoyons alors aux auteurs qui ont étudié ce pro-

blème dans le cadre topologique : Ko-walsky, Frankiin, etc.», mais ici il faut noter

que la topologie t n'est pas très maniable en général.
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B. - Comportement de certaines classes d'evb par rapport à la propriété de la

b-fermeture.

On dit qu'un evb est de type M ou qu'il vérifie la première condition

de dénombrabilité de Mackey, si pour toute suite de bornés (B ) il existe unen n
suite de réels strictement positifs (y ) telle que U y B soit bornée.n n n nn> 0

PROPOSITION 1. - Un evb de type M- possède la propriété de la b-fermeture.

En fait, il semble bien que la condition M- soit proche de la propriété

de la b-fermeture, comme le montre le résultat suivant :

PROPOSITION 2. - Soit E un espace vectoriel réticulé, tel que, muni de sa bor-

nologie de l'ordre, il existe au moins une droite non bornée (en particulier dans

le cas presque archimédien), alors E possède la propriété de la b-fermeture si

et seulement si il est de type M- .

Les propositions. 1 et 2 s'obtiennent par application du lemme 0. L'hypo-

thèse "il existe au moins une droite non bornée" est bien nécessaire dans la pro-

position 2 car si toute droite est bornée, alors l'adhérence bornologique de toute

partie non vide est E donc une telle bornologie possède la propriété de la b-

fermeture, mais elle n'est pas nécessairement de type M .

Exemple : E = R où on définit une relation d'ordre en prenant comme cône des

éléments positifs 0 et l'ensemble des termes dont la dernière composante non

nulle est positive ; alors toute droite est bornée pour la bornologie de l'ordre,

mais E n'est pas de type M- car aucun borné ne peut absorber la suite de bor-

nés (S11) .n

- Les bornologies métrisables sont de type M- et ainsi on retrouve le

fait déjà connu qu'elles possèdent la propriété de la b-fermeture, mais il en est

de type M- et non métrisable, par exemple, la bornologie de l'ordre sur l'espace

des fonctions de [0, 1] dans S nulles en dehors d'une partie dénombrable.

En général, même dans le cas séparé, J-_a propriété de la b-fermeture n'im-

plique pas la condition M- .

Exemple ; Soit E un espace vectoriel dont une base algébrique (e.).,.- a la

puissance du continu, on le munit de la bornologie vectorielle séparée minimale, il

possède la propriété de la b-fermeture d'après A ; mais il n'est pas de type M •
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On appelle À la bijection de 1 sur A°o = ^ensemble des suites de réels positifs

strictement croissantes tendant vers °° , considérons la suite de bornés suivante
(B ) où B = l* ensemble des points de E dont pour tout i c i la composante sur e.

est majorée en valeur absolue par ( X ( i ) ) , alors il ne peut exister de suite

(y ) telle que U y B soit bornée.n n ffl n n

PROPOSITION 3. - Soit (E , t) un evt séparé de type C , BE l^evb canonique

associé et T la topologie de la b-fermeture, alors t = T et BE possède la

propriété de la b-fermeture.

Une démonstration d^verbuck et Smolyanov [l] montre que de toute suite

qui converge pour t on peut extraire une sous-suite qui converge bornologique-

ment, alors le théorème de Kisynski déjà employé dans 2 A, et la proposition 2A,

donnent le résultat.

PROPOSITION U. - Tout quotient d'un evb qui possède la propriété de la b-fermeture

possède cette propriété.

-m
On démontre ceci en appliquant le lemme 0 dans -pr et en relevant des

suites modulo des éléments de F .

PROPOSITION 5. - Soit E = ® E. un evb somme directe d^ne famille infinie

d^vb.
E possède la propriété de la b-fermeture si et seulement si toute droite

est bornée.

La condition est évidemment suffisante, montrons quelle est nécessaire, ;

soit S x une droite non bornée, 1 infini contient une partie I dénombrable,

les E. étant différents de {0} il existe pour chaque i un élément x. ^ 0

dans E. .

On pose :
m / \ m

Vn ^ s ——

m / m / . \ \
^ = ^n ^"iCI

y^ (i) = 0 i 5 < m
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m 1
x = ï ^

m m , m^ ° ̂  + x (en prenant + ou - de manière à ce que

x n1appartienne pas à 1^adhérence bornologique

de 0) .

Le résultat désiré s obtient en appliquant le lemme 0 à la partie
r m - imÇS .1 -i. • -, • • m(Jl) . - - .{x } on ne peut extraire de sous-suite x / \ qui converge bornologique-n n ^ J a Q \ x> )

ment en 0 , car m(Jl) devrait prendre une infinité de valeurs, mais alors la suite

(x / g \ ) „ n^est même pas bornée, car on a des composantes dans une infinité de E. •n \ jo ) n, i

COROLLAIRE. - Toute bornologie sénarée, somme directe dTune famille infinie de

bornologies ne possède pas la propriété de la b-fermeture.

PROPOSITION 6. - Soit E = TT E. un evb produit d^e famille d'evb. Si il existe——— ^ i —————^————^—————————^—————— —————————
une partie J de 1 de cardinal supérieur ou égal au continu telle que pour tout

j ç J on ait une droite non bornée dans E. alors E ne possède pas la propriété
' ~ ^ j ^

de la b-fermeture.

Nous allons simplement construire la partie {x } ~,, qui donnera le

résultat par application du lemme 0. Pour tout j 6 J on a une droite non bornée

S y. dans E. ; J de cardinal supérieur ou égal au continu, il existe une sur-
J <3

jection X de J sur A°° .

On pose :

y (i) = 0 pour î J

^^"iei
^ ^) 'n-^i)^ ^ow ̂ J

x (i) = 0 pour i^J

x"1 = (x^i)).iç I m/ . \ 1 . . - _
x J m yj ^"^ J

m m m\= ̂  + x

T. r n i n i Ç I Î i j. - i - - -, • / m( & ) \De {x ç „ } on ne peut extraire de sous-suite (x / \ ) qui convergen(^)^n n Ç M
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bornologiquement vers 0 car m ( & ) devrait prendre une infinité de valeurs, mais

alors il existe j ç J pour lequel ( À , . - . ) / ^ est une suite qui croît plus vite

que n ( J l ) •

COROLLAIRE. - Toute bornologie séparée produit d'une famille, de cardinal supérieur

ou égal au continu, de bornologies ne possède pas la propriété de la b-fermeture.

C. - Cas particulier des 'bornologies à "base d en omb râble.

PROPOSITION. - Un evb à base dénombrable E possède la propriété de la b-fermeture

si et seulement si E possède un borné bornivore ou si toute droite est bornée.

La condition est évidemment suffisante, montrons qu'elle est nécessaire.

Si on n 'a pas de borné bornivore, il existe une suite fondamentale de bornés (3 )-r ' m m
tel que B n'absorbe pas 3 pour tout m ; soit il existe des éléments

y"1 tels que :

y11 ç B - et y111 ^ n B"n m+1 -n / m

On pose :

x111 = — x où S x désigne la droite non bornéem o o

x111 = 1 v111 + x111

\ n ̂  - x

Comme pour la démonstration de la proposition 5C on prend le signe + ou - de

manière à ce que x"1 n'appartienne pas à l'adhérence bornologique de 0 et la dé-

monstration se poursuit d'une manière analogue.

COROLLAIRE. - Un ebc à base dénombrable E possède la propriété de la b-fermeture

si et seulement si E est semi-norme ou si toute droite est bornée.

COROLLAIRE. - Les seuls ebc séparés à base dénombrable qui possèdent la propriété

de la b-fermeture sont les espaces normes.
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