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CHAPITRE O

0 - Introduction : Les questions auxquelles on apporte des réponses ont été posées
par A. Weil (séminaire Bourbaki n® 312, 1965-1966, "fonctions zéta et distribu-
tions") ; A. Weil s'intéressait au probléme P(K,K¥,®) : &tant donné un corps
local (commutatif) K , une représentation @ de dimension 1 de son groupe mul-
tiplicatif k* , trouver toutes les distributions sur K qui se transforment par
K* , (opérant de maniére évidente sur K), suivant w , et donnait

- un résultat d'existence et d'unicité : 1'espace Uf‘o des solutions de P(K,K¥, w)

est de dimension 1 sur € .
- des calculs de transformation de Fourier portant sur les distributions mises en
évidence.

A la fin de son exposé, A.Weil proposait parmi d'autres deux problémes
- celui d'étendre ce qui précéde & toute algébre simple sur un corps local,
- celui de savoir si on peut attacher des distributions & d'autres types de fonc-
tions zéta.

Dans ce qui suit on énonce les résultats obtenus dans le cas des algébres

simples sur le corps des nombres réels.

1 - Le théordme de Glaeser et les distributions invariantes par un groupe linéaire
compact : On a généralisé un résultat de G. Glaeser : Soit n wun entier 3 1, G

un sous groupe compact de GL(n,R) et Q) seee5 @ un systéme de générateurs de
1'annesu des fonctions polynomes définies sur R® ~, & valeurs réelles et G-inva-
riantes ; l'application q : x F—)(q1(x) seees qp(x)) de R® dans RP est propre;
si les fonctions Qq seees ap sont algébriquement indépendantes, q est de rang

p dans un ouvert dense de R? , et un théoréme de Glaeser ([9]) assure alors que
1'application Uy :Z(B ) E(Rn) , définie par q$(f) =fp q , est & image fer-

mée (la topologie de 8 est celle de Schartz). Il en résulte alors facilement

Proposition 1 : Soit G& GL(n,R) un groupe compact dont 1'anneau des
invariants (dans 1'algébre des fonctions polynomes sur mn) est un anneau de poly-
nomes, Qg seev5 Q4 UN systéme de générateurs algébriquement indépendants de cet
anneau, et q : X r—é(q1(x) seees qp(x)) ; alors 1'image Q de R® par q est
un ensemble fermé (semi-algébrique, donc régulier au sens de Whitney d'aprés une
démonstration de Losajiewicz), et Qe induit un isomorphisme vectoriel topologique
de 1'espace des restrictions & Q des fonction C* (resp.C® et & support compact)
sur RP |, muni de la topologie quotient de celle de 8 (RP)(resp. ® (RP)), sur
1l'espace des fonctions C* (resp. C* et & support compact) et G-invariantes sur
R". Par-dualité, il en résulte que l'espace des distributions G-invariantes sur

g" est isomorphe & l'espace des distributions sur Q .
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Commentaires : -Le théoréme de Glaeser cité plus haut a servi & cet
auteur dans la démonstration de ce qu'il appelle le théoréme de Newton différen-
tiable : une fonction ' C~ symétrique sur R" est une fonction C% des fonctions
symétriques élémentaires des coordonnées canoniques de R® ; c'est un cas particu-
lier de la proposition 1 , le groupe G #&tant le groupe fini des permutations des
coordonnées ; la démonstration de la proposition 1 est & peu prés celle de Glaeser;"
il a simplement fallu trouver un argument assurant en général que l'application gq
était propre et de rang maximal dans un ouvert _dense.

- Il serait intéressant de caractériser les groupes compacts G < GL(n,R) dont-
1'anneau des invariants est un anneau de polynomes ; "G est engendré ﬁar des sy-
métries" est une condition suffisante qui est nécessaire si G est fini, mais

trivialement non nécessaire dans le cas contraire.

2 - Distributions homogénes sur une algébre simple sur R (unicité) : Soit K

l'une des algdbres i division R, €, H (quaternions), A = Mn(K) 1'algébre des
matrices nxn & coefficients dans K,U(n) 1le groupe unitaire réel, complexe ou
quaternionnien suivant le cas ; si x€ A,xX est la transposée conjuguée de x
1'ensemble MHn(K) des matrices hermitiennes x = x* est un espace vectoriel réel

qui contient le cdne convexe Cn des matrices positives.

Proposition 2 : Soit f : A _, € une fonction polynome sur 1'espace
vectoriel réel A , qui est invariante & gauche par U(n) ; alors il existe une et
une seule fonction polynome g sur MHn(K) telle que f(x) = g(x¥x) pour tout
x €A .

Commentaire : Pour K = R , ce résultat est connu (H. Weyl [2]) ; dans
les cas comﬁlexe et quaternionnien , on a imité la démonstration de Weyl.

Une application de la proposition 1 donne alors

Proposition 3 : Soit gq : x > x*x,T une distribution sur A qui est
U(n)-invariante & gauche et g*T : @ f— y T(x)¢p (x*x)dx 1'image directe de T par
q ; alors T est une distribution sur MHn(K) 4 -support dans C, s et qQ* est
un isomorphisme vectoriel topologique de 1l'espace des distributions U(n)-invarian-—
tes & gauche sur l'espace des distributions sur MHn(K) qui sont & support dans
Cn .

Commentaire : Pour K =R , ce résultat est connu (L.Gdrding Bll) 3 la
comparaison de la démonstration de Garding et de celle-ci montre 1'intérét de la
proposition 1 . .

Soit maintenant B (resp. B¥) 1le groupe des matrices nxn triangu-
laires supérieures (resp. inférieures) & coefficients diagonaux réels positifs, et

pour chaque s = (s1 seees sn)€ Cn,d~s (resp./gs) la représentation de dimension 1-:



by TiT( bii)si de B (resp. B®) . Soit maintenant T une distribution sur A

qui est invariante 3 gauche par U(n) et qui se transforme & droite par B (resp.
B¥) suivant «g (resp./gs) ; en considérant q*T , puis la transformée de La-
place de - g*T par rapport au cdne ouvert én des matrices définies positives
([6]) , qui est une fonction holomorphe sur le tube &n + i MHn(K) , on constate
que cette transformée de Laplace est entiérement déterminée 3 une constante multi-
plicative prés ; il en résulte que l'espace des telles distributions T est de di-
mension au plus 1 ; en fait, il est facile de voir que plus généralement 1l'espace
des distributions sur A qui se transforment 3 gauche par U(n) suivant une re-
présentation de dimension 1 donnde de U(n) et & droite par B (resp. B%) suivant

o g (resp./gs) est de dimension ( 1 sur € .

3 - Distributions homogénes sur une algdbre simple (existence) : La fonction CKS

(resp./gs) se prolonge de maniére unique & A* en une fonction U(n)-invariante
a gauche, qu'on continuera & noter ds (resp./gs) 3 si on prolonge cette fonction
4 A en lui donnant la valeur O dans le complémentaire de At , on constate

s 8y)) € Q= {s ¢ ¢

. v
qu'au moins lorsque s (resp. s = (sn > Sy

0 A_Re(sn) € Re(s__.)& .. & Re(s1)} ce prolongement définit sur A une fonction

n-1
Lebesgue - localement intégrable ; soit Tz (resp. Ri) la distribution sur A

qui lui est associde ; elle est invariante 3 gauche par U(n) et se transforme &

droite par B (resp. B¥ ) suivant o(s (resp./gs) ; de plus, la fonction s,y Tz

(resp. Rz) a valeurs distributions est analytique dans 1l'intérieur de 5jﬁ ; soit

Y le degré de K sur R (9=1,2 ou k).

Proposition 4 : La fonction :
s. + Y (n+1-i) ) (n+1-1)
s €=l g (e ) F(——)
2

s, +p 1

(resp. sH:@{z=JTZSi/2 BT A /M

v
4 priori définie et analytique dans 1l'intérieur de Q) (resp.,{ln) , est prolon-
geable a t" en une fonction analytique et pour chaque s € ¢ . fz (resp.d{z)
est une distribution invariante & gauche par U(n) , qui se transforme & droite par

B (resp. B*) suivant X g (resp./gs) , et telle que
- X
Sﬁz(x) trledx) g <

(resp.fg‘}'g(x) e“]Ttr(x*x) ax = 1) .



Ceci dit, si K=R ou € , il y a d'autres représentations de dimen-
sion 1 de U(n) qu'il faut considérer : si K =R , la fonction X.—» sgn.(dét.x)
o(s(x) (resp.x —ysgn. dét.st(x)) définit dans les mémes conditions que o s

(resp./}s) une distribution T? (resp. R?) sur A, et s»—)ﬁ? = ’Sf(m'zsi)/z

s.+n+2-i . s.414+1
/T ) / PEE) (resp.s s 1™ o0)/2 58 11 () 1) -

n

(Bj admet un prolongement analytique partout # O dans €

Si K=0C et r¢Z , la fonction x,__)@.ét.)aro(s(x) (resp.
X - [det.xlr ﬁs(x)) oll [dét.x] = (dét.x) /|aét.x|, définit dans les mémescondi-
. . e e s s
tions que O(s (resp./)s)) une distribution T (resp.Rr) et
|r‘+Z s;)/2

si+|r|

™/ TT [(F5— +a41-1) / [a+1-1)

s._ygi = Tr(n

] s.+|r|
(resp.s,..;fls, = ]T(nlrl-'-Z si)/2 Rr/ U r( 12 + 1)/ r(i))
a un prolongement partout # O et analytique dans cn.

Commentaire : Le résultat donnant le prolongement analytique par rapport
& s des fonctions s . T: et s} Rz est équivalent & un résultat de Gindikin
([23]), qui opére au niveau de MHn(K) ; les distributions Ti et Rxs_ qui corres-
pond 8 r # O n'apparaisent pas chez Gindikin parce qu'elles ne sont pas invarian-

tes & gauche par U(n).

4 - Distributions homogénes sur une algébre simple (transformation de Fourier) :

Les paragraphes 2 et 3 permettent d'énoncer :

Théordmes 1 :-Soit s €€” , et r un entier (r=0 si K=H,r=0 ou 1 si
KsR,r¢ 2 si K=C) ; Soit')(r le caractére de U(n) ainsi défini : ¥‘o est le
caractére trivial, et si r n'est pas nul, auquel cas K est R ou €,
X (%) =(aét.x/|dét.x|)¥ ; alors 1'espace des distributions sur A qui se trans-

forment & gauche par U(n) suivant Xr et & droite par B (resp.B*) suivant "

. . . " . s 8
K (resp./gs) est de dimension 1 sur € ; 11 est donc engendré par fr (resp.fﬁr).

Commentaire : Le résultat d'unicité concernant le cas de la représenta-
tion triviale de U(n) est &quivalent & un résultat énoncé sans démonstration par
Gindikin dans [23] 5 i1 suffit en effet d'utiliser la proposition 3 pour se trouver
sur le cdne Cn

Ce théoréme a comme conséquence immédiate :

Proposition 5.: La transformée de Fourier de fi est (_i)n|r|(_9§.—s— n

Remarque : On peut faire la méme théorie sur un produit KnxKnx . K8
de m facteurs, avec mgn .
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5 - Le probléme P(A,A¥,u) (premidres réponses) :

Soit @ une représentation de dimension 1 de A% ; P(A,A*,w) est le
probléme de la détermination de toutes les distributions sur A qui se transfor-
ment 3 gauche par A® suivant @ . Pour ce qui est de 1l'existence de telles distri-
butions, la question a &té résolue ci-dessus : il existe r et s tels que
w(x) = xr(u) ots(b) pour tout x = ub € A, en fait les s; sont tous égaux ; on
désignera leur valeur commune par s ; les distributions ?: correspondantes sont
invariantes par les automorphismes intérieurs de A de sorte qu'elles se transfor-
ment aussi & droite par A”™ suivant & . Pour la commodité des références, on résu-

me tout ceci dans 1'énoncé :
Théordme 2 : Soit s e € , r un entier (r=0si K=H,r =0 ou 1 si
K=R, r e¢Z si K=C), W la représentation de dimension 1 de A* d&finie par
w N . . . - .
r ets , et % 1l'espace des distributions sur A qui se transforment & droite
et & gauche par A™ suivant @ . Alors # ® est de dimension 1 , donc engendré par

f: , et les transformées de Fourier des ?i se calculent suivant les formules
s _ ,_.\nlY -s-Yn
FT, = (-i) v,

6 - Distributions définies par des fonctions sphériques de A"

Soit s e € et F @ A" — € 1la fonction sphérique définie par :

Fs(x) = Iu(n) oLs(xu) du s

ol du est la mesure de Haar normalisée de U(n) ; r &tant donné, la fonction
x )—>¥r(x) Fs(x) définit dans les mémes conditions que o une distribution Si

sur A , et pour toute ¥ € D(A) on a :
s _ s
fSr(X) Y(x) ax = fTr(x) dx oo Y (xu) du .

Il en résulte le
Théoréme 3 : (i) - La fonction

s.+(n+1-1) r (n+1-i

sp—)ji = nln [rl+fsi)/2 Si /T;\T‘( = > R

en une fonction analytique partout # 0 .

) est prolongeable & 6

(ii) - Chaque distribution frs_ est tempérée et
s _ (_:ynlrl -s-uUn
¥ jr = (-1) Tr

Commentaire : L'auteur ne sait pas si ce résultat a un intérét.

T - Distributions homogénes pertées par le cone des matrices singulidres dans M _(R) :

Les représentations de dimension 1 de GL(ng4R) sont les suivantes
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x F—’hét.xls , ou xW» sgn.(dét.x) [dét.x\s (s déerivant C€) ; soit Li (resp. Lf)
1l'espace des distributions sur A = Mn(R) qui se transforment & gauche par

A= GL(n,R) suivant X\ ldét.x\s (resp. x v sgn.(dét.x) \dét.x\s et L=

Li @ Li ; une des questions que pose le probléme P(A,A*,w) est de déterminer la
dimension des espaces Li et LE . Si on remarque que deux solutions de P(A,A%, w)
sont toujours lindairement dépendantes dans l'ouvert A", on voit qu'il est naturel
de se poser la question de déterminer les distributions homogénes nulles dans A™ ;
le cas n =1 est instructif : dans ce cas, on sait écrire toutes les distributions
4 support ﬂﬂ , et on constate que les degrés s correspondants sont les entiers

s ¢<-1 3 il en résulte alors que si s n'est pas l'un de ces entiers, -1l'espace LE
(resp. Lf) est de dimension 1 , puis la transformation de Fourier &étend ce résultat
d'unicité aux s autres que -1 ; lorsque n > 1 , il n'est plus possible apparam-—
ment d'écrire explicitement toutes les distributions portées par la variété des ma-

trices singuliéres ; par contre, il est possible de démontrer la

Proposition 6 : s°0it T wune distribution non nulle appartenant & A

qui est nulle dans A* ; alors s est 1l'un des entiers & - 1

Encore une fois, le cas n = 1 est instructif : T &tant’ une distribution
S IS . . . P .
homogeéne & support {0} ,» 11 existe un entier p» O tel que S =x T soit non

nulle mais xS soit nulle ; alors en dérivant 1'égalité xS = O et en utilisant

1l'équation d'Euler pour S , il vient (s+p+1) S=0 , ol s est le degré de T ;

il en résulte évidemment s =~p - 14- 1 . On a généralisé cette démonstration, et
pour ce faire on a redémontré un résultat de Turnbull ( [13]). Voici ce dont il

s'agit : Soit k wun corps (commutatif t .. ..

ag A ps (commutatif), € e (%350 101¢5 n

" extension de k) algébriquement indépendants sur k,k[x] 1l'algébre sur k engendrée

des éléments (d'une

par les X5 et X la matrice "adjointe" de x , qui est définie par la formule :
%= (2/3%) agt.x

3S t . < . . P
ol 9/3°x est la matrice (3 coefficients dérivations) dont le coefficient d'indi-
ces (i,j) est B/axij 5 plus généralement, si A € Mn(k @]) est une matrice 3
coefficients dans k[x] , (Q/th) A est la matrice dont le coefficient d'indices
(i,J) est z% (/3 xhi) Ahj ;- on définit alors les polynomes p; » (Ogi¢n) , et
des matrices‘ B; ¢ Mn(k X)) 5 0 ¢« ig¢ n-1, par les formules

agt. (51 -x) = 7 (-0 p(x) F 7

Os¢i¢n
- = 7% (-0 s
n i

O¢i¢n

on a alors

Proposition 7 : a) (Q/th) p, =B



_‘I‘l_

) (3/3%) B, = (r-n) B._, s

pour tous les entiers r tels que 0 ¢ r ¢ n (on convient que B, =B = 0) .

La proposition 6 en résulte assez facilement, de méme que le

Théoréme 4 : Si s n'est pas 1'un des entiers -1, -2,...,-n+1 , 1l'espa—

] ] . . . .
ce L+ et 1l'espace L_ sont de ‘dimension 1 ; ils sont donc engendrés respective-

ment par Ifz et ﬂf? » qui sont homogénesd gauche et 3 droite.

Commentaires. - Les formules a) de la proposition 7 sont dlies & Turnbull

[3].
- Ce qui précéde a presque slirement un analogue dans le cas complexe et dans le

cas quaternionnien.

8 - Le probléme P(M (R), GL(n,R),w) (suite) : On vient de voir que si on exclut

les positions critiques s = -1, -2,...,-n+1 , le probléme P(MnGR), GL(nR),0) a
au plus une solution ; en fait, cet énoncé d'unicité est faux en général, comme le

montrent les exemples suivants

On écrit une matrice générale x sous la forme x = (x1, Xy seees xn)
en mettant en évidence ses vecteurs colonnes X; » et on définit pour chaque entier-
p tel que 1¢ p ¢ n-1 une distribution TP sur MnGR) de la maniére suivante :
pour chaque ¢ e S(MnClR)) ,

LTp , Py = ﬁ?(x1 s Xy aeens X 0 4e00y 0) dx, dx, ... dxp .

I1 est alors évident que Tp se transforme i gauche par GL(n,R) suivant

X > hét.xl_n+P ; par ailleurs, le support de TP est 1'idéal 3 gauche (Lp cons-—
titué par les matrices dont les n-p' dernidres colonnes sont nulles ; clp n'étant
pas invariant & droite par GL(n,R) , T_ ne peut &tre homogéne & droite par

P o

GL(n,R) . Il résulte de ceci que la dimension de 1l'espace L+ est infinie.

Commentaire : Il est clair que ces exemples valent aussi bien dans d'au-

tres cas que le cas réel.

9 - Distributions invariantes par le groupe SL(n,R)

~

Ce qui précéde est un prétexte & une étude plus ou moins approfondie des
espaces de distributions sur MnGR) qui sont invariantes (& gauche, & droite, ou
des deux cOtés a la fois, auquel cas on dira qu'elles sont bi-invariantes) par des
sous-groupes de GL(n,R) tels que O(n,R) (on a des résultats complets gréce 3 la

proposition 1) ou SL(n,R) ; 1'étude des distributions bi-invariantes par SL(nR)

est résumée dans ce qui suit.
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9.1 - Soit & 1l'ouvert de Mn([R) constitué par les matrices de rang » n-2 ; dans
cet ouvert, les orbites de SL(n,R) opérant & droite et 3 gauche, sont les hyper-
surfaces réguliéres Zu = (x €O ; dét.x = u} u parcourant R , et l'applica-
tion x> dét.x de 0" sur R est partout de rang 1 ; par ailleurs, il est
possible de définir pour chagque u € R une mesure ¢ (dét.x - uy) dans O , qui
est bi-invariante par SL(n,R) (dorénavant, bi-invariant(e)(s) concernera toujours
SL(n,R) , et & support Z‘u ; @ étant une fonction de P () , on pose Mg (u)=
<¢ (d8t. x - u) , Y > ; alors M (qui est l'opération "intégrale sur les fi-
bres") applique linéairement et continfiment @ (&) sur 9 (R) et la transposée
M¥ de M est un isomorphisme de £'(R) sur l'espace des distributions dans &

qui sont bi-invariantes.

9.2 - On s'est intéressé & des opérateurs différentiels bi~invariants qui apparais-
sent naturellement ; il s'agit de 1'opérateur de Cayley A = aét. (3 /> x) , de
1'opérateur D ae multiplication par la fonction déterminant, et de l'opérateur de
Capelli D =1}A .

- On écrit la composante radiale de .nA: si F(x) = £f(aét. x) , £ étant suffisam-
ment dérivable, alors (AF) (x) = p'TIz (w d/du + p) a/du f| _qer o
met de montrer que pour Re(s) assez grande, on a la formule de Cayley :

et ceci per-

A (aét. x)% = s(s + 1)..(s +n - 1) (aét. x)57 >

~

laquelle & son tour, permet d'écrire explicitement des formules donnant les distri-~
butions GC(S) et f? en fonction des distributions définies par les fonction conti-
nues x > |aét.x|® et x> sgn.(dét.x) ‘dét.xls (ou Re(s) ) 0) .

- On a déterminé toutes les distributions bi-invariantes qui sont annulées par A ,1}
et D ; soit ,’,@f , (}gf) 1l'espace des distributions dans Mn(R) qui se transfor-
ment & gauche et & droite par GL(n,R) suivant x'— |aét. x|® (sgn.(dét. x °) ;
alors le noyau de l'opérateur A\ (resp. 2 , D) dans l'espace des distributions bi-

invariantegest 1'espace 3@293:1 ®..0 ‘Jf:nﬂ (resp. %:1 ® yf;ga..o yg:“ R

}{36 %30%:19 2:1 ® ... ® J{,’:“”o Je:nﬂ) 3 1l est donc de dimension n

(resp. n,2n) . On a aussi trouvé Ies solutions &lémentaires de A , ete...

- Enfin on a écrit toutes les distributions bi-invariantes qui sont portées par la
variété des matrices de déterminant nul ; le résultat n'est pas inattendu : ce sont
celles qui interviennent dans les premiers termes des développements de Taylor au

. . . . s s
voisinage des s entiers négatifs des fonctions s +—> f+ et s+H—) <€_ :
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10 - Invariants caractéristiques des groupes d'automorphismes de certaines algébres

de Jordan

Dans le but d'éclairer la relation entre le groupe SL(n,R) et la fonc-
tion polynome x +—> dét.x , on s'ést posé la question de savoir quel était le plus
grand groupe d'automorphismes de 1l'espace vectoriel Mn(R) qui laisse invariant le
déterminant ; il est facile de voir que cette question se raméne & celle de la dé-
termination du groupe des automorphismes de 1'algdbre de Jordan (Mn(R))+ associé
3 1'algdbre Mn(B) (la multiplication dans cette algdbre est donnde par la formule

XXy = Xy + yx) ; dans cet ordre d'idées on a obtenu le

Théoréme 5 : Soit EcMn(k) une algébre de Jordan simple sur un corps k
de caractéristique # 2 ou 3 ; le groupe Aut.(E) est le groupe des automorphismes
de l'espace vectoriel [E qui admettent comme invariant le polynome caractéristique

générique x+rH—> dét.(f 1n - x).

D'autre part, on a écrit deux lemmes géndraux et faciles qui permettent
de retrouver des résultats de J.Dieudonné, N.Jacobson et T.Ono, de répondre & la

question soulevée plus haut sous la forme suivante :

Théoréme 6 : Le sous—groupe de GLk(Mn(k)) admettant la fonction déter-
minant comme invariant est le groupe des applications de la forme x k——>y§z , ou

dét.(yz) = 1 et x+>X% est soit 1'identité,soit la transposition.

11 - Signalons maintenant que les développements correspondants aux paragraphes 1

2 6 ci-dessus se trouvent dans le chapitre II (K = R) et dans le chapitre IV

(K = € ou H) ; ceux correspondant aux paragraphes T & 9 ci-dessus se trouvent dans
les chapitres I et III, de sorte que tout ce qui concerne Mn(R) est regroupé dans
les trois premiers chapitres de ce travail ; enfin le paragraphe 10 est développé
dans le chapitre V. )

- Les notations sont en général celles de la théorie des distributions ;
les formules et propositions sort numérotées par chapitre : par exemple, la propo-
sition II - 3 se trouve dans le chapitre II ; les nombres en chiffres arabes entre
crochets tels que [2J renvoient 4 la bibliographie.

- Enfin, il est peut-&tre préférable de dire explicitement qu'on entend
par distribution un courant impair de degré zéro, ou de fagon plus parlante une

fonction généralisée.
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CHAPITRE I

On définit les distributions homogénes auxquelles on va s'intéresser et
on démontre leurs propriétés immédiates et les équations d'Euler correspondantes.
On introduit les opérateurs différentiels de Cayley et de Capelli, qui sont invari-
ants par le groupe des multiplications & droite ou & gauche par des matrices de dé-
terminant 1, on calcule leurs composantes radiales sur la droite réelle et on mon-
tre comment ils opérent sur les distributions homogénes ; cela permet déjd de voir
que les prolongements au plan complexe des fonctions A > T:b et \vV TJ\ ont
des pOles aux entiers négatifs, et donne des formules explicites pour ces prolonge-
ments. On étudie de maniére sommaire.les distributions bi-invariantes par le groupe
SL(n,R) , et on montre que dans 1'ouvert Jl1 des matrices de rang »n - 2 , ces
distributions proviennent de distributions T(u) sur la droite réelle que l'on re-
monte sur Mn(R) par le changement de variables u = dét. x ; les distributions
homogénes dans 111 sont alors entiérement déterminées et 1'étude compléte du cas
n =2 montre 1'intérét qu'il y a & écrire explicitement toutes les distributions
bi-invariantes par SL(n,R) qui sont nulles dans Ilo = GL(n,R) (ceci sera fait au

chapitre III).

1. Equation d'Euler ; les opérateurs de Cayley et Capelli.

1.1. Soit £ un ouvert non vide de 1'espace Mn(R) dans lequel le groupe GL(n,R)
opére par multiplication & gauche, c'est-d-dire stable par les multiplications
x+—mx (me¢ GL(n,R)) ,)\ un nombre complexe et ;{I (L) (resp.:fr (£1)) 1'espace

des distributions T ¢ @’ (£L) qui vérifient la condition d'homogénéité suivante:

(1,0) 5 T(x) ¢(mx) "dx =" |aét m|_7\_ nSD_T(;:) g (x) ax

ge8 (resp.

(1,0") 5 T(x) W(mx) dx = sgn(dét m) |dét ml_ A-n 5;{?(x) Lf(x) ax)

pour tous m€GL(n,R) etwe¢d(Q) .

Lorsque T est une fonction numérique localement s%mmable (dans (0) et

(0') dx est la mesure de Lebesque de Mn(R) identifié a R" )(0) et (0') s'éeri-
vent respectivement N
(1,1) T (mx) = [aét m|" T(x)

(I,1') T (mx) = sgn(aét.m) [aét ml}\ T(x)

pour tout mé€GL(n,R) , p.p en x dans L, et on écrira souvent (0) et (0O')

sous la forme (1) et (1') méme lorsque T n'est pas une fonction.
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1.2. De la méme maniére, si ) est}‘un ouvert invariant par les multiplications &
droite x> xm (m ¢ GL(n,R)) , 9_,_ (Q) (resp. 9_ (L£1)) désignera 1'espace des
distributions T ¢ &' (L) telles que :

(1,2) T(xm) = |aét mp T(x)

(resp.
(I,2')  T(m) = sen(aét.n) et nP T(x))

pour tout m € GL(n,R).

A
En fait, on peut se contenter d'étudier les espaces ‘i*_,
car on vérifie facilement que l'application : x+—) Yy (ol Yy est 1a transpo-

sée de la matrice x) induit un isomorphisme de &Z(.ﬂ_) (resp. @_)‘ (L)) sur

\ A\
L, (resp. ("))

o\
1.3 Soit donc .0 un ouvert invariant & gauche, T &,Z+ (L) et s ¢ g_' (GL(n,R)
une distribution & support compact sur GL(n,R) ; le produit de convolution SxT

est une distribution sur € définie par :
Js¥10x) ¢(x) ax = [s(m) o S gl ax

pour toutey € D (), d*n étant une mesure de Haar de GL(n,R)) , et la formule

(0) montre aussitdt que :

SXT = Xy (s) T
oll X}‘ : S’-—-?; S(m) |agt m[-)\ % &m est un caractdre continu de
GL(n,R) \
1'algébre de convolution &' (GL(n,R)) . Les distributions T ¢ i+ (L&) et d'ail-

~

leurs aussi celles appartenant & i_(.f).) sont donc des "fonctions propres" de
1l'algébre des opérateurs : T —» S{T (S ¢ g'(GL(n,IR)) ; ce résultat n'est pas
sans intérét, d'abord parce qu'il montre que chaque distribution dans D.o qui est

~

homogéne est proportionnelle & ses régularisées, de sorte qu'on a le

Lemme : Dans '073 = GL(n,R) , tous les espaces introduits SOilt des espa-
ces de fonctions et il en résulte que i_'_ (-D-o) = &4 (L) (resp. d,_ (ﬂo) =

')
31_ (ﬂo)) est un espace vectoriel (sur € ) de dimension 1, dont un élément pri-
vilégié est la fonction mr—> [dé'(;.m._l.A (resp. m Y sgn(dét.m) [dét.ml ) .
et ensuite parce que les formules d'Euler et Capelli, qui seront écrites plus loin,

n'en sont que des illustrations.
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1.4, Soit maintenant Gn le groupe des permutations de 1'ensemble {1,2,... ,n}
et O+>p (0) 1la représentation lindaire de Gn dans Mn(R) ainsi définie :

P (O)x est 1la matrice obtenue & partir de x en permutant suivant o les lignes
de x ; (en fait, pour chaque 0 , il existe o € Mn((R) telle que p(o)x =Tx et

le groupe des & est le groupe des matrices de permutation).

Sachant que toute matrice inversible s'écrit comme un produit d'une ma-.
trice de permutation, d'une matrice de determinant 1 et d'une matrice scalaire &

terme diagonal >0 , on voit que T € {1‘_(&1) (resp. ’a[,__(ﬂ.)) si et seulement si
T est homogéne au sens ordinaire ( £L est un cdne ouvert dans R ) de degré

~

n N\ , invariante & gauche par SL(n,R) (i.e. invariante par les multiplications

x—>mx , m¢SL(n,R)) , et vérifie la condition d'homogénéité suivante relative &

e

n

T(p(o) x) =T (x)
(resp. T(p (0) x) = sgn(ﬁ') T (x)) pour tout o-e@n .

Dans le méme ordre d'idées, la possibilité d'écrire toute matrice m
sous la forme m=udv , avec Vv et u orthogonales, et d diagonale & termes
diagonaux > O donne le résultat suivant : T ¢ i\'_"_(ﬂ) (resp. :{,_(Q) si seu-
lement si T est homogdne au sens ordinaire de degré )\ séparément par rapport &

~

chaque vecteur ligne, invariante & gauche par S0(n,R), et vérifie la méme condi-
tion d'homogénéité relative & @n déja écrite.
Comme une distribution homogéne dans un espace RP  est tempérée ( L.Gar-

ding, Bull. Soc. Math. France, 89, p. 321-428) , il en résulte :

2\
Lemme : Les espaces 44 (Mn(IR)) s 82_: (Mn(R)) sont des espaces de dis-

tributions tempérées et de la transformation de Fourier : T —>&T , définie par:

<@'T"f> =<T[5'f>
. t
(S\;‘? (y) = ﬁ(x) o 2ir tr.(x °y) dx

est un isomorphisme de d-ﬁ_(Mn(lR)) (resp. i]_ , @_Z\ s @{,7‘_) sur {;}‘-n (Mn(ﬁ))

- L A -
(resp. 9 LTt LT .

1.5. On va maintenant écrire des équations différentielles (équations d'Euler) qui

~

caractérisent & peu prés les distributions homogénes. Soit x = (xij) un €lé-
i,

ment sinéra.l de Mn(R) ; les équations (0) et (0') montrent qu'une distribution
T € <t,+ (L) vérifie les équations différentielles :
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T ‘i . s
Zx. 2= = Ng§. T (1¢ i,J ¢ n)
R J AR
(avec 8:}=1, 8%=0 si i#j)
i J

Réciproquement, soit T €9' () vérifiant ce systdme différentiel (pour
exprimer celd, on dira qu'elle est Euler-homogéne & gauche de degré )\) ; il est
clair qu'alors, en vertu de choses élémentaires concernant les invariants des grou-
pes de transformations de Lie, on a : T(mx) = (dét. m)  T(x) pour toute matrice
m & déterminant positif, i. e. pour tout m dans la composante neutre de GL(n,R)
on peut alors é&crire :

T(x) = (T(x) + T(p ()x)/2 + (T(x) - T(p ()x)/2 ,
ol 0 est telle que sgn(e) = - 1 , et cette décomposition prouve que

r e ey .

Soit maintenant 11‘ la matrice unité nn, 3/atx la matrice dont
1"lément d'indices (i,j) est la dérivation ) = B/bxji 3 la matrice

X )/) x est alors une matrice & coefficients operateurs différentiels, le coeffi-

cient d'indices (i,j) &tant 1l'opérateur I, x. 3/ x

il i1

et on a : 2 N
Lemme I-1 Ted, () (resp. $” (n)) si et seulement si :

(1) T (p(0) x) = T(x)

(resp. T(p(o) x) = sgn (6) T(x)) pour tout aG@n
(ii) (xT-Ai )T =
9x

On remarquera que les equatlons d'Euler relatives aux espaces @ ()

s'écrivent : (tx—-—-‘ 1 )T
A%

1.6. Soit 4= dét. '.\_ax': aét. ((ﬁ ) ) 1'opérateur différentiel de Cayley.
ij ij
Lemme I-2
a) (@ (mx)) =@ét. m) (A¢) (mx)

b) A: »!,}‘ () >4
LAY —>‘¢+" ()
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’bxlc
1

Démonatration : Soit ¢ €@ ; ona: ——2— (¢(mx)) =thhi(aha.(-ﬂ (mx) ,
——— > 1

b (¢(mx)) = sgn (o) (2 2 ) (mx)
x o-g@ P 1 M nh e ed, Y
hl,..,hn n n
= Z mhl R mhn n [ sgn (o) (Bhl 0,1..3hn cnq!) (mx) .
hyseeaBy ce G
n
Or G?@n sgn (o) ahlo,l 3hn o =0 si {hl sees hnx n'est pas une
1 2..n

permutation de {1,2,..,n} et vaut sgn (h)a si h = (
hl h2.. hn

est une permutation de { 1,2,..,n} . IL vient donc Ax ( tf(mx) =
= Z sgn (h) (Ag) (mx) =(@8t. m) (A ¢) (mx) ; b) résulte de
h ¢ @n mhl 1 mhn n LF

a) et de la définition des distributions homogénes.

) N - .
Remarques : 1) On a aussi A : ﬁ+ — ﬁ _ 1 , parce que A est inva- .

. el - + 2
riant par la transposition x ——7tx , de sorte que Ax (4(xm)) = dét. m (A\{l)(xm).

b
2) Evidemment, la multiplication par la fgnction xH+H—>dét. x envoie Lf+(ﬁ)

resp. i)_ (£1)) dans ?{_ﬂ“ (L) (resp. 4{ ++l Q).

1.7. Au moyen de cet opérateur A , qui n'est pas invariant par les multiplications

x+—Imx ou x™>xm , on fabrique les opérateurs de Capelli :

D, : TH (dét. x) AT

D, : TH> A ((aét. x) T)

~

qui sont invariants & droite et & gauche. D'apr@s ce qui a &té dit plus haut, cha-
cun de ces opérateurs opere "scalairement" dans chaque espace 4 + (L) , et en
fait, on va déterminer explicitement l'action de D,' et D2 sur les distributions ho-
mogenes.

Soit donc dij = E c'est un opérateur différentiel in-

*ie .
25 4

variant & droite sur GL(n,R) , qui provient de la manidre que 1'on devine de 1'é1é-

ment ei; de la base canonique de oz'e(n,ﬁ) 3 on peut s'attendre & ce que sur

GL(n,R), D, et D, s'écrivent comme "polyndmes" non commutatifs) en les dij : ce

sont les identités de Capelli qui fournissent les expressions de ces polyndmes.

Dans ces identités que l'on va écrire, on parle de déterminant pour des matrices &
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coefficients dans 1'anneau non commutatif des opérateurs différentiels sur Mn(R);;
comme indiqué dans [2], on entend par déterminant d'une telle matrice, l'opérateur
différentiel obtenu en écrivant le développement classique du déterminant .de telle
sorte que les facteurs figurant dans chaque terme de ce développement s'écrivent

de gauche & droite comme ils se trouvent dans le déterminant ; de manidre plus pré-

)

cise, on définit le déterminant d'une matrice nxn A = (a de la maniére

13713
suivante :
n .
2 1+l
dét A = - . .
ét .gl (-1) 8, Bll
. .
ol les Bil sont les cofacteurs habituels, et on fait une récurrence sur n . Ceci
. . . i
= esl)e s e = . . + - .
dit, soit A, (a.]_J)l,J avec 8. 44,0541 (n - 1) SJ , et
A = (a,. + bi. ..
2 ( 1) J)lsJ

Lemme I-3 D, = dét A (i =1,2)

Démonstration : La formule Dl = dét A, n'est pas autre que l'identité "spéciale"

1
de Capelli démontrée dans [2] (théordme 2.4, A),iceci prés qu'il faut la lire aprds

avoir effectué 1l'automorphisme x*—-)tx (H. Weyl utilise au lieu des dij les
opérateurs z X, . -2 qui sont leurs images par x —>tx).

1 £1 2X,. 7
La deuxiéme formule D2 = dét A2 peut &tre démontrée ainsi : f &étant une fone-

tion €% , on calcule D, ((dét x) £) en utilisant la premidre identité de Cap-
pelli ; sachant que : dij ((aét x) f) = (aét x) (8% f+ dij f) , on voit, en

appliquant dét Al 4 la fonction x v+ (dét x) f(x) , que dét x passe l? gau-
che de chaque aij a condition d'additionner & aij le terme correctif 83 ; on

a donec :
D, ((aét x) £) = (aét x) A((aét x) £) = (dét x) D, f = (dét x) (aét A2)f,

d'ol résulte évidemment : D2 = dét A2 .

1.8. Soit maintenant T ¢’ (LL) une distribution invariante & gauche par SL(n,R)

ou ce qui revient au méme, telle que : dij T=0 si i#] et dii T = djj T

pour tous les couples (i,j) tels que 1lgi,j¢n . Une remarque utile est la sui-
vante : si T est une telle distribution, S = dii T (pour n'importe quel i en-
tre 1 et n) est invariante & gauche par SL(n,R) . .

On a en effet (ce sont les relations de commutation dans L?Z(n,R)) :

4 a,..T-4d..a T=(8%a.-8%a )T ,
sr 11 11 sr 1 Sl 1 ir



_20_

et par suite :

a s=6a,.
sr S 11

ce qui prouve que S est invariante.
En utilisant cette remarque, on voit aussitSt que pour toute distribution
invariante T , on a :

n
D T=TT wii+1 -1) 7T
i=1

o
(=]
1l

n
.'lT (dii + 1) T,
i=1

et en particulier : a
Lemme I-4 : Si T€-.:f+ (£1) , on a :

n
D, T=TT (A+i-1)T

1 i=1

n
D, T=TT (A+i)T
2 1

1=1

Ces formules montrent qu'une distribution homogéné de degré -p , ol p
est un entier tel O¢p{n -1 (resp. 1¢(p¢n) est dans le noyau N, (resp. N2)
de D, (resp. DQ) opérant dans 1l'espace des distributions invariantes par SL(n,R)
dans Q0 . En.fait :

Proposition I-1 : I‘I1 = Z \i:_P (Q)e {:p (a)
ogpgn-l
N, = Y 4@ @ 47 (o
l<p¢n
Démonstration : Soit T ¢g' (L1) une distribution invariante telle que Dl T =
n-1 n-1
= - + i - = . = L+ 1~ .
(dnn +n-1) T7 (dii i-1)T=03; alors S= T (dil i-1)T est

i=1 i=1
invariante, et (dnn +n-1)S8=0;

£oiintd -n+ -n+ .
1'équation d'Euler prouve alors que S 6:{:’ 1 () 04‘_“ 1 (1) . on raisonne par

récurrence : soit S wune distribution invariante telle que

-n4r n+r

(dii +n-m+1) S ¢ 1¢ r;zﬁl -2 4,+ o{: ; comme sur chacun des espaces
-+ -~ . . .

44 n r(lsr\gm - 2))dii +n-m+ 1 opéere par multiplication par r - m+ 1 , on

voit que S est une distribution homogéne de degré -n +m - 1 , module 1l'espace

- -n+
Z 4+n+r ® é_n T _ D'oll le résultat.
l1¢r¢m - 2
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2. Distributions bi-invariantes par SL(n,R).

2.1. Dans chaque ouvert A invariant & gauche, la fonction x — Idét x |)(resp.
x —)sgn (det x |dét x | )  définit une distribution T, (resp\." 'I):) , au moixis
lorsque S{e (N)>0 , et cette distribution est un élément de {‘_ (a) (resp.J_(.ﬂ))

Lemme I-5 : Au moins dans le demi-plan Re(A)>1 on a :
F(N+n) 5,
(1,3) AT+ =—rm_ I
(x»+n) -1
,3! T = ——
(1,3') AT =To) T,
- -1
Démonstration : On écrit : A T} = A ((aét x) T_ :‘l’= D2 T_A =
= T (hN-1 +i)T}_l=X()\+1) ...()\+n—1)'1‘2‘_l .
l‘i &n
Remarque : En fait, la méme application de la deuxiéme identité de

Capelli prouve que si RKe (N) est assez grand pour que :

x — (dét x)}\ soit suffisamment dérivable, on a :
Aagt ) = A(A+1) .. (\+n-1) (a8 0D

les dérivations du premier membre étant des dérivations usuelles. Cette formule
est attribuée & Cayley dans [3] (Chap. VII , § 3), au moins lorsque ) est un entier
> O . En fait, plus généralement, on va écrire les composantes "radiales" des opé-

rateurs A s Dl et D2 » lesquels opérateurs sont tous trois invariants aussi

bien & droite qu'd gauche par le groupe unimodulaire (on dira dans la suite bi-

invariants par SL(n,R)).

Lemme I-6 : Soit F : Mn(R) —5¢€ une fonction C"(resp. une fonction po-
lynome) invariante (& gauche, ou & droite, ou bi-invariante) par SL(n,R) ; il exis-
te une unique fonction c® (resp. polynomiale) f : R —> € telle que pour tout
x € Mn(IR) : P(x) = £ (dét x) . De plus, l'anneau des opérateurs différentiels &
coefficients constants invariants & gauche, (ou & droite) par SL(n,JR) est engen-
dré par A .

Démonstration : f est tout simplement la restriction de F & la sous-variété U
de Mn(R) , constituée par les matrices de la forme x = diag.(l,l...,l,u) , cette
sous-variété étant identifiée & R . Le résultat concernant les opérateurs diffé-
rentiels invariants provient de ce qu'une distribution tempérée est invariante si

et seulement si sa transformée de Fourier est elle-mé€me invariante.
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2.2. Ceci &tant, soit F : x+>f (dét x) une fonction C invariante et D un
opérateur différentiel invariant ; il existe un unique opérateur différentiel D
tel que :

DF(x) = (b 1) (a6t x) (xeM (R))

et cet opérateur ﬁn est ce qu'on appelle la composante radiale de D .Compte-tenu
de ce que D) F = T (dii +1i-1) F, il vient aussitdt :

_ n 1=1d
(1,4) D= TT(us-+p-1),

1 p=1 du

ce qui s'éderit encgre

- d a
Dl_u.!j(udu+P)E .
p=2
ce qui prouve :
n
~ ¢} d
A=TT = o
(1,5) " (W *? o
p=2

Remarques : Dans ces formules l'ordre des différents facteurs u g—u +p

est indifférent.

La formule donnant A permet de retrouver la formule de Cayley : Au}‘ = ( N+ 1)..
M-1

(A+n-1)u .

On a de méme :
(1,6) D, = 'I_'_I' (ua + p)
p=1l

A

+
dans Q' () sont analytiques dans le demi-plan Re(A)> O ; les formules :

T+)= TN+ 1) AT_)w-l

T(N+n + 1)

2.3. On remarque maintenant que les fonctions A T et N\r—» T_)\ , & valeurs

7= K21 pqhH
- T(N+n+1) +

qui ont été démontrées plus haut, et qui sont vraies dans le demi-plan Re(N)>O0 ,
permettent d'effectuer le prolongement dans le plan complexe des fonctions

A l—-—?T} . Plus précisément, on vérifie facilement que la formule suivante :

Vo IOem o 2p A+
L= TP+ D [N A
r=1
(resp.
T\= T TN+ r) AZPT;)\+2p )

- ler (2 T(\+n+r)
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définit le prolongement analytique de la fonction )\*-—7Tz‘ (resp. }\r—vT}) au

demi-plan {Re(?\ )>-2p (p entier > 0) privé des points A=1, -2 ,..., -2p + 1
de plus, il est clair que les pdles éventuels des fonctions ainsi définies sont les
entiers négatifs N{-1 , et on peut voir que chaque entier —p(l$p {n) est un pd-
le d'ordre au plus p , tandis que chaque entier -p(p >n) est d'ordre au plus n.

Ces estimations des ordres des pdles sont grossiéres : un calcul direct et immé-

diat. prouve que 1'éventuel résidu au point M= - 1 de la fonction A =T
est nul :
By 1
" ™ = o -
Res)\= - (n) AT o,

de sorte que X'——)Tj‘ est analytique dans le demi-plan Qe(N) S-2 .

2.4. D'aprds le théoréme de 1l'unicité du prolongment analytique, pour tout ‘Aoé c
qui n'est pas un pSle de la fonction )\'—-7TZ\ (resp. K'—?T}) R T:'_‘o (‘ji’o(_ﬂ_)
(resp. T')\o ¢ i)‘o(_Q_)); par contre si )\ est un pdle, disons d'ordre gsdu prolonge-
ment construit, c'est la distribution coefficient du terme en (N - 7\0)-(1 dans le
développement en série de Laurent de ce prolongement au voisinage de ')\o qui est
homogéne ; par exemple, si S est la distribution coefficient du terme en

(')\_')\o)-q+l dans le développement en série ~Laurent de )\5——7T_:_A , on voit que

pour toute ¢ &) (L2)
Js 0 gmo) ax = jage ™ fo (0 o) ax - fase a8 log |dst n

_5‘1‘}0 (x) @(x) ax

ol TZ‘_O est le coefficient de (- 7\0)_q ; la distribution S est dite "asso-
ciée" & la distribution homogéne T}o (c'est en tout cas la terminologie de [lﬂ L)
Toujours est-il que par ce procédé, on a construit pour chaque A€ C une distribu-
tion appartemant 3 i_‘_ (Q)) et une distribution appartenant & j_ (). D'ailleurs
si on suppose que N est bi-invariante par GL(n,R) , le méme raisonnement prouve
que les distributions homogénes obtenues sont aussi bien homogénes & droite qu'a
gauche, parce que les fonctions x> |dét x| et x#+—sgn (dét x) [dét x|’)\

~

sont elles-mémes homogdnes & droite et I gauche, de sorte que pour QRe(N)>0 ,

; - Y » A\
T} ¢ i} Q) o 8?}(0.) =Z{:)(n) et de mine T) ¢ H'(a) =Z Q) aR () .

Remarquons maintenant qu'un ouvert O qui est bi-invariant est nécessai

rement 1'un des (n + 1) ouverts 'n'k ={x ; rg(x) = rang de . xyn - k}

(k = 0,1,.., n) ; pour voir cela, on peut se rappeler qu'une orbite dans Mn(R)

pour le groupe des transformations de la forme : x+—”m x n , m et n parcourant
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GL(n,R) est l'ensemble des matrices ayant un rang donné). D'autres part, les es-
paces ‘3{; (no) ont été entidrement déterminés plus haut, et on va voir que
dans 1'ouvert bi-invariant immédiatement plus grand, & savoir ﬂl = {x ;3 rg (x)
»n - l} ,» 1'étude de ces espaces est une conséquence facile de celle des distri-

butions bi-invariantes (par SL(n,R)) dans Q, .

2.5. On fait donc opérer le groupe SL(n,R) x SL(n,R) dans Mn(IR) en disant
qu'un couple (y,z) de matrices unimodulaires opére par : xF3y x 2t , et on
vérifie facilement q_ue' les orbites relatives & cette action sont d'une part les
hypersurfaces Z.u = {x B .dét x = u} (u$ 0) et d'autre part les n ensembles
RP = {x-; rg(x) = p} (O¢py¢n - 1). Dans 1l'ouvert o,, (auquel on se restreint
désormais),les orbites Eu (u#0) et Xo =R
res parce que () ; est exactement le sous-ensemble de Mn((R) ol 1l'application

sont des hypersurfaces régulié-

x> dét x est de rang 1 ; on dispose alors sur chaque d'une mesure po-
sitive © ~telle que la distribution 5(dét x - u) ( [4] chap. III) & support [u
qu'elle définit dans Ql soit bi-invariante, et la donnée des @ (ue¢R) permet

de définir une opération "intégrale sur les fibres" ; de manilre précise, pour cha-

que ¢ Q (ﬂl) , on pose :

(LD Me@=§ ¢ ag

L

u

Alors, il est connu que M :y — Mgy . est une application linéaire continue de

5 (.Ql) sur - P (R) (cf. par exemple, Harich-Chandra, "Invariant Distributions on

Lie Algebras" , Amer. J. Math. 86, 1964, p. 271-309; théoréme 1). Il résulte de ce-

la que pour toute distribution T sur R , l'application :npej T(u)M "P(u) du
définit dans nl une distribution M*T (qu'il est naturel de noter aussi

T (dét x)) , et que M* est une application linéaire continue injective de 3'(R)

dans &' (ﬂl) . On vérifie par ailleurs (en approchant T par des fonctions con-

tinues) que pour chaque T , M* T est bi-invariante ; en fait, chaque distribution

T bi-invariante dans .01 est de la forme M¥ T ; ceci peut-étre démontré par

deux méthodes distinctes :

a) par une méthode "infinitésimale", qui est celle utilisée dans des si-
tuations analogues par P.D. Méthée, L. Gdrding et ses &léves, et dont le principe
est le suivant : on écrit les champs de vecteurs provenant de l'algébre de Lie de
SL(n,R) X SL(n,R) (une distribution T €. @' (Mn(R)) est bi-invariante si et seu-
lement si elle est annulée par ces champs de vecteurs) et on vérifie que dans Q.l
le rang de cette algébre de Lie de champs de vecteurs est constant et égal &

n2 - 1 ; on démontre alors le résultat localement en utilisant le théordme de
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Frobenius et on "récolle les morceaux", en remarquant que x +—» dét x est con-
tinue ouverte de .O.l sur R .

b) par une méthode globale, inspirée des techniques utilisées par Harish-
Chandra, et exposée par Helgason dans |5] (théoréme 1 - 2) ; la situation générale
est la suivante : soit V (ieci V = Q.L) une variété différentiable, G un grou-
pe de Lie (unimodulaire) opérant dans V (ici G = SL(n,R) x SL(n,R)) , et U wune
sous-variété de V transversale aux orbites de G , i.e. telle que : Vu =
U, ® (G.u)u (Wu étant 1'espace tangent en u & la variété W), pour tout u ¢U
(ici U ={ x = diag (1,1,1,u)}u€(R} a déja apparu plus haut) ; dans cette situation
une distribution Te¢$P' (V) se remonte en une distribution sur G xU au moyen de
1l'application (g,u) = g.u , qui est de rang maximum et surjective sur V , et
si T #&était G-invariante, la distribution remontée sur G xU ne dépend que des
"variables provenant de U" , d'ol une distribution sur U . De fagon plus précise,
a4 toute distribution G-invariante dans Ql , on associe une unique distribution
T sur U, telle que pour toute ¢ ¢ & (GxU) :
(1,8) S T (u) du ‘50(8m)dg= § 1N () ax

0

R G 1

ol N¢€bH (Ql) est déterminé de fagon unique par la relation :

(1,9) § ¥ (ew ¢ (g 4 au =5 Y (x) N () ax , (yed(n)

GXR a

et dg est une mesure de Haar de G. De plus, toujours dans cette situation, tout
opérateur différentiel D sur V donne naissance & un opérateur différentiel D

sur U , qui est sa "composante radiale" et qui a la propriété suivante :

DT=DT

pour toute distribution T , G-invariante dans V .

~

2.6. Ceci &tant, il rest & voir que la distribution T ainsi définie est telle que

M¥ T = T, i.e. telle que pour toute e & (nl)

jT(x) Q(x)dx=5 T (w) M 9(u) au
R

Pour voir cela, on peut utiliser le lemme suivant :
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Lemme I-T : Soit ¢¢ H(GxU) et u € R . Alors :

S 4 (e ag = (ur $) (w
G

Démonstration : Il est immédiat que M,N# est l'unique fonction C™ sur R
telle que :
+00
5 6(u) (McN ¢) (u) au = 5 6(aét x) N ¢ (x) ax ,
- OO
!21

pour toute fonction 6C” sur R ; Or, d'aprés (9), qui est encore vraie méme

~

lorsque Y n'est pas & support compact :

Je (aét x) N¢ (x) ax =56(dét g.u) ¢ (g,u) dg du
=J9(u) ¢ (g,u) dg du ,

car g.u est un produit m diag (1,...,l,u)n, ol m et n sont unimodulaires.

Dés lors, on a :
jﬁ:‘ (u) du }¢(g,u) ag =)(T (u) (MaN ¢) (u) au
=}ff (x) N §(x) ax

pour toute fonction ¢ € H(GxU) . Comme N applique H(GxU) sur oﬁ(nl) , on a
bien : T = M¥T .

En résumé on a :
Proposition I-2 : M* est un isomorphisme (d'ailleurs vectoriel topologi-

que) de ' (R) sur l'espace des distributions bi-invariantes dans Ql .

3. Distributions homogénes sur l'ouvert des matrices de rang >n -1 .

3.1. Soit donc T ¢ (ﬂl) une distribution bi-invariante et T¢ & (R) “sa traeé
sur R :
T=MT =T (46t x)

Un calcul de composante radiale, ou ce qui revient au méme, la formule de

dérivation des fonctions composées [6], formule (IX,5,3)) montre que :

2
( Z i x..
1,J 1J

-a)N) T=nM(u % - NT) , de sorte que T est homogéne au

sens ordinaire de degré n\ si et seulement si T est homogdne de degré N .

D'autre part, on vérifie facilement que pour tous 0¢ @n et q?é.S(ﬂ.l)
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j \P('&'.x)dwu (x) =My (sgn () u) (ue R)

u

) 8 . .
Il en résulte que T ¢ J(;)‘(nl) (resp ¥ (‘11)) si et seulement si
T est homogéne de degré N et paire (resp. impaire). Sachant ce que l'on sait

sur ces distributions sur R ([u] , chap.I) on peut énoncer :

Proposition I-3 : Pour chaque ) N 1'espé.ce X+($11) (resp.%_(-ﬁ-l))

est de dimension 1 . Soit T\ (resp. T} l)‘ la distribution sur .ﬂ.l dé-

finie pour fRe (N)> O par la fonctlon \ = [det xI (resp. A +—> sgn(dét x)
Idet xl 3 la fonction N— T)‘l (resp. ')\ —> T_ se prolonge & tout le
plan complexe en une fonction méromorphe ayant pour poles (simples) les entiers

impairs ¢ - 1 (resp. pairs § - i) , de sorte que

—*l (resp X — —a se prolonge en une fonction entiére.
T2 r22)
2 2
Ceci permet de définir sans ambiguité dans ﬂl les distributions
1 2P 2p1 X
Pr — E%+ (nl) , Pf -——2-—1- gf l (oll 1e symbole Pf.
(dét x)°P (aét x)°P*

. . - 2p+1
se 1lit pseudo-fonction) et les distributions 8(2p 2) (aét x) ¢ gf P (Ql s
2p-1 . -2 . . . .
s2p-1) (aét x)é%_ P (_()_l) (p entier » 1) dont il sera facile de voir plus

loin qu'aucune d'entres elles n'est prolongeable & M (R) en une distribution ho-
mogéne, sé.uf 6 (dét x) ; pour voir que &(dét x) est prolongeable en une distri-
bution_homogéne (nécessairement de degré - 1) , il suffit de remarquer que

b —>T, aun pble simple au point A = - 1 , que le résidu en ce pdle vaut r(_ii
A T° (T° est la distribution définie par la fonction x> sgn (dét x)) , et

enfin que la restriction & nl de ce résidu est la distribution 2 M* 6=
=2 % (aét x)

3.2. D'autre part, on constate que toute distribution T bi-invariante dans N

1
telle que Dl T = 0 (resp D2 T = 0) s'écrit de manidre unique sous la forme
1 (P_l) 2
T = Z (¢ Pf ————— + s (a6t x)) + o +f3  sgn (dét x)
l¢pgn-l o) (dét x)p /sp o <)
(resp. T = Z_ (e, pr —1 + B, ") (gt x))
l1{p¢n (agt x)P

Ces résultats ne sont pas inattendus d'une part parce que les opérateurs

Dl et Dé sont des opérateurs d'ordre n du type de Fuchs & l'origine sur ®

et P.D. Méthée (Comm. Math. Helv. 33,(1959), p. 38-U46) a démontré que 1l'espace des
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distributions solutions de tels opérateurs est toujours de dimension 2n , et
d'autre parfparce qu'on démontrera plus bas (cf. lemme III-S5) que la proportion I-1
se généralise aux distributions bi-invariantes dans (1 . Signalons enfin qu'une
distribution T bi-invariante dans nl telle que AT = 0 s'écrit de maniére uni-

que sous la forme

1 (p-1) .,
T=a + , (¢ Pf, ——— +f8 % (aét x)), (¢, ,8.¢C) .
° 1<§2n—1 P (aét x)? P i Ay

3.3 Soit maintenant qg.ﬁ(Mn(R)) et NeC tel que Je (N)>0 ; alors, tout com-
me dans ) 1
o D A
(1,10) w (@) 1%t @x) ax = [ul' Mg (a) du
n -]

+
(1,11) fM (r) 580 (a8t x) |agt xl)‘w(x) ax =j sgn (u) [u MM @ (u) au
n - o

Ce qui différe de la situation précédente, c'est que My n'est plus une
fonction C* & l'origine d8s que le support de 4 contient des points singuliers
de la variété des matrices de déterminant nul, c'est—-d-dire des matrices de rang
{ n-2 . En fait, les fonctions My ont un développement asymptotique prés de zéro
d'un certain type, et la donnée de ce développement donne les pdles (et les ordres
en ces pdles) des prolongement & - € des fonctions N —> T_ ; supposons par ex-
emple n = 2 ; dans ce cas, la fonction x*+> dét x est une forme quadratique
non dégénérée sur M2(R) et on constate (cf. chapitre 5) qu'il revient au méme
de dire qu'une distribution sur MZ(IR) est bi-invariante par SL(2,R) ou qu'elle
est invariante par le groupe orthogonal de cette forme quadratique ; on peut alors

utiliser les résultats de Tengstrand ([7]) et démontrer :

Proposition I-4 (n = 2) : la fonction N—-—‘T} (resp. 7\)——7'1‘\_) se pro-

longe au plan complexe en une fonction méromorphe ayant pour pdles simples les

entiers ¢ - 1 (resp. (- 2) , de sorte que la fonction

Y T I

- (resp. N\ > ——————
+ + + +

T (AL pdi 2 ATt
se prolonge en une fonction entiére. De plus, pour chaque )¢ € , les espaces

) A .
%4 (M2(R)) et t%_ (Mz(\R)) sont de dimension 1 .
Démonstration : a) D'aprds (7], l'espace des fonctions My , § décrivant ..9(M2(IR))
est constitué par les fonctions de la forme : u —> ‘Pl (u) + Y(u) u ¥, (u) avec

"Pi €9(R) (i =1,2) et Y (u) =1 si uy0,¥(u) =0 si ucO. Cela suffit pour

prouver la premiéré partie de la proposition.
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1 2
proposition 3 montre qu'il existe une combinaison linaire non triviale ¢ Tl +

e, T,2 qui soit & support dans le complémentaire de N 10 i.e. dont le support est

{0} . Il résulte alors du lemme 6 que si |\ n'est pas l'un des entiers - 2p

X
b) Si T, et T, sont deux &léments de J’f+ (M2(R)) (resp. 2’(3_ (M2(lR)) , la

(rc;‘sp. - 2p - 1) (p entier » 1) , e; Ty + ¢, T, = 0 de sorte que dans ce cas
3, (4,(R)) (resp. H' (4,(R)) est de dimension 1 . On a le méme résultat méme si\

est 1l'un des entiers "litigieux", parce que la transformation de Fourier transfor-

me M:Zp (;esp.x:@_l) en %EP—Q (resp. gf?p_l)

3.4. I1 est clair que la démonstration b) concerne la situation plus générale des
distributions homogénes et invariantes par le groupe orthogonal d'une forme quadra-
. 2.2 2 2 s n .. <

tique non dégénérée sur un espace numérique R~ . Voici un cas ou la forme quadra-

tique est définie positive :

s . i = + +
Soit #H ‘le corps des quaternions x xo 1!{ xl u x2 v + x3 w (xié R,

uv = - vu = w) , x> N(x) =E xg la fonction norme sur H , et H" le groupe
des unités de H ; pour chaqué h€ C,i) (8) (resp. R (H)) est l'espace des dis-
tributions T ¢ @' (H) telles que pour tout x € H™:

T () = ()N T(y)
(resp. T(yx) = (8(x)N T(y))

On est dans la situation envisagée plus haut : une distribution
T (i\(n)n 5’{)(.0) est invariante par le groupe des transformations de la forme
XxX—>yxz,ol y et z sont tels que N(yz) = 1 , il est connu que ce groupe
est la composante neutre du groupe orthogonal de N(cf. par exemple le chapitre 5
plus bas, ol un résultat de ce type est démontré pour les algdbres simples ; on a

done ici(al)msi dim. £ n 5{"= 1 , mais en réalité on a plus (grace au fait que
#=u-{0}) :
Proposition I-5 : Si e (N)>0 , 1a fonction y'—>(N(y)))‘ définit une
A
e o0 R} . N T
distribution T"¢ 4, H)n R (H) et la fonction A +— T = TOr2) Se

prolonge & tout le plan complexe en une fonction entiére ; de plus :
F N2

Enfin, pour tout N € C , GZ)‘ (") =9?\(H) est de dimension 1 .

Une démonstration de ces résultats est donnée en détail dans (8] ;
d'ailleurs une telle démonstration s'étend au cas d'une algébre de composition sur
R , c'est-d-dire mis & part le cas du corps des complexes, au cas du corps (non

associatif) des octaves de Cayley.
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CHAPITRE II

En utilisant un théoréme de Glaeser, on détermine la structure de 1'espace
des distributions sur un IR qui sont invariantes par l'action d'un sous-groupe
compact de GL(RY), et on applique ce résultat général aux espaces de distributions
invariantes et bi-invariantes par le groupe orthogonal ; cela permet de ramener
1'étude des espaces 3@} a4 celle des espaces ;ei . Ceci &tant, sachant que cha-
que s ¢ €® @éfinit un caractére oL du groupe B, des matrices triangulaires
supérieures 4 termes diagonaux »0 , on &tudie les distributions invariantes & gau-

‘che par 0(n,R) qui se transforment & droite par B0 suivant o 3 on montre que

pour chaque s , l'espace des telles distributions est de dimension 1 et on met en
évidence un élément particulier (# 0) de cet espace qui s'obtient par prolongement
analytique a partir de la distribution 7?27 ol *s (pour s dans un ouvert con-
venable de C°) est une fonction continue sur MnGR) invariante & gauche par
0(n,R), et ¥(s) est un produit de fonctions [ classiques ; on calcule les trans-
formées de Fourier de ces distributions. Il résulte de cela que chaque espace 3(1,
ﬁﬂ%_ est de dimension 1 et on écrit les formules de Fourier correspondantes. L'in-
troduction de ces distributions permet d'autre part de définir dans MnﬂR) des
distributions assocides aux fonctions sphériques de GL(n,R) et d'écrire leurs

équations fonctionnelles en calculant leurs transformées de Fourier.

1. Distributions bi-invariantes par le groupe orthogonal.

1.1. On s'intéresse aux fonctions polynomes, fonctions C*® , distributions f sur
MnGR) qui sont bi-invariantes par le groupe orthogonal, c'est-a-dire telles que

pour tout couple (u,v) de matrices orthogonales : f(uxv) = f(x)
La formule suivante :
(11,1) aégt( ¥ .1 - ') = Z (-1)F Q,.(x) ¥
n
O¢rsn

ol ¥ est une "indéterminée", définit sur MnGR) des fonctions polynomes bi-inva-

riantes q, = 1, Qq seees 9 s et on a :

Lemme II.1 : Soit f une fonction polynome bi-inveriante ; alors il existe
une unique fonction polynome g sur R" telle que pour tout x e MnCR) , on ait

£(x) = glq,(x) ,..v, g (x)).
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Démonstration : La restriction f de f au sous-espace de MnCIR) constitué par

les matrices diagonales est une fonction polynome de n variables qui est paire
par rapport & chaque variable et invariante par le groupe Gn des permutations

des n variables dont elle dépend. Le théordme classique concernant les polynomes
symétriques prouve alors qu'il existe une unique fonction polynome g sur R" ter

leque : T (t, youes t ) = glo, (t) , 6,(t) 5.0., o (t)) , pour tout t e R® , les
1 n 1 2 n s

a-i(t) étant les fonctions symétriques élémentaires des nombres t? seees B
2 r -
(11,2) T o(g-t)= 2 (07 o (t) ¥
1¢i¢n Osr¢n

Il en résulte que si x = u diag (t1 seees tn) v , u,v €0(n,R) ona : f(x) =
g(q1(x) seees qn(x)) , et le lemme résulte de ce que toute matrice x est de cette

forme.

Soit W 1e groupe engendré par Gn et par les symétries par rapport
aux hyperplans d'équations t; =0 (i ¢« i¢ n) 3 W est fini (le groupe de ces
symétries est normalisé par Gn ; W est le groupe de Weyl des algébres de Lie
simples de type Bn et Cn)' Le lemme II-1 dit en particulier que fi» £ est un
isomorphisme de 1'anneau des fonctions polynomes bi-invariantes sur Mn(R) sur

. Ay . n
l'annesu des fonctions polynomes W -invariantes sur R" .

Appelons Q 1l'image de Mn(]R) par l'application : xi-—>(q1(x) seeas
qn(x)) ; d'aprés le théoréme de Seidenberg-Tarski (A. Seidenberg, "A new decision
method for elementary algebra", Ann. of Math. (2) 60, 1954, p. 365), Q est un
sous ensemble semi-algébrique de Rr" , et i1 est clair que Q est aussi l'ensemble
des (q1 seees qn)e]Rn tels que 1'équation en ¥ : Z (-1)*F Q, En—-r =0 (ol
q, = 1), ait toutes ses racines réelles et 3> 0 . Deoiﬁﬁg, il est évident que Q
s'identifie & l'ensemble quotient de R" par WY, mais ce qui est aussi vrai,
c'est qu'il s'identifie & 1l'espace quotient de Mn(R) par le groupe des isomor-
phismes de la forme xVv» uxv, u et v parcourant O(n,R) ; (en fait, si
qi(x) = qi(y) (1 ¢ i¢ n) les 2 matrices symétriques (donc diagonalisables) Txx
et 'yy ont méme spectre et par suite, il existe v & O(n,R) telle que : tv tx XV
= t(xv) xv = tyy , et il est connu qu'alors il existe u € O(n,R) telle que :

y=uxv).

~

1.2. En réalité, on peut dire & peu prés la méme chose dans la situation ol on
considdre un sous-groupe compact K d'un GL(E?) (q > 2) et ol on appelle
(’q1 seees qn) un systéme minimal de générateurs de l'anneau des fonctions polyno-

mes, (3 valeurs réelles sur R%), qui sont K-invariantes ; alors n'importe quelle
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orbite de K est l'ensemble des zéros réels de l'ensemble des polynomes K-inva-
riants qui s'annulent dessus ; ce fait est slrement connu, et en tout cas peut &tre

démontré ainsi : soit x1¢ K.x f une fonction continue réelle valant 1 sur

o L]
K.x; et zéro sur K.x , P une fonction polynome réelle sur RY telle que pour
1 et K.xo , on ait : |P(x) - f‘(x)]‘ €,

€> 0 étant donné ; si &¢ -;- , la fonction polynome x HjP(kx)dk - IK P(kxo)dk ,

tout x dans un compact contenant K.x

ol dk est la mesure de Haar normalisée de K , est nulle sur K.x  .et non
nulle en x, . I1 résulte en particulier de cela que K.x = {x ¢r? ; qi(x) =
qi(xo) s 1 =1, 2 4i04, n} et que 1'image de R? par 1'application xH(q1(x)

seens qn(x)) s'identifie 3 1'ensemble des orbites de X dans R . On a aussi :

.
Lemme II-2 : L'application © : x+>(q,(x) ,..., @ (x)) est une applica-
Lemme 1 Y

tion propre.

Démonstration : C'est clair si K c 0(qJR) parce qu'alors la fonction polynome
X > x? L xce1 étant K-invariante, est bornée sur chaque sous-ensemble de
RY ol chacune des fonctions Q; (1 ¢ i ¢ n) est bornée, de sorte que 1l'image ré-

ciproque par © de toute partie bornée de R® est une partie bornée de RY . En
général K est conjugué d'un sous-groupe H = 3-1 Kg de O(qR) (g e GL@®RY)),
et il est immédiat que les fonctions polynomes x Hqi(gx) (1 ¢€i ¢ n) engendrent
1'anneau des fonctions polynomes H-invariantes ; d&s lors, un sous ensemble de r?
ol chacune des fonctions Q; (1 ¢ i ¢n) est bornée, est 1'image par g d'un sous-
ensemble de R ol chacune des fonctions x »qi(gx) (1¢ i ¢ n) .est bornée, et

comme H e« O(q,R) on a le résultat voulu.

1.3. Ceci étant, supposons que l'anneau des fonctions polynomes K-invariantes sur
RS soit un anneau de polynomes (on entend par 18 que les fonctions Qq seres @
sont algébriquement indépendantes, ce qui implique d'ailleurs n ¢ q) ; alors

l'application © a les propriétés suivantes :

a) 6 est analytique réelle de R dans R"
b) Il existe un ouvert dense de R? ol 6 est une submersion (une démonstration

en est donnée en T. plus bas).

c¢) 6 est propre.

Dans ces conditions (et en fait sous des hypothéses un peu plus générales)
un théoréme de G. Glaeser ([9]), (voir le paragraphe 7 de ce chapitre), affirme que
l'application linéaire continue @, :4+> 8 de $(R") dans 8(Bq) est 3 = imagefermée.
Soit alors f ¢ E(RY) une fonction K-invariante ; comme elle peut &tre approchée
dans & ®RY) par une suite de fonctions ;polynomes que 1'on peut supposer K-inva-

riantes (si elles ne 1l'étaient pas, une intégration sur K 1les rendrait invarian-
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tes), et comme 1'image de 8, contient toutes les fonctions polynomes K-invarian-
tes, une telle fonction f est dans 1'image de 6, ; (c'est exactement 13 le
raisonnement que fait Glaeser dans [9] ol K est le groupe C‘q des permutations
des coordonnées dans RY , pour obtenir ce qu'il appelle le théoréme de Newton dif-
férentiable) ; on peut dire que 6, induit un isomorphisme 5* , d'espaces de
Fréchet, de 1l'espace des restrictions & Q = 8(R%) des fonctions C* sur R" sur
l'espace des fonctions C% K-invariantes sur r , et remarquer qu'il revient au
méme, dans cette situation, de dire que 6, est 3 image fermée ou de dire que

8,(& B™)) est l'espace des fonctions C® K-invérhntes sur Re .

Soit maintenant &(Q) 1'espace de Fréchet des restrictions & Q des
fonctions de ¥(R") , L un compact de Q et §>L(Q) le sous espace fermé de
€(Q) constitué par les fonctions nulles en dehors de L ; l'espace €D(Q) est

obtenu comme d'habitude en prenant une suite exhaustive (Lr) de compacts de Q
r
et en construisant la limite inductive des espaces 9L (Q) , et 1'espace D'(Q)
r
des distributions sur Q est par définition le dual de D(Q). Ceci étant, on voit

que 3,‘- est un isomorphisme de fDL(Q) sur 1l'espace des fonctions K-invariantes
de D@®™) & support dans le compact 6_1(L) , et par conséquent il y a isomorphis-
me vectoriel topologique entre D(Q) et 1'espace des fonctions dans ) ®’Y) qui
sont K-invariantes. Comme c'est un fait général que l'espace des distributions sur
R? qui sont K-invariantes "est" le dual de ce dernier espace, lorsque celui-ci

est munie de la topologie induite par 5)(]Rq) , 11 en résulte aussi un isomorphis-—
me entre l'espace des distributions K-invariantes sur R et 1l'espace des distri-

butions sur Q . On a donc

Proposition II-1 : Soit K < GL@ERY) un groupe compact linéaire, Qysenes
q, w systéme de générateurs algébriquement indépendants de 1l'anneau des fonctiors
polynomes K-invariantes sur RY , et 8 : x & (q1(x) seens qn(x)) : alors 1'image
Q de © est un ensemble semi-algébrique fermé et e* W0 6 (¢ £ ®RY)) in-
duit un isomorphisme vectoriel topologique entre l'espace des fonctions sur Q qui

~

sont des restrictions & Q de fonctions C® sur R" (resp. et & support compact
dans Q ) et 1l'espace des fonctions C* K-invariantes (resp. et & support compact),
sur R% . Par dualité, il en résulte que l'espace des distributions K-invariantes

sur RY est isomorphe & 1'espace des distributions sur Q .

Remarques : 1) 1l'hypoth&se que les générateurs Gy seees Q) de l'anneau
des invariants sont algébriquement indépendants n'est évidemment pas réalisée
dans tous les cas ; une condition suffisante est que K soit engendré par des sy-
métries : les démonstrations de C. Chevalley ("Invariants of finite groups gene-

rated by reflections" Amer. J. Math. 77, 1955, p. T78-782) restent valable si on

3
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remplace 1'hypothése que le groupe d'automorphismes considéré est fini par celle
que ce groupe est compact, mais bien siir, si ce groupe n'est bas‘fini, le nombre n
des générateurs algébriquement indépendants de l'anneau des invariants ne peut pas

8tre égal 4 la dimension de 1'espace vectoriel ol opére le groupe. On a en effet

Lemme II-3 : Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie n, et
G € GL(V) wun groupe d'automorphismes dont l'anneau des invariants admet un systé-
me de n générateurs Qg seees Q4 algébriquement indépendants ; alors G est fi-

ni et engendré par des symétries.

pémonstratfon : On passe dans le corps des fractions de R [k1 seesy xﬁ] et on re-
marque que ce corps des fractions est une extension algébrique de degré fini du
corps des fractions de l'anneau des invariants ; il en résulte que G s'injecte
dans le groupe de Galois de cette extension, et G est donc fini. Il est alors
connu que G est engendré par des symétries (cf. R. Steinberg, Lectures on Cheval-

ley Groups, Yale University, 1967).

Ceci étant, la condition que K est engendré par des symétries n'est
évidemment pas nécessaire ; les fonctions polynomes sur R" qui sont invariantes
par 1l'action naturelle de SO(nJR) (lequel ne contient aucune symétrie) sont des

polynomes en la fonction x Hx? +o.oot xﬁ .

2) Q@ &étant un ensemble fermé, on sait qu'on entend par fonction C® sur Q toute
fonction C® dans 1'intérieur de Q dont toutes les dérivées, 3 priori définies
dans cet intérieur, se prolongent & Q en des fonctions continues. En général, il
n'est pas vrai qu'une telle fonction soit un élément de 1l'espace ¥€(Q) envisagé
plus haut, i.e. qu'elle se prolonge a R" en une fonction C® ; cela dépend de
propriétés de régularité pour Q (théorémes de prolongement de Whitney) qui sont
réalisées en particulier lorsque Q. est un ensemble convexe, et lorsqu'il en est
ainsi, l'espace D'(Q) des distributions sur Q s'identifie a4 1'espace des dis-—

tributions sur R® & support dans qQ ( DQ]).

1.4, On peut maintenant appliquer la proposition II-1 au cas envisagé plus haut

K est le groupe W engendré par (3n et les symétries par rapport aux hyperplans
d'équations t; =0 (1 ¢ i en), 1'anneau des fonctions polynomes sur R" qui
sont Y -invariantes est engendré par les fonctions Ty seees oy définies par la
formule (II,2) et Q est une fois pour toutes 1'image de R" par 1'application

9 : (t1 seees tn) -»(01(t) yeees ¢n(t)), ou encore 1'image de Mn(B) par 1l'appli-
cation 6 : (x1 seees xn)-ﬁ(q1(x) seees qn(x)) , les fonctions a; (1 ¢1ien)

étant définies par la formule (II,1).



_35—

Corollaire : L'application 5* : L?F)‘-?o 8 de EM@") dans £®") in-
duit un isomorphisme vectoriel topologique entre ¥(Q) (resp. (Q)) et 1'espace
des fonctions C® (resp. et & support compact) sur R" qui sont W-invariantes.
Par dualité, il en résulte que D'(Q) est isomorphe & 1'espace des distributions

v o, . n
W -invariantes sur R" .

On remarquera qu'un énoncé analogue est vrai lorsque W est un groupe fi-
ni engendré par des symétries, en particulier lorsque U’ est un groupe de Weyl. On

a maintenant

Proposition II-2 : Soit W +> ¥ 1'opération de restriction des fonctions
Y définies sur Mn(]R) , au sous-espace des matrices diagonales : alors $H> ¢ est
un isomorphisme vectoriel topologique de 1'espace des fonctions ¥e ‘g(Mn(F)) (resp.
D (Mn(B)) qui sont bi-invariantes par le groupe orthogonal sur 1'espace des fonc-
tions ¢ eg(n“) (resp. D@®™)) qui sont W -invariantes. Il en résulte que 1'es-
pace des distributions bi-invariantes par le groupe orthogonal sur Mn(R) est aus-

~

si bien isomorphe & %'(Q) qu'd 1'espace des distributions 1¥-invariantes sur

R™.

Démonstration : D'abord, le raisonnement fait plus haut (lemme II-1) montre que
9> ¥ est une application lindaire continue injective de 1'espace des fonctions
¥ e‘g(Mn(R)) (resp. D (Mn(F)) qui sont bi-invariantes par le groupe orthogonal
dans 1l'espace des fonctions 9 ¢ ®BY) (resp. D (B®)) qui sont W -invariantes.
Pour voir qu'en fait, ¥ ¥ est un isomorphisme, on peut faire les remarques
suivantes : si on désigne par j 1l'injection de R® dans Mn(R) définie par

,j(t.‘ seees tn) = diag (t1 seees tn) , on a le diagramme :

.Fn———‘]——-—->MOR

Y/

De plus, une autre application de la proposition II-1 montre que 6y induit un iso-
morphisme de &(Q) (resp. $(Q)) sur 1'espace des fonctions e g(Mn(]R)) (resp.
D (MnCB)) qui sont bi-invariantes par le groupe orthogonal. D'aprds cela et le
corollaire précédent, on voit qu'il y a un isomorphisme vectoriel topologique entre
1l'espace des fonctions ¢ ¢ (‘f(Mn(}'()) (resp. D (Mn(B)) qui sont bi-invariantes par
le groupe orthogonal et 1'espace des fonctions Gf @) (resp. P ®™)) qui sont
W -invariantes, et on vérifie immédiatement que cet isomorphisme est 1l'opération de

restriction ¢ > g =Moj.
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2. Les distributions qui se transforment & gauche par O(n,R) suivant un caractére
de O(n;R).

2.1. Si on s'intéresse maintenant aux fonctions polynomes, fonctions C* ou distri-

butions f telles que pour tout couple (u,v) de matrices orthogonales :

(11,3) f(uxv) = dét (uv) f(x) ,

on obtient d'abord le résultat suivant :

Lemme II-4 : Soit f wune fonction polynome ayant la propriété exprimée
par la formule (II-3) ; alors il existe une unique fonction polynome g, bi-invaerian-
te par le groupe orthogonal, telle que pour tout x € MnGR) : f(x) = (a8t x) g(x).

On peut démontrer ce lemme en considérant comme plus haut la restriction
T de f au sous-espace des matrices diagonales, mais on va voir qu'il vaut mieux
s'intéresser d'abord d 1l'action du groupe orthogonal & gauche et en déduire ensuite
le lemme 4 et les autres renseignements concernant les distributions vérifiant (II,
3). Soit done ﬂ)+ (resp. E, ﬂ),’*) le sous-espace de & (Mn(IR)) (resp. E(MH(B)),
D '(Mn(l’()) constitué par les &léments invariants & gauche par O(n,R) , et D_
(resp. §_ s V') 1le sous-espace-de $(Mn(l?)) (resp. 2‘.’(Mn(ZR)), %'(MHCR))) cons-
titué par les éléments f qui se transforment & gauche par O0(n,R) suivant le qua-
si-caractére ur»dét u de O(n,R) , c'est-i-dire tels que pour tout u € O(n,R)

flux) = (daét u) £(x).

2.2. L'anneau des fonctions polynomes invariantes & gauche par O(n,R) a été dé-

terminé par H. Weyl ([L]) : Soit x = (x1 s X ., xn) une matrice générique

5 st

de MnClR) dans laquelle on a mis en &vidence les vecteurs colonnes Xy aeees X et

qij : x»(xilxj) =Zxri xrj ; alors les nn+ 1)
T

fonctions %4 pour i¢j ‘sont
algébriquement indépendanteset engendrent 1'anneau des fonctions polynomes invarian-
tes & gauche par O(n,R) ; autrement dit, étant donné une fonction polynome inva-
riante f , il existe une unique fonction polynome g sur 1'espace MSn(R) des ma-
trices symétriques réelles nx n telle que f(x) = g(txx) pour tout x ; on peut
donc introduire 6 : x l—rtxx , dont 1'image est le cdne Cn’ des matrices symétri-
ques semi-définies positives (on écrira y 3> 0 si y € Cn) , et ce qui a été dit
plus haut permet d'affirmer que 6% est un isomorphisme de 1'espace 93*'_ des dis-
tributions O(n,R) - invariantes sur 1l'espace ﬂ)'(Cn) des distributions sur Msn(lR)

. N A . * P 2 tez
qul sont & support dans le cOne ; si Te %; 3 8 T est caractérisé par 1'égalité :

(11,4) Je*ry) 9 ay = [0 (k) ax
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qui est vraie pour toute ¢ € Q(MSH(R)) (dy est la mesure de Lebesque de MSn(IR)).
Ce résultat était déjd connu de Garding (fi1]).

2.3. Maintenant 1'endomorphisme E_ de E(MnCIR)) défini par (E_Y)(x) =

[ Y(ux) dét u du est un projecteur continu de &(M_(R)) (resp.d(M_(R)) sur
0(n,R) n n

¢ _ (resp. D _) ; la premiére conséquence de l'existence d'un tel projecteur est
que 9 ' s'identifie au dual de 1'espace ﬁ)_ muni de la topologie induite par
celle de %(Mn(l?)) :si Ted! et e ®(MnGR)) , alors <T,¥> =<T,E_¢¥>. La
deuxidme condéquence est la suivante : si fe & et si (fj)' est une suite de
fonctions polynomes sur MnCR) qui tend vers f dans & (Mn(ﬁg , alors la suite
(E_ fj). est une suite de fonctions polynomes qui tend vers f dans z(Mn(R)) et
chaque JE_ fj est dans ¥ _ ; on est ainsi amené 3 s'intéresser aux fonctions po-
lynomes f qui appartiennent & Z_ ; soit f une telle fonction ; elle est évi-
demment invariante & gauche par SO(n,R), et toujours d'aprés H. Weyl, elle s'ex-
prime "polynomialement" par 1l'intermédiaire des fonctions qij(i < j) et de la

n(n+1) | 1 fonctions est algébriquement

fonction xv>dét x ; l'ensemble de ces
1ié par la relation (dét x)2 = dét (txx), (ce qui, & titre de remarque, empéche
d'appliquer la proposition 1 aux distributions S0(n)-invariantes), mais en tout
cas il est vrai et immédiat que f s'dcrit de maniére unique sous la forme : f(x)
= g'(txx) + (dét x) g"(txx) 3 si on veut maintenant que f(ux) = (dét u) f(x) pour
tous u € O(n,R) et x e MnC]R) , on doit faire g' = 0 , de sorte que la multipli-
cation par la fonction déterminant est un isomorphisme de 1l'espace des fonctions
polynomes invariantes sur 1l'espace des fonctions polynomesappartenant & &_ ; il
est clair que ce résultat implique en particulier le lemme L4, mais il a d'autres
conséquences intéressantes : Remarquons d'abord que 1l'opération de multiplication
dans ‘€ (R") par une fonction polynome non nulle est un monomorphisme, c'est-3-di—
re un isomorphisme d'espaces de Fréchet de la source (qui est €®")) sur 1'ima-
ge qui se trouve donc 8tre un sous—espace fermé de &(R™) ; ce résultat n'est pas
trivial : voir : L. Hormander ,"On the division of distributions by polynomials'
Arkiv. fiir Math. 3 (1958) (555-568) ; en tout cas, il en résulte que l'opération de
multiplication par la fonction déterminant est un isomorphisme de Fréchets de & +
sur §_ , parce que d'aprés ce qu'on vient de voir, toute fonction appartenant 3
€ _ Dpeut &tre approchée dans E(Mn(B)) par une suite de fonctions qui sont pro-
duit de la fonction x> dét x par une fonction invariante. Soit maintenant

Ye  ; alors il existe f £€+ telle que Y¥(x) = (dét x) f(x) pour tout x ,

mais o &tant une fonction de qui vaut 1 sur un voisinage du support de V¥ ,

+
(une telle fonction existe), on a :Y¥(x) =d(x)Y(x)= (dét x) =(x) f(x) pour tout x,

~ ~

de sorte qu'en fait f est d support compact et qui plus est, & support arbitrai-

rement proche de celui de  ; il est clair maintenant que la multiplication par
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la fonction déterminant est une bijection continue de @, sur P_ ; c'est néme

un isomorphisme topologique : si (\?j) est une suite de fonctions de 50_ a sup-

J
ports dans un compact fixe, il existe un compact fixe (arbitrairement proche du
premier), des fonctions fri e®+ a supports dans ce compact telles que \Pj(x) =
(aét x) fj(x) pour tous x et J , et il est immédiat que la suite (f,j) tend
J

vers zéro dans ‘D+ . On a donc

Proposition II-3 : La multiplicétion par la fonction déterminant est un
isomorphisme vectoriel topologique de & sur &._ , de D sur 3_ , et de

+ +
P! osur D .

Démonstration : Il reste seulement & démontrer que la multiplication par la fonc-—
tion déterminant est un isomorphisme topologique de D' sur 9_;_ ; pour cela on
identifie ®!' (resp. %L) au dual de D_ (resp. D,) et on vérifie que modu-
lo ces identifications, la multiplication par la fonction déterminant est la trans-
posée de la multiplication par cette fonction considérée comme isomorphisme de ®+
sur 9P

Remarques : 1) Compte-tenu du résultat déja cité de Hormander sur la pos-
sibilité de la division des distributions par une fonction polynome # O , il est
facile de démontrer que la multiplication par le déterminant est une application
linéaire continue de '5).;_ _sur ﬁl 3 mais il n'est pas vrai que cette application
est injective ; il existe des distributions non nulles T e ®*'_ telles que YT = 0
(on a noté V' 1'opération de multiplication par la fonction déterminant) : la pro-
position ITII-3 en exhibe n qui sont linfairement indépendantes et bi-invariantes
par le groupe des matrices dont le déterminant vaut * 1. Mais mieux encore : soit
Je 3)+ , mé Mn(R) et q’m la fonction x H Y(xm) ; d'aprés le lemme I-2, Ay =
(dét m) (A‘P)m =0 si détm=0; ‘Pm est une fonction C*® %bornée dans Mn(]R),
elle définit donc une distribution tempérée dont la transformée de Fourier est,

comme il est facile de le voir, O(njR) - invariante 3 gauche et annulée par .

2) En utilisant le lemme L, on voit aussi que V' est un isomorphisme topologique
de l'espace des fonctions C® (resp. C® et & support compact) bi-invariantes par
le groupe orthogonal sur l'espace des fonctions C® (resp. C® et d support compact)
vérifiant (II,3) et un isomorphisme topologique de 1'espace des distributions véri-
fiant (II,3) sur l'espace des distributions bi-invariantes ; de plus ¥~ ‘4_’— est
un isomorphisme de 1'espace des fonctions (de & ou de ® ) vérifiant (II,3) sur
1'espace des fonctions de ¥(R") ou D [R®) qui sont Gn-invariantes et impai;
res par rapport 3 chaque variable. D'ailleurs, 1'application ¥ : % R") —>8(2Rn) dé-

finie par (T £) (t; ,eees t)) = (7 1) £(t, 4.eny £ )(t € R) est un
1¢i¢n
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isomorphisme de l'espace des fonctions fe ¥ (R") (resp. D (®")) qui sont W-inva-
riantes sur 1l'espace des fonctions 17'fe ¥ (R") (resp. P ®"™)) qui sont Gn-inva.ria.n-

tes et impaires par rapport a chaque variable.

3) Dans le méme ordre d'idées, on voit que la multiplication par la fonction

ti= T (ti - tj:) est un isomorphisme de 1'espace des fonctions de & (R") (resp.
i ]
D (BD) qui sont Gn-invariantes sur 1'espace des fonctions Y ¢¥ (RP) (resp.

D@®")) telles que pour toute permutation W € G,

et ) = 0 e
n

9 (t seees t) (LERT)

w 1

oil &(w) est la ‘signature de ™ . Ce résultat peut servir (et m'a effectivement
servi avant que je découvre 1l'existence du théoréme de Glaeser) & démontrer un
théoréme de'Newton différentielle "faible" : & toute fonction Y Gn—invariante et
c*® sur R correspond une unique fonction f définie sur l'image Q de r" par
1'application t — (q1(t), q2(t) yeees qn(t)) (ol les fonctions q; sont les fonc-

tions symétriques &lémentaires), telle que :

W(t) = £a () .oy q (t)) (temY),

et cette fonction est C® dans 1'intérieur de Q , tandis que toutes ses dérivées
se prolongent continument & Q ; ce que dit le théordme de Glaeser en plus, et
c'est la partie la moins élémentaire de sa démonstration, c'est que cette fonction

f est la restriction & Q d'une fonction C%® sur R" tout entier.

4) Signalons enfin que la proposition précédente peut &tre énoncée-pour les dis-

~

tributions sur un ouvert & invariant & gauche par O0(n,R) (par exemple sur un

2,,0 ¢<k¢ ).

cqs 2, R . 4 P .
2.4, L'}ztlllté de ces résultats pour les espaces &’ apparait dans 1'énoncé sui-

*
vant

Proposition II-L : Les singularitds du prolongement & € de la fonction
A+1 s A+1

A>T -k sont celles du prolongement & € de la fonction AT +x°? et la

b t]
multiplication par la fonction déterminant est un monomorphisme de L Z(Qk)
dans o ﬂ(.ﬂ. ) .

+ k
Démonstration : Soit ¥ ¢ D (Qk) ; alors, pour Re(d) > 0
9\ — ,m)
‘T—,k B \?>—(T—,k ) E_ ¥¢> s
de sorte qu'on peut supposer que ¥ = V'¥ ; il en résulte que :

')
T @ =
< =k > I

sgn (aét x) |aét x)® (aét x) ¥(x) ax
Q. .

k
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= S last x* T w(x) ax = T
+,k

e

y¥>

3. Distributions invariantes & gauche par O(nJR) et homogénes 3 droite.

3.1. On va maintenant &tudier une classe particuliére de distributions homogénes

sur Mn(lR) qui sont invariantes & gauche par O(n,R) ; ces distributions peuvent

&tre introduites aussi sur M, m(R) (1< m ¢ n) et la considération du cas m = 1
t]

montre que ce sont les généralisations naturelles des distributions r? sur Rr" .

Soit B_ le sous-groupe de GL(n,R) constitué par les matrices triangulaires "su-

~

périeures" & coefficients diagonaux >0 , s = (s1 » Sy seees sn) € c? , et * le

caractére de B, défini par :

w (0) = T () "

1¢i¢n
On dira qu'une distribution T ¢ @'(MnCR)) est o s—homogéne si elle se transforme

par B suivant &g » autrement dit si T(xb) = us(b) T(x) , pour tout b ¢ B .

Ceci étant, comme GL(n,R) est "produit" de O0(n,R) par B, ,iln'ya

~

pas de difficulté & étendre ag en une fonction sur GL(nJR) , invariante 2 gauche

par O(n,R) , qu'on continuera & noter L si x ¢ GL(n,R) s'écrit x =ub,

t

avec ue O(n,R) , b ¢ B, , alors a.s(x) = us(b) 3 comme tex = Yob = t& diag(b2

11?
cees bnn) n , ol n est une matrice triangulaire "supérieure" d coefficients dia-

gonaux valant tous 1, il apparait ([12], lemme) que les bgi sont déterminés de

fagon unique par m b?i = Am(txx) (1¢ mg n) , ol A~ est le mineur princi-

1¢id¢m & 5 Am(txx)
pal d'ordre m de la matrice xx , de sorte que bmm = — est une fonc-

A ("xx)
tion rationnelle sur GL(n,R). n-1
On en déduit
t S. _
Ai( xx) i ¢ (85 si+1)/2
«*s(x) = TT _—t—— 2 = (A-( XX))
. i

1¢i¢n Ai—l( xx) 1¢i¢n
. . tooy -
ol on convient que Ao( xx) =1 et S 41 0.

3.2. Cette expression de LI montre que x b—»ms(x) se prolonge a Mn(R) en une
Sn_1) 4.-(?6 (S.I) 5

lorsqu'il en est ainsi, la fonction o définit dans Mn(]R) une distribution

S

fonction continue 3 condition que 1'on ait : 0 <Re (sn) «Re (
qu'on notera Tf 3 11 est clair que Ti est “s-homogéne et invariante d gauche
par O(n,R) , et on vérifie que sk Ti est séparément analytique par rapport &

chacune de ses variables dans le domaine wn = {(s1 seees sn) € ¢,
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0 <%e (sn) <%e (sn__1) <. Rel( s1)} . Pour faire le prolongement analytique de

s\—»Ti , on utilise la décomposition GL(n,R) = 0(n,R) B, 3 il est connu que si
x =ub est la décomposition d'un élément générique x de GL(n,R) en produit de
u € 0(n,R) par beB ,ona:

a*x=au T av,, T (b,.)7" a

s s ii ii
i< j

(& une constante multiplicative c¢ prés), ol du est la mesure de Haar normalisée de

0(n,R) . Il en résulte que si s e W

f Ti (x) W(x) ax = J(&s (x) a8t x|™ J9(x) a*x

M (R)

_ hid s.+n-i

=) win (bii) i ¥Y(ub) du i'\'s\'j dbij

_ s.+n-i _S‘Uz

= 1T_, (v;;)71 db, (ub) du T db;
¢1¢n 1<¢]

f@ (Byqsenes >bnn) T (.57 g,

. ii S92
1¢i1¢n
3 = ™
avec $(h11 seees bnn) = j i< dbij Y (ub) du
et o(nR)

. . - . . N %
I1 est clair que cette fonction {) est la restriction & (R+)n d'une

fonction § € D®™) , qui est définie par la méme formule écrite ci-dessus, et qui

~

est paire par rapport & chacune de ses variables, parce que la fonction ® HS‘Q(ub) du

est la restriction au sous—espace des matrices triangulaires "supérieures"
d'une fonction invariante & gauche par  O(n,R) , donc est invariante & gauche par
le groupe des matrices orthogonales diagonales (i.e. & coefficients diagonaux va-

lant 11).

3.3. Rappelons maintenant ([h]) que pour chaque Y € D(R) , la fonction

A -)Sﬂo]u\) Y(u) du est une fonction méromorphe telle que son quotient par la

0
fonection A HP(l%l) soit une fonction entiére. Comme :
) s.+n-i
s _ ,n i
f T, (x) Q(x) ax = 2 Jmn @(u1 seees un) ™ )uil du,

1¢i¢n

s si+n+1-i
on voit que sk T, T N—7r~ﬁ est analytique.
1¢itn
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On a d'autre part :

Lemme II-S :

t i s.+n+1-1i .
[ o300 ™0 g o T (rE—) [ reth)

au moins lorsque s € @ .

Démonstration : Par le méme calcul que ci-dessus, on aboutit &

t s.+n-1 t
= - -7
jTi(x) e mr(“xx) ax=2"¢ ( T ‘bii| . e tr(“ob) LN db, .
g B@*1) Tsicn i< J
2

ol c¢ est une constante de normalisation. Comme :

_xtl

+oo0 2
- o +
J e |x ax=T 2 r‘(12—1') (pour Re(x)y -1),
-0
11 vient

1Y n(n+1) .
. t _ 5T s T s.+n+1-1
fTi(x)eUtr(xx)dx=2ncW 217 a r(—‘l""g—‘)

et on obtient c en faisant s = 0 (ce qui est permis) dans les deux membres.

On peut donc résumer : 1 is' . s.+nt1-i
s 5 2T 5 T e
Proposition II-5 : La fonction s> + = g T+ 2
1¢1 +1-1
14n r’(n 1 1)
2
est prolongeable en une fonction analytique entiére, et pour chaque s € c? N "fi
est une distribution non rulle "qui est eks—homogéne et invariante & gauche par le
nj . .
: . 5= +1+1 i
groupe orthogonal ; En particulier Xk 2:_()‘,...,’)) = 2 Tz/ T ()‘————2 )/ F(E)
1¢i¢n

est analytique entiére partout # O.

3.4, Les distributions ds-homogénes dont il est question ci-dessus sont évidemment
des distributions tempérées, et si on s'intéresse & leurs transformées de Fourier,
on constate qu'elles sont homogénes relativement & l'action du groupe tB0 consti-
tué par les matrices triangulaires inférieures & termes diagonaux > 0. Pour &tre
plus précis, on introduit pour chaque s = (s1 seeey sn) €c” , le caractére Ps
de t'Bo défini par : ..

) = TT () 1 (veB)

1¢i4n
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Comme on & aussi GL(n,R) = O(nJB).tBo , on &tend f, en une fonction invariante &
gauche par O0(n,R) , qui est toujours notée p,3si x=u % , avec u € (0(n;R)
et beB (de sorte que % e tBo) , alors "xx =D tp = n diag (bf1 yeens bin)tg
ol n est triangulaire supérieure & termes diagonaux valant 1. Ceci étant on a le

lemme suivant

Lemme II-6 : Soit xe Mn(k) (k corps commutatif) ; il existe des matri-
ces u et v triangulaires supérieures i termes diagonaux valant 1 telles que :

ux v = diag (§1 seces fn) si et seulement si les mineurs principaux inférieurs

_ iz . ..
Si(x) = dét Kxns%_i+14r’séésont tous non nuls. Lorsqu'il en est ainsi, les }&
sont déterminéds par les égalités : 1T E; = &Pmﬁq(x) ,et u et v sont uni-
me¢isn :
ques.

La démonstration de ce lemme est tout—a-fait identique & celle du lgmye
2 _Sn+1-m\X

de [12] déja invoqué plus haut. Il en résulte en tout cas que P gn—m(x) s

de sorte que :

Pl = T (6 .
0¢Jj¢n—-1
ol on convient que s, =0 et So(x) = 1 . Les fonctions p_ sont donc des fonc-
tions continues sur MnGR) chaque fois que 0 < Re (s1) < Re (82) ¢.o.c%e (sn) ,
et définissent alors des distributions notées Ri qui sont invariantes & gauche
par 0(nJR) et telles que pour tout b € tBo : Ri(xb) = ﬁs(b) Ri(x) (plus généra-
lement une distribution sur MnGR) qui se transforme par Bo suivant ps sera

dite Ps—homogéne). On a alors

Lemme IT-7 : Une distribution T sur MnGR) est &s—homogéne (resp. et
invariante & gauche par O0O(n,R)) si et seulement si sa transformée de Fourier ¥T
est P-s_n-homogéne (resp. et invariante & gauche par O0(nJR)).(Si s € €" et pec,

5 t for s -
PS+P est le caractére de B0 défini par s +p = (s1 RSyt e, st ) ).

3.5. De méme qu'on a étudié le prolongement & ¢" de la fonction s F»Ti , on va

voir qu'on a des résultats analogues pour les distributions Ri : soittgqu(MnﬁR))
[ n . N .

et s € @n> {s et ;0<% (s1) < %e (s2) <...¢qu (sn)} 3 alors :

f Ry (x) ¥ (x) ax = f RE(x) |agt x|™ Y(x) a*x .
M R) GL(n,R)

On écrit x =ub , avec u € 0(n,R) et b € tBo et alors
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Fx=cau T 27" .. T av..

leien i ii ivy
n§n+1 )
2T
ol c¢ est une constante positive (d'ailleurs ¢ = ———_i_) , parce que
T I'(‘Q')
-n+1-i 1¢i<n
d}\(b) = T b db w db; . est une mesure de Haar invariante a droite de
1¢i¢n i>j J
tBo . D'autre part .:
Si + 1
t -1/27 s, n(—=—)
S'Ri(x) SMr(Uxx) o i 77 2
1¢i¢n i
T‘(2)

au moins lorsque s ¢ w"l , et comme plus haut, on en dé&duit 5. +
' & (—12—)
Proposition II-6 : La fonction s ka.i = 11’1/2 Tsi Ri/ Tv
1¢i¢n l"(-i—)
2

. . . s
se prolonge en une fonction analytique entidre, et pour chaque s € C° , 2+ est
une distribution rss—homogéne, invariante & gauche par le groupe orthogonal et telle

que :

t
S{R,f_(x) Tl 4y

L. Transformation de Laplace radiale des distributions &’i et &,i o

4.1. Revenons maintenant aux distributions Tf_ 5
des distributions sur MSntIR) 8 support dans le cdne C, sont déterminées au moins

leurs images G*Tf_ dans 1l'espace
lorsque s e wn par le =

Lemme II-8 : Soit se¢ wn 3 alors g Ti ést la distribution définie dans

(sn-—1)/2 (si-si+1)/2
MSn(R) par la fonction ywrw Y(y) (dét y) Tr (Ai(y)) , ol Y
1€i¢n-1

est la fonction caractéristique de Cn et ® est une constante >0 .

Démonstration : On identifie 1'espace homogéne O0(n,R)\GL(n,R)des classes & gauche
modulo O(n,R) avec le cSne ouvert 6!1 des matrices symétriques définies positives
(on écrira y> 0 pour exprimer qu'une matrice y est définie positive), et on

constate que la mesure dp(y) = (dét y)_(nﬂyz

dy . est une mesure invariante sur
cet espace homogéne. Il existe donc une constante @& >0 telle que si s € w, et

g e s R)) :



_hs_

ag(x) |aét x|® Q(Pxx) a*x =

w auly) / , n t
fy)o ply (o(n;R) o (ux) ldet ux} 9 (Pxx) du)>y=txx

JGL(nJR)

n+1 +=S.
) f (dét y)~ 727 (aét y)% TT- (a.(y))(sl s”’)/z‘f(y) dy
¥30 ( Y 1¢ien *
s -1)/2 G.-s...)/2
= w @y " a.(y)*
[y,\o N 1"2'}1_1 ( 1) Y(y) ay ,

ce qui prouve le lemme (8, (y) = aét y).
D'ailleurs, plus généralement :
Lemme IT-Q : Soit TE€ $(Mn¢R)) une distribution qs—homogéne et inva-
riante & gauche par 0(n,R) ; alors, pour tout b € B, : O‘fT(tbyb) = «5_1(b)
o°r(y).

Démonstration : Soit ?em(MSnm)) ; ¥=Ye6, et ¥y 0 H‘P(tbyb)(b eBo) 5

alors \?b, o 8(x) = ‘f(tb txxb) = WY(xb) et par suite :

Je* (y) $,(r) dy = f’r(x) Yo 6 (xb) dx

-« @)@ 0T 200 4o 6 ax= x__0) [ o 2ly) YO ay
=d_(goq) (®) (a8t p)~(*1) [ e T(y) U(y) ay ,

ce quil prouve :
¢* 2("byo) =« (®) ¥ T(y)

On remarquera que le lemme admet une réciproque ; si T est O(n)-inva-
, alors T est

riante & gauche et si 6% T - se transforme par Bo suivant « 4

o s-homogéne .

- Csci étant,on dispose dans 1'espace-vectoriel MSnCR) d'un cdne ouvert con-
vexe C_ ; on peut donc utiliser la transformation de Laplace relative & ce cdne
C [6] chap. VIII ou [10] chap. 10). Pour cela on définit 1l'espace :f'(an) comme
étant l'espace des distributions T € D' (Msn(]R)) telles que pour tout ¥€ &n ,

(i.e. pourtout ¥ > 0) , le produit de T par la fonction ey : x'-)e_‘tr(‘X)soi
une distribution tempérée ; 1l'application ¥ +» '}'(el.T) de /(’: dans ' (MSnCR))

est la transformée de Laplace de la distribution T ef'(('?n) , et parce que En

t

est ouvert, f(eg.T) est pour chaque ¥ c&n » une fonction ¥ ->E(§,Y) appar-
tenant & 1'espace OM des "multiplicateurs" de X '(MS (R)) ; de plus,



- 46 -

E(g,q) =F(g+1 q) = F(z) ol F est une fonction holomorphe dans le tube
8n + i MSnC[R) , qu'on continue & appeler la transformée de Laplace de T , et qu'on
désignera par la notation T . Enfin la transformation de Laplace est un isomor-
phisme de X' (8n) sur l'espace des fonctions F holomorphes dans gn + 1 MSn(F)
et telles que pour tout compact K de En » 1'ensemble des fonctions %-» F(}'+ 17),
¥ décrivant K , soit borné dans O’M .
Lermme IT-10 : Soit T e.‘f'(c°n) et F la transformée de Laplace de T.
Alors T se transforme par Bo suivant L si et seulement si F se transfor-

me par 1.'B suivant
P o P—s—n-1

Démonstration : On a en effet si b e Bo et } +1ine 6n + 1 MSn(lR)

Fog+ip') = @, .1 q%) = (Fo)b g%

bED
avec S = e . T . On vérifie facilement que :
bytp
- -1 t -1 -1
sl yv ) =eg .t (v y v ),

de sorte que :

sty vy = «_(b) ey (y).T (v)
si et seulement si T se transforme par B, suivant o . Ceci étant (calcul
apparemment formel)

: r’ . t
Fsi V,’tb) - f oivtr(b q b y) S(y) ay
(asét b)-n-1 / e—itrtr(11y) S(tb_1 y b—1) dy

(agt p) ™" «__(b) f imtr(gy) Triy) o o(y) ay

(b) F(y + in)

d—s-n-1

si T se transforme par B suivant LI et réciproquement. Ceci montre
(3
.1
que F(B z b) P—s—n—'l ) F(z) pour tout b e B et tout zeC +i MSn(ZR)

si et seulement si T se transforme par B, suivant o

L.3. Soit maintenant F wune fonction holomorphe dans 1e tube de base 8 et tel-

le que F(Bz b)-'ésn1(b)F(z) pour tous zeC +1MS(IR) et beB 5

si ¥ € C , 11 existe un unique élément b de B tel que ¥ = Db tb , de sorte

que F(§) =p___ (*v) F(1) =Fd ) (bii)(-si+n " , et en utilisant le lemme
IT~6 on voit que : o] -
sy S.. .~S.
- 41755
F(g) = Fd) (5, (¢)) To(6__.(B)

1¢j¢n-1 779
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Remarquons maintenant que chacune des fonctions zw> sm(z) (1¢m¢n) ne
=3

s'annule pas dans le tube de base En tout simplement parce que lorsque ¥ e Cp et
e MSPGR) (p entier 32) dét(y + i v’) # 0 . I1 en résulte que pour tout

° . .
zécn+1MSnGR) :

B s1+n+1 s.+1—s.
2 2
F(z) = F(4)(s,(2)) T (s _.(2)) s

1¢jsn—1

parce que les 2 membres de cette &galité sont des fonctions holomorphes dans le

[} - -
tube de base Cn qui coincident sur %n .

Proposition II-T : Pour chaque s € c” s, l'espace des distributions T
sur MnCR) qui sont O0(n,R) invariantes & gauche et us—homogénes (resp. pgho-

mogénes) ect de dimension 1.

Démonstration : Soit T wune distribution O0(n)-invariante et d.s—homogéne s
d'aprés le lemme II-11 , 6 T est une distribution sur MSn(]R) , & support dans
-1 5 de plus 8% T est cer-

le cdne Cn et qui se transforme par Bo suivant ds
o
tainement tempérée puisqu'elle est homogéne au sens ordinaire. En fait 6'T e)"(Cn);

plus généralement, soit S une distribution tempérée 3 support dans le cdne c,
et ¥ € C_ ; alors pour tout ye C tr(§y) > 0 (&crire par exemple ¥ =D *y
avec b € Bo) , de sorte que la fonction eg est bornée sur Cn ,'et chacune de
ses dérivées a la méme propriété ; il en résulte que e ¥ T est tempérée au moins
parce que le support de T est contenu dans le demi-espace des x od tr(gx) est
2 Q . On peut donc appliquer le lemme II-12 qui montre que la transformée de
Laplace de 6* T est déterminée 3 une constante multiplicative prds, et en remon-
tant les isomorphismes o* et :C/ on a ce qui est annoncé pour les distributions

o S-homogénes. Le résultat concernant les distributions Ps—homogénes s'en déduit

par transformation de Fourier.

4.4, Une autre conséquence est le calcul explicite de la transformée de Laplace

des distributions 6% Ti .

Proposition II-8 : Pour chaque s ¢ [
s.+n S.,.”S.

i g+ g
2

2
% oS = 2
@ 0"Z7)(z) =5 (2) 1.<j[s‘n-1 (6,-5(2)) (zeC_+iMs_(R))

Démonstration : D'aprés les lemmes 9 et 10, on voit que :



s,tn S.,.,”S.

2 S8
£6* 12 =F(z) =FA) 5 (2) ° T (6,5
1¢J¢n—

Si s € ®, » on peut calculer F(1) ainsi :

Fd) = ¢ oy W) gy,
¥>0

et d'aprés (IT,4), cela donne :

t
FH) = S 7% (x) M (Tax) g
s.+n+1-1
-1 > s r( . 2 )
=T i A1)
1¢i¢n n+1-i
s

de sorte qu'en fait on a bien la formule indiquée dans la proposition.

Remarques : 1) Cette formule peut &tre démontrée comme il vient d'&tre
indiqué lorsque s e w, et servir ensuite pour faire le prolongement analytique
de la fonction s> Tf ; il suffit de démontrer que lorsque s n'est plus dans
un , la fonction du second membre de la formule écrite reste dans l'espace des

R °
transformées de Laplace relatives au cdne Cn

2) Lorsque S, =8, = ... =5 = A e€C , la formule se lit

A+n

@& o P(z) = (agt 2) 2

ou mieux encore lorsque Re (A) » 0 :

. -
I oMo (xz "x) |ast xp ax = (1T r(%n)) (a8t z) °
GL(n R) tépsn

Sous cette formé, on reconnait une formule de Siegel (Ann. of Math. 36, 1935,

pP. 527~606) qui a eu de nombreux successeurs ; par exemple Bellman (Duke Math. J.
23, 1956, 5T1-5T7) a démontré des formules analogues pour les transformées de
Laplace des fonctions 6% Ri mais sans utiliser les propriétés d'homogénéité qui

simplifient beaucoup les démonstrations.

4.5, Ceci étant,tle lemme II-T et le fait que pour chaque s € €% on a :
) - ) K 1 t
\[Tf(x) e tr (Fx) dx =f‘kf_(x) e tr(Fxx) dx = 1 donnent
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Proposition I1-9 : F (%) = &.°" (se ¢

5. Les distributions homogénes & droite qui se transforment & gauche par 0(n,R)

suivant ur>dét u .

5.1. On va maintenant étudiér la classe des distributions qui se transforme & droi-
te par B (resp. t]30) suivant un caractére de B (resp. tBo) (elles seront donc
o (resp. Ps—homogénes) avec un s convenable), et & gauche par O0(n,R) suivant

u+>dét u (elles seront donc dans ﬁ)l).

Pour chaque s € € , on va construire une distribution € D! qui est
o(s-homog?ene 3 pour cela on remarque que pour s € a)n s la fonction 4, se prolon-
=...=2R =

sn_1) e(s,) =0

elle définit un élement de IL°(dx) dans MnCIR) , et c'est ce qui a permis de défi-

ge continfiment & MnCR) , tandis que pour ﬂve(sn) = Re(

nir la distribution Tf_ ; mais il est aussi vrai que la fonction x > sgn(dét x)us(x),
qui est définie sans ambiguité dans GL(n,R) , a les mémes propriétés de
sn_1) 5..59\e(s1) , elle

définit dans MnCR) une distribution Tf ; de fagon précise, si

sorte que pour s € Bn , c'est-d-dire pour Osle(sn) < Re(

Y e m(MnGR)) . <Ti , P> =I sgn(dét x) “S(x) ¢(x) dx et il est clair

que s\—)Tf est analytique dans ac)lrelt),#gt que Ti (uxb) = (dét u) o(s(b) Tf(x) dés
que u e O(nfR) , b€ B, et se Bn . D'aprés la proposition II-3 , <Tf, Ys =

s
<%, E_yr=c1® »UY> avec Ye€D, , et ainsi :

s+1

<%, 4> = |aét x| is(x) ¥ (x) dx = ST, W3

J- dét x#0

~

5.2. On est ainsi amené & poser :

-

s.+n+2-1
i

- 2

S E

n
2+

CS=w ) [ rEEL)

et & énoncer :

Proposition IT-10 : (i); La fonction s H?f se prolonge & €% en une

fonction analytique.
(ii) Pour chaque s € ¢ » l'espace des distributions o\s—homogénes ap-

partenant & &_‘_ est de dimension 1, (donc engendré par 'L’f)-
(iii) o ¥° = ¥5"

s wtr(Pxx) n
et ¥5(x) (a8t x) e dx = 1 pour chaque s € T .
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Démonstration : D'aprés ce qui précéde, pour chaque @ eD il existeye ‘.D+ telle

que, au moins lorsque s € Bn :
s+1
< L,4>= <25, 4>

et le second membre a un polongement analytique dans c? ; ceci prouve la partie (i)
de 1'énoncé. Maintenant, (ii) est immédiat puisque la multiplication V' par la
fonction déterminant est un monemorphisme de 1l'espace des distributions ots—homogé-

nes appartenant & D' dans 1l'espace des distributions «__ .-homogénes appartenant

s+1
=< - . - +
a .;_)qul est de dimension 1. Pour montrer que U'z‘f = ‘L’i ! , On remarque que
cette égalité est trivialement vraie lorsque s € a)n , ce qui entraine qu'elle est
- - .S 2 vz L
vraie partout. Enfin la derniére égalité vaut parce que f'\’i(x) e tr{Fax) dx = 1

pour tout s.

5.3. De la méme maniére la relation :

J“R _S_(X) (d8t x) Y(x) dx = fmi”(x) Y(x) ax (pour toute 4 € ﬁ)+)

définit une distribution R°% €D qui est -homogéne ; autrement dit :
s g - Ps t
ﬁ_(uxb‘) = (dét u) ,%s(b) ‘Rf(x) pour tous u € O(n,R) et b € B - De plus,

s s+1 . . . S s
m fR, =% . et 1l'espace des distributions Ps—homogenes appartenant &a D ! est

de dimension 1. En résumé : -

Proposition II-11 : Soit s e ® tel que O S‘Ke(s1)g 'Re(se)(..ﬂ;e(sn) 3
alors la fonction x v»sgn (dét x) Ps(x) définit une distribution R° dans Mn(l'R)
telle que :

% Zs. s.+1+1 .
sk RS =T twe [T e e
1¢i¢n

ot

soit analytique dans ¢ . Pour chaque s € I , l'espace des distributions fss-ho—

mogénes appartenant & %L est engendré par TRE et

t
ﬁki(x) (a8t x) e T gy o g

5.4. Maintenant on vérifie immédiatement qu'une distribution appartient a Q: si

et seulement si sa transformée de Fourier a la méme propriété, et on a :

Proposition ITI-12 : Pour chaque: s € ¢

;’%oi = (i) (P\:s-n

‘Démonstration : On sait qu'il existe c_(s) ¢ € tel que ¥ ‘L’f =c_(s) &:s-n et
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on détermine c_(s) ainsi :

c_(s)

t
f FLS) (x)(adt x) o ) 4y

t
ITE(X) (Flx m(ast x) &7 xX)))(x) dx

t t
Or Jr(x > (dét x) e e ( xx))(x) = (- E%T)n Ae wer (“xx)
et un calcul direct immédiat prouve que :

—Itr(txx)

t
e—ntr( xx) = (_gn)n(dét x) e ?

A

de sorte que :

. t
e_(a) = (D)7 j’?rf(x) (aét x) e ") gy 2 (),

5.5. On peut maintenant décrire explicitement 1l'effet des opérateurs différentiels

’l)’, 4, D1, D2 sur les distributions 'Z‘ls. et ﬂ,:;___, d'abord les formules déja si-

gnalées U'?,of = ogiﬂ et U'ﬁi = 9\5’_” donnent par transformation de Fourier :
s=1

(11,5) A% = (W T3

(11,6) AR5 = (2m® R

D'autre part, en comparant les facteurs de normalisation de Ti et T

+
(resp. Ri et Ri 1) on trouve :

(11,7) P = @mM™ g7 (s; +n+14) ¥
1¢ien

(11,8) Y] =(m™ TT (s; + 1) ‘Ri”
1¢i¢n

Par transformation de Fourier, il vient :

35

(11,9) A% (s; +i-1) &5

1¢i¢n

T (s, +n-d) ¥

1¢i¢n

(rr,10) A %

Enfin par composition des opérateurs 1’ et A , on trouve :
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(11,11) D, @ = Tr (s; +n-i) T
= 1¢i¢n
(11,12) D, 5= T (s;+i- 1NN,

= 1¢i¢n

(les signes + ou - étant les mémes dans les deux membres), et des formules de méme

type pour l'opérateur D, (remplacer s; par s; +1, (1sienm)).

Remarque : On vient de voir ci-dessus que :

-ltr(txx)) = ( -vtr(txx))‘

F(x v (a6t x) e -i)® (x> (a8t x) e

En fait, ceci peut se justifier autrement : x W dét x est une fonction polynome
harmonique sur 1l'espace vectoriel MnGR) (identifié & Rn2), et il est connu que
sur ]RP , Ona:

2 2
Flx e (x) e "E5) = (-1)® (xwp () &7 )

pour tout polynome harmonique P (homogéne) de degré n .

6. Distributions définies par les fonctions sphériques de GL(n,R).

6.1. On va étudier maintenant les distributions définies par des fonctions sphéri-

ques de GL(njR). Soit s € €7 et *s la fonction définie sur GL(n,R) par :

9, (x) = fo(n,m o (xu) du .

C'est une fonction sphérique de GL(n,R) et n'importe quelle fonction sphérique de

GL(n,R) est de cette forme avec un s convenable.

Supposons maintenant s e® , c'est-d-dire tel que 0 <fkg(sn) (%(sn-l)
Canel 3.e(s1) ; on sait que «  se prolonge alors par continuité & Mn(F) , de’
sorte qu'il en est de méme de ’s ; de fagon précise, la fonction qui colncide sur
GL(nJR) avec la fonction fs définie ci-dessus et qui vaut zéro en dehors de
GL(nJR) est continue. D'autre part, si ﬂe(sl) =ae(52) = ... = ae(sn) =0, la
fonction coincidant avec *s sur GL(n,R) et nulle ailleurs est une fonction me-
surable et bornée sur Mn(R) (pour chaque x € GL(n,R) , on a : “>s(x)l <
J |«s(xu)| du = 1). I1 en résulte que pour chaque s € a)n (i.e. tel que
0¢ ae(sn)sie(an) Lened ‘Re(s1)) la fonction ?s définit dans Mn(R) une



distribution Zf_ - de la manilre suivante : siye ‘D(Mn(R)) ,ona:

<s,>=f (x) ¢(x) a
Z, o daét x;éo1>Sx 0 ax

6.2. I1 en résulte que :

‘Zi »¥> gQS(X) Y (x) ax = Ifds(xu) po(x)@(x) ax du

_ s
J.,S(x) ax Io(nm?(xu) du = <T; , fo(n’m Y (xu) du> -

Cette formule signifie que Zi ‘est 1'unique distribution invariante & droite par
0(nR) qui coincide avec Ti sur 1l'espace des Y€ Q(Mn(R)) 0(n;R)-invariantes
4 droite. On voit ainsi que Zi est déterminée de fagon unique par Ti ,» et on po-

se naturellement :

D g s.+n+1-1 .
S _q2 171 i n+1-i
6s=7 z+/sﬂi‘n 6’( 3 )/r( 5 )

de sorte que pour tout Y ¢ Q(MHCR)) :

463 NVEN =<Z’i . jo(n;n) ¢ (xu) du>

Proposition II-13 : a) La fonction s »Gi se prolonge 3 €% en une

fonction analytique telle que pour tout s e @ .

t
j}; ®) Gi(x) e_'tr( xx) dx = 1
n

b) Chaque distribution & i est tempérée et pour toute Y D

<$Gi ,yY¥> = <‘R:s'" . S\?(xu) du >

~ .

Démonstration : La premiére partie est évidente ; la deuxiéme l'est & peine moins :
si Y; € ‘D(MHGZR)) est une suite de fonctions tendant vers zéro dans .'f(Mn(lR)) R
il en est de méme de la suite Y. : x F»|\.(xu) du , et comme ?i est tempérée,

- s ] 2 .
la suite des nombres <G+ N \fj) =<‘f+ N "\'j> tend vers zéro, ce qui montre que

G : est une distribution tempérée. Ceci étant :

<f@i , Y =<Gf JFY =<?-°i s fo(nm)r?(xu) aus ;
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mais il est immédiat que pour tout x :

(FP)(xu) au = (F ) (x)
Io<n;a) e ha ¥

(evec /’”d P(x) = f“?(xu) du) , et ainsi :

<F6S .9, =<?"2’i s M9>=<RF™ M .9>

6.3. On est ainsi amené 3 identifier les distributions (bi-invariantes par le grou-
-s-n . .
pe orthogonal) Y +» <R.+ , 'f{d ¢ > . Le résultat est simple :

Proposition II-1L4 : Pour chaque s € ¢ , on pose s'/= (sn, Sn—1""’sn) H
alors pour chaque ¥ ¢ w(Mn(R)) :

6=, mys

de sorte que pour tout s € ¢

(11,13) FGi=6°"

Démonstration : Pour chaque s € c” , on définit une fonction sphérique de GL(n,R)

b x> J—Ps(xu) du (ou p, est comme plus haut 1'unique fonction sur GL(n,R)
t

S

qui est invariante & gauche par O(n,R) et qui coincide sur B, avec le caracté-
re de ce groupe défini par s) , qui définit sur MnCR) une distribution Zé (lors-

que 0 ¢ ﬂe(s1) < fx.e(s2) Loa g S\e(sn)) telle que pour toute {f eﬂ)(Mn(]R)) :

(B o = [ ) M W00 ax

725 A
On en déduit alors que sb G' =T 3. T (M ) " (3)
s s 1¢i¢n 2 2

est prolongeable en une fonction analytique dans ¢ telle que :

<G L=<, Myg>

pour toute Ye Q)(Mn(R)). On démontre ensuite que Qg(x) = ’é(x) pour tout

x € GL(n,R) : il suffit de démontrer cette égalité lorsque x est diagonale puis-
que § et ¢' sont bi-invariantes par le groupe orthogonal ; mais en écrivant ex-
plicitement les nombres ¢s(x) et (}é(x) comme des intégrales de fonctions ol ap-

paraissent les Ai et les S"i , on constate que si :
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Qg(x) = ro(n;R) F(xu_) du , alors Qé(x) = [o(n;R) F(x,uuo) du

ol u, est la matrice de permutation définie (dans la base canonique (ei) de ]Rn)
: i

~

par u_ e. (1¢i¢n) , de sorte que uu  est la matrice obtenue & partir

o €1 T Cn—i+1
de u en permutant les colonnes de u suivant 1+n , 2¥n-1 ,..., n+»1 ; on a
donc bien Qé(x) = Qé(x) pour tout x € GL(n;R). Si on suppose maintenant ‘Re(s1)

= ae(ﬁse) = ... = ae(sn) =0, Zi et Z; sont définies toutes deux par les fonc-

- . . s _ .

tions localement intégrables #s et ¢; respectivement, de sorte que Z+ = Zé B

comme d'autre part les facteurs de "normalisation" de Zi et z; sont égaux, on

voit que Gi = Gé lorsque ﬁ,e(s1) = Xé(sz) = ... = ‘Re(sn) = 0 , donc pour tout
n

s e C .

6.4. De la méme fagon, si s € @, » la fonction x > sgn (dét x) @S(x) définit
dans Mn(R) une distribution ZE telle que pour chaque ‘P€‘D(Mn(JR))

<Zi ¥ = ITE(X) dx ( @ (xu) (dét u) du
0(nyR)

s

s i s si+n+2—i -1
Si on pose G_ =7 yE ™ (r 3 ) [ Pr(==)
1€ig¢n

alors s > Gi a un prolongement analytique dans ¢ tel que pour tout s € [

<Gi , Ya= f‘l‘f(x) dx ( W(xu) (daét u) du
: 0(n,R)

-T tr(th)

En prenant en particulier \¥: x> (dét x) e , il vient :

t
fG _S_(x) (dét x) e—-'tr( xx) dx = 1, (pour tout s € ¢y .

6.5. Chaque distribution @ ° est tempérée et pour chaque Ye D (Mn(R))

<FG?,vs= (—i)“fm.:s"‘ (x) dx f\l’(xu)(dét w) du

v
On identifie comme plus haut les distributions Gf et ‘f"*['-'\i(X) de Y(xu) (dét u)du
et on aboutit & la conclusion :

v
(IT,14) F6S= ()" g°™

B
me F(%)/P(l;—)) et ‘{*(s) = T Y(si +i-1)

1¢i¢n

Remargue : Soit Y(A)
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supposons maintenant 0 2 ae(s ) % Qe(s ) 3eeey ﬂ,e(s ) et soit @ eD(GL(n,R))

ors integreale X X X converge EVl emment e a formule
al 1'intégral ?s()()d id t et la formul

I(;L(n,ﬁ)

(IT,13) montre aisément que 1l'on a :
!GL(nJR) ’)s(x) P(x) a* = ¥™(s) IMnCR') ?-‘é(x) (F¢)(x) dx

ol 1'intégrale du second membre converge parce 'que vu les conditions sur s , Q_g
est une fonction localement intégrable & croissance lente tandis que ¢ est & dé-

croissance rapide. On peut encore &crire :

(x) Y(x) d*x = L¥(s) L) (F) (x) a*
JGL(n;]R) Qs x) Y(x x s CLnR) Qn £(x ¢)(x X

sous les mémes conditions : Y€ DGL(nR)) et o >,5le(s1) PREESY ﬂe(sn).

6.6. Soit maintenant s un élément flxe de w et A eC€ tel que Red)>
- el s,) ; la fonction xr> [dét x x) (resp. sgn (@&t x ét x x

Re(s) ; 1a foncti dét ¢4 (x) ( (a8t x) |adt x| ¢ (x))
définit dans M (R) wune distribution Z"’s (resp. Z}’S). On pose :

n +1 T, .
/}1,8 ) 112 2 i°i zx’s/ 1T (‘(’X+si+n+1—1)/"(n+1_i))
+ + . 2 2
1¢1i¢n
nQd+1) .1 &

. Y R LT As e foeiei
et Bh e 22/ T (f(—5 ) " —
1¢i¢n

Proposition II-15 : Les fonctions A R al’ et Ars 97"8 ont des pro-

n

longements -analytiques dans- € ;.en fait, chacune des fonctions (A,s) ,}+,s et
A,s) » ’3’5 est prolongeable en une fonction analytique dans c” + . De plus, on
a z

s ~2-n,-%
(11,15) Tk = aim

-A —n,—g

(-1)% B

(11,16) f:t)}’s

La démonstration est &vidente d8s que l'on &crit }r,s = Gi'n‘ etlbl’s =

G'M-s

6.T. On détermine maintenant l'effet des différents opérateurs ’l)', 4, D,, D, sur

iyt s s
les distrivutions G+ s G 'b);?s et '}2’3 . Cela donne lieu & des formules -
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intéressantes.

Proposition II-16 : Pour chaque s ¢ cn, on a :

(I1,17) VGs = 6%
(II,18) 4G5= (vt g%
(11,19) Y'@d=(2m® T (s; +n+1-i) G5
1¢i¢n
(II,20) 4GS = TT (s; +n-i) G
1¢ig¢n
(11,21) D,G3= TT (s; +n-1i) G2
1¢i¢n
(11,22) 0,62 = TV (s; +n+1-1i) G2
1¢i¢n
(11,23) D,Gj= TT (s; +n-1i) G}
1¢ien
s _ - s
(1T,24) D, G, = 1‘1;;‘] (s; +n+1-1) G

Démonstration : La formule (II,17) résulte immédiatement de ce que Uy ° = Zi” ot

de ce que les facteurs de normalisation de }ff et de 2:i+1 sont identiques ; la
deuxiéme formule résulte de la premiére aprés transformation de Fourier. La troi-
siéme formule s'obtient en &crivant que U'}Ei = zjf+1 et en comparant les fac-
teurs de normalisation de ij et de 2:f+1 , et la quatriéme se déduit de la
troisiéme aprés transformation de Fourier. Les derniéres formules sont des consé-
quences immédiates des précédentes (se rappeler que les opérateurs de Capelli D, et

1
D, sont définis par D, = VA et D, =aV) .

Remarques : 1) Il n'est pas étonnant de constater que les "distributions sphérir
ques" C;i et (;f' sont des fonctions propres des opérateurs de Capelli (qui pro-
viennent du centre de l'algébre enveloppante de GL(n,R)) ; les formules (II,21) &
(IT,24) fournissent les valeurs propres associées. Signalons enfin qu'en écrivant
la formule (II,20) dans GL(njR) on trouve la formule :

(rI,25) A @Q(x) = 1T (si +n-i) sgn (@86t x) & . (x)

1¢i¢n s-1
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(x € GL(n,R)) , qui ne semble pas avoir de démonstration directe simple. En tout

cas, elle résulte simplement de la formule :

(11,26) Aas(x) = 7 (si +n-1i) sgn (dét x) «s_,l(x)
1¢i¢n

(x € GL(nJR)) , qui résulte de (II,9). Remarquons qu'on a aussi pour tout

x € GL(n,R) :

(11,27) Atgs(X) = 1TT' (s; +1 - 1) sen (a&t x) L _,(x)

¢i¢n

2) On peut évidemment ré-écrire les formules (II,17) & (II,24) pour les distribu-

tions 153’5 et }}s ; par exemple :

(II,QB) A .}},S = (zﬁ)n 51_135

(11,29) A%},S = 1T'.l: (O + s; +n- i) ??—1,5
£14n

g M _ s Ass

(11,30 Dy T e rno i) BY

6.8. Ces derniéres formules généralisent les formules du lemme I-4, que l'on obtient
g

- - . . A . 0
en faisant s = 0 . Ceci nous améne & résumer les propriétés des distributions '9’+.

Proposition IT-17 : Pour Re(d) 3 0 , soit T} = TP‘ TETTIe D zz’o
(resp. T_)‘_ = TE’A REEE DA Z?’O) la distribution définie dans M (R) par la fonc-
tion x+v—> [aét x[; (resp. x+> sgn (dét x) [aét xl‘x ) 3 alors chacune des deux
fonctions N > Zo+ = nj

: |
g R cgaow” B [ a s -

n(a+1) / 16PER
\’K s ) = ;)_’0 =mr 2 T} n F()—-P—+2+1)/F(§>) a un prolongement
- 1¢pén

analytique dans € , et pour chaque 2A€C , ?,?1 (resp. ‘f}) est un élément non
nul de 9‘} (_Mn(IR)) (resp. XE(MHCIR)). D'autre part, chaque espace &3(Mn(1={)) n
D. (resp. J?.‘A_(MnCIR)) N ') est de dimension 1 . On a enfin :

(11,31) ?"ZZL g
(11,32) TCL”}= (-) g
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T. AE‘ pendice :

T.1. Lemme : Soit Qq 5o Q) des fonctions polynomes sur =" qui sont algébri-
quement indépendantes sur R ; alors O : x —>(q1(x) seens qn(x)) est de rang n

dans un ouvert dense.

Démonstration : Soit k=R et K=k (x1 seens xm) le corps des fractions ra-
tionnelles & m variables ; il existe m—n variables parmi les X5 s qu'on peut

supposer (au besoin aprés changement de numérotation) &tre X pq oo Xpo telles

que (,q_1 seees Ly Xpig seees xm) soit une base de transcendance de K . Soit
maintenant w, ,..., w ~des polynomes sur k (en Xy seees xm) tels que (u1,...,

um) soit une base de transcendance de K ; alors la matrice jacobienne

AU
(,a—l) est de rang m : on sait en effet (algebra, S. Lang, prop. 10, chap. X)
J i,

que le K—espace vectoriel Derk K des dérivations de K sur k est de dimension

seees Dxm) aussi bien que D +> (Du
K sur Km ; or :

m et que D+ (Dx v Dum) sont des

1
isomorphismes de Der

100
k

2Qu.

Du, = 2 — Dx, (1 ¢ig¢m) ,
1 . u. J
14j¢m g
'Bui
de sorte que la matrice jacobienne (37' considérée comme endomorphisme de K
J

. i,J
est un automorphisme. »J

Maintenant, lorsque u; = q; (1 ¢«i¢mn),u, = x‘j (n <J) »

1 J
.')ui ? qi 'aqi
Z J—_ = 2 1 z _— > -
det(,ax. det = , de sorte que dét %, est une fonc
Iij I/ 1¢i,5¢n 3/ 144, 5¢n

tion polynome non nulle. En revenant &8 IR , on voit qu'il y a un ouvert de

Zariski (non vide) de R" ol © est dé rang n .

T.2. A titre de remarque, voici une autre application du théoréme de Glaeser ; rap-

pelons d'abord 1fénoncé complet de ce résultat :

Théoréme (Glaeser) : Soit 6 : BRY — " ayant les propriétés sui-

vantes :

(i) © est une application analytique réelle.

(ii) & est de rang maximal n dans un ouvert dense de r? .
(i#) L'image de © est fermée.

(iv) Pour tout compact K de R" , contenu dans 1l'image de 6 , il
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existe un compact XK' de RY tel que 6(K') =K .

Alors 84: § R") —> X(]Rq) est & image fermée.

Comme le signale Glaeser, si © est une application propre, les condi-
tions (iii) et (iv) sont réalisées (Bourbaki, Top. Gen. Chap. I, § 10, proposi-
tions 1 et 7) et c'est le cas examiné plﬁs haut. Mais ce théoréme s‘applique com-
on va le voir, dans un cas ol © n'est pas propre : on s'intéresse au groupe ad-
joint de ')l(n,R) , c'est-d-dire au groupe des automorphismes de 71(:1, R) qui
sont dé la f‘orme X+»mx m—1 , me GL(n, R) ; les fonctions polynomes po, p1,
cees By définies par la formule :

aét (¥ ‘n -x) = Os§m (-1t p; (x) gn N

sont invariantes per le groupe adjoint, et il y a un ouvert de Zariski 2 , & sa-
voir celui des matrices dont les valeurs propres sont deux & deux distinctes, ol
ces fonctions paramétrisent les orbites du groupe adjoint : soient x et y deux
mtri‘cés dans £ telles que pi(x) = pi(y) pour chaque i, 1¢ i¢ n ; comme x
et y sont semi-simples, i1 existe m ¢ GL(n,€) telle que x=my ! s mais
alors il existe m' € GL(n, R) telle que x = m’.y (m')-1 (S. Lang, Algebra, Chap.
XV, § 3, cor. 2 du théoréme 6) . Ceci étant, l'application 6 : x> (p1(x),...,

pn(x)) a une section s : R" D—>Mn(R) , définie ainsi :

. _qyn1
: 0 0 ....0 (-1) u,
1 0.... 0
0 1
0
i-1
s-(u1 seees un) = \ ) (-n?t ug
\0 0 1 u,

ce qui prouve (iv) et (iii (e(Mn(R)) = R") et aussi (ii) parce qu'il résul-
te de ce que 1l'image de © est R que les fonctions Py seees Py sont algébri-
quement indépendantes. Les conditions d'application du thé&oréme sont donc réunies.
Soit maintenant f une fonction polynome (respectivement CT , analytique) inva-
riante par le groupe adjoint sur Mn(ﬁ) s, T=fos,etcom. (x) =s (6(x)) 1la
matrice compagnon de x (x ¢ Mn(R)) ; alors f(6(x)) = £ (comp.(x)) , de sorte

que les 2 fonctions polynomes (resp. Cm,a.nalytiques) To 8 et f sont égales dans



- 61 -

L, donc partout ; cela prouve d'une part que l'anneau des fonctions polynomes
invariantes par le groupe adjoint est engendré par les fonctions p; (021i¢n)et
d'autre part que Op est un isomorphisme d'espace de Fréchet de ¥ (R") sur le
sous-espace de z(Mn(R)) constitué par les fonctions invariantes par le groupe

adjoint.

Remarques : 1) L'étude des fonctions invariantes n'apporte rien ici concernant les

distributions invariantes par le groupe adjoint.

2) L'opération de restriction des fonctions invariantes en sous-espace des matrices

diagonales n'est pas un isomorphisme : elle a un noyau qui est 1l'espace des fonc-

>

tions nulles sur l'ensemble fermé constitué par les matrices 3 spectre réel.

~
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CHAPTTRE IIT

On démontre qu'une distribution homogéne & gauche, nulle dans GL(n,R) mais
non nulle, est nécessairement de degré entier négatif. Il résulte de celd d'une part
que chaque espace i: ou 9: est de dimension 1 sauf peut-&tre lorsque N est un
entier -p avec O0< p < n , et d'autre part des renseignements sur les supports
des distributions homogénes de degré entier négatif ; on montre par ailleurs que les
espaces ;f:p (ol p estun entier tel que 0 < p < n) sont de dimension infinie.
Enfin, on détermine explicitement les distributions bi-invariantes par le groupe
SL(n, R) qui sont portées par la variété des matrices singulidres (ce sont les so-
lutions bi-invariantes des &quations de division : (a8t.x)™ T = 0, m entier > 1) ;4
ce point, les distributions bi-invariantes par SL(n, R) sont presqu'entidrement

déterminées.

1. Les relations de Turnbull.

i i = .. . . 'é1é '
1.1. Soit k un corps commutatif, x (le)lsl,an un ensemble d'éléments (d'une

extension de k ) qui sont algébriquement indépendants sur k , k[ﬁ} 1'algébre

sur k engendrée par les x;5 3 on définit la "matrice adjointe" x* de x par :

(111,1) x* =

de sorte que x*eM (k[x]) et x®x=xx*= (dét x)‘ln . La réciproque est
d'ailleurs exacte : si y e Mn(kEQ) et yx = (dét x) 1n , alors y = x*.

Soit maintenant ¥ un élément transcendant sur k(x) et dét. (E.ﬂn - x)

= E:j (-1)* p; (x) ™™ le polynome caractéristique de x . Il est clair qu'il
0<¢i<n

existe des €léments Bo(x) seees Bn_1(x) de Mn(k[?]) tels que :

(111,2) .4, -0% = 2 B0 FUT
Osig¢n-1

et en multipliant les deux membres de cette égalité par E.'ﬂn - x , on trouve les

relations
(111,3) B, (x) = 1

(111,4) B,(x) =x B _,(x) + (-0 p.(x) 1, (14 r¢n1)
(111,5) x B _ (x) = ()" p (x) 1

de sorte qu'une récurrence sur r montre qu'en fait
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(111,6) B(x) = & (-D'p ) (0srgm),
Ogigr

~avec Bn(x) = 0 /équation de Hamilton-Cayley).

1.2. On aura besoin de quelques propriétés des matrices Br(x) (0 €«r gn ) ; on vé-

rifie facilement que :

(111,7) (%4, - x)" = -s’%; ag (34, - x)

en remarquant que 1'élément d'indice (i,j) de (;.fn - x)¥ est tout simplement
au signe prés le co-facteur d'indice (j,i) dans le développement du déterminant
dét (§-1n - x) . Ceci dit, on a le :

Lemme IIT-1 : Pour tous les entiers r tels que Og r ¢ n (avec la con-

< <

vention B_1 =0) ona:

(i) :t—x p(x) = (-0 B (x)
(ii) tr(B(x)) = (1) (n-r) p_(x)
(iii) %—?; B.(x) = (n-r) B__,(x) .

: : N : 1814 i3 . 2.
(si A€ Mn(k[x]) s % A est la matrice d'élément (i,j) : Z? ) Ahj) .
¥'x h xhl

Démonstration : (i) D'aprés la formule (III,T) , on a :

('g 1n _ X)* = Z (_1)i+1 %. Pi(x) ?n"i = Z (_1)]'. D ( ) g_n-i-1

- 5. (x
0¢i¢n 'x Osig¢n-1 At

et en comparant avec (III,2) , on tire :

;%~ pi+1(x) = (-1)i B. (x)

.-ax 1
(ii) On fait une récurrence sur r (tr B, = n)

)r+1

tr(B,,,(x)) = tr(x B (x) + (-1 Poyq(x) 1)

r+1
)

= tr(x Br(x» + (-1 np_ ., (x),

r+1
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et d'aprés (i) : «x Br(x) = (-1)F x = (x) , de sorte que

P
)tx T+

tr(x (B,(x)) = (-1) ZJ %15 32 Ppyq(X) = (17 (148) p, ()

1

r+1

et on a bien : tr(B_, (x)) = (-7 (a-r-1) p_,;(x)

r+1

(iii) On a : ;%— Bo(x) = ;%;-1 = 0 ; on suppose la formule vraie jusqu'ad 1'ordre
% ¥'x .
r-1 , et on écrit :
d
28,00 = 2= (x5, () + (-1)7 = p (%)

d'x o¥x %

) -2 N P . .
Or _‘btx (x Br_1(x)) T+ (Br_1(x).x),et on vérifie que si A € Mn(kE(]) :

) - Y.
30 = e 1+ (_btx).x

ce qui donne avec 1l'aide de (ii) et 1'hypothé&se de récurrence :

?

-1 %
2 (B,_,(x).x) = (-1 (n-r+1) p_ (x) A+ F

d°x Fx

X

= (-0 (n-r+1) p._(x) 1 + (n-r+1) B ,(x).x = (n-r+1) B__,(x)

1
On a enfin :

] -
;E— Br(x) = (n-r+1) B._

, (x) = B._(x) =f@-r) B_,(x)

1

Remarques 1) Les formules (i) dulemme III-1 ont été démontrées par
Turnbull ([]3]) par d'autres procédés que ceux utilisés ici.

2) L'introduction des matrices B _(x) a &té inspirée par la lecture de [ od 1es
formules (ii) sont démontrées en utilisant les formules de Newton et les formules
(111,6).

1.3. Maintenant, on considére les fonctions polynomiales x P—»Br(x) (0 ¢rg n),
obtenues par spécialisation & partir des matrices Br(x)) , 4 valeurs dans Mn(k) .
et les fonctions polynomiales x *—9pr(x) (0¢ r ¢n) & valeurs dans k ; les for-
mules (i) du lemme (III,1) disent alors que chaque fonection (-1)¥ B, estla diffé-

rentielle de la fonction polynomiale p s Mn(k) étant mise en dualité avec elle-

r+1
méme au moyen de la forme bilindaire (x,y) F>tr(x ty) ; ceci dit, x #&tant fixé,
chaque Br(x) est dans le centralisateur de x (i.e. dans 1l'espace des matrices’

qui commutent 3 x ) pour une raison triviale (c'est un polynome en x ) mais on
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peut signaler, comme 1'ont montré M. Vergne et M. Duflo (C.R.A.S. 268, 1969, 583-
585), qﬁe c'est un fait général valable dans les algébres de Lie sur un corps de
caractéristique zéro : la différentielle en x d'une fonction invariante est dans
le centralisateur de x ; disons maintenant que x € Mn(k) est régulier si les dif-
férentielles en x des fonctions Py ,(0¢r¢n), sont linéairement indépendantes ;

3 11 est clair que x est régulier si et seulement si son polynome minimal coinci-
de avec son polynome caractéristique, ou encore si et seulement si 1'algébre engen-
drée par x est de dimension n ; d8s lors une matrice est sémi-simple et régu-
liére si et seulement si ses valeurs propres (dans une cldture algébrique de k )
sont deux & deux distinctes, et une matrice x est nilpotente principale (on en-
tend par 13 qu'elle est & la fois nilpotente et réguliére) si et seulement si

xn-1 #0 et x® =0 . Comme d'autre part le polynome minimal de x et son polyno-
_me caractéristique coIncident si et seulement si le centralisafeur de x est 1'al-
gébre engeddrée par x ([14]) , on voit que x est régulier si et seulement si
son centralisateur est de dimension n . Des résultats de ce type dans le cas d'une
algébre de Lie semi-simple complexe ont été démontrés par B. Kostant ("Lie group
representations on polynomial rings", Amer. J. of Maths. 85 (1963), 327-Lok4). Ces

remarques qui ne serviront pas plus bas étant faites, on a le

Lemme III-2 : Si x est une matrice de rang r , alors Br+1(x) =0
(0 ¢ r ¢ n—2).

Démonstration : Soit d'abord x une matrice de rang r ; alors Br+1(x) = x Br(x)

= Br(x).x , parce que (x) = 0 ; on identifie x & un endomorphisme de k@2 ,

P
on appelle E 1'image d:+;et endomdrphisme et xp la restriction de x & E B
comme 1'ensemble des valeurs propres # O (dans une cldture algébrique de Xk ) de
Xp est exactement 1l'ensemble des valeurs propres non nulles de X, il vien?

pj(x) = pj(xE) (1 ¢ j ¢r) , de sorte que Br+1(x) = ( }Z: (-1)? Pi(xE) ) x =
Br(xE).x =0 (Br(xE) = 0 d'aprés le théoréme de Hamilggﬁianley). On en déduit que
si x est de rang r , alors Br+i(x) =0 da8&s que 1 21 , et par conséquent la

fonction Br+1 s'annule sur l'ensemble des matrices de rang g<r .

La réciproque du lemme III-2 est, fausse en général : il est clair que
si Bn_1(x) =0, x est de rang ¢ n-2 , et au moins lorsque k est de caractéris-
tique zéro, ce que nous supposerons désormais, que si B1(x) = x - tr(x) 1n =0,
alors tr(x) = 0 (lemme III-1 (ii)), puis x = 0 ; cela prouve que la réciproque
du lemme III-2 est vraie pour n ¢ 3 ; mais elle ne l'est pas pour n = L4 , car la
matrice x dont tous les coefficients sont nuls sauf ceux d'indices (1,2) et (3,L)

qui valent 1 est de rang 2 , alors que B2(x) =0 . En fait on a :

Lemme III-3 : Une matrice semi-simple x telle que Br(x) =0 est de

rang sr-1 (1 ¢ r ¢ n-1).

<
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Démonstration : D'aprés ce qui précéde 1'énoncé est vrai pour tous les ‘r lorsque
n =3, et aussi pour tous les n 1lorsque r = 1 ; on peut donc faire une réccur-
rence par rapport & r et n ; soit donc x € Mn(k) une matrice semi-simple telle
que Br(x) =0 ; conme k est de caractéristique zéro, le lemme III-1 (formule
(ii)) prouve que pr(x)"= 0 , de sorte que Br(x) =x Br_1(x) = 0 ; alors ou bien x
est un automorphisme, ce qui donne rg(x) ¢ r-2 , ou bien on peut décomposer K"

en une somme directe ker(x) ® E , avec dim(E)< n ; alors Br-1(x) est nul sur

E=1Inx eton vérifie inmédiatement que la restriction de B__,(x) & Imx n'est

autre que Br—1(xE) ; d'ol résulte que x, est de rang ¢ r-2 si r-1 ¢ dim E-1 ;

E
mais si r-1> dim E-1 , slors rg(x) = dim E ¢ r-1 , et on a le lemme.

Remarque : Si on écrit x=s +n , avec s semi-simple, n nilpotent,

sp = ns , alors on vérifie facilement que 1l'on a :
Br(x) = Br(g) (mod. n[x]) (0 ¢r ¢n)

ol [x] désigne l'algdbre engendrée par x et ceci montre que si Br(x) =0,
alors Br(_s_) =0 (0srg n), de sorte que si Br(x) =0 (pour un r tel que

1¢ r ¢ n-1) alors la composante semi-simple s de x est de rang sr-1.

Corollaire : Soit x ¢ Mn(l’() s x est de rang gr-1 si et seulement si
Br(txx) =0 (1<rgn-1).

2. Le résultat d'unicité des distributions homogines.

~ ~

2.1. Dans ce qui suit, on sera amené & "calculer" avec des matrices & coefficients
distributions ; pour clarifier un peu la situation, disons qu'on se place dans
M (D') muni de sa structure de bi-module sur M (E) et de sa structure de modu-

~

le 4 gauche sur 1'anneau M (k [3—]) des matrices & coefficients opérateurs diffé-

~

rentiels & coefficients constants.

Lemme III-L4 : Soit & wun ouvert de Mn(:B) et T une distribution Euler-
homogéne & droite de degré A dans (on entend par 13 une distribution qui vérifie
1'équation d'Euler : ( x -M)T=0 dans ) ; on a.alors :

a) 2~ ((ast 0)1) = (-1)““ (+1) B (x) T
2 X

b) si pr(x) T=0,

o)

(111,7) ;t;- (B (x)T) = (M1+n-r) B¥_1(x) T (0 ¢ rg¢n)

Démonstration :
a) On a immédiatement :
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2 ((agt X)T) = x* T+ aét x 2L
X 3% .
ol on entend par T 1la matrice (T S})ij , et par dét x 1la matrice (dét x)sg)ij.
Or 1l'équation d'Euler donne par transposition :71%—.x =2 ﬂn T =AT ,
X

de sorte que :

QT

. n*=°T(ﬁtx)=max)%}=>m*T,
?2°x r)

?tx x
ce qui donne :

3%” (dét x)T). = (\+1) x* T = (-1)“’1 (M1) B (x) T
~>bx n-1

b) ?— (2,001 = (-7 B () Tep ()2,
X X

d'aprés les formules (i) du lemme III-1, de sorte que si pr(x) T=0,o0na:
(111,8) (- p (x) =8 _(x)T.
r t r-1
?'x
Maintenant, toujours d'aprés le lemme III-1,

?_
2t

(B,(x)T) = (n-r) B,_,(x) T +f%%—

X X

(111,9) B.(x) ,

parce que si A € Mn(ED , alors :

Ceci étant, (III,4) donne :
T T K
S0 (2 B, G0+ (07 a0 3
¥'x 'x Vx
= )
Br_1(x) T + Br_](x) T ,
d'aprés (III,8). En collectant le tout dans le second membre de (III,9) il vient

comme annoncé :

2
tx

(B (x)T) = (\+14n-r) B__,(x) T (0 ¢r ¢n)

2.2. On va utiliser maintenant le théoréme suivant de Schwartz ([§], chap. V, § 2,
théordme 1I) : Soit Te€ D' (R"), F 1le support de T, J, 1'idtal de E(E")
constitué par les fonctions nulles sur F , et Jg la puissance p-iéme de 9

F
(p entier %1) ; si F est compact et T d'ordre < p-1 , le produit fT de T
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par une quelconque fonction f e 38 est nul.

Ceci étant, soit T ¢ P (Mn(IR)) une distribution nulle dans &0 = GL(n,R),

mais non nulle au voisinage d'un point x_ de Mn(R), U une boule ouvert de cen-

tre X s et F une boule fermée de mémeocentre contenant strictement U ; il exis-
te alors une fonction o € $(Mn(R)) valant 1 sur U et nulle en dehors de F , de
sorte que «T est & support compact, nulle dans 5}) , et coincide avec T dans
l'ouvert U ; il y a donc un entier p 3 1 tel que (aét x)p-1 T soit non nulle

dans U tandis que (dét x)P T y est nulle.

Proposition III-1 : Soit T €$'(MH(R)) une distribution non nulle, homogéne
4 droite (ou a gauche) de degré \ et nulle dans «ﬂ,o ; alors X est nécessairement

l'un des entiers -1 .

Démonstration : Soit comme plus haut X, € MnCR) un point au voisinage duquel T
n'est pas nulle ; il y a un voisinage ouvert U de X, et un entier p > 1 tel
que S = (aét x)p_1 T ne soit pas nulle dans U tandis que (dét x) S =0 dans
U; si T est homogdne & droite de degré * , S est homogdne 3 droite de degré
X+p-1 , et la formule a) du lemme ITI-4 montre que (\+p) Bn_1(x) S est nulle dans
U , de sorte que si N # —-p , Bn_1(x) S =0 dans U . On a donc en fait (A+p)
Bn_1(x) S = 0 (dans ce qui suit, on ne précisera pas chaque fois qu'une telle égali-
té n'est vraie que dans U : S désigne donc la restrictionde S & U ). On va
voir maintenant qu'une récurrence sur r (r 3 0) prouve que SQ;$§)+p+q) Bn—r—1(x) S
= 0 ; supposons cette formule vraie ; si N est 1'un des entiers -p-q (Ogqg¢r),
la formule correspondante & l'ordre r+1 est évidemment vraie, de.sorte qu'on peut
supposer Bn_r_1(x) S =0, ce qui implique Pn—r—1(x) S = 0 ; alors les formules
(I11,7) prouve que (M ptr+1) Bn—r—2(x) S =0, et on a bien la formule & 1l'ordre
(r+1) :

TU  (Mp+q) B (x) s=0

0¢q¢r+1 n-r-2
L'application de cette formule avec r = n-1 (auquel cas B __.(x) = 1) montre
que Os(;?;_1 (A+p+q) = 0 , de sorte que A est un entier tel que -n - (p-1)¢A < -ps

ce qui prouve la proposition pour les distributions homogénes & droite ; comme
x > échange 1'homogéndité 3 droite et 1'homogénéité i gauche en laissant cﬂo

invariant, la proposition reste vraie pour les distributions homogénes & gauche.

Corollaire : Soit Te D' (Mn(]R)) une distribution non nulle, homogéne &

~

droite (ou & gauche) de degré A, nulle dans ﬂr (avec 1 g r ¢ n) et d'ordre zé

-1
ro ; alors A est un entier tel que -n ¢ X\ ¢ -r .

Démonstration : On raisonne comme plus haut et on utilise le lemme 2 pour sboutir

au résultat suivant : il y a un ouvert non vide U ol T n'est pas nulle, tandis
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que la distribution vectorielle Bn—r+1(x) T y est nulle ; on a alors :

T (Mr+q) B,(x) T =0
0¢q¢n-r

dans U , ce qui montre bien que * est un entier tel que -n ¢ X\ < -

2.3. On a alors le résultat d'unicité suivant

Proposition III-2 : Si A n'est pas 1' un des entiers -1, =2 ,..., -n+1 ,

2 ) by
Jf+(Mn(]R)) = 3+(Mn(]R)) (resp. ‘x_(Mn “R (M (R)) est de dimension 1.
Ry
Démonstration : Si T, et T, sont deux éléments de i_'_(Mn(R)) , il existe une
combinaison lindaire non triviale T, + %y T2 de T, et T, qui est nulle

dans 0— , (parce que x 5?- ) est de dimension 1) 3 la proposition 1 montre alors
que si )\ n 'est pas 1l'un des entiers <-1 , o, T + 0‘2 T2 = 0 , de sorte que

;f (M ®)) ‘est de dimension 1 sauf &ventuellerment lorsque 2\ est un entier &-1.
Mais comme la transformation de Fourier établit un isomorphisme entre f)‘ M (R)) et
i:)\_n(MnGR)) , on voit que méme si X\ est un entier &-n, & (M (R)) est de dimen-
sion 1. On fait le méme raisonnement pour les espaces R_,_(Mﬂ(]R &’ (M R)) ,
&z(Mn(F)) 3 comme ix(M R)) nRXM R)) = xl R)) # {O} (on & constrult des
distributions 'f+ dans ces espa.ces), on voit que x M R) GR(M (R)) et aussi
ZZ(Mn)(R) ﬂl(M (R)) si X n'est pas l'un des entlers -r(1¢ rg n-1).

2.4. On va voir maintenant qu'en fait, chaque espace i-p est de dimension infinie
(0 < p < n) ; pour celd, soit Olp 1'idéal a gauche de M, (R) corstitué par les
matrices x =(x1 s Xy seees xn) dont les p premiéres colonnes Xy seees xp sont
nulles, et HY® 1la distribution (en fait, la mesure de support O"LP) extension &

MnCIR) de la mesure de Lebesgue de Otp : pour chaque WYe @ , On pose :

<8P , 9> = S‘-((O yeees O, Koy 200 xn) dxp+1 -

dx

n
Il est clair que H® € izp , et comme son support O’-p n'est pas un idéal i droi
te de Mn(B) , B’ n'est pas homogdne & droite ; il en résulte déjd que la dimen-

sion de e"f:p est au moins égale & 2.

En fait, pour chaque y ¢ GL(n,R) , la distribution HP.y transformée de
¥’ par la multiplication & droite par y dans Mn(ZR) est aussi un élément de
1'espace :f :P , et son support est 1'idéal 3 gauche OLP ¥ , translaté 3 droite
de O‘LP par y ; il suffit maintenant de démontrer que l'orbite de O‘Lp sous
l'action de GL(n,R) opérant par "translation" & droite n'est pas finie, ou ce qui

revient au méme que 1l'ensemble des classes 3 gauche de GL(n,R) modulo le stabili -
sateur de 1'idéal alp est infini, pour en conclure que l'espace o\(;p n'est pas

de dimension finie. Ceci &tant, il est facile d'identifier le stabilisateur de O'lp)
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pour celd, on remarque que 1l'idéal (le est 1l'ensemble des matrices x e MnCR)qui
annullent les p premiers vecteurs €, seees ep de la base canonique de R s et
qu'en sens inverse, le sous-espace V de R" intersection de tous les noyaux des
x € ()lp est le sous-espace engendré par €y seves €3 si ye GL(n,R), il est

o équivaut & (/Zp = azp , ou encore & (xy).V =0 pour

~

tout x € ULP soit enfin & yV< V ; ainsi, le stabilisateur de ﬁlp est aussi

clair que Olp y= a

le stabilisateur de V pour l'action naturelle de GL(n,R) dans r" 3 c'est donc
le sous-groupe (parabolique) de GL(n,R) constitué par les matrices dont les p pre-—
midres colonnes ont leurs n-p derniéres composantes nulles, et il devient évident,

au moins par un argument de dimension, qu'il n'est pas d'indice fini dans GL(n,R).

. £ N -p o .
Remarques : 4) Il résulte de celd que les espaces 3-+ sont eux-mémes de di

mension non finie, (0 < p ¢ n).

2) L'auteur ignore si on a des résultats analogues pour les espaces £ :p et g:p’
mais il semble, aprés ce qui vient d'étre dit, que cette question ne présente plus

beaucoup 4'intérét.

3. Solutions bi-invariantes des opérateurs de Cayley et Capelli.

3.1. Dans ce qui suit, on s'intéresse aux distributions invariantes ou bi-invarian-
tes par le groupe SL(n,R) : on va démontrer d'abord 1'équivalent de la proposition
I-1 pour les distributions bi-invariantes. Soit M, (resp. M2) 1l'espace des distri-

butions bi-invariantes dans Mn(R) qui sont annulées par 1l'opérateur de Capelli D,

(resp. D2).
Lemme III-5 : M, = Os;;‘rH x:P(Mn(R)O Jﬁzp(Mncm)
M, = > % P tme P (R))
14p¢n i g

Démonstration : Elle est du méme type que celle de la proposition I-1 ; si

. ‘s . - _ hid 4o -
Ted (Mn(R)) est bi-invariante et telle que D,T (dnn+n 1)1$i<_n-2(dil+l 1)T=0,
alors S = T (dii + i-1) T est une distribution bi-invariante telle
$i¢ n;i
03 O!

1 s
que (dnn +n-1) 8= rs S s'écrit sous la forme S = S+ 8 ol

- . P -n+ . s s .
WS € L +n+1 »_S eo\f_n ! et .S et _S sont toutes deux invariantes & droite par
SL(n,R) ; de méme

§=,5,+,5 ,ol /S et _S_ sont toutes deux dans Pl
et +S+€ &:nﬂ , tandis que +S_€ &:nﬂ ; on a donc | S_¢€ Q::nﬂ /'lz:n” , et

comme cet espace est nul (c'est une conséquence de la proposition II-17), on a

+5 = .5, 5 par un raisonnement identique on aboutit & _8 = _S_, de sorte que

-n+1 -n+ . .
§=,5,+ _5¢ % +n @ Je _n ! ; on termine alors la démonstration par récurrence
comme dans la proposition I.1: -
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3.2. I1 en résulte que M, et M2 sont des espaces de dimension 2n et qu'on peut
en exhiber une base constituée par des ¢ :p , 1?:p . Concernant ces distributions,
on rappelle qu'on a les formules :

(111,10) a “€3= T Q)€
O¢p¢n-1
(III,11) ?f‘?}=(2m"‘ TT () ?,"i”
1<psn

(111,10 bis) & €= (20® 1T (wp) ?):1
14p<n

' 2}
(III,11 bis) U"'f} =7 ++1
(cf. les formules (II,17) & (II,24)).

Proposition ITII-3 : Soit T wune distribution bi-invariante telle que

AT = 0 (resp. }/'T = 0) ; alors elle s'écrit de manidre unique sous la forme :

T = E: 8 qup

O¢p<n-1 P
(resp. T= 3 8, ‘f:p) (apé C)
1¢psn

Démonstration: Si T est bi-invariante et telle que AT = 0 , alors D, T=0 et
le lemme III-5 prouve qu'elle ‘est combinaison linéaire des distributions ??;p .

q?:P (0 ¢ p ¢ n-1) ; les formules 10 et 10 bis montrent alors qu'en fait n'inter-
viennent dans T que les ﬁf:p .sillt=0 , alors D2 T = 0 et on raisonne que

la méme maniére que ci-dessus.

Remarquons que les distributions tempérées telles que v’T =0 sont les
transformées de Fourier des distributions solution de 1'équation de Cayley, mais
qu'd priori on ne savait pas avant le lemme III-5, qu'une distribution T telle que

T = 0 est forcément tempérée.

3.3. Concernant les distributions bi-invariantes nulles dans GL(nJR) , on a :
Lemme III-7 : Soit T une distribution bi-invariante nulle dans ‘Qo B
alors il existe un entier p (p3 1 si T #0) tel que JP T = (aét x)P T'=0 .

Démonstration : a) Soit T # O une distribution bi-invariante nulle dans a5 on
va voir qu'elle n'est pas nulle au voisihage de zéro ; si elle est nulle dans un
voisinage U de zéro, elle est nulle LJ m.U.n qui est ypvoisinage

m,n € SL(n,R)
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ouvert de l'ensemble des matrices de déterminant nul (car U contient des matrices

de tous les rangs), et elle est donc nulle partout.

b) Soit U un voisinage relativement compact de zéro et p-1 1l'ordre de T dans
U ; alors (dét x)P T est une distribution bi-invariante nulle dans U , donc nulle

partout.

3.4. On va maintenant déterminer les supports des différentes distributions ?:p .
T’:p (1a proposition III-1 mdntre que si A n'est pas un entier <-1 , le support de
‘Z"Z‘ ou de ‘fz est tout 1'espace Mn(R)) ; pour celd on remarque que (dét x) ‘?.’:p
=0 (1< pg-n) (formule III,11) de sorte que grice au lemme III-L, on trouve :

m (-p+a) B (x) ¥ P =0 on a donc en réalité B (x) ‘g’:P =0.

-p+
1¢q<p-1 n-p+1 *
Démontrons maintenant le

~-p+1

Lemme III-8 : Soit T wune distribution bi-invariante telle que Bn_1(x)'I

=0 (ol r est un entier tel que 1 ¢ r ¢ n-1). Alors T est nulle dans ﬂr

Démonstration : a) Une telle distribution T est nulle dans &0 ; de fagon plus
précise, 11 est immédiat que Bn-r+1
iteration on aboutit & Bn—1 (x) T=0, ce qui donne aprés multiplication par

x = (dét x) T = o.

(x) T =0 parce que x Bn—r(x) T =0 et aprés

111-1‘

b) On constate maintenant que x = est telle que pn_r(x) # 0, ce qui

0 0
prouve que T est nulle au voisinage de x ; il en résulte (comme plus haut) que

la restriction de T & -er est nulle dans un voisinage ouvert de &r - S% (qui

est 1l'ensemble des matrices de rang s tel que n-r ¢ s < n), donc nulle partout.

De ce lemme résulte que ¥ ;p est nulle dans &p_1 . De la méme fagon, les
formules (11) et (11 bis) prouvent que (dét x) ‘?:p # 0 , mais (dét x)? zf:p =0
(x) ¥P

pour chaque entier p tel que 2 < p¢ n+l , et il en résulte que B

_ n-p+2
= 0 ; la distribution °€_p est donc nulle dans &

p-2 '

3.5. En particulier, ‘\?;n est & support {0} et en fait elle est proportionnelle

4 la mesure 63 comme :
t
j“ﬁj’(x) ) gy = g

on voit que 'Lp:n = %, et la formule (10 bis) écrite avec X = -n+1 montre que

- -n+ . . . . .
(em™™ 'f_n ! est une solution élémentaire bi-invariante de 1l'opérateur de Cayley.

Compte-tenu de la proposition III-3, on voit que toute solution élémentaire bi-inva-
N )—n g-n+1

riante de & s'obtient en additionnant & (2w une combinaison linéaire
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des distributions ¢ P (0 ¢ p ¢ n-1).

4, Distributions bi-invariantes nulles dans GL(n,R).

4.1. On va maintenant déterminer les espaces E_(q entier > 1) constitués par les
distributions bi-invariantes T telles que (dét x)& T = 0. On rappelle que le lem-
me III-7 affirme que toute distribution bi-invariante & support dans l'ensemble des
matrices de déterminant nul est dans un Eq , pour un entier q convenable, et que
l'espace E, a déja été déterminé par la proposition ITII-3. Comme Té€ Eq si et
seulement si (dét x)q_1 Te E, , on voit qu'il est convenable d%tudier les équations

de division : (aét x)T T = ‘f;P (r entier »1, 1< p ¢ n) . Pour cela on pose

r(a) 1

c(r) = Thm) ~ NA+1)..0a+n-1) °

et on remarque que les &quations (III,11) s'écrivent :

2 -
(III,11 ter) € = (2m® c(A)  (dét x) 'Z’: v,
de sorte que “f+ = (dét x) ‘t’iq = (2m)® c(a-1)(aét x)° '2?1'2 .

S

sqs . A- .
En utilisant & nouveau la formule (11 bis) pour'f + 2 , on voit qu'on a les formu-

les :

(111,12) 'fz = (2m® c(A-1) (aét x)° 7,"1'2

(111,13) “f3= (2M? cO-1) (agt x)3 €173

Lemme ITI-9 : Pour chaque entier r » 1 , on a

(I11,14) ‘fz = (eM™  TT c(A-2i+1)(dét ) ‘6)‘+'2r
1¢igr

(111,15) T = (emPT 1T‘f e -2i+1) (agt x)2FHT ER-2rT
cig¢r

Démonstration : On raisonne par récurrence sur r , les formules (12) et (13)
étant les formules (14) et (15) respectivement avec r = 1. La formule (III,11 ter):
‘ft'z’r'] = (2m)® ch-2r-1)(aét x) ‘6’1_2"'2 et 1a formule (III,15) donnent de
suite :
e @) TT cpeaien)(ase 020 ¥)-22
Tei¢r+1
ce qui est la formule (III,14) & l'ordre r+1 ; pour avoir la formule (III,15) &

N-2r-2
1:+

l'ordre r+1 , on remplace dens la derniére relation écrite par
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(gt x) € 2(r+1)-1,

4,2, On va utiliser ces formules pour trouver des solutions (bi-invariantes) des
équations de division : (dét x)2r S = ’é’:P et (dét x)2r+1 S = ?;P (1< pgm).
Pour cela on &crit qu'il y a &galité entre les premiers termes des développements
de Taylor au voisinage du point X = -p des 2 membres de (III,14) ; soit mr(p)
l'ordre du pdle de A +=> 1 c(A-2i+1) au point -p ; alors, on a :
1¢isr

Z 2r wr(p) b

(111,16) CF= (@ a (ag x) (4 T,

r,p U)rips ! an 1=_2r_p
)

- p
ol a, est le coefficient de ()+p) v dans le développement de Laurent de

’
Nr—> 1<1:1-r c(d-2i+1) au voisinage de -p .

De la méme fagon, on a :

w_(p)

r A
Y

~-P _ 2 2r+1 (d
(I11,17) Cr= b, p (88t %)

a A=-2r-1 -p

ol b, est une constante convenable. Ceci dit, on voit que -p est un pdle (sim
t ]
ple) de c(A-2i+1) =

1 . . .
D+1-23) he2—21)... (n+n-21) si et seulement si 21 ¢ n-p,

et par conséquent u)r(p) est le minimum des 2 entiers r et [%2] ([n—;ﬂ] est la
partie entiére de 252) . On a done :

iDr(p) = min (r, [n_;;g])

Proposition ITI-L : Toute distribution T € E . (resp. E2r+1) s'écrit de
maniére unique sous la forme :
w__,(p)
r-1 2
T= 2 8 (g—)‘) T. (ma E, )
Kpen T A=-2r-p+1
. W, (p) \
(resp. T= > &y (-(ﬁ‘)k Y+ (mod E2r) )
1¢p¢n ==-2r-p
les ap étant des nombres complexes.
Démonstration : Soit T € Eq , S = (dét x)q_1 T ; alors il existe des constantes

dp € C telles que :

D -

= 1<pen %p +
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a) Si q = 2r , on doit résoudre 1'équation de division :

L 2r-1 _ P
(dét x) T= y_ % %,
lemn

et d'aprés ce qui a été démontré plus haut, on'a :

(p)

W

r-1 bY

T= 2 & (%) %" (mod E
1¢pg¢n P )=—2r+1—p

2r—1)

b) Si q = 2r+1 , c'est la formule (III,17) qui donne ce que l'on désire.

¢) Pour ce qui est de 1'unicité des nombres complexes ap , on l'obtient ainsi : si

0.._,(p)

r-1
a 2 N s
Z ap Ef)-)\ 'f_ < E2r—1 » on trouve apreés multiplication par
1¢p¢n =-2r+1-p
(a6t x)°771 et utilisation de la formule (III,17) :

a -
_ 2 ___ ﬁf+P =0,

1¢p¢n  r-1,p
et comme les distributions "f:p (1¢ p¢ n) sont lindairement indépendantes (ce
sont des distributions homogénes de degrés 2 & 2 distincts) on en déduit bien que
a =0 1¢ <n).
o (1 ¢ pgn)

On voit ainsi que chaque E_ est un espace vectoriel de dimension nq

qui est contenu dans 1l'espace )o'(MnC!R)) des distributions tempérées sur MnCR).
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CHAPITRE IV

L'objet de ce chapitre est de démontrer dans le cas complexe des résul-
tats analogues 3 ceux obtenus dans le chapitre III. Les sous-groupes intéressants
de GL(n,t) sont le groupe Bo des matrices triangulaires supérieures i coeffi-
cients diagonaux» O et le groupe U(n) des matrices unitaires nxn; & 1'excep-
tion du résultat concernant 1l'anneau des fonctions polynomes sur Mn(C) s (Mn(c)
sera toujours sauf indication contraire, considéré comme espace vectoriel réel),

~

invariantes & gauche par U(n) , qui nécessite une démonstration détailléde, tous
les autres ont des démonstrations tout & fait analogues 3 celles données dans le
chapitre II, ce qui explique qu'autant que possible, on ne les a pas réecrites.

Un corollaire de ces résultats a été démontré par E. Stein, qui utilise la formule
de Plancherel du groupe GL(n,C) ([15]) . D'autre part, de méme que dans le cas
réel, on étudie les distributions définies par des fonctions sphériques de

GL(n,€) . On donne en dernier les énoncés correspondants au cas quaternionien.

1. Distributions invariantes & gauche par U(n) et homogénes & droite.

1.1. Soit B0 le sous-groupe de Gl(n,C) consti-
tué par les matrices triangulaires supérieures & termes diagonaux >0 , et pour

chaque s = (s1 seees sn) ¢ ¢” > %, le caractére de B défini par :

T %1
2 (®) = e (P33) ’
pour chaque be&B . On étend ce caractére en une fonction sur GL(n,C) , inva-

S

riante & gauche par le groupe unitaire, qu'on continuera & noter o, 3 en fait,
pour chaque x ¢ GL(n,f) on a :

T ()00

°(s(X) = 1zien 1
~ to 2 . 2
ol X = "% est la transposée conjuguée de x , Spet = 0, et ﬂi(ix) est le
mineur principal d'ordre i de la matrice hermitienne positive ¥x 3 lorsque

s €W , «x  estune fonction continue sur Mn(c) et définit dans Mn(c) une

~

distribution T° qui est invariante & gauche par U(n) et s~ homogéne (ce
qui veut dire qu'elle se transforme par BO a droite suivant ds) 3 soit mainte-
2n dx

lagt xI2®
: X
une mesure de Haar de Gl(n,C)), et du la mesure de Haar normalisée de U(n) H

nant dx la mesure de Lebesque de Mn(c)~R ,a%x = (c'est

si x = ub est la décomposition d'un &lément générique x ¢Gl(n,C) en produit
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d'un élément u de U(n) par un élément b de B, ,ona:

* = iy ™ —-2i+1
Tx=c @ 405 3535 M5 reien "1 g

ol ¢ est une constante > 0 et Eij (resp. ?ij) est la partie réelle (resp.

imaginaire) de bij pour i<

~

Un calcul analogue & celui effectué au chapitre II donne :

Proposition IV-1 ": La fonction s ’__’gs =
3

S.
sila . .
Tt ".l b v (l"(—2i +n+1-1i)/p(n+ 1-1)) est prolongeable
1€i¢n
en une fonction analytique entiére, et pour chaque s € ¢ ,935 est une dis-

tribution invariante & gauche par le groupe unitaire, “ - homogéne et telle
que :

'(-M (C)gs(x) e-'ﬂ’tr(:‘ix) dx = 1

n

1.2. Si maintenant 1"BQ est le sous-groupe de Gl(n,C) constitué par les ma-
trices triangulaires inférieures d termes diagonaux > O , chaque caractére

: T 5i 418 . . P
ﬁs t b 1eien (bii) s'étend en une fonction sur G1(n,C) , encore notée [35,

qui est invariante & gauche par le groupe unitaire, et qui se prolonge & Mn(C)
en une fonction continue, lorsque s décrit un domaine convenable A)r"l de

® 5 lorsqu'il en est ainsi, Fs définit dans Mn(ft) une distribution R° qui

~

est invariante & gauche par U(n) et qui se transforme & droite par tBO sui-

vant le caractére Bs . On a alors

Proposition IV-2 : La fonction s RS =
zs. S
T "/'2' RS/ T (l“(-2-£ + 1)/ p(i)) est prolongeable en une fonction
lei¢n
analytique entiére, et pour chaque se¢ c? ’ ®R5  est une distribution invariante

4 gauche par le groupe unitaire, {Ss - homogéne et telle que :

v
Mn(c) RE(x) e—“ﬂ’tr(xx) ax = 1

Signalons enfin que le lemme II-9 se 1lit ici sous la forme suivante :
une distribution T sur Mn(ﬂi) est o - homogéne (resp. et invariante &

gauche par U(n)) si et seulement si sa transformée de Fourier (on utilise le

o v
o2mi Re Tr.(x y))

noyau de Fourier (x,y) +—> est B homogéne (resp.

-s=2n
et invariante & gauche par U(n)).



- 18 -

2. Distributions invariantes & gauche par U(n).

2.1. Suivant la méthode générale utilisée au chapitre II, on commence par déter-
miner 1'anneau des fonctions polynomes sur Mn(c) (considéré comme espace vee-
toriel réel) qui sont invariantes (sous-entendu : & gauche) par U(n); il ne

semble pas que le résultat dont on va écrire la démonstration se trouve quelque
part dans la littérature mathématique; il est pourtant trés naturel, et slirement

connu.

Proposition IV-3 : Soit f : Mn(C) +—> € une fonction polynome inva-
riante & gauche par le groupe unitaire, c'est-a-dire telle que
f(ux) = £f(x) pour tous ueU(n) , et x e Mn(C) . Alors il existe une unique
fonction polynome g sur l'espace vectoriel réel MHn(G) des matrices hermi-

tiennes nxn telle que f(x) = g(¥x) pour tout x € Mn(C) .

Démonstration : .L'unicité d'une telle fonction g est &vidente : une fonec-
tion polynome sur MHn(C) qui est nulle sur les matrices positives est nulle
partout.

La démonstration de l'existence de g se fait par récurrence sur l'entier n»1;
lecas n=1 est celui ol f : R2 —> ¢ est invariante par l'action naturelle
de S0(2) dans ®° , et il est connu qu'il existe une fonction polynome & une
variable g telle que f(x) = g(xX) pour tout x € € . On suppose donc 1'énon-

cé vrai pour tous les entiers £n-1, et on le démontre pour n .

a) Si on écrit un élément xe€GL(n,l) sous la forme x = ub, avec ué€U(n) ,
beBo ,ona f(x)=f(b) . On s'intéresse donc 3 la restriction f de f

au sous-espace de Mn(C) constitué par les matrices x de la forme

(€) et »=( ) .

X122 *q3000 0%y

Xy #
= [
x ( ) , ot X, € c, xeMn_1

0 x'

Comme :
(1 0 ) ( X414 " } ( Xi4 *
0 u' 0 x' 0 u'x' ?

i 'en écri =5 eV, .5 Y. TE :
on voit qu'en &crivant le 13 1 "’1,] (31,]’ !13 réels) et

- o, o o« .
£xypseeesXyps x') =§- Q,((x')'g.l: g 2L eyt

11" 1M1 %mn 9 1m
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~

chague Q“ est une fonction polynome invariante & gauche par U(n-1) , de sorte
que pour chague « , il existe une fonction polynome gy , définie sur

. 1) = Yrgr '
MHn_,‘(C) telle que : R (x') g{x'x') pour tout x'e Mn—1(¢)

b) Maintenant, en ordonnant f par rapport aux mondmes par rapport & x'x' , on
obtient :

f‘(x”,...,xm;x') = § f_’(xn,...,xm) m, (X'x') ,
et comme :
3 0 X, # 3 X, S*
o 1 0 x'> = o X! , on voit que
n-1

pour chaque o , et pour chaque nombre complexe S de module 1,

£, (S %15 Sx12,..., 3 x1n) =fy (x”,...,xm) (on a utilisé le fait que les

fonctions polynomes x' +— Re(xil xj)) X' — Im(xil xj) R

16i¢jen-1 , ol x;,...,xﬂ_1 sont les vecteurs colonnes de x' , et
(x{lxj) =7 x;i i;j , sont algébriquement indépendantes). La propriété ainsi
r

mise en évidence pour les f, est encore une fois une propriété d'invariance par
rapport & 1l'action "cogrédiente" de S0(2) dans lextRex Lo X |R2 (n facteurs);

on sait alors ([2]) que chaque f, mne dépend en fait (polynomialement) que des

parties réelles et imaginaires des nombres complexes X0 i1
¥

j(1&i,jen).iL en ré-
sulte que T ne dépend en fait (polynomialement) que de

x' et des

X x1j (1¢i,jsn) .

c) Ceci étant, on revient & la décomposition x = ub; on a :

£(x) = £(b) = F(b11, LIPPRRE bln;b')’ et d'aprés ce qu'on vient de voir

- v
. Al 1] 1 .
f(b11,..., b1n’b ) est un polyno?f en _P b et les b1i b1j 3 comme
1 1) = V) - . e .. '
utU(n), (bil bj) (xili) 311 b1J, f(b11, “’b1n;b ) est d?7g un polynome
) = i
en les (xil xj) et les b, b1j ; d'autre part b, (x1 x1) et
(xi‘ x1) o _ B (xii x1)(x1l xj)
b1. = — , et ainsi b1i b1. = CRER)
: 1/2 J 1%

(x1' x,)

En conclusion, étant donné f , il existe une fonction polynome F1
sur MHn(C) , et un entier r,» 0 tels que pour tout x €GL(n,C) :

F1(§x)
£fx) = ——— .
(x1] x1) !
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d) De la méme manidre, en utilisant la déocmposition x = ub , ueU(n), b GtBo .

on voit qu'il existe une fonction polynome F_ sur MHn(C) et un entier r2>0

2
tels que pour tout xé GL(n,C)

F,(¥%x)
£(x) = Z_XX___ .

r
i 2
|
(x, xn)
Il en résulte que pour tout x¢ Mn((L') , On a

r r
FG0) (x 1 x) 2= R (xyfx) '

Comme les fonctions polynomes x = Re(xi\xj) , X I—)Im(xil xj) , (12igjgn) , sont
algébriquement indépendantes, on voit que F, est "divisible" par (x1|x1)r'| R
et par suite, il existe bien une fonction polynome g sur MHn(c) telle que

pour tout xeMn(C) f(x) = g()vcx) .

2.2. La proposition qui vient d'@tre démontrée dit que les fonctions polynomes
x > (xilxi), (1¢ien) , x = Re(xilxj) y X b Im(xilxj) , (1¢isjen) ,(en nombre
n2) engendrent 1'anneau des fonctions polynomes invariantes par U(n) et sont

algébriquement indépendantes. On peut donc énoncer :

Proposition IV-4 : Soit 6 : x k> ¥x , et Cn 1'image de © dans
MHn(C) , c'est-8-dire le cOne des matrices hermitiennes semi-définies postives;
alors 6, est un isomorphisme vectoriel topologique de ‘g(Cn) (resfp.ﬁ(cn))
sur 1'espace des fonctions C”(resp. C® & support compact) sur Mn(C) qui
sont U(n) - invariantes & gauche. Il en résulte que l'espace des distributions
U(n) - invariantes & gauche sur Mn(C) est isomorphe & l'espace des distribu-
tions sur’ Cn , ce dernfer espace s'identifiant d'ailleurs & 1l'espace des dis-

tributions sur M]-[n(c) qui sont & support dans le cdne Cn .

2.3. On en déduit aussitdt qu'une distribution T sur Mn(d!) , qui est invarian-
te & gauche par U(n) , est o(s-homogéne si et seulement si 6T est elle-méme
y :
a(s-homogéne, ce qui veut dire que pour tout béB ,6*{b y b) = o(s(b) & T(y) .
o

En utilisant la transformation de Laplace relative & Cn , on trouve :

Proposition IV-5 : Pour chaque sect , l'espace des distributions sur
Mn(c) , qui sont U(n)-invariantes & gauche et oqg homogénes (resp. ps - homo-
génes) est de dimension 1, donc engendré par la distribution gs (resp. 9?5).'De

plus, on a : )
Fes o™ (eeh) .
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2.4, En considérant le cas o s = (2,2,...,3) (AeC), on obtient 1'énoncé sui-

vant :

Corollaire : (i) Pour cha,que A€C 3 partie réelle >0 , on appelle T
la distribution définie s par la fonction x +> |dét x 1
et B2 1a distribution f /p n(r@ + p))ﬁ' . Alors Ais @ se prolonge

en une fonction analytique dans tout € telle que :

gl(x) e-*,T'tr(slcx)dx -

et PF@EhH =€

L

pour tout A .

(ii) Pour chaque €€ , l'espace des distributions Teg' (M (d?)) telles que pour
tout couple (m,n) d'éléments de GL(n,C)

T(m x n) = |aét(m n)') T(x)

est de dimension 1 (il est donc engendré par la distribution®™)

La partie (i) de ce corollaire est connue : E. Stein en a donné une
démonstration qui utilise 1'analyse de Fourier sur le groupe GL(n,C) ([15]

B}

§6, proposition 3) . Il ne semble pas que sa méthode donne (ii)

3. Distributions homogénes sur € (cas o n = 1).

3.1. Pour chaque le€ et re Z, l'espace ‘5;} est par définition 1l'espace des
distributions T sur <l!,.,£R2 telles que pour tout m€C*(i.e. m # 0) on ait :
T(mz) = |m|7‘ [m]r T(z) , (avec [m] =ﬁ) ; on voit alors que chaque Teﬁ,:,

appartient a l'espace E}; des distributions sur R2 qui se transforment par

S0(2) suivant le caractére d'indice r : T(x cos® -y sin® , x siné +
+ycos b )= e1¥e T(x,y) (040<2T), ce qu'on écrira plus succintement sous la
forme :

"T(uz) = u T(z) (uweu(r)) .

2 . s . 2
On est alors amené naturellement & introduire 1'espace gr =95'r A2 (R7)
des fonctions @ telles que :
@(uz) = u @ (z) (ueu(1) , zeC)

et le projecteur continu E . : VI (z ¥ f (1) w(uz) u© au)

U

1
(du étant la mesure de Haar normalisée de U(1)) de $((R2) sur $r
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3.2. On va étudier les différents sous-espaces (fermés) de & (!R2) que sont
les -‘br (re®) ; on sait déjad tout sur So , qui est le sous-espace de -‘5(82)
constitué par les fonctions invariantes par rotation, et on va voir qu'en fait

chaque ﬁr (avec r # 0) se déduit d'une maniére simple de 30 .

Soit f une fonction polynome sur R2 telle que pour tous
ueU(1) , ze€ , fluz) = u° £(z) ; alors chacune de ses composantes homogdnesi la
méme propriété, de sorte qu'on peut supposer f homogénes comme pour chaque
entier p21 , les fonctions (x,5) b= (x + iy)? et (x,5) > (x - iy)?
constituent une base de l'espace des polynomes harmoniques de degré p , un résul-
tat classique dit que f s'écrit de manidre unique comme combinaison linéaire de
fonctions de type (x,y) > (x2 + y2)p (x + iy)q ou de type
(x,y) = (x2 + yz)p (x - iy) (p,q entiers>0), et si on exprime que f e .%’r
on trouve que f s'dcrit sous la forme :

2(x,y) = (x + iy)* s;(x2 )

(resp. £(x,y) = (x - iy)™" g(x® +y9))

si r»0 (resp. r«0) , g #&tant une fonction polynome d'une variable. Autre-
ment dit, la multiplication par la fonction polynome (x,y) F» (x + :'Ly)r

(resp. (x,y) > (x - iy)") est pour chaque entier r>0 un isomorphisme de
1'espace des fonctions polynomes invariantes par rotation sur l'espace des fonc-

tions polynomes appartenant & $’r (resp. 5'_r) .

Soit maintenant re¥€ = ¢ (Rz)n ® ; alors elle peut &tre approchée
dans t(R‘?) par une suite de fznctions polyrl;omes, donc par une suite de fonctions
polynomes appartenant & 3;_ (ceci est du & la présence du projecteur Er);
maintenant, on sait que la multiplication par une fonction polynome sur &" , con-
sidérée comme endomorphisme de & (an) est un homomorphisme, ou ce qui revient
au méme, est un isomorphisme vectoriel topologique de % (Rn) sur 1l'image (qui
est un sous-espace fermé de & (Rn)). Dés lors, en utilisant ce qui précéde, on
voit que la multiplication par la fonction (x,y) F» (x + iy)¥ (resp (x,y) F>
> (x - iy)T) est pour chaque entier rz0 (resp. r <o) un isomorphisme d'es-
paces de Fréchet de 30 sur 3r .

Soit enfin fe ®_ ol r est disons, 20 ; alors il existe g €&(R)
¥ 5

g(x2 +y , et on ne sait pas encore que g

est & support compact; soit alors & eR) telle que «: (x,y) Ha(x‘? + y2)

telle que f(x,y) = (x + iy
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vaille 1 sur le support de f ; il vient o (x,y) f(x,y) = f(x,y) = (x + in~

«(x,y) g(x2 + y2) , de sorte que Qr est exactement 1'image de 9‘50 par la mul-
tiplication par (x,y) = (x+iy)T . En résumé, la multiplication par la fonction
(x,7) > (x + iy)T (resp. (x - iy)™T) est pour chaque entier r»0 (resp. re0)

un isomorphisme vectoriel topologique de %o sur 9r .

3.3. Comme QI" s'identifie au dual de l'espace %_r , i1 y & un isomorphisme

vectoriel topologique de 51'_ sur 3(’) qui est facilement identifiable :

Proposition IV-6 : Pour chaque entier r» O la multiplication par la
fonction 2z k3 z° (resp. z > z¥) est un isomorphisme de 31" (resp.9’_r)

sur & .
(o)

3.4. On en déduit le :

Corollaire : Pour chaque entier ra»0 , la multiplication par la fonc-

tion zt+3 T (resp. z +» z') est un monomorphisme de 5}1‘ (resp. ‘5,))
A+r -
dans 5,0

Ceci étant, pour Re(M)> O et re 2 , le quasi-caractére m Hlml”[mj'
de C€* a un prolongement comme fonction continue sur € et définit une distri-
bution t?‘ € 5,1_ telle que A,_,tp'\r soit holomorphe dans le demi-plan Re(Q) >0 ;
Le corollaire précédent raméne la question du prolongement & € de la fonc-
tion A+ ti a4 celle du prolongement de A _, tg"’" , & laquelle on sait
répondre (chapitre I, paragraphe 3.h.), et permet daussi d'affirmer que chague

espace ,y; est de dimension 1.

L, Les distributions homogénes hilatéres sur Mn(c) (cas n»1) .

L.1. On va généraliser ces résultats au cas n>1. Pour chaque Ae¢C et r ¢ #
on appelle %: 1'dspace des distributions Tgﬁl(Mn (¢)) ‘telles que pour

tous m et neGl(n,¢), T(m x n) = laét (mm)I? [dét(mn)_]r T(x), %I" 1'espace
des T telles que pour tout couple d'éléments u,v de U(n)

T(u x v) =(dét u v)T T(x), 21‘ = 91'. et %r =%:\D1: ] 33;. s'identifie au dual
de 1l'espace S,f_r (muni de la topologie induite par D ) et E, :

P (x > j Wuxv) (@88t (uv)™™ du dv) ol du est la mesure de Haar nor-
U(n) x U(n)

malisée de U(n) , est un projecteur continu de @ (ou de %) sur & (ou sur %)
r T
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(u x v est 3 la méme distance euclidienne de zéro que x , de sorte que si ¢ est

nulle en dehors d'une boule fermée de centre zéro, EY ala méme propriété).

4.2, On détermine d'abord 1l'anneau des fonctions polynomes sur Mn(c) qui sont
bi-invariantes par le groupe unitaire. Comme dans le chapitre II, la formule :
. r e n-
gét(g1 - xx) = & (-7 ¢ (x) ¥

Osren
définit sur Mn(C) des fonctions polynomes bi-invariantes a, =15 a4 5eee

a, qui sont algébriquement indépendantes et engendrent 1'anneau des fonctions
polynomes bi-invariantes, et l'opération de restriction au sous-espace des ma-
trices diagonales réelles est un isomorphisme Sur 1'anneau des fonctions poly-
nomes sur R° qui sont W -invariantes. Ici, il y a lieu de considérer aussi l'o-
pération de restriction f — F au sous-espace des matrices diagonales (comple-
xes) : si f est bi-invariante par U(n) , f est une fonction polynome symé-
trique sur " et telle que pour tous uie U(1) (1=ign) et (z n
f“(u1 z

] s zn)e [y

P oarees W zn) = F(z1 seens zn) (on dira pour exprimer cette dernidre
propriété que £ est complétement invariante par U(1) ; en fait il est presque
immédiat que f f est un isomorphisme de 1'anneau des fonctions polynomes

U(n) - bi-invariantes sur l'anneau des fonctions polynomes sur c? qui sont sy-

métriques et complétement invariantes par U(1) .

4.3. Soit maintenant f une fonction polynome sur Mn(C) qui est dans ﬁr c'est-
d-dire telle que pour tout couple d'éléments u, v de U(n), f(u x v) =

~
(a8t (u v))T £(x) , (pour tout x); alors T est toujours une fonction polynome
P W zn) (1sien Uy ) f(z1 seees zn)
pour tout u € U(1) (1<ien) et tout zeC .

symétrique sur ¢ mais f"(u1 z

Lemme : Etant donné une telle F , il existe une (et une seule) fonc-
tion polynome g , symétrique et compldtement U(1) - invariante sur €° telle

que si r=>0 (resp. r<0)

. P R
f(z1 yeees zn) = ( 1eien Zi) g(z1 yeens zn)
N =( T zyTr
(resp. i‘(z.1 yeees zn) leicn zi) g(z1 s ey zn))

pour tout (z1 seves zn) e ¢

Démonstration : On fait une récurrence par rapport & n (le cas n =1 a &té
traité plus haut) : si on ordonne T par rapport aux "variables" provenant

de z1 . 22 seeny zm_1
des éléments de %r(c) ; une premidre application de 1'hypothése de récurrence

, on constate que les coefficients de ce polynome sont

montre alors que T est de la forme :
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~ - . roo» (.2 2\yp ¥
f(z1 seees zn) (xn + 1yn) 5 (xn + yn) _fp(z1 seees zn_1) s

(on a écrit z, =X+ i y, etona supposé r>0) . On applique une deuxiéme
fois 1'hypoth&se de récurrence aux différentes fonctions Fp , et on voit que £
s'écrit :

x - T’ N vy r 2,8 2 = -
f(z1 2ttt zn) ( 1¢i&n (xi ! yi)) Zp (xn yn) gp(z1 By oaree zn—1zn—1)
Ceci prouve l'existence de & , et il est alors immédiat que g est unique et

qu'elle est symétrique et complétement’ U(1)-invariante.

Ceci étank on sait qu'i‘l existe une fonction polynome U(n) - invarian-
te g sur Mn(c) dont la restfiction au sous-espace des matrices diagonales
complexes est la fonction g : alors la fonction x v (dét x)* g(x)

(resp. x> (&t %) ° g(x)) est une fonction polynome appartenant & ‘Zr
si r>0 (resp. r«0) qui a méme restriction que f au sous-espace des ma-

trices diagonales, de sorte qu'elle est identique & f . On a donc :

Lemme : Pour chaque entier r20 la multiplication par la fonction
x> (a8t x)T (resp. x > (dét %)Y est un isomorphisme de 1l'espace des fonc-
tions polynomes bi-invariantes par U(n) sur le sous-espace de ‘ér (resp. S_r)

constitué par les fonctions polynomes.

4.4, Ce lemme permet de déterminer comme dans le cas n = 1 les espaces %r
en fonction de 1'espace ‘20 des fonctions C® bi-invariantes par U(n) .

Aprés un raisonnement tout & fait identique & celui détaillé plus haut, on ob-

tient :

Proposition IV-7 : (i) Pour chaque entier r>0 , la multiplication
par la fonction x +— (dét x)* (resp. x > (dét %)T) est un isomorph?sme
vectoriel topologique de Zo sur ‘ir (resp. %_r) et de .ﬁo sur -Or
(resp. %_r) .

(ii) Pour chaque r>O , la multiplication par la fonction

x > (aét %) (resp. x — (dét x)F) est un isomorphisme de 9'r (resp..ﬁ’_r)

!
sur § .
o

4.5. Pour chaque A & partie réelle >0 et pour chaque re¢# , on désigne par

T? la distribution définie dans Mn(C) par le quasi-caractére
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x = lagt xI* [aét x]T  de GL(n,0) (Tg est la distribution T? du corollaire
de la proposition 5); soit maintenant ¥e¢ D (Mn(c)) et par exemple r 20 ;

on a

< Lws =f 1agt x 7T (agt 0T (B_9) (x) ax
dét x # O

de sorte qu'on peut supposer que Y¢ -‘ZS_r , Ou encore que ¢ est le produit d'une

fonction We 950 par la fonction x> (dét %)7 , et ainsi :

2 Mt . + .
<t es = [laee T v ax =T LW
De la méme maniére, si r = -r' est<£0 , de sorte que r'>0 , et si

Ve E.ﬁr, , 11 existe WYe¢ 2)0 telle que :

Ar! A+ L rl
<T¢, s8> =<T] sW > =<T , ¥ > .

On est donc amené & poser :

n( + lr\)/z
(v,1) < =x > T (e Ly )
1=pen
4.6. On peut énoncer :

Proposition IV-8 : (i) Pour chaque ré # , la fonction At——)gr’:‘ se

prolonge au plan complexe en une fonction analytique telle que pour chaque r=z0

et pour chaque AeC :
v
(1v,2) le(x) (agt )T & TEOH) 4 oy
v
(1v,3) Jﬁlr(x) (a6t x)T o TR 4 g

(ii) Pour chaque (A,r)cCx2Z , 1l'espace ¥ est de dimension 1, (et est

donc engendré par:la distribution g?) .

(iii) Soit V¥ (resp. V%) l'opération de multiplication dans 1'espace des distri-
butions par la fonction x > dét x (resp. x > dét X) . Alors pour chaque
r>0 et pour chaque W\ €C :

AT

(IV,4) BT €r =€

(o}

(1v,5) g} —el
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Démonstration : (i) Il est clair que ,\,_._;grﬁ est analytique entiére; la formule
(Iv,2) peut &tre démontrée ainsi : le premier membre s'écrit, au moins lorsque
Re(2 ) >o,jg;:’(x) (a6t %)F e'm’_r(’v"‘) ax = _)A‘Z,';‘*'r(x) FLLZICC0 P , d'aprés le
corollaire de la proposition 5 ; la formule (IV,2) est donc vraie lorsque

Re(A) > 0 , donc touijours par prolongement analytique ; méme démorgration pour
(1v,3). "

(ii) Chaque 3;6}‘ est de dimension 1 parce que ©'' (resp. ) est un mononorphis-

me de ?ﬂ: (resp. xtr) dans 3‘.32 qui est de dimension 1 (r>0) .

(iii) Les formules (IV,4) et (IV,5) se démontrent comme (IV,2) et (IV,3) :

d'abord pour Re(X)> 0 , ce qui est immédiat, puis par prolongement analytique.

L4.7. On va maintenant écrire les images de Fourier des distributions @'x“ B

)—
comme ?’J&j‘ P"—>3€;‘ 2n , on est amené & poser :

_ A=2
SEh) = c () 6

et & calculer cr()) . Dans cette situation, il y a deux opérateurs de Cayley :
si x.. =‘§.. + V-1 gi. , on pose :’; = 2_ o 3 2
o J . 13 %4 LEEE
2 2 . Y
et — = 2, J5 ——— ; alors le premier (resp. deuxidme)
P xi . —atx ‘s 2 q. .
J 1J 1

opérateur de Cayley est a = dét ((3% ) > (resp. L= dét((%) >
ij i,J ij /1§

Lemme : a) C.P'[Sdét x)¥ e-ttr(h)] = (-i)PT (agt x)T e T tr(%x)
b) F [lage )T e"tr(h)] = (-1)°F (g8t ®)F o T Prikx)

(r est un entier>»0) .

Démonstration : Démontrons par exemple la formule a) :
N . . or v
§ [lase 07 STEEY (1) g o)
et on a immédiatement :

i e-‘wtr(*x) = - tr(¥x)

—2q)T (a8t x)T e ,

d'ol le résultat. Mais on peut aussi remarquer que chacune des fonctions
x — (38t x)7 et x ~=> (@6t ¥ est une fonction polynome harmonique (la pre-

midre est holomorphe et la deuxiéme antiholomorphe) et en déduire le résultat de



- 88 -

maniére directe.

Proposition IV-9 : Pour chaque (A,r)eCx % , on a :
N = (_iyB kel -2 -2n
¢ (Cr) (-1) ‘Gr

Démonstration : On a, 'lorsque r»>0 :

cr()) =J€:'(x) & [(dét )" e-‘rrtr(i'cx)] dx
(0 [ (age 0T TG 2 g
On trouve de méme que cr(A) = (_i)nlrl si r<0.

~

5. Les distributions homogénes .3 droite qui se transforment & gauche par U(n)

suivant un caractére.

5.1. Comme dans le cas réel, on a besoin au préalable d'étudier les distributions
Teﬁ'(Mn(C)) telles que pour tout couple (u,b)é¢ U(n) x B on ait
T(u x b) = (aét u)* e(s(b) T(x) , seC® et rcg &Gtant donnés, et on est amené
3 étudier 1l'espace d’r des distributions Te %’ (Mn(C)) qui se transforment a
gauche par U(n) suivant u +—> (dét w)T; (on a utilisé la méme notation plus
haut pour désigner un espace différent, mais on espfre que cela ne causera pas
d'ennui). On a :

Lemme IV-L4 : Soit f wune fonction polynome sur Mn(C) telle que
flux) = (a8t w)¥ £(x) pour tous ueU(n) et xéMn(c) ; alors si r2>0
(resp. r<0) il existe une unique fonction polynome g sur Mn(C) invariante
3 gauche par U(n) telle que pour tout x¢€ Mn((l:) on ait £(x) = (aét x)T g(x)
(resp. f£(x) = (aét X)° g(x) ).

Démonstration : Elle se fait par récurrence sur n , suivant la méthode utilisée

dans celle de la proposition 3, (le cas n = 1 ayant été traité plus haut).

a) Si x=ub , avec ué€ U(n) , beB , ona £(x) = (a6t w)¥ f£(b) =
[dét x]r f(b) [ dét -]-r £(b) . Soit T 1la restriction de f au sous-espace
'ﬁ

. *
des matrices ( ) avec x ,eC ,

"

x'e M _(C) et = (x12,..., xm) 3 alors
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<4 “ on

) = B ' * 2 " -1
£y seees X3 ) = 20 Q(x R P DU b T1n

1n’
et chaque Q se transforme 3 gauche par U(n-1) suivant u' F> (a6t u')" 3
1'hypothése de récurrence dit alors qu'il existe une unique fonction polynome g
définie sur MHn_1(C) telle que Q*(x') =@ét x")T g, (¥%') ou bien
Q (x') = (aét ') T gd()\é;c') suivant que r est positif ou négatif.
b) On a donc (en supposant pour simplifier que r=>0)
7 . 1) = é 1T Yo 1
f(x11 seees Xy 50X ) = (aét x') 2? f:,((x11 yeees x1n) m{Xx')
et chaque fd vérifie la condition d'homogénéité suivante :

r
ﬁ;(u Xiq seees U x1n) = u f;((x11 seeesy X, )

pour tout u€U(1) et tout x1i€ € . On a alors :

Lemme IV-5 : Soit f : (z, ,..., z_) P2 C une fonction polynome
n 1 n
définie sur € , homogéne par rapport & chacune de ses variables Zyoseees 2

et telle que pour tout u.€¢U(1) on ait :

f(u Zy see

pour tout ze@ ¢ . Alors f s'éerit

P q Y qn
= 1T =" n .
f(z1 yeees zn) = ;g 2, 2z, ...z Z f (z1 yeens zn)

T,
L, u zn) =u f(z1 yeees zn) ,

n n p,q
3 - 2 =
TR I
ol chaque fp q est invariant par U(1) c'est-a-dire telle que
2
fp,q(u Zy seees U zn) = fp’q(z1 seees zn) (ueu(1)) .

La décomposition de f n'est évidemment pas unique.

Démonstration : Par récurrence sur nj; on écrit z, = x; o+ V=1 ¥ et
f(z

TR zn) = g ﬂ;(x1 . y1) mo((x2 s Vo aeees X,V

et comme chaque f, est homogéne, il vient
coe = X + 1 p 2 + 2yp’
f(z1 seees zn) Bip (x1 1y1) (x1 y1) fPsP'(Z2 seens zn) +
I q .2 2,q' )
q,q.(x1 iy )" (x] +y)) fq’q,(z2,...,zn)

et cette écriture est unique. Alors on vérifie que pour tous ue€U(1) et
Zy seees 2, s OD B

- ..rp
f (u Z, 5000 U zn) u fp’p,(z2 seees zn)

= TP
et fq,q'( Wz, oseee, U zn) u fq,q'(

de sorte qu'on peut appliquer 1l'hypothése de récurrence aux fp ' et fq Q'
L] £

Zy e zn)
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c) En revenant 3 la décomposition x = ub, on a

_ [az r _ [azse = 1T _ .
£(x) = [aét x ]JT £(v) = [aét x]' f(b) et f£(b) = f(b”, b12,...,b1n,b')-
D'aprés ce qu'on vient de voir :
3 Ht) = 3 2 RLY Yot
B(oy) 5eees ®y 50") =3 £,(00 4eeey ) (388 D)7 m (b'Y)
1/2 “417%)  gi p 4..4p.-q.-q.-aq_ =T , on & :
Comme b,, = (x,Ix,) et b, = ———7 Pyt ¥Ry 794779, ’

1/2
P, _a P, _q, /2 X "1(}, TU Pi 94
1 1 n - r _ B4eepy) =
b11 1:>11 .. b1n b1n = (x1'x1) (x1|x1) 10 P 1eien (xi'xi) (x1‘xi)

TiT (xi| x1)p1 (x1\ xi)‘11

r
=Yy Pyte.ot D
(x1lx1)

)r

Sachant que bﬁ}(dét b)Y = 1aét xIT , on en déduit qu'il existe une fonction

polynome F, sur M]-In(C) et un entier r,>0 tels que pour tout x ¢ Gl(n,C) :

r F1(3€x)
f(x) = (aét x) -————1.-1 si ra20
(x,1x,)
v
- F1(xx)
ou bien f(x) = dét X) — si rs0

1
(x,1x,)
On termine la démonstration du lemme 4 comme celle de la proposition 3.

5.2. Ce lemme permet de démontrer :

Proposition IV-10 : (i) Pour chaque entier r»0 , la multiplication

par la fonction x —> (dét x)* , notée v T) (resp. x > (aét %)¥ , notée TV) s
est un isomorphisme de ‘20 = ¢a QS’O sur Zr = % -bl'_ (resp. ¢ —r) et de
=Da D = / . .
50 a -‘Do sur 21‘ Dn Sr (resp d_r)
(ii) Pour chaque r20 , i~ (resp. PY) est un isomorphisme de ,‘zs’r (resp. ;b’_r)

sur ro
50

5.3, Soit maintenant reZ et s eC” ; la fonction x> [aét x]ro(s (x)
(resp. x> [dét er /Ss(x)) 8 priori définie sur GL(n,C) détermine dans les
mémes conditions que o (res.ﬁs) une distribution Ti (resp. Ri) dans Mn(c)

et cette distribution est telle que :

72 (uxb) = (ast u)ro(s(b) Ti(x)

(resp. R°(u x tb) = (aét w)¥ B (tb) R%Cx )
T s r
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pour tous u &U(n) et beBo .

~

On est alors amené & poser :

(me-%sé)/z s:+ |r|
<~c;if =T Ti Tl’ -(r'(l—z—— +1)/r(i)
1«1<n
(-N|~|+§.A-)/21 s.+ |r|+) Y
{){i =7 A o T (r(_l_z_____\ TR
r 1ei¢n

5.4, On a alors 1a

Proposition IV-11 : (i) Les fonctions s &-—)"gi et s l-—)?i ont

chacune un prolongement analytique dans Gn , et pour chaque (s,r)e Cnx &,

CB:', (resp. ‘3{,:) est une distribution dans .!S; qui est «g (resp. }35) - homo-

géne et :
Ll S (si r50)
|zl s _ s+ir| .
v r =% (si reo0)

(On a des formules identiques en remplagant © par ) .
(ii) Pour chaque (s,r)e ¢"x Z , le sous-espace de $’r constitué par les distri-
butions o(s (resp. S) - homogénes est de dimension 1 (et est par conséquent

engendré par ’Gi (resp. %i)) .

(iii) Les transformées de Fourier de ces distributions se calculent ainsi :

g;cﬁi - (_i)nlrl ®7s2n

y%s = (_i)nlrlc-s—Qn
r s

6. Distributions définies par les fonctions sphériques de Gl(n,C)

6.1. Soit maintenant la fonction sphérique x «_(xu)au =
s s
o

By (xu) du ; dans les mémes conditions que o

SU(n) s
distribution 3 et pour chaque re? la fonction z =5 [dét er fs(x) a
o
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s
priori définie dans Gl(n,C) définit aussi une distribution Zr dans Mn(c) 5

en fait, pour chaque ‘Péi(Mn(C)) on a

< 3, = f‘l‘i(x) dx Iu(n) % (xu) (a8t w) " au

et on est amené i poser

Z s, +|r|
¢ ety Si)/zzi TrEs— + o+1-1) /p(aer-0))
leign

6.2. Les propriétés des @i sont résumées dans la

Proposition IV-12 : La fonction s t——)@: a un prolongement analytique

dens ¢ qui est d'ailleurs défini par :

s s . -r

<C s9 > =J‘8 (x) ax J ¢ (xu) (dét u) du
r r
U(n)
Pour chaque (s,r) ¢ €'y # . Gi est une distribution tempérée et
s nlr| —é’—a'l
Fe, = (-1) 5

r

T. Le cas quaternionnien.

7.1. On s'intéresse maintenant au cas quaternionien. Soit donc H 1'algébre

4 division des quaternions avec sa base 1[H s 4, v, w (cf. chapitre I) ,

et Mn(ﬁ) 1'algébre des matrices nxn & coefficients dans H , qui s'identifie
a 1l'algébre des endomorphismes de i , considéré comme espace vectoriel & droite
sur H ; dans le groupe lindaire Gl(n,H) , on distingue le groupe unitaire qua-
ternionien U(n) et le groupe Bo des matrices triangulaires supérieures &
coefficients diagonaux réels> O . Ici aussi (cf. pour tout cela Chevalley :
"Théory of Lie Groups I" , chap. I, § VII) tout x e GL(n,H) s'écrit de manidre
unique sous la forme x = ub , avec ueU(n) et beB0 , et on a le méme résul-
tat pour le groupe tBO des matrices triangulaires inférieures & coefficients
diagonsux>0 . La donnée d'un s& € définit un caractdre a (resp. §)

de B (resp. t130) qui s'étend de manidre unique en une fonction dg (resp. I%s)
sur Gl(n,H) invariante & gauche par U(n) et o - homogéne (resp. j%s -~
homogéne); si on veut écrire explicitement -a(s(x) et ps(x) comme dans le cas
réel ou complexe, on ne peut plus parler ici de déterminant, mais la notion de

module d'un &lément x¢GL(n,H) remplace tr8s bien celle du déterminant (cf. par
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exemple : A, Weil : "Basic Number Theory" chap. I § 2) . En tout cas, lorsque
. L s R
s e, (resp. wn) A (resp. Ps) définit dans Mn(H) une distribution

i (resp. R°) et on a :

Proposition IV-13 : Les fonctions s ¥+ z5 =

&s.)/2 s s. .
T 3/ TT (R + 2(n+1-1))/n(2(n41-1)) et s 2 RS =
1$isn
(Zs.)/2 .
LA R® TT (P(;l +2i)/P(2i)) sont prolongeables & "

16ién

en des fonctions analytiques, et pour chaque se€ €%, €5 (resp. R°) est une
distribution invariante 3 gauche par U(n) et L (resp. P s)—homogéne telle

que :

v
j?s(x) JTer(x) 4y oy

(resp.f SLs(x) eJUtr(ﬁx) dx = 1)

v . . . . .
ol Xx est la matrice transposée "conjuguée (pour la conjuguaison des quaternions)

de x .

7.2. On étudie les distributions invariantes & gauche par le groupe compact U(n) .

On a :

Proposition IV-1k : Soit f : Mn(H) —C une fonction polynome inva-

riante & gauche par le groupe unitaire quaternionien. Alors il existe une unique
fonction polynome g sur l'espace vectoriel réel MHnGH) des matrices hermi-

tiennes n X n telle que pour tout x € Mn(ﬂ) : f(x) = g(%x) .

La démonstration se fait suivant le méme principe que dans le cas
complexe : il faut remplacer le groupe SO(2) par le groupe SU(2) des metrices
2 x 2 unitaires & coefficients complexes et de déterminant 1 ("c'est" le groupe

des quaternions de norme 1).

I1 en résulte que l'espace des distributions sur Mn(H) qui sont in-
variantes 3 gauche par U(n) est isomorphe & 1'espace des distributions dans
MHn(H) qui sont & support dans le cdne des matrices semi-définies positives. On
utilise la transformation de Laplace par rapport & ce cdne pour prouver le ré-

sultat suivant
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Proposition IV-15 : Pour chaque s¢ [ , l'espace des distributions
sur Mn(ﬂ) qui sont U(n)-invariantes & gauche et Ay = homogénes (resp. By -
homogénes) est de dimension 1, donc engendré par gs (resp. ERS ) . De plus,

on a :
j@s = &-s—hn (s ec™)
Corollaire : Pour chaque A& C , 1l'espace des distributions TegB'(Mn(ﬂ-I))
telles que pour tout couple (m,n) d'éléments de Gl(n,H)

T(m x n) = (mod(m n))) T(x)

est de dimension 1.
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CHAPITRE V

On s'est intéressé au groupe des automorphismes de 1l'espace vectoriel
Mn(R) qui laissent invariante la fonction x > dét x; avant de découvrir que la
détermination de ce groupe est une conséquence immédiate d'un théoréme de Dieudonné,
on a écrit quelques lemmes tr&s généraux et faciles qui ont comme conséquences des
théorémes de T. Ono, N. Jacobson, et celui de Dieudonné; essentiellement, ces ré-
sultats identifient les groupes d'automorphismes de certaines algébres de Jordan
simples 8 des groupes linéaires admettant certaines fonctions polynomes comme in-

variants.

1. Invariants caractéristiques du groupe des automorphismes d'une algebre.

1.1. Soit- k un corps commutatif, E, (resp. F) , un espace vectoriel de dimension
finie n (resp.m), et p : E — End.k(F) une application linéaire; on @éfinit
sur E des fonctions polynomes po =1, p1 seeny pm par la formule

2

=oeien(~D B0 I

agt (¥ ia, - p(x))

ol idF est l'application "identique" de F dans lui-méme. Soit GeGL(E)

le sous—groupe constitué par les automorphismes f qui admettent comme invariant
chacune des fonctions p; » c'est-d-dire tels que pour tout x ¢E , on ait

pi(x) = pi(f(x)) (1sism); il en résulte que chacune des fonctions.

x> tr. (p(x))Y (lerem) est G-inveriante; soit alors B : (x,y) ¥ tr (p(x)p(¥)

la forme-trace associée & p et C 1la forme trilinéaire symétrique définie par :

C(x,y,2z) = tr. ({p(x),p(y)ls p(z)) ,

pour tout triplet d'éléments x,y,z de E , avec {p(x), p(y)i = (p(x) p(y) +

+ p(y) p(x))/2, (on suppose la division par 2 permise dans k). On a alors

Lemme V-1 : On suppose désormais que la caractéristique de k n'est

ni 2ni 3. B et C sont G-invariantes.

Démonstration : Si f est un endomorphisme de E tel que :

tr(P(x))2 = tr. (paf'(x))2 pour tout x ¢E, il vient en écrivant

x = y+z : 2tr. (p(y) p(z)) = 2tr. (po f(y). po f(z)) de sorte que B est
G-invariante. De méme, si 'L'.r.(p(x))3 = tr.(p of(x))3 pour tout x¢E , on obtient
en remplagant x par y+z :

3 tr(p(y)? p(2) + p(y) p(2)?) = 3 tr(po £(y)% po £(z) + hof(y) p of(zP) .

Aprés "simplification" par 3, on remplace y par x+y , et tous calculs effectués,

on trouve :
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2 tr. ({p(x), p(y) } »(2)) =2 tr.({pof(x), pe f(y)}p o £(z)),
ce qui montre que C est invariante.

1.2. Ceci étant, on suppose qu'on dispose dans E d'une multiplication :

(x,y) ¥ xw%y , k-bilinéaire mais éventuellement non associative; assez souvent, on
se trouvera dans la situation suivante : WL est une algdbre sur k , wt est
1'algdbre obtenue en munissant 1'espace vectoriel de W de la multiplication

(x,y) ¥ {x,y} =-;— (xy + yx) , (ol xy est le produit de x par y dans 1l'al-
gsbre L), et E une sous-algdbre de o,

Lemme V-2 : Si la forme trace B est non dégénérée, et si pl(xwy) =
= {p(x) R p(y)} (pour tout couple d'éléments x, y de E) , G est un sous-grou
pe du groupe Aut (E) des automorphismes de 1l'algsbre E .

Démonstration : Puisque p(x#y) ={p(x) , p(y)} , on voit que 1'invariance de 4
s'écrit :

B(xx y,2) = B(f(x)» f(y) , £(2)) ,
pour tous x, y, z dans E . Comme B est invariante, il en résulte que
B(f(xwy) - £f(x) % f(y) , £(z))= 0 pour tous x, y, z€E , ce qui implique :

f(x#y) = £(x) % f(y) , parce que B est non dégénérée.

2. Invariants caractéristiques du groupe des automorphismes d'une algébre alternati-

ve simple.

2.1. L'intérét de ce résultat réside dans le fait qu'on a dans un assez grand nom-
bre de cas des renseignements précis sur Aut(E) ; par exemple un résultat de

G. Ancochéa (&) affirme que si W est une algdbre associative simple sur k ,

(sauf précision contraire, on supposera qu'une telle algdbre est de centre k) ,

et E= W , alors un sutomorphisme de E est soit un automorphisme de W, soit

un anti-automorphisme de . Il en résulte aussitdt :

Lemme V-3 : Soit W une algdbre associative simple sur k et
p:\Ur— Endk(F) une représentation (ou méme une anti-représentation) linéaire de
W dans F telle que la forme trace associde soit non dégénérée; alors le grou-
pe G est le groupe des applications de la forme x V3 y tx y_1 ol y est une
wité de W et x> Px est soit 1'identité, soit un antiautomorphisme fixe de U

appartenant & G .
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Proposition V-1 : Soit A un anneau commutatif réduit, et G le groupe
des automorphismes du A-module Mn(A) qui laisse invariant le polynome caractéris-
tique des éléments de Mn(A) ; alors G = Aut (Mn(A)+); si A=k 2 G :st cons-—
titué par les applications lin€aires qui sont de la forme x+—y xy , ol

y &€ GL(n,k) et x> Yy est soit 1'identité, soit la transposition.

Démonstration : a) Pour avoir la deuxiéme partie de la proposition, lorsqde A =k,
il suffit d'appliquer le lemme 3 avec W = Mn(k) , P Mn(k) —3 Endk(kn) étant

1'identification des matrices avec des endomorphismes de X .

b) Soit maintenant A un anneau commutatif, et G le sous-groupe du groupe des
automorphismes du A-module Mn(A) constitué par les f : Mn(A) —-»Mn(A) laissant
chacune des fonctions x = tr(xz) et xr— tr(x3) invariante. Alors toujours
sous 1l'hypothése que 1l'on peut diviser par 2 et par 3 dans l'anneau A, il en ré-
sulte que f est un automorphisme de 1'anneau (Mn(A))+ ; soit maintenant m un
idéal maximal de A, k = A/m , et vt : A = k le passage au quotient; alors pour
chaque i tel que 1sisn,‘r(pi(f(x))) = pi(fét(x))) , ol T est 1'endomorphisme
de Mn(k) associé & f , et w(x) est 1'élément de Mn(k) défini ainsi

si x = (xij)i,j , w(x) = (w(xij))i’j ,-de sorte que ww(f(x)) = Flw(x)) i lors-—
que f est un automorphisme de Mn(A)’, f est un automorphisme de Mn(k) , et

d'aprés ce qui précéde, pi(FGK(x))) = pi(r(x)) = 1(pi(x)) 3 ainsi pi(f(x))

pi(x) mod (m) , ou encore pi(f(x)) = pi(x) pour tout i et par suite
Aut (Mn(A)+)C' G .

Remarque : On peut aussi appliquer le lemme 3 lorsque D :
U Endk(\L) est la représentation réguliére gauche x v L:} (o L&
est la multiplication & gauche par x) mais dans ce cas 1l'hypothése concernant la
forme trace introduit une condition supplémentaire de séparabilité; toutefois, si
W est une algébre de quaternions sur k , cette condition est automatiquement réa-
lisée, et le groupe ' G admettant la fonction norme et la fonction trace est celui
des applications de la forme x ¥V y tx y-1 , ol y est un quaternion inversible

et x+ tx est soit 1'identité, soit la conjugaison usuelle des quaternions.

2.2. Soit W une algdbre de Cayley sur k ([17]) on a ici aussi des fonctions tra-
ce ¢ et norme N , & valeurs dans k , et une conjugaison x 3 X telle que :
x+%x=6(x).1
xX = N(x).1 .

Le polynome caractéristique de la mulfiplication & gauche ﬁ: par x s'éerit ([187
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ae($ia, - Ih) = (8P - 6 0%+ )",
de sorte que B(x,y) = tr. (L& L;”) = b g(xy) ; comme (x,y) =6 (xy) est non dé-

générée, B 1l'est aussi; d'autre part, = {LE’ s L;]'} pour tout couple d'é-

Lu
1xy3 y e
léments x, y de WL, parce que U est une algeébre alternative; on voit ainsi que le
lemme 2 s'applique et par conséquent tout automorphisme de 1'espace vectoriel W
i : N +
laissant 6 et N invariantes est un automorphisme de 1'algdbre de Jordan W
. . . . + . L s
réciproquement, en utilisant la détermination explicite de Aut( W) qui a &té
. + .
faite par Jacobson, on constate que chaque automorphisme de W 1laisse 6 et N

. . +
inveriantes; le groupe G admettant 6 et N comme invariants est donc Aut( W ).

3. Invariants caractéristiques des groupes d'automorphismes d'algébres de Jordan

spéciales déployées.

3.1. On a d'autres applications du lemme 2 dans la situation suivante : on se donne
une algdbre simple associative W sur k , une représentation linéaire

3 ~ . N +
p:UW-— Endk(F) et on restreint p & diverses sous-algébres E de W , dont

la définition est liée & la donnée d'une involution de W ; on distingue deux cas

1/ Celui ol Wa un centre Kok qui est une extension quadratique séparable de k,
et ol on se donne une involution J de 28me espéce de W, c'est-d-dire une invo-
lution qui induit dans K 1'automorphisme non trivial; on définit alors E comme
étant la sous-algébre de 'U,+ constituée par les éléments de "W laissés fixes par

J 3 E est une algdbre de Jordan simple de type AII .

2/ Celui oii U est centrale sur k , et o J ‘est une involution de premidre es-
péce; on distingue alors deux types (B et C) d'algdbres de Jordan

E ={x; Jx = x} suivant la nature de J 3 lorsque U = Mn(k) , 1'involution

J : x+— ‘x définit une algdbre de Jordan de type B (algébre de Jordan des ma-
trices symétriques), et 1l'involution J : x b+ ¥y tx y—1 (avec y antisymétrique,
ce qui implique n pair) définit une algdbre de Jordan de type C (algébre des
matrices symplectiques).

Le résultat essentiel concernant les automorphismes de ces algébres

+ .
E e 1§ est que tout automorphisme de E s'étend en un automorphisme de LL+

(o)) .
3.2, On s'intéresse & 1'algdbre de Jordan des matrices symétriques.

Proposition V-2 : Soit EcMn(k) 1'algébre de Jordan des matrices symé-
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métriques; le sous—groupe GeGL(E) constitué par les automorphismes de 1'espace
vectoriel E qui admettent comme invariant chacune des fonction§ polynomes

p; (1si¢n) définies par aét( ¥ L x) =°‘21"n (-1t pi(x) ¥ est le groupe
des applications de la forme x yxy-1 ol y est pseudo-orthogonale (i.e.)

telle que ty y= o 1n 3 &ek) . C'est le groupe des automorphismes de E .

Démonstration : le lemme 2 s'applique car B(x,y) = tr(xy) est non dégénérée; il
en résulte que tout fe G est un automorphisme de Ej; réciproquement tout auto-—

morphisme de E &tant la restriction & E d'un automorphisme de Mn(k)+ laisse

invariant chaque fonction p; (1¢ien) ; donc G = Aut(E) ; quant & la détermina-
tion explitite de G , elle s'obtient en écrivant que 1l'automorphisme

1

X3y x y | de Mn(k) opére dans E , c'est-d-dire commute & la transposition,

ce qui est réalisé si et seulement si y est pseudo-orthogonal.

Un résultat plus général lorsque k = R concernant des questions proches
de celle-ci a été démontré par A. Albert ("On the orthogonal equivalence of real
symmetric matrices", J. Math. Mech. 7 (1958) 219-225) .

3.3. On s'intéresse 4 1'algébre des matrices symplectiques.
0] 1
m m
Proposition V-3 : Soit n=2m, y =( : ) la matrice alternée
- 0]

standard d'ordre 2m, E::Mgm(k) 1'algébre de Jordan des n matrices symplectiques
X=y N y‘1 , et G le sous-groupe de GL(E) constitué par les automorphismes
de l'espace vectoriel E admettant comme invariant chacune des fonctions
pi(1sisn); G est le groupe des automorphismes de E , c'est-3-dire le groupe

des applications de la forme x k=) BX 2] , ol 2z vérifie 1'égalité

vt yr=u 1, (% ¢k) .

Démonstration : Elle est identique & celle de la proposition 2; il suffit de véri-

fier que (x,y) > tr(xy) est non dégénérée.

3.4, Enfin, par le méme procédé on démontre :

Proposition V-l : Soit K = k+ik une extension quadratique séparable
de k , Ec:Mn(K) 1'algébre de Jordan des matrices hermitiennes x = ti 5 le
groupe G des automorphismes de l'espace vectoriel E admettant comme invariant
chacune des fonctions P, (1sien) est le groupe des applications de la forme
Xy Yy y_1 ol y est pseudo-unitaire (i.e. telle que ti y= %1, « &k)
et x > tx est soit 1l'identité, soit la transposition. C'est le groupe des au-

tomorphismes de E .
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4. Le groupe des automorphismes linéaires qui admettent une fonction norme comme
invariant.

4.1. On a besoin maintenant d'une autre caractérisation du groupe G qui a été dé-

fini plus haut au moyen des fonctions polynomiales p; (1¢1ig¢n).

Lemme V-4 : Si Card(k) ), m , ce que 1l'on supposera désormais, G est le grou-

pe des automorphismes f de 1l'espace vectoriel E tels que :

dét(n idF - p(x)) = dét (x idF - po f(x)),
pour tout 4 € k et tout i cE .

Démonstration : Si f est un automorphisme de 1'espace vectoriel E tel que pour
tout « € k et tout xe E :

dét (= idg - p(x)) = dét(* idp -p e £(x)) ,
on a pour chaque x :

(py(x) = 2, (£(x))) o™ 1 = (pylx) = py(£(x))) =™ 2 4.,

+ (0P (py(0) - py(2(x))

]
o
.

o\

1

M\

et ce pour tout « € k . Il en résulte que si k a au moins m ments,

pi(x) = pi(f(x)) , (1 ¢€1i24m), de sorte que f ¢ G .

4.2, Soit maintenant G' 1le groupe des automorphismes f de l'espace vectoriel E

tels que pour tout x € E .,

dét p(x) = dét p o f(x)

I1 est clair que G ¢ G' . Supposons maintenant que E posséde une unité g

(1E *» X =x %1, =x pour tout x ) et que b(1E) = idp .

Lemme V-5 : Si fe G' et f(1E) =1 alors fe G .

E £ ]
Démonstration : Soit * € k et x € E ; alors :
dét@ idp - pe f(x)) = dét( p o f(1E) - po £(x))

dét po flx 15 - x) = aét plx 1 -x),

parce que f € G' et f(1E) = 1g + On a donc :

dét (o idg-po f(x)) = dét(a p(1E) - p(x))

détle idgp - p(x)) ,

ce qui prouve que f € G .
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4.3, Soit U une algébre alternative sur k , ayant une unité 1u , E=1u
1l'algébre de Jordan associée & WU , et g = 111; . On se donne toujours une appli-
cation linéaire p : E Endk(F) telle que p(1E) = id; et on fait les hypo-

théses supplémentaires suivantes :

a/ La fonction norme : x > dét p(x) est multiplicative dans W, c'est-a-dire :

dét p(xy) = dét p(x) daét p(y) , pour tout couple d'éléments x,y de E .
b/ Si dét p(x) # 0, alors x a un inverse y (xy = yx = w ) dans W.

On a alors :

Lemme V-6 : Soit f ¢ GLR( W) ; £ eG' siet seulement si aét pof(1E)
=1et g: x>y f(x) (o ye W est tel que ¥y f(1E) = f(1E)y = IE) est
un élément de G . Tout &lément f de G' s'écrit sous la forme
f(x) = f(1E) g(x) , avec geG , et si f(x) =z g'(x) avec zeW et g'e G,
alors z = f(1E) et g' =g , au moins lorsque G = Aut(E) , c'est-d-dire au

moins lorsque le lemme 2 s'applique.

Démonstration : Soit f e G' ; alors dét p(f(1E)) = dét p(1E) = a4t dd; =1, et
il existe yeW tel que y.f(1E) = f(1E)y = 1E = 1y, 3 soit g 1'application
lindaire : x ¥ y f(x) ; comme y est un é€l€ment inversible de 1'algébre alter-
native W , la multiplication L;L par y (& gauche) dans U, est un automor-
phisme de 1'espace vectoriel W , de sorte que g e GLk(U.) 3 comme

aét p(£(15)y) = aét p(f(1y) aét p(y) = aét p(y) = 1, on a daét ple(x)) =

dét p(y) aét p(f(x)) = aét p(£f(x)) = dét p(x) , ce qui prouve que g € G' ; de
plus g(1E) = 1E , et le lemme 5 assure que ge&G . Réciproquement, il est immé-
diat que si f e GLk(\-L) est tel que dét p(f(1E)) =1 et g: x>y f(x)

ol ye W est tel que yf.(1E) = f(1E) Yy =1 est un é1ément de G , alors

dét p(y) = 1, de sorte que f € G' . Soit donc f&¢G , y l'inverse de f(‘lE)

et g : x> yf(x) ; comme f(1E)E k [¥) (c'est un polyncme en y) , on a :
f(1E) (yz) = (f(1E)y)z = z pour tout ze¢ U parce que dans une algdbre alterna-
tive W , la sous—algébre engendrée par 2 éléments y et 2z est toujours asso-
ciative; il en résulte que pour tout x & W, f(x) = f(1E) g(x) avec g €G .
Supposons maintenant que f(x) = zg'(x) avec zeéW et g'e¢G ; si G Aut(E) ,
g'(1E) =15 = 1y, » de sorte que z est nécessairement f(1E) et alors

g(x) = g'(x) pour tout xe W . (cf. 1l'appendice en fin de chapitre).

4.4, Signalons maintenant que la condition b énoncée ci-dessus est réalisée dds
que p est un homomorphisme injectif d'algébres de Jordan de w* dans
(Endk(F))+ : si 48t p(x).# 0 ,p(x) a un inverse (& droite et & gauche) dans
Endy(F) , et cet inverse est un polynome en p(x) ; comme p(™) = (p(x))™
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(m entier 3 0) , on voit qu'il -existe v€k[x] tel que p(yx) = p(xy) = p(1u‘) idF"
et si p est injective, on aura bien yx = xy = 1y, - Quant 4 la condition a)
elle est réalisée chaque fois que WL est une algébre de Cayley généralisée sur k
(cf. plus haut), p #&étant la "représentation" p : x L;‘:‘ . On peuf énoncer
le lemme 6 dans le cas d'une algébre de Cayley WL, mais & part cette application,
on va voir que les lemmes 3 et 6 ont comme conséquences faciles des résultats ads
& T . ono ([20]) et N. Jacobson ([21]) .

Proposition V-5 (Ono) : Soit W un corps commutatif extension séparable
de degré fini de k . Le groupe G'c G1(W) qui admet la fonction norme comme:in-
variant est le produit semi-direct du groupe des multiplications L_ (y de norme

comme 1) par le groupe de Galois de W relativement & k .

Démonstration : On considére p : U == End.k(U.) définie par p(x) = Lx ; la fonc-
tion norme est la fonction x + dét(Lx) et la fonction trace est la fonction
X — tr(Lx); B : (x,y) = tr(ny) est non dégénérée, et le lemme 3 assure que
le groupe G correspondant & cette situation est contenu dans le groupe

Aut(UY) = Aut(W) qui est le groupe de Galois de W relativement & k ; en fait
G = Aut(W) . On applique alors le lemme 6 : tout 1'élément f de G' s'écrit
de meniére unique sous la forme f =1 g , avec g€Aut(W) et y de norme 1 ,

le groupe des Ly étant normalisé par Aut(W) .

Proposition V-6 (Jacobson) : Soit U une algdbre associative simple
k(”u.) admettant

la fonction N comme invariant est le groupe des applications de la forme :

sur k , et N la norme générique de U. . Le sous-groupe de Gl

x¥ >y %Xz ,00 N(yz) =1 et x+> X est soit 1'identité, soit un anti-auto-

morphisme de W .

S

Démonstration : On fait opérer U par multiplication 3 gauche dans un idéal minimal
(& gauche)mw : p(x) = Ll‘l' a3 le groupe G correspondant & cette situation est le
groupe des applications de la forme x 3y X y"1 (y inversible dans W)

ol X+ X est soit 1'identité, soit un anti-automorphisme fixe de W appartenant
4 G . On applique ensuite le lemme 6 : tout élément f de G' s'écrit sous la
forme L g , (N(z) =1 Cet g€G) ie. £(x) =2y % y—1 ; alors N(z y y-1) =1

et on a le résultat annoncé.

Corollaire : Soit U= Mn(k) et G' le sous—groupe de GLk(Mn(k)) admettant la
fonction déterminant comme invariant; G' est le groupe des applications de la
forme : x > y X z, oll dét(yz) = 1 et x > X est soit 1'identité, soit la
transposition.
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5. Le groupe des automorphismes linéaires qui admettent une fonction norme comme

semi-invariant.

5.1. Soit maintenant G"c:GLk(1L) le groupe des automorphismes de 1'espace vec-
toriel U qui admettent la fonction x > dét p(x) comme semi-invariant : un
élément f de GLk(\l) est dans G" si et seulement s'il existe un scalaire

o ¢ k" tel que pour tout xe€l: dét pof(x) = « dét p(x) . En faisant toujours
les hypothéses a et b de 4.3. , on voit que f(1E) qui est tel que
dét po f(1E) =a # 0 est inversible dans U; si y est un inverse (4 droite et
& gauche) de f(1E) , on constate que g : x > yf(x) est tel que g(1E) =15
et gé&G' ; de sorte qu'en fait g¢ G ; réciproquement, si f‘€GLk(Uu) est tel
que dét pO.f(1E) =& $0 et g: xkF>y f(x) ol y est un inverse de f(1E)
dans W est un élément de G , alors f € G" ; ainsi tout feG" s'éerit sous la

forme f =1 )& avec g€G ; en résumé, on a un énoncé analogue & celui du
E

£(1
lemme 6 .

5.2. On peut appliquer ce qui vient d'@tre dit au cas d'une extension commutative
séparable | et on obtient : le groupe G" des automorphismes de 1l'espace vectoriel
W qui admet la fonction norme comme semi-invariant est le produit semi-direct du
groupe des multiplications Ly(ye U*) par le groupe de Galois de WL relativement

4 k . C'est un autre résultat de Ono((20]) . Une autre application donne un ré-
sultat de Dieudonné ([24]) .

Proposition V-7 : Soit U = Mn(k) (k algébriquement clos); tout
fe GL(Mn(k)) qui laisse invariant le cOne des matrices de déterminant nul est la
forme x+>y %z abt(yz) # 0 et x+ > X est soit 1'identité, soit la trans-

position.

Démonstration : Soit f wun automorphisme de 1'espace vectoriel Mn(k) qui laisse
invariant le cOne des matrices de déterminant nul, ce qui signifie que la fonc-
tion polyncme x > dét(f(x)) est nulle sur le cdne en question. Le théoréme des
z8ros de Hilbert assure alors que dét(f(x)) =«dét x , ol « est un élément non
nul de k , parce que le déterminant est une fonction polynome irréductible. Ceci
permet d'identifier le groupe des f avec le groupe G" associé a

P X xE'Endk(kn) . On applique alors la proposition 1 et on voit que G" est
le groupe des applications de la forme x >y X z , od dét(yz) #0 et x> %

est soit 1'identité, soit la transposition.
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6. L'aspect algébres de Lie.

6.1. On s'intéresse dorénavant aux algébres de Lie (;, (" . ?", des groupes

G, G', G" : lorsque Card (k) » m , ces groupes sont en effet des groupes algé-
briques (on est amené & faire cette restriction sur k parce que les groupes en
question ont é&té définis en disant qu'ils laissent invariant des fonctions polyno-

mes et non pas des polynomes).

Lemme V-7 : (iest 1l'espace des feEndk(E) telles que pour tout x¢E :
(v, tr. ((p(x)T pot(x)) =0 (0<Tem1)

Démonstration : Soit f ¢ y(E) ; on sait que fetj, si et seulement si pour
tout A€k et x € E :

dét(« id - p(x)) = aét(« idg - p(x) - & p of(x)) (mod 22)

Or, si a et b sont deux matrices mxm :

dét(a+ €b) = aét a + str(a*d) (mod €2)

parce que a > a™ (ol a* est la matrice adjointe de a , cf. la formule

(III,1)) est la différentielle de la fonction a % 38t a. il en résulte que
fe 43, si et seulement si pour tout x €k et tout x &€k :

tr((«idy - p(x))* pef(x)) =0,
ou encore d'aprés la formule (III,2) si et seulement si :
tr(po £(x)) « = ! + tr(B,(p(x)) pof(x)) «T2 . tr(B _ (p(x))pef(x))) =0
pour tous <€k et x € k . Comme k a plus de m &léments, cela &quivaut
& tr.(Br(p(x)) pof(x)) =0 (0<rem1) , et ces formules ne sont autres que
les formules (1) d'aprés (III,6)

~

6.2. Les résultats correspondants d ceux du paré,graphe 2 s'énoncent dans la :

Proposition V-8 : Soit U une algébre alternative semi-simple sur k
de caractéristique zéro et p : > Lu ; alors 1l'algébre de Lie ngu groupe G
correspondant & cette situation est l'algebre des dérivations de 'l,L
(notée Der(’U. .

Démonstration :.Tout comme plus haut, on vérifie que chaque f €3Q(E) tel que
tr(p(x) po £f(x)) = tr((p(x)) po f(x)) = 0 pour tout x€E laisse les formes
B et C invariantes (infinitésimalement), et il en résulte (d'ailleurs sans
restriction sur la caractéristique de k) que tout fe% est une dérivation
de E : .

flxxy) = f(x)%y + x%f(y) (x,y€E) .
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-Soit maintenant U une algdbre alternative semi-simple sur k , et

p: x — L;l:' 3 ce qui précéde dit que (ﬁ c Der(u+) et comme Xk est de ca-
ractéristique zéro (il suffit en fait de supposer que la caractéristique de k
ne divise la dimension d'aucune composante simple de 1l'algébre de Jordan semi-
simple '\l+) , toute dérivation de W oest intérieure, et d'apréds [17) (p.92) ,
l'espace des dérivations intérieures de Woest engendré sur k par ses &léments
qui sont de la forme L}L' N L‘z"’» ] s Y et =z aprcourant U 3 pour avoir
la proposition, il suffit donc de démontrer que pour tout couple (y,z) d'éléments

+ * .
de W, [Ll; . L;'l ]é(-z(;orpourtout xel , ona:
g

R L A LR IO

parce que p est un homomorphisme de Jordan(de sc(;r1):§+ que ( ( ))+
End (E End, (E
ur nt = ak .k

Ceci dit, on a le lemme :

Lemme V-8 : Soit (L une algdbre associative, a, b, ¢ des éléments

de @ ; alors :
[th ’ I%+] c=[[a,b] N c] .

On a donc en fait : p([L‘§ , L}*Jx) =“p(y),P(z)] s P(x)] .

On a alors : tr((P(x))r p([L\yr . L;v] x)) = tr(p(x))r Mp(x)) -
- tr(p(x)" p(x) M) =0 (

r»0 , ce qui prouve la proposition 8, moyennant le lemme 7 .

ol M= [p(y) , p(z)] ) pour chaque entier

6.3. Toujours dans la situation ol U est une algdbre alternative semi-simple
et p(x) = Lg' , on détermine 1'algebre de Lie (&'

Proposition V-9 : 3’ = Der(U*) @{L;v s zeW, tr p(z) = O} .

Démonstration : Soit f((}f (W) ; on montre d'abord que fE€E %' si et seulement

si tr pof(1—u) =0 et g: x> f(x) - x;f(%u) est un élément de Q} 3 la
seule chose non évidente est la suivante : L;,l e Q' si et seulement si

tr p(y) = O et se démontre comme suit : module £*, dét(p(x) + £p(Lu+x)) =

= a8t p(x) + € tr((p(x))" {B(y) , p(x) }) = a8t p(x) + & tr((p(x))* p(x) p(y)) +
+% tr(p(x) (p(x))¥* p(y)) = aét p(x) +e€dét p(x) tr ply) , de sorte que L;rj'*e %/
si et seulement si dét p(x) tr p(y) = O pour tout x¢ U ou encore si et

seulement si tr. p(y) =0 .
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Ce qui précéde montre que tout fe (j,’ s'écrit sous la forme
s

f= g+L1ZJ' avec g¢ (3/ et tr p(z) =0 ; en fait la décomposition est unique :
+ +

si L}LG C}l , alors pour tout x€W , ona : 'cr(L.lzL x) = tr p({z,x}) =

tr{p(z),p(x)} = tr(p(z) p(x)) = B(z,x) = 0 , de sorte que si B est non

2z

dégénérée, z =0 .

Remarques : 1) Si W est associative, les dérivations intérieures
de UY sont les dérivations intérieures de U (cf. par exemple le lemme 8), et on
peut reprendre la démonstration de la proposition 9 pour avoir :

g}'= Der(UW) @ {LB‘ s zeU , tr. ﬁ2'= 0 i (on peut remplacer ﬂ¥+ par L;L

parce que dans ce cas : dét p(xy) =*dét p(x) dét p(y) pour tout couple d'éléments
x,y de W ). En fait Q' est 1'algdbre de Lie des applications de la forme :
X kP mx + xh avec tr p(m) = - tr p(n) , et on peut méme remplacer cette
derniére condition par la suivante : tr p(m) = tr p(n) = O . En particulier
1'algébre de Lie gﬂc C}R (Mn(k)) des endomorphismes laissant la fonction
x > dét x infinitésimalement invariante est celle des applications de la forme
Xx+>xm+xn, aveec tr(m) = tr(n) =0 ; lorsque k=R , cela prouve que la
composante neutre de G' est le groupe des applications de la forme x + mxn ,

avec m et n dans SL(n,R)
2) On a aussi des résultats analogues pour 3”.

T. Un lemme sur les algdbres alternatives.

Soit U une algébre alternative, et xe¢'W ; on a toujours un
morphisme Bx : k[}]——9 W défini par ex(P) = P(x) (c'est vrai méme si U est

seulement & puissances associatives); on a donc un polynome minimal P pour x .

Lemme : Soit xeWU et P(k) }m + a1~§nr1 +o.04 am le polynome
minimal de x ; alors x est inversible & droite si et seulement si &, #0
si & #0 , x est inversible & droite et & gauche, LE et ﬂi: sont

injectives, 1l'inverse de x est unique et c'est un polynome en x .

Démonstration : Soit x inversible & droite : il existe donc y tel que
Xy = 111 ; supposons que & = 0 3 alors
m m-1
X +a,x toota ox = o ,
et en multipliant & droite par y , et en tenant compte du fait que x et y .

engendrent une algdbre associative, on obtient
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m-1 m-2 _
X +a, X +...4 am_1—0 ,
ce qui est absurde puisque le polynome minimal de x est de degré m .
Si &, #0 ,ona: x(xm_1 +a, 2 +...48 )= -a , de sorte
que

y = -a—1 xm_1 - a-1 a xm_z +oow = a_1 a est uninverse (&
m m 1 m m1

droite et & gauche) de x . Supposons maintenant que z ¢ U est tel que
xz =0 3 alors y(xz) = 0= (yx) z = z , de sorte que Ll’l est injective; on
montre de méme que ax est injective; soit alors y' un autre inverse & droite

de x;ona.:xy=xy'=1u , de sorte que y' =y est un polynome en x .
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