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INDEX DE NOTATIONS
Sk
@[[]0, +oo[J ] : espace des fonctions indéfiniment différentiables d support com-

pact contenu dans ]0, +°°[ , k > 1 entier.

CJ’(Rk), gﬂpaire(Rk): espace des fonctions indéfiniment différentiables 3 décrois-

sance rapide 3 1'infini dans Rk, paires dans le second cas (en chaque

variable).

p qk q
?'[[}0, +°°Ll ) : espace des distributions T sur IEIO, oo q prolongeables en dis-

‘tributions tempérées sur rY.

't 1 P
ZV([:R ]q) , v= (\)1, ceey \)q) ,vj > - 5 1 < j s k : sous—espace du précédent
formé des fonctions f (définies presque partout) telles que
2v,+1
[ X, i ] f soit prolongeable en une fonction distribution tem-
lgjsk
pérée paire (en chaque variable) sur r9,

: fonction de Bessel d'ordre v 3> --]2; .

N

J,(2), v 2~
H_ : transformation de Hankel d'ordre v = (\)1, cery \)k) (chap. I.1 et 4.)

\Y

1P(X; dw : espace de Banach des classes de fonction de puissance p-iéme sommable

sur 1'espace localement compact X par rapport 3 la mesure de Radon d.

’§(Rk; p; w) : espace des transformées de Fourier des fonctions de Lp(Rk; w(t)dt),

poids convenable, p > 1.
¥(p;w) : cf. définition précédente lorsque k = 1.
k &k
AR ;w ) : autre notation pour ¥ (R"; 1; w) (chap. III)

A(Tk;w) : espace des séries de Fourier en k variables sommables avec le poids

w(n), n e Zk (chap. III)

s P 21, wpoids convenable: espace des transformées de
2vtl

N

W ps W ,vz-

Hankel d'ordre v de Lp(R+; X w(x)dx) (chap.I.2)

% (v; o, (V) : cf. définition précédente lorsque (p = 1), ou (p = 1,w= 1)
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s P s w, vj > - % » P >»1 , wpoids convenable : espace des

R vy, ees v

transformées de Hankel d'ordre ( Vis e vq) de
2

([R5 T =

v, +1
37 ) wx) dx ) (chap. 1.4.).
lsisq

1€(v1, veey vq 5 w), el Vis eees vq) : cf. définition précédente lorsque (p = 1)

et (p=1, w=1).

& (k 5 p; w) : sous-espace de ¥ (Rk 5 P s w ) des Eléments invariants par rota-

tion.
® (k 3 w), (k) : cf. définition précédente lorsque ( p=1) et (p =1, w =1).

m,(kl, ceny kq 5P s W kj > 1 entiers, p > 1 : espace des transformées de

Fourier des fonctions "multiradiales'" de type (kl’ ooy kq) de

P 5w e, o, (e D)), kmg 4 kg (chap. T.4.1.).

q
et (p=1, w=1).

ﬂ:(kl, ooy k3w, éb(ki, cees kq) : cf. définition précédente lorsque (p = 1)

alp 3 v), 9.(p 5 v, 2'(p 5 V), Q:(p 3 v) : classes de poids envisagées dans les
théorémes I, II, I', II' (chap. I.2.1, 3.1, 4.3).

Qo(p 3 vi;a) : classe despids de ﬂo(p s v) équivalents 3 1'infini 3 x2 (a
nombre réel).

k

Q(k): classe de poids sur 2~ ou Tk (chap. III.1.1).

Qo(kl' ceey kq) : classe de poids sur Zk ou Tk y k =k, + ... + kq , kj 2 1 entier

1
(chap. III.1.2).
ﬂo(l) : cas particulier. de la définition précédente (q = 1) (chap. III.1l.2).
Aa , 0 <a <1 : espace des fonctions sur R, Lipschitzienne d'ordre a *

Je( I's w) : espace de fonctions continues sur Rk associé 3 une sous-variété T de

=

dimension q et 3@ un poids w sur RI convenable (chap. III.2.3).
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k_ M k
S(kl’ ""kq ) : sous-variété de R" = R ~ x ... x R 9 géfinie pour

t= ( t(l), ey t(q) ) par les q équations |t(j)] = 3_1 > 0,
1 <jsq (chap. III. 6)

® : relation d'équivalence sur un fermé E d'un groupe G (chap. IV.1l).

A&(E) : sous—algébre fermée de 1'algéb;e des restrictions A(E), constituée des
éléments qui respectent & (chap. IV.1).

S : sous-variété de classe C° de dimension k - 1, dans Rk, "étoilée" par rapport

3 1'origine (chap. IV.1).
(,Z ) : classe de surfaces S réguliéres (chap. IV.1).
(® ) : classe de surfaces S polyhédrales (chap. IV.2).

r : application de Rk. dans &R positivement homogéne de degré un associé 3 une
surface S (chap. IV.1l).

"Couronne d'épaisseur [a, b] " : fermé de R défini par les inégalités

0sasxr() b s+« (chap. IV.1).

A&( [a, b] ) ou A : algébre des "profils" des fonctions de Ag (E) oli ® est une

relation d'équivalence associée 3 une surface S, E &tant une couronne
associée (chap. IV.1).

AS(T 5w ), AC(T ;5 w) : espace des séries z a_ sin nx , Z a cos nx telles

n2l n20
que ) Ian] w(n) < +» (chap. IV.4).
n3l



INTRODUCTION

L'origine de ce travail a &té 1'étude de la structure locale -dans le complémen-
taire de 1l'origine - des transformées de Fourier des fonctions ''radiales" somma-
bles dans Rk. Cet espace est une sous-algébre fermée @&, (k) de A(Rk) algébre de

Banach (par transport de structure) des transformées de Fourier de Ll(Rk).

] étﬁnt un homéomorphisme de R sur lui-méme, on peut chercher 3 caractériser
1'algébre (par transport de structure) AS(R+) des fonctions ¢ continues sur R' tel-
les que (¢ o 6)(|t|) appartienne 2 A(Rk), t désignant un vecteur de Rk de norme
Euclidienne |[t|. Lorsque 6 est 1'application identfque x v x, l'espace des res-

trictions 3 un compact de ]0, *m[ des fonctiﬁni de A(R+) coincide avec 1l'espace

des restrictions de 1l'espace A(R ; (1 + le) 2 ) formé des transformées de Fou-

rier des fonctions sommables sur R par rapport 3 la mesure ( 1 + [x|) 2,
- Ce résultat et quelques généralisations ont fait l'objet de Publications (Ann.

Inst. Fourier 17 (1967), C.R. Ac. Sc. Paris 266 (1968) et 267 (1968); le chapitre
I en est une refonte et une extension dansw cadre meilleur - A posteriori ce ré-

sultat montre que l'algébre A, ne peut &tre décrite directement en termes d'algé-

2
bre 3 poids, mais seulement par changement de variable 3 partir de A , si 6 n'est

pas linéaire (au moins si 6 est de classe C2 sur un intervalle, d'aprés un théoré-
me de Katznelson utilisé au chapitre 3). Soit f une fonction de LI(R+ H xk-ldx ),
"profil" d'une fonction £(|t|) de Ll(Rk) dont la transformée de Fourier a pour
"profil" F (dans A(R+)), on prend pour définition de l]a transformation de Hankel
(d'ordre Eéz ) 1'application linaire injective f +— F dans les fonctions continues
sur R'. La remarque précédente, outre la signification ""géométrique'", justifie ce
choix. En particulier pour l'objet de notre travail, il ne convient pas de choisir
des formes de la transformation de Hankel fréquemment employées et plus simples
pour une théorie générale de la transformation, comme par exemple celle qui serait

ici f(x) > G(x) = F(¥Y x)-

1. Le chapitre I est consacré 3 1'étude dans un cadre naturel plus général du
probléme initial. D'une part, on'interpole'" la dimension k, en &tudiant les trans-
formées de Hankel d'ordre v , v > - % réel, de Ll(R+ ; x2v+1
structure d'algébre (pour la v-convolution) n'intervenant pas, on est conduit 3 dé-

2v+1
X

dx). D'autre part la
finir la transformation de Hankel d'ordre v Hv , sur LP (R+ H dx ) , 1'image

( v; p) étant un sous-espace de distributions '"tempérées sur [0, + =[".
p

Le résultat (th. I et II) est que la restriction 3 un ouvert relativement compact
dans ]0, +m[, de 1'espace ¥ (v; p) coincide avec celle de 1'espace % (p ; @ ) des

distributions tempérées sur R, transformées de Fiurier des fonctions de
P (2-p) (v+)
LR ; « (x) dx) od o(x) = ( 1+ |x|) .
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+
On peut généraliser en introduisant un- poids convenable w dans la mesure sur R

xzv*lw(x) dx et aussi &tudier %C(vl, ceey vq s p) espace des transformées de Hankel

+' q Zvj+1
d'ordre (vl; veey vq) de Lp([R Jq s ( =1 xj )dx ). Dans 1'appendice du chap.I
on précise dans certains cas comment est en défaut 1'isomorphisme local des deux

espaces ®(v; p) et ¥(p ; @ ) lorsqu'on prend les ouverts‘JO, a[ ou<]a, *»[(a > 0),

2. Quelques applications sont données au chapitre II: a) Régularité dans le com-

plémentaire de 1'origine, des transformées de Fourier des fonctions radiales de

Lp(Rk): ce sont des fonctions continues si 1 g p < 2k

\J 2 -
K+l d'autant plus réguliére

que p est proche de 1.

b) Problémes de multiplicateurs de ¥ ( v; p ; w) (ou de v-convoluteurs de
LP(R+ 5 x2v+1 w(x) dx ) pour la v-convolution). Lorsque p est proche de 2 (par
exemple dans le cas '"géométrique', %%T < p< %§T ) les résultats du chap. I sont
en fait conséquence d'un travail de D.Guy (Trans. Amer. Math. Soc. 97 - 1960) qui
donne une classe de multiplicateurs de (v ; p) de type Marcinkiewicz.

c) Comparaison des comportements 3 1'infini des transformées de Fourier et de

Hankel d'ordre v d'une distribution 3 support compact dans ]0, +mt_et applications.

3. Dans les chapitres suivants, on étudie des problémes différents encore que

leur motivation ait parfois son origine dans le probléme initial pour p = 1.

Le chapitre III a d'ailleurs pour fil conducteur des applications du chap. I.
Soit w un poids convenable sur Rk ou Zk et A(Rk 5 w ) (resp. A(Tk;m ) 1'espace
des transformées de Fourier des fonctions sommables dans Rk (resp. Zk) par rapport
3 la mesure w(t)dt. On &tudie quelques aspects -précisés- du probléme vague suivant
comment reconnaftre une fonction de A(Rk) 3 partir de renseignements sur ses res-

P k :
trictions 3 certaines sous-variétés de R (par exemple des sous-espaces vectoriels

ou affines)? On est conduit 3 étudier systématiquement la croissance en |n| de
”ei“fl|A(Tk . o) * On se limite pour simplifier aux cas ol le poids est soit ra-
dial w(|nl),,soit produit tensoriel de k poids dépendant d'une seule variable
(avec de plus des hypoth&ses commodes de croissance sur les poids). On obtient des
majorations fines de la norme d'une fonction f de A(Tk ; w) en fonction des normes
dans Lz(Tk) des dérivées partielles d'un ordre convenable de f. Ces résultats appa-
raissent comme des inclusions avec un contrdle fin de la dépendance des normes, de
certains espaces espaces HS(Q),.de la théorie des équations aux dérivées partielles

dans les espaces '!fL]'(Rk Jw) .

On obtient ainsi des majorations de Heinf“ et en application dans certains cas
.des résultats de calcul symbolique non analytique sur A('l.‘k 3 w ). Par une autre
technique on obtient des minorations de||einf” et en application des résultats sur

les endomorphismes assez réguliers de A(Tk HETD N
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En utilisant I, on obtient alors des ré@sultats "locaux" sur le calcul symboli-
que et les endomorphismes de ‘Le(vl, ey vq 5 13 w), en particulier sur les sous-

algébres de fonctions multiradiales %(kl, ceny kq) de A(Rk). La recherche des endo-

morphismes globaux de R,(kl, ey kq) demande une connaissance au voisinage de zé-

ro des fonctions de ®( v;w ). On donne des indications sur ce probléme.

4. Le chapitre IV est consacré 3 des cas trés particuliers du problé@me suivant.
Soit & une relation d'équivalence sur uﬁ espace E localement compact telle que le
saturé d'un compact de E soit compact. Soit X un espace de Banach de fonctions 3
valeurs scalaires continues sur E, on se propose l'étude du sous-espace X&fermé
dans X des fonctions qui respectent ®&. On considére dans Rk une sous-variété S de
classe C° &toilée par rapport 3 un point du complémentaire dans le sens que toute
demi-droite issue de ce point (pris pour origine) coupe S en un point unique 3
distance finie. Les classes de ® sont les homothétiques de S dans les homothéties
positives de centre 0. On associe 3 &, l'application r de Rk dans R' telle que
r(t) soit le rapport d'homothétie qui transforme S en 1'homothétique de S passant
par le point t de Rk. E est une "couronne d'épaisseur [a, b_J " définie par
a grft) sbavec 0 ga<b g+ =, On étudie la sous-algébre fermée de A(E), des
fonctions qui respectent & (sur E), A&(E) qui est isomorphe, par transport de
structure, 3 1'algébre de Banach A(Ea, b]) des fonctions ¢ ("profils") continues
sur [a, b] telles que o r appartienne 3 A(E). Lorsque S est assez réguliére a
courbure gaussienne finie différente de zéro en tout point (classe (Z) ), Y. Domar
a récemment démlc:ntiré que la situation est analogue 3 celle de la sphére: A(R+) et
AR ; (1 + |x]) 2 coincident localement sur ]0, +°°[. Le cas étudié ici est celui
ol S-est une surface polyédrale de "type minimal" dans le sens que de chaque
sommet partent k arétes (classe (8) ). On démontre que les algébres Aa(Rk) ont la
méme classe de profils localement sur ]O, +o[ lorsque S "décrit (§). D&s lors il
est techniquement commode de prendre pour S la surface cubique d'équation

r(t) = sup |tj| = 1 et de se ramener 3 une algébre A o (Tk), ol [—n,n ]k est le
lsjgk (]
modéle de T .
On montre que 1'algébre de restrictions A( [a, b] 5 (loglnl)k_1 ) est la "plus

grosse' algébre 3 poids contenue dans A([a, bJ). Mais 1'inclusion est stricte.
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Un autre point de vue sur les algébres Ag(E) (symbolisé& par la figure) provient
de ce que "localement" homothéties et translations convenables " coincident" pour

une surface polyédrale ..

On montre aisément que les fonctions de A([a, bJ) coincident localement sur ]a,b[
avec les fonctions d'une algébre 3 poids A(T j;w ); ce poids ne peut donc &tre que
(log|n|)k_l. Mais alors E &tant une couronne compacte disjointe de 1'origine, as—
sociée 3R, il existe des fonctions de A&fE) donc aucun prolongement en fonction

de A(Rk) ne respecte ®.

On obtient aussi 1'évaluation ”elnalh(rq) ~ (log|n|)? lorsque o est lindaire
par morceaux de type minimal (de chaque sommet partent k ar@tes) qui reste une

conjecture dans le cas général.

On termine par un appendice relatif aux différences-.de croissance entre

et |[cos nfl| . Le résultat principal est que si ||cos nf || k

™)

”s1n nf" (Tk) (tk)
est bornée, f ne dépend que d'une coordonnée et est une fonction linéaire par
morceaux 3 pente de valeur absolue entiére (si le modéle de T est EJ, 2w]) constan-
te, les points anguleux étant des points de réflexion sur des niveaux y = qm , q
entier. De plus lorsque f est linéaire par morceaux dans A(T) c'est le seul cas ol

il puisse y avoir une différence de croissance entre ||sin nf| et ||cos nf|
AT

Additif sur épreuve (ler octobre 1971) :

Page 45 , paragraphe 2.l., aprés la proposition 5' , le texte cite deux

problémes ouverts,

La réponse au premier probléme a été apportée par Charles Fefferman : elle

est négative pour k 22 (sauf si p=2 ).

En conséquence, pour le deuxidme probléme, l'inclusion est stricte dans les

mémes conditions.



CHAPITRE 1

Transformations de Hankel et Transformation de Fourier.

1.1. Les fonctions considérées sont ici et dans la suite, 3 valeurs complexes,
sauf mention spéciale.
Y(R) est l'espace des fonctions définies sur R, indéfiniment différentiables a

décroissance rapide. On désigne par ¥ (R) le sous-espace des fonctions paires

paire
. PP N . Py +
de ¥(R), et on 1'identifie naturellement 3 un espace de fonctions définies sur R .
Pour tout nombre réel v supérieur ou égal 3 - 4 N JV est la fonction de Bessel
d'ordre v - Pour tout ce qui concerne les fonctions de Bessel, on pourra se référer

3 1'ouvrage de G.Watson: Theory of Bessel functions, réédition Cambridge 1966 -

Nous prenons pour définition de la transformation de Hankel d'ordre v , notée Hv
celle qu1+fa1t correspondre & toute fonction ¢ de gpairéR)’ la fonction Hv(q) défi-
nie sur R :

+o "
“V_V
(H ($)) () =J xy I, Gy g(y) dy.

o
Cette présentation différe de la présentation de Hankel, [IZ], ainsi que de la

présentation de N. Sonine [34] reprise par C. Herz [14] . C'est ici la mieux adap-
tée a3 1l'objet de ce travail. Pour 1'étude des propriétés fondamentales de Hv’ on
pourra se référer au cours de C. Herz [14], par un passage facile de 1'une 3 1'au-

tre présentation.

En particulier, a lieu la propriété fondamentale:

Théoréme (Tricomi): Hv est un isomorphisme de ¢ (R) sur lui—méme,.gg Hi est

paire

1'identité.

Le Sous-espace ¢' (R) de 9¥'(R), des distributions tempérées paires s'iden-

paire
tifie au dual du sous-espace ¥

sens de ( 9', 9).

paire(R) de 9(R), pour le produit scalaire <S,y>au

Soit HE 1'isomorphisme transposé de H , de ¥' . (R) sur lui-méme défini par
v v paire

t =
< Hv(S), ¥ >=<8S, Hv(¢) >

pour tous les éléments S de 9'

(R) et ¢ de &

paire(R)' (On remarque qu'avec

N paire
cette définition Hv (4) est différent de Hv(q)).

Considérons 1l'espace 8'(]0, +w[) des distributions tempérées sur]O, +m[, c'est-
a-dire les distributions sur ]O, +w[prolongeables (d'une infinité de fagons) en
distributions tempérées paires sur R.

'
Soit ZV(R+) le sous—espace de 8'(]0, +w[) formé des fonctions f ~définies presque
2v+1
X

partout - telles que la distribution sur JO, +m[,v f, admette un prolongement

(unique) en une fonction appartenant i §' (R), encore notée x2v+]f par abus de

langage.

paire
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On appellera pré-transformation de Hankel d'ordre v , 1l'application injective H
1
E (R ) dans. $ Paire(R) définie par:
N

Hv(f) _ Ht(x 2v+1

\Y f)

1
et transformation de Hankel d'ordre v, 1'application (non injective) de zv(R+)

dans ?'(]0, +w[), notée par abus de langage H , définie par:

-2v- 2 +1
H(E) =y 1H( Ve,
On vérifie aisément que la restriction de cette derniére application a 3§aire(R)’
"coincide" - dans un sens évident - avec 1l'isomorphisme de ¥ __. (R) sur lui-méme

paire
défini au début.

Remarques: 1. On montre facilement que le noyau de Hv est l'espace vectoriel en-
gendré par les fonctions x2n ,n=0,1, «.

N
2. Les applications H_ et donc aussi H , peuvent bien siir, &tre définies de fagon
v v ¢

analogue sur le sous-espace de q’(]O, +m[) formé des distributions qui au voisina-
ge de 1'origine coincident avec une fonction de ZQ (R+).

1.2. Pour v 2- % ,

priétés (Pl) suivantes:

1 ¢ p < +» , définissons une classe de "poids" w par les pro-

i) w est une application continue de ]0, +w[ dans ]0, +w[

ii) w_l est 34 croissance lente 3 1'infini 1
iii) pour p > 1, la fonction xzv+1 w P-I est localement sommable i 1'o-

rigine, et pour p = 1, on a 1lim inf w(x) > O .
X0

X étant un espace topologique localement compact, dy une mesure de Radon positi-
ve sur X, on note LPx ; du) l'espace de Banach des classes de fonctions de puissan-

ce p-iéme sommable par rapport & la mesure du la norme &étant:

el - [Jxlflpdu]% :

Considérons 1'espace de Banach LP(R xz +1w(x)dx ). Les propriétés (Pl) assu-—

rent que cet espace est contenu dans Z (R ). Soit #f(v; p ; w ) son image par la

n
pré-transformation de Hankel d'ordre v, H « Un Elément F = ﬁv(f) de W(v; p jw) est

donc une distribution tempérée paire sur R définie par son produit scalaire avec

une fonction quelconque y de ?paire(R):

(1) <F,9»=x< y2“+1f, Hv(lq) >=2 I L dy I . (xy)"HJ\)(xy)q(X)f(y)dx .
R R

Par transpo:t de structure, }Q(v 3 P 5 w) est un espace de Banach, la norme de 1'élé-

ment H (f) étant

1
+w )
@ LEl = [gl] = [fo 1260 [P 52 yeoax |P
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Soit %¢(v; p; w) le sous-espace de %'(Jo, +°°[) image de PRt ; sk

1la transformation de Hankel d'ordre v , Hv .

w(x) dx) par

La structure du noyau de Hv montre:

Proposition: La condition nécessaire et suffisante pour que la restriction de H
+ 2v+ o
a LP(R 3 X 1

+
ne soit sommable sur R .

i . 2v+14n
w(x)dx) soit injective, est que aucune fonction x v pw(x), n > 0,

Lorsque cette condition est remplie, on peut munir %(v; p;mw) par transport de

structure, d'une structure d'espace de Banach isométrique 3 % (v; p; w ) avec la

norme
e e ,oll= el .
C'est la cas si lim inf w(x)»0; en particulier lorsque p = 1, f &tant une fonc~
Xrroo
tion de Ll(R+; x2\)+1w(x)dx ), l'intégrale

+o0
J )V () dy
o]

définit une fonction continue sur [O, +«n[ (car L(z) = z-VJv(z) est une fonction en-
N

tidre bornée sur 1'axe réel) qui d'aprés (1) est H\)(f)' La transformée de Hankel

Hv(f) est donc une fonction continue sur ]0, +oo[

e v vl
H (£) (x) = J x Vy¥ I, xy)£(y)dy
o

prolongeable en une fonction continue sur [0, +°°[, la valeur en O &tant
400
2v+1
H,(£)(0) = [ y T E()dy
0

(car L(0) = 1). Remarquons que Hv(f) (x) tend vers zéro lorsque x —* , car il en
est de méme pour Jv(xy), y > O fixé.

Ces espaces ou des espaces analogues définis 3 partir d'une autre présentation de
la transformation de Hankel ont &té introduits et &tudiés du point de vue de leurs
multiplicateurs par de nombreux auteurs en particulier: E. Titchmarsch [38],

G. Wing [41_], C.Herz [15], D.Guy [11]. Ce dernier auteur, dans une étude des multi-
4(v+1)+2a < < 4(v+1)+2a
2v+3 P 20+1
tre un résultat intermédiaire (lemme 8C) qui entralne sous ces hypothéses, avec de

plicateurs de € (v; p; x?) pour 1 < p < += et démon-
plus a = 0, les théorémes I et II qui font 1'objet de ce chapitre. Nous les &tabli-
ront sous des hypothéses plus générales par une méthode toute différente. Nous re-

viendrons au chapitre II sur les résultats de D. Guy.

1.3. L'origine de ces problémes ainsi que 1'intérét de 1'étude des espaces ®(v;p;w)

. . k-2 ~ 2
apparaissent lorsque v est un demi-entier, v = =5 » ot k est un entier supérieur

2v+1
X

P s +
ou &gal 3 1. L'espace LP(R H w(x)dx ) s'identifie alors au sous-espace des

fonctions invariantes par rotation, dites '"radiales", de Lp(Rk; w(lt[)dt ), ot t dé-
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. k 1
signe un point de 1'espace euclidient Rk, |l:] = ( z ltj|2)7 la distance euclidi-
=l

enne 3 1'origine, et w(|t|)dt la mesure "radiale" absolument continue par rapport

3 la mesure de Lebesgue dt sur Rk, de densité w(|t]).

Le choix de w assure que l'espace LP(Rk H w(ltl) dt) est tempéré. Soit ‘?(Rk;p;w)
1'espace des transformées de Fourfer muni de la structure d'espace de Banach obte-
nue par transport de structure. Un &lément G = ¥(g) est une distribution tempérée
sur Rk définie par son produit scalaire avec une fonction quelconque ¢ ¢’ a de-

croissance rapide 3 1'infini dans Rk:

<G, § > = J X du J " e—i t'uq(t)g(u)dt du
K R R
oi t.u= t, u,.
jgl J3

La norme de G est:

URklg(t)lpm(ltht] L

Le sous-espace fermé ®(k; p; w) des &€léments invariants par rotation, image par

lhell=1lell

la transformation de Fourier des fonctions radlales de LP(R H w(]tl)dt ), est iso-
metrique comme espace de Banach 3 1l'espace 'R(v,p,m) 3 tout élément F = H (f) de
‘be(v,p,w) correspond bijectivement G= ¥ (g) de ®(k;p;w) ol g est la fonctlon de
E(R ; w(|t])dt ) dont le "profil" est f, c'est-d-dire que

g(t) = £(|t])

et on a: '
=, = C(k) ||¢]|
®(V;p;w) ®(k;p3w)

ol la constante C(k) dépend de la dimension k et de la convention adoptée pour la

transformation de Fourier.

On dira que F est le pré-profil de G et que la distribution définie sur ]0, +oo[

x-zv_lF, est le profil de G dans le complémentaire de 1'origine.

-1+
Lorsque KK LHmp (x) n'est sommable sur R’ pour aucun n > 0, l'espace &(k;p;w) est
aussi isomorphe 3 l'espace des profils ¥(v;p;w), la correspondance bijective entre

une fonction G de & (k;p;w) et son profil ¢ étant G(t) = Q(Itl) pour tout t de Rk.

Le but de ce chapitre est de préciser, avec des restrictions convenables sur w ,

la structure locale dans le complémentaire de 1'origine, de ces profils, ou ce qui
p. e 4 gde ces prollls, ou ce qui

2.1. Soit Q(p;v) la classe des poids w qui, outre les conditions (Pl)’ vérifient

les conditions supplémentaires (Pz):

i) w est 3 croissance lente 3 1l'infini
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D) w0 - (10 CPEND

notone lorsque x est assez grand, et il existe une constante C telle que

w(l + x) est &quivalent 3 une fonctlon ) mo-

+
pour tout couple (x, y) de nombres de R on ait:

w(x + y) £ C w(x) w(y) si o croit 3 1'infini

=

w(x +y) » Cw(x) w(y) si ) décroit a 1'infini

Equivalent est pris ici et dans la suite au sens faible: f(x) et g(x) & valeurs
réelles sont &quivalents lorsque x tend vers X, (fini ou infini) s'il existe deux

constantes strictement positives A et B telles que

Af(x) < g(x) < Bf(x)
lorsque x est assez proche de X,

Par exemple un poids &quivalent 3 1'infini 3 xa(log x)b ol a et b sont réels
quelconques, satisfait (PZ)'

Le théoréme I donne une description locale dans le complémentaire de 1l'origine
des éléments de ¥ (v; p; w) en termes de t:ansformée de Fourier d'un espace de
fonctions sur R, associé de fagon simple. c‘D(]O, +°°D &tant 1l'espace des fonctions

¢ a support compact contenu dans ]0, +°°[, on a le:
Théoréme I:

Q appartenant 3 la classe Q(p;v), 1 s p <+ , v 2 —% , pour toute fonction

M _d_e‘ﬁ(]O, 4*»[) F +—> MF est une application lin€aire continue de m(v,p,w) dans

1'espace de Banach F(p; w) des transformées de Fourier de LP(R; w(|x|) dx).

Démontrons d'abord:

Lemme 1. ¢ &tant &gal 3 +1 (resp. -1) si w, croit (resp. décroit) i 1'infini,

1

T m.e/p) est contenu avec une topologie plus fine dans 1'espace des multipli-

cateurs de ¥ (p; w).

Soit F(f) dans % (p; m-) et ¢(m) dans §(1; ) Considérons
00
(f * m)(x) = J f(x-y)m(y)dy

intégrale vectorielle portant sur la fonction de x, f(x-y), élément de
LP( R ; w(|x]) dx)

+oo +oo0
J’ | £ (x-y) | Par(| x| ) dx = J | £(u) | P | uty|) du
il suffit pour conclure d'utiliser les propriétés de o :
- si w) croft a 1'infini, w(|uty|) < c; w(|u] + |y]) < c, w(|u]) w(|y|)

- si w, décrofe a 1'infini, w(|uty]) < ¢, w([lu] - [yll) ¢ ¢, =Ll
w (ly])
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Notons en corollaire de ce lemme, le fait bien connu que pour p = 1, lorsque oy
crolt de fagon lente a 1'infini, § (1 ; w) est une algébre de Banach pour le pro-
duit ponctuel, transformée de Gelfand de 1'algdbre de Banach de convolution
LI(R ; w(|x|dx). Lorsque v = - % la démonstration du théoréme est trés simple.

Pour x > O, 1

J 1 (x) = ( :%: )2 CcoS X o

Un élément F de “0(- % 5 p 3 w) est défini par le produit scalaire avec une fonc-

tion quelconque ¢ de ¥ (R):

paire

<F,y4y>=2 J . dy I 4+ €08 xy +(x) £(y) dx
R R '

4o
ol J ]f(x)|p w(x)dx < +o

o
: 1 c ces : .
Ceci montre que % ( - 2 5 P s w) s'identifie au sous-espace des fonctions paires

transformées de Fourier de LP(R ;w(lxl)dx ). Dans le cas particulier ol lim w(x)>0
x*+0 '
ce dernier espace est contenu dans PR 5 0w + |x]) dx) et le lemme 1 permet de

conclure. Pour un poids quelconque de Q(p ; v) on peut décomposer F en la somme
des deux distributions G et H définies par les produits scalaires

A +oo
J dy J cos xy g(x) f(y)dx
o o

<G, ¢ >

4 +0

<H, ¢y>= J dy J cos xy ¢(x) f(y) dx
A o

ol A > O est une constante arbitraire.

I1 est bien connu que si T est une distribution ad support compact sur R, et

K(x, y) une fonction analytique en les deux variables x et y, < Ty’ K(x,y) > est
une fonction analytique en x. Donc G coincide sur [0, +w[ avec la fonction analy-
tique

A

I cos xy f(y)dy .

o
M étant la fonction de 9(]0, +w[) fixée, MG appartient aussi 3 cet espace et donc
a fortiori 3 - (p ; o). '
H est la transformée de Fourier de la fonction paire g définie par g(j) = £(|y])
pour |y| > A, g(y) = O ailleurs. g appartient &videmment 3 PR ; w1+ [x])dx ).
Le lemme 1 permet de conclure pour MH.
2.2. Pour le cas général v > - % , on utilise le développement asymptotique de
Jv(z), [40] , valable pour tout entier N > O dans une demi-bande ® du plan complexe

P . te o 3 P
définie par u > 0, |v| § ¢ ol u et v sont respectivement les parties réelles et
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imaginaires de z: 1
. J(zj=(L)E .( z az—zj) cos(z - =2 - I
v Tz . 0gj N-1 7] 2 4
T2
+ ( Z b z_2j+1) sin(z - F‘z\i - % )] + RN(Z)’
1€j§§

ol les ajet bj sont des constantes (ao = 1), et ol R.N(z) est une fonction holomor-
phe dans & avec |RN(2)| = O(Iz[-N- 27 ) lorsque |z| tend vers 1'infini dans ®.

On a la méme estimation pour une dérivée de RN(i) 3 un ordre quelconque (d'aprés
N
la formule de Cauchy). F = Hv(f) étant défini par (1.2.1) et (1.2.2), on décompose
A
F, comme dans le cas v = -% , en la somme des dux éléments G et H de W(v;p;w) dé-

(R):

finis par les produits scalaires avec une fonction quelconque ¢ de ?paire

A +0 vl
<G, 4 >= dy (xy) Jv(xy)q(x)f(y)dx
o o

<H’ Y>

+00 +00
f dyJ GV I Gy g0 £(y)ax
A o

ol A > O est une constante arbitraire.

Pour G qui est la fonction C’ sur ]0, +°°|:

A
2v+1 -v_v+l
x“V I X vy\) Jv(xy)f(y)dy ,
o

(car z-vJ (z) est analytique) on conclut comme dans le cas v= - 1 '
v y 2

Pour étudier MH, il suffit de se limiter dans la définition de H aux fonctions
9 c’a support contenu dans w voisinage compact fixé, disjoint de O, du support de

M.

On utilise alors le développement (3) en choisissant N assez grand pour que

+00
v+l
(xy) Ry (xy) £(y)dy
A
soit une fonction ayant des dérivées continues d'un ordre suffisant et qu'ainsi ML

L(x) = J

appartienne 3 fortiori 3 § (p; w).

N étant ainsi choisi (ne dépendant que de ( v; p ; w)) il suffit de vérifier que

1214 ' + PPN : .
1'élément Tk de ¢ paire(R ) défini par le produit scalaire: .
+e e v+l ix k-7
<T . ¢ > = j dy f (xy) e y(xy) g (x)f(y)dx
A o

est tel que MT_ appartient 3 ¥ (p ; w) pour tout k 3 O. Mais 1'hypothase

+a 2v+1
J ]f(x)lp VT ) dx < 4o
A

assure que: ) 2
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1

v w5 -k (2-p) (v + )
r jx £(x) |P(1+x) w(1+x)dx < + o .
A

C'est-a-dire que Uy transformée de Fourier de la fonction g définie sur R par:
v+ % -k
g(x) = x- f(x) pour x 3 A, g(x) = O pour x < A,
appartient 3 $(p ; w) . Donc MI,_ qui est &gal 3

v + %‘ -k .

X M(x)Uk

appartient 3 §(p; w) d'aprés le lemme 1.

La continuité de 1'application F v—— MF résulte de ce que son graphe est fermé.
En effet Fn tendant vers F dans e (v; p; w) et MFn tendant vers G dans & (p; w)
on a pour toute fonction ¢ de ® (R):
< MF - G , vf>=lim<MF—-MFn, 9 >
n—noo
car la topologie de‘F(p ; w) est plus fine que la topologie de 9'(R). Puis

lim < F-F , Mg> =0
n
oo

o
car la topologie de %(v ; p ; w) est plus fine que la topologie de ¢ (R).

paire
3.1. I1 n'est pas possible d'obtenir une réciproque du théoréme I conservant la
généralité des poids Q(p ; v). En effet  ne fait pas intervenir le comportement

de w 3 1'origine.

2(p ;v) contient des poids qui tendent vers 1'infini arbitrairement vite lorsque
N
x tend vers O. Or, une réciproque au théoréme I impose que ’f,(v ; p ; w) contienne

les fonctions 3 support compact assez réguliéres, ce qui n'est possible que si

x2v+1w(x) est localement sommable & 1'origine.

Nous allons voir que sous cette condition, avec une restriction supplémentaire

le théoréme I admet effectivement une réciproque.
Considérons les applications possédant les propriétés (P3):

i) w est continue sur R+, a valeurs strictement positives
ii) w(x) est monotone lorsque x est assez grand, et il existe une constante C
telle que pour tout couple (x, y) de nombres de R on ait:
w(x +y) $C w(x) w(y) siwcroft & 1'infini
w(x +y)2C wx)wly) siw décroft i 1'infini .

Désignons par Qo(p 3 V) la classe des applications w de Q(p ; v) telles que
2v+1
X

w(x) soit localement sommable a 1l'origine, et que w soit &quivalent d 1'infini

a une application possédant les propriétés (P3).
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I1 est clair que les propriétés (Pz) et (P3) ne sont pas indépendantes. Nous ne
cherchons pas 3 faire les hypothéses les meilleures sur y mais celles qui techni-
quement commodes, sont satisfaites par les poids assez réguliers., Par exemp}e, une
application w continue de ]0, *w[ dans ]0, +w[ , telle que x2v+1 [w(x)J - ;:T

(pour p > 1) et x2v+1w(x) soient localement sommables 3 1'origine, et &quivalente

P ~

3 1'infini 3 xa(Log x)b, a et b nombres réels quelconques, appartient a Qo(p;v).

On a, avec les notations de 2.1, le

Théoréme II:

w &tant un poids de la classe Qo(p 3 V), lsp<+o et v - %~, pour toute
fonction M de ¥ (]0, +w[), F v+ MF est une application linéaire continue de
=Y £st e £e
¥ ; = dans 44( v; p; w)-

On peut pour la démonstration supposer que w posséde lui-méme les propriétés (P3).
En effet si wy s 3 =1, 2, sont deux poids de Q_(p i v) équivalents 3 1'infini, et
n

si F = Hv(f) est 3 support compact et appartient a ¥0(v; p wl), la convergence

+00
de 1'intégrale J |[£(x)|P w, (x)dx entralne en utilisant seulement le fait que f est
o

borné sur tout compact, la convergence de

400
J |£(x) [P w, (x)dx
o

v
ce qui montre que F appartient 3 ‘¥(v ; p ; wz).

PR - ‘s o . 1
Comme pour le théoréme I, la démonstration est trés simple lorsque v= - 7. On a

déja vu en 2.1. que %@(-% 3 P 5 w) s'identifie au sous-espace des fonctions paires
transformées de Fourier de LP(R ;m(lxl)dx). Mais ce dernier espace est ici identi-
que 3 LP(R ; w(lx|)dx). On décompose un élément F de If(p; w) en F = F1+F2 ol Fl

est pair et F2 impair. A toute M de D {]0, +m[), associons les prolongements M

1
paire, M2 impaire fonctions de QD(R). MF peut étre considéré comme la restriction

E R+ de la distribution paire MlFl + MZFZ , qui appartient & f(p ; w) d'aprés le

lemme 1.

3.2, Dans le cas général v > - % , démontrons d'abord, lorsque w possé&de les pro-

priétés (P3), le

Lemme 2: ¢ &tant &gal 3 +1 (resp. -1) si w croft (resp. décroft) i 1'infini,

(v; 1; we/p ) est contenu avec une topologie plus fine dans l'espace des multi-
est une plus des

Y
plicateurs de #(v; p; w).

I1 y a une démonstration trés simple lorsque v = k ; 2 , k entier » 1. Selon
1.3., on identifie ¥(v ; p; w) avec Bi(k ; p; w).) Soit F (resp. G) dans M(v;l;we/p)
(resp. sz(v.;p;w)) le profil (resp. le pré-profil) de la transformée de Fourier
d'une fonction radiale f (resp. g) de LI(Rk H we/p(ltl)dt) (resp.Lp(Rk;w(It[)dt).
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On considére 1'intégrale vectorielle:

(f * g)(t) J X g(t-u) f (u)du
R

ol la fonction de t, g(t-u) appartient 3 Lp(Rk; w(|t])de).

j klg(t—u)]pw(|t|)dt = J k|g(v)|Pw(|u + v|)dv
R R

et il suffit pour conclure d'utiliser les hypothéses sur w :
si w croit 3 1'infini w(|u + v|)g ¢y wllul+lv]) < c, w(luDw]v])
si w décroit a 1'infini w(|u+v]) & Cqu( [ul-]v]) < c, —ullvl) .
w(|u])
La démonstration du lemme dans le cas général est plus délicate, et impose d'uti-

. . + ez 0= .
liser la v-convolution sur R associée 3 la transformation de Hankel d'ordre v:

1
Soit f, g deux éléments ZV(R+), tels que le produit ponctuel Hv(f)'Hv(g) soit en-
Al
core un é€lément de Iv(R+): la v-convolution fait correspondre au couple (f,g) 1'é-
1ément de g'(]o, +o|) _
v f * g = Hv(Hv(f)Hv(g)) .

Supposons que f et g soient des fonctions définies presque partout et que:

h(x) = J . f(y)g(Z)Dv(X,y,Z)(y2)2\’+1 dy dz

R xR
soit aussi une fonction définie presque partout, ol

v A2v—1

) )
Dv(x,y,z) = Cv(xyz) (x,y,2)

Cv étant une constante ne dépendant que de v , et A(x,y,z) la fonction égale a

1'aire du triangle de cotés (x,y,z) lorsqu'il existe, et 3 z&ro ailleurs.

Alors £ * g est une fonction égale pour presque tout x 3 h(x). Tout ceci est

classique (voir par exemple D. Guy [}1] ). Notons la propriété de Dv H

e 2v+1
(1) J Dv(x,y,z)x v dx =1 .
o

2v+1
X

Prenons f dans LI(R+ s x2v+1w€/p(x) dx), g dans LP(R+ B w(x)dx ) nous woulons

montrer que f 3 g appartient a ce dernier espace. Calculons:

+00
I g olP = [ Toea® |
o

2 P
+ 4 f(y)g(z)D (x,y,2)(yz) vl dy dz dx .
R xR v

Lorsque p = 1, on utilise le théoréme de Fubini:
|| £ g Il $IB+]3 [E) | ]g(2) |wlx) Dv(x,y,z)(xyz)2v+1 dx dy dz

D, n'est différent de zéro que si

ly —z] <x<y+2z.,
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Dans ce domaine, si w croit a 1'infini , w(x) € Ciu(y + 2z ) £ Cu(y)w(z)
. 1 2 '

et si w décroit i 1'infini, w(x) & Clw( |y - z| ) < C2 %’)—E—;%— .

Donc, en utilisant (1):

llexell<c [R+If<y)lw‘<y>dy- JR+ le(2) |u(z)dz.

Lorsque p > 1, utilisant 1'inégalité de HSlder, on majore

2v+1

P
dy dz| < A(x).B

JR+XR+ £(y) g(2) Dv(x,y,Z)(YZ)

avec

P € P ) 2v+1
A = |, L E®] |8@][° b (x,y,2) [u(p| (y2)™"" a
R xR

y dz

€ €
= -1 = p-1
2v+1 P 2v+1
’ =U + JEDID Gy [um]P 2 gy dZ] =U JED [ Tu»]Py™ dy] .
R xR R
On majore ensuite de fagon analogue au cas p = 1:

J + AW ax < C'U RELS2) [w(y)] pY2V+1dy:' 'U +&@ |Pw(z)22v+1dz]
R R R
si bien qu'en définitive:

IFell s c|F||
Vi Pjow v 1w

- lell
e/p) O 5P w

Notons en corollaire de ce ]emme,lle fait que pour p = 1, lorsque w vérifie (P3)
et croit de fagon lente 3 1'infini, % (v ; 1; w ) est une algébre de Banach pour
le produit ponctuel, transformée de Gelfand, de 1'agébre de Banach

Ll(R+; x2v+1w(x)dx ) muni de la v-convolution.

3.3. Démonstration du théoréme II lorsque v > - % .,

F transformée de Fourier de f, est une distribution tempérée sur R, définie par

son produit scalaire avec une fonction quelconque ¢ de % (R):
(1) <F, ¢ > = J dx f f(x)\f(y)e_lx}’dy
R R

+oo X
avec (2) f [£@) [P w(|x]) dx < + = .

La fonction M de ® (]O, +oo[) étant fixée, pour étudier MF on peut supposer que F
est déja a support compact, f est alors une fonction entiére; a &tant une constante
strictement positive telle que le support de M soit contenu dans ]a, +°°[ , on peut
aussi se limiter au cas ol F est défini par

400 . pteo .
(1') <F,¢>= J dx J £(x) \f(y)e_lxy dy .
a

—00
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Pour commodité technique, on multiplie F par la constante exp i( %} + % ) et on

décompose en une somme de quatre distributions du type F* définie par:
+00 +00
3) <F, 4> = I dx J £(x) $(y)cos(xy - -2‘1«; - %) dy
o a

ol sinus peut remplacer cosinus, et f(-x) peut remplacer f(x).

Soit A > O une constante arbitraire, on pose FF=C+H , ot la distribution G
est définie par

A +o
o a

G coincide sur JO, +w[ avec la fonction C
A
m m
J f(x) cos (xy - A ) dx
o

n
et MG appartient 3 fortiori 3 (v ; p 5 w ) .

Pour traiter H, 1'idée est d'utiliser un développement asymptotique de

cos( z - %v - % ) faisant intervenir la fonction JV(Z)' Pour cela reprenons le
1

développement de Jv(z) (voir 2.2) en posant (% z)2 Jv(z) =K(z) et g =2z - %v -

L]

@ K@= §o a2 ) cos or( 272141

) )sin ¢ + 8, (2)
0$j$—i— 1<is

Py

N|=z

ol les 3 bk sont des constantes, a = 1, et 51 est holomorphe dans la demi-bande
6, avec |Sl(z)| = O(IZI-N) lorsque |z| tend vers 1'infini dans ® .

Remplagons z par z + o dans (4), ol o est une constante strictement positive; il

existe des constantes (ck, dk) telles que

N-1 " N-1 x
(5) K(z + a) = z c, z )cos G + ( Z d z ) sinZ + S,(z)
k k 2
k=0 k=0
ot S, a les mémes propriétés que Sll Notons que c, = cos a et d, = - sin o .

I1 existe des polyndmes en z_l de degré (N-1), P> P2, Ql’ QZ’ Q3, Q4 tels que

Pi(z)cos ¢ = Q(2)K(2) + Q,(2)K(z+a) + S;5(2)

P,(z)sin ¢ = Q4(2)K(z) + Q,(2)K(z+a) + S,(z)
ol S3 et S4 ont les mémes propriétés que Sl'Pl et PZ ont un terme constant qui peut
&tre par exemple

d =-sina .
ad n

11 est différent de zéro si o n'est pas multiple de m ce que nous imposerons. Il

existe alors des polyndmes en 27! de degré (N-1) tels que
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N-1 i N1
cosi;=(2 a"(z)K(z)+(2bl'<z)K(z+a)+V(z)

k=0 k=0
® N-1 =« N-1 -«
sin g = ( 2 cl'( z ) K(z) + ( z dl‘c z ) K(z+a) + W(z)
k=0 k=0 -

ol V(z) et W(z) sont holomorphes dans ® et O(|zi-N) lorsque |z| tend vers 1'infini
dans € . Ces propriétés sont partagées par les dérivées de tous ordres de V et W.

I1 est commode de choisir aq = a .

Pour &tudier MH, H étant défini par

: +oo +o i
<H, Y> =J de f(x)4(y) cos(xy -iv-%)dy ,
A a

on utilise le développement asymptotique (6).

Choisissons N assez grand pour que

455 4o
L, = J V(xy) f(x)dx et Ly(y) = J W(xy) f (x)dx
A A

soient des fonctions ayant des dérivées continues d'un ordre suffisant et qu'ainsi

. n
d'aprés le lemme 2, MLI et ML2 appartiennent 3 ¥( v; p 5 w).

. I1 est ensuite aisé de vérifier que la distribution T, définie par:

4o +oo & k
< ‘[‘k, gy > = I dx J K(xy) (xy) £(x)¢(y)dy
A a
N
est telle que MI appartient 3 %(v; p ; w) pour tout k 3 O,

En effet, 1'hypothése

+o0 1
J [0 P (140 PPVt 20 4 0dx < 4=
o
assure que: oo 1
I |x Ll 2 t'(x)|P x2v+1 w(x)dx < +eo
A

c'est donc que U pré-transformée de Hankel d'ordre v de la fonction g définie sur

k

Rt par -k-v- =
g(x) = x f(x) pour x » 0, g(x) =0 ailleurs,

appartient 3 ‘)é"(v 5 P sw). Donc MT, qui est égale 3

x_k M(x) Uk

"
appartient 3 ‘¥,(v ; p ; w) d'aprés le lemme 2.

n
I1 reste 3 montrer que MSk appartient 3 (v ; p ; w ) ol Sk est définie par

+00 +00
<S .4 »>= «[A dx I K(xy + a) (xy)-kf(x)‘f(y)dy .
a
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e K e «, a-k., _a
or J K(xy+a) (xy) £(x)dx = I a R(uy)y (u- -}—) f(u- Sdu
A A+2 4
0 +00 A + —
Décomposons sous la forme r a = I - I V = y-1T.
A+ —)—; A A

MT appartient 3 @ (]0, +°°D donc & fortiori a (v 5 P 3 w. La fonction
fk(z) = z-kf(z) est holomorphe dans le complémentaire de l'origine; il sera
commode de prendre A 2 2, de sorte que (u - % ) est strictement positif lorsque

uxAety3a'>aetalors

+oo (n)
a a n 1
fi (=3 = HZO (-3 o7 f @ .

Soit fk m(u, y) la somme partielle des (m+l) premiers termes et Um la distribu-
’

tion définie comme U en remplagant fk par fk o * Tous allons montrer que MUm
k4

est une .suite de Cauchy dans ‘ﬁ(v 5 P ;3 w, puis que MUn tend vers MU au sens des

distributions.

Considérons la distribution ¢ définie par le produit scalaire
i

e e -k-n 1 _(n)
< q’n,k s P > = JA du I . K(uy)y -rT!fk ¢(y) dy.

Soit gy k(u) la fonction définie sur R+, égale a:
’
1
_-y - =
u 2 %' flin) (u) pour u > A, nulle ailleurs,

d'aprés la formule de Cauchy

2 . .
%! f(;) W) = ;_“_J fk(u+ele)e ine
o
d'od 27
1 -in
Sn,k(U)1= o JO g (u, B)e "94e

v- =
avec gk(u,e) =u 2 fk(u+eie) pour u > A, gk(u,e) = 0 ailleurs.

Pour montrer que cette fonction a, pour 6 fixé, une pré-transformée de Hankel
d'ordre v, appartenant a ‘3@(\) 3 P 3 w), de norme bornée indépendamment de 6, il
suffit de montrer que

+00 1 .
%) J A+ [ PO+ Ja su) e P au s ©

-0

C ne dépendant pas de 6. Cette .intégrale est la norme dans "i‘(p; w ) de la dis-

tribution )\eF, ol )\e(x) est la fonction C

)\e(x) = expl|ix exp ie] .
Soit P une fonction de DP(R) égale 3 1 sur le support de F
)\eF = )\e PF
t a' és le 1 F N
e aprés le lemme 1, ]|>\e ”’S‘(P; w § HAOP“?‘(I; we/p)

Il 5 (o )
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L'application 6 r—= AgP de [O, 21r] dans @ (R), donc 3 fortiori dans % (1 ; we/p),

est continue car les drivées de tous ordres en x de la fonction Ae(x)P(x) sont

=

continues par rapport 4 6 uniformément en x.
Ainsi erP”y(p.w)est majoré par une constante indépendante de 6. En conséquen-
s

- - ] N
ce gn,k a une pré-transformée de Hankel wn,k qui appartient 3 #g (v ; p ; w ) et

de norme majorée par une constante indépendante de n. Alors M Qn K qui est égale
’

a ~k-n-v- <
M(x) x wn,k
appartient 2 ‘ﬁ( V; p ;3 w ) d'aprés le lemme 2, avec une norme majorée par
-k-n-v- % .
C1” M(x)x ” %(\) s 1; wE/P) .
Soit P une fonction de @ (]0, +°°|:) égale 3 1 sur le support de M, on a :
“ken-v- % -n kev- % . e/p
M(x)x = M(x)x = . P(x)x et puisque (™ ; 1 ; w 'F)

est une algébre de Banach pour le produit ponctuel, on a :

e/p. < CllMGOxT|

v ;1 w'h) v 1; WP )

ot C ne dépend pas ¢ n.

Nous choisissons maintenant a < 1, de sorte que le support de M soit contenu
1

2 o P g s
dans | ]a N +m[ , ainsi est assurée la convergence de la série

4+
n
Yoatllme iy
1 n=o n,k"42(v;p;w)

-1 PP = + -
puisque .512 x = est strictement inférieur 3 1 sur le support de M ce qui entraine

que M(x) (azx_l)rl tend vers zéro au sens de @D (R) donc i fortiori au sens de

€
®Cv; 15 0P,
Sachant que MUm est donc une suite de Cauchy de ‘t,é (Vv ; psw), il reste 3 mon-

R),

trer que, @ appartenant 2 gpaire

lim<MUm,\e> =<MU,\f> .

>+
Or’ +00 m ‘12_1
< MlJm i B JA nzo —E!— flin)(u)' An(u)du
1
avec oo 3
A ) = J (- ; "™ K(uy)y M(y) ¢(y) dy.
a
2w :
Majorant | L f(:)(u)l ~<J [ £(u + et® )| a8,
n! o
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il suffit de vérifier_que

+oo 3 27 +oo T
(8) ] a j de“ [£Qu+ e )] [A (] du] <t
n=o0 o A

A_ est une fonction 3 décroissance rapide car c'est la transformée de Hankel d'une

fonction de D (]0, +wD, de plus elle tend vers zéro au sens de ¢ (R) lors-

paire
que n tend vers + » . (8) est alors une conséquence & (7).

Ceci ach@ve de démontrer que MF appartient a 5’\é (v; p; w). La continuitd de 1'
application F v+ MF résulte de ce que sont graphe est fermé, par une démonstra-

tion analogue 3 celle du théoréme I.

Remarques. 1. Dans le cas particulier ol p = 2 et w= 1, les th&orémes I et II

P s 1
se réduisent 3 une évidence. En effet la transformation de Hankel d'ordre v » -3

+ +
est une isométrie de LZ(R H va 1

de Hankel, voir par exemple E. Titchmarsch [38] , qui est d'ailleurs conséquence

dx) sur lui-méme. C'est un résultat classique

immédiate lorsque v= k_;Z_ , k entier supérieur ou égal 4 1, de ce que la trans-
formation de Fourier est elle-méme une isométrie de LZ(Rk; dt). Alors les théoré-

mes I et II expriment simplement que les espaces de fonctions L2(R+; xzvﬂdx) et

L2(R ; dx) ont la méme restriction 3 tout compact de ]0, +°o[ .

2. Les théorémes I et II expriment que les espaces des restrictions
g
3 un ouvert relativement compact dans ]0, +m[ , de ¥ (v; p ; w), ou aussi bien
de ¥( v; p; w ), et de ¥ (p; w ) coincident. I1 n'en est pas de méme pour les

restrictions 3 un ouvert quelconque de ]0, +m[ .

Il y a évidemment lieu de distinguer alors entre “3}.'(\’ s psw) etq(v;p ;s w.
C'est en fait pour ce cernier espace qu'il est intéressant de comparer les restric-
tions 3 un ouvert quelconque de ]O, + m[, avec celles de ¥ (p ;o ) 3 cause de l'in -
terprétation géométrique en termes de profil dans les cas vy = 1—(-5—2 , k 2 1 entier
(cf. 1.2)

Proposition 1. Pour v > %— -
appartenant & F(p ; w) dont la restriction a ]A, +°°[ (A 3 0 quelconque) ne

coincide pas avec la restriction d'un élément de H(v ;p ;5 w)e.

1

» w appartenant 3 Qo(p, v) il existe une fonction

Considérons la fonction entidre paire £f(x) = x_vJv(x) pour v > -%— « Sa trans-

=

formée de i‘ourier est la fonction & support compact [—1 . +1] , égale a
N 1
(l—xz) sur cet intervalle. Donc f appartient 3 ¥ (p; w ) si et seulement si

p(v- %) > -1. Par ailleurs la transformée de Hankel d'ordre v de f est une mesure

de masse finie au point +1.

Ceci est un contre-exemple 3 1'analogue du théoréme II pour un intervalle JA,+w[.
Nous verrons (appendice, théor&me 3), un contre exemple au théoréme I pour un in-
tervalle ]O, A [ :
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Proposition 2. Pour p = 1, w = 1, il existe une fonction appartenant & %( v;1;1)

dont la restriction 3 tout compact [O, AJ ne coincide pas avec la restriction d'une

fonction de §( 1; o).

4,1. Espaces de Hankel généralisés.

s

L'étude des &léments radiaux de 5‘(Rk; P; w ) conduit 3 é&tudier l'espace
®(v; p; w). Or il est des espaces de distributions sur Rk généralisant les dis-
tributions radiales en préservant l'existence d'un groupe de transformations de Rk

qui opére: ce sont les distributions "multiradiales".

Soit k = k1 + el + kq une décomposition de 1l'entier k en une somme de q entiers
(1)
k, > 1, et t = (77,
j/’

@ .
suivant les vecteurs t de R 7, Soit SO(k

ey t(q)) la décomposition canonique d'un vecteur t de Rk

k
) le groupe des rotations de R j, et

3
S0(kys oey kq) = S0(k;) x .uv X SO(kq)

le groupe des "multirotations" o= ( Tps sees oq) de Rk.

Une fonction définie sur Rk est dite multiradiale de type (kl’ vees kq) si elle
est invariante par le groupe SO(kl, ooy kq): pour tout o de ce groupe, et tout
k
t de R, on a
(o = £Co e, L, oqt(q)) = £(0) .
A une telle fonction f est associée de fagon biunivoque une fonction F définie sur

(R+)q telle que
£0) = r(J eV, L, 2@

on dira encore que F est le profil de f.

Une distribution sur Rk multiradiale de type (kl’ ceey kq) est une distribution
invariante par le groupe SO. Il lui est associé denéme fagon biunivoque une dis-
tribution tempérée sur Rq, paire en chaque variable, qui est son pré-profil T.

Soit w une application continue de [R+]q dans ]0, +w[ si p=1, et de [JO, +w{]q
k -1 1

kl_l

dans ]0, +m[ si p > 1, la fonction Xy e X w p-l étant localement
sommable dans [R+Jq. On suppose en outre w—l 3 croissance lente 3 1'infini . (Con-
ditions (Pi)).

@, .

Considérons le sous-espace fermé de Lp(Rk; w(|t o lt(q)ldt ) des fonc-

tions multiradiales de type (kl, ceey kq) et @(kl, ey kq ;P 3 w) llespace de
Banach, par transport de structure, des transformées de Fourier. L'étude de cet es-

pace conduit 3 définir 1'espace 1€(v1, cesy vq; P ; w ) généralisant #& (v ;p ;u).

P > J=1, «.v, q , on définit la

N

4.2. Pour tout v = ( Vis see vq), v

3

transformation de Hankel d'ordre v, H_ sur ¢
v paire

3 décroissance rapide 3 1'infini, paire en chaque variable, par:

(RY), espace des fonctions C~
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: -vj vj+1
H,q) () = JB,,Jq [j=1 x0Ty Ty Oy J $(y)dy
ol x = (xl, ceey X ) ety = (yl, veey yq) appartiennent 3 [R+]q . Comme pour q = 1

H est une isometrle de & ®Y sur lui-méme et H2 est 1'identité.

paire

Le sous-espace &fl')alre(kq) de ¢' (Rq) des distributions temp&rées en chaque va-

riable, s'identifie au dual du sous-espace ¥ paire ®RY de c.(’(Rq), pour le produit

scalaire ordinaire < S, ¥ > au sens de (‘J' % ). Soit H 1'isomorphisme trans-

a ' q N Py
posé de H\)’ de 51 paire(R ) dans lui-méme défini par
< HS (), ¢ > =<5, H (D) >
1z ' q q
pour tous les &léments S de 9paire (R7) et y de gpaire(R ).

Considérons 1'espace ¥'( ]0, +o [q) des distributions tempérées sur ]0, + w[q,
c'est-d-dire des distributions sur ]0, +oo [q prolongeables (d'une infinité de fa-

gons ) en distributions tempérées paires sur RI.

Soit Z ([R 1D 1e sous-espace de S’([]O +oo[:]q) formé des fonctions f -définies

presque partout - telles que la distribution sur ]O, +oo [Jq , ( j2v j*t ) £
j=1
admette un prolongement (unique) en une fonction appartenant a g'palre(R ), encore
notée ( sz"j"'l ) f par abus de langage.
j=1

On appellera pré-transformation de Hankel d'ordre v , 1l'application injective H

de ([R ]q) dans 4' (RY) définie par:

2\)+1
K (£) = H((TqT ) B

et transformation de Hankel d'ordre v , 1' appllcatlon (non injective) de Z ([R ]q)

a1re

dans C.(( []0 +o []q), noté par abus de langage H défini par:

q -Zvj—l ¢ 2vj+1
H(D =  TT v, )Hv((Tsij ) £).
j=1 j=1
La restriction de cette derniére application & (ypalre(Rq)’ coincide avec 1'iso-

morphisme de ?paire(aq) sur lui-méme précédemment défini.

Soit w un poids vérifiant les conditions (P') ol kj est remplacé par 2\).1 .
2\) +1
j =1, 2, ..., q , considérons 1'espace de Banach LP( [R ]q’ ( Jw(x)dx ),
j=1

3@(\)1, seey \)q 5P oW ) est le sous-espace de Banach isomorphe des pré-transfor-

mées de Hankel d'ordre v , ‘K( Vis cees \)q; P w) est le sous-espace de

q
g ( []0, +oo [] ) formé des transformées de Hankel d'ordre v .

4.,3. 1I1 est possible en imposant 3 w des condtions supplémentaires d'obtenir des
théorémes analogues aux théorémes I et II. Limitons-nous aux classes de poids sui-

vantes: Q'(p ; v) est la classe des poids w(x) = wlxy, veey x ) = j(xj)
od v appartient 3 Q( p ; \)j) s, 3 =1, «.., q , les fonctions =1
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PP
urj(xj) = (1+ xj)

étant simultanément du type croissant ou décroissant.

mj(l + Xj) j=1, .., q

Q(')(p; v ) est la classe définie de fagon analogue en remplagant Q(p; vJ.) par

1
(2-p) (v, + 3)
) = 1+ x,) Jzw(l'l-x
=1 3 ]

Qo(p; vj).

Posons w(x) = w-(xl, eeey X ) et soit

q ]

< ®Y; p ; w) l'espace des transformées de Fourier de LP(RY; w([xll, ceey |xq|)dxl

D ( []0, + w[})q 1' espace des fonctions c” a support compact contenu dans
T q
]0, +eo[ , on a

Théoréme I': w appartenant 3 la classe Q'(p; v ), pour toute fonction M de

- q L
@D ( []0, +eo|_] ), Fr— MF est une application linéaire continue de

o .
pACITRREE Vg P 3 w) dans T @®RYG p;ow).

Théor3me II': w appartenant i la classe s’lc"(p ; v ), pour toute fonction M de

3 q
D ([]0, +°°[] ) , F+—— MF est une application linéaire continue ge_’i‘(Rq;p; o)

LY
dans (v, cees Vg P s w) .
4.4. Dans le cas particulier p = 1, '‘qui est celui qui nous intéressera dans les
chapitres suivants, on peut donner une démonstration trés simple qui fait de ces
théorémes une application des théorémes I et II, mais elle utilise de fagon essen-

tielle le fait que la mesure w(x)dx est produit tensoriel de mesures

dx, .

e ol uy (Xj) %y
Ll([R+:[q s ( b 3 Jw(x)dx ) est égal (A. Grothendieck EIOJ ) au pro-
’ j=1 3 e 2y . +1 :

. . 2z 1+ j ~
duit tensoriel complété @ L™ (R xj w(xj) dxj) . De méme
) j=ly.e5q
Ll(Rq; w(x) dx ) est &gal au produit tensoriel des q espaces LI(R; wj (xj)dxj). I1

en résulte que N ~ N
HOp e v L w) = @ 0 G 15wy
j=l,.45q
A

et TR ;1 w) = ‘?(l;wj) .

*>

j=1’ ces q
Or dans la démonstration des théorémes I' et II' on peut se limiter 3 prendre

M(x) sous la forme Mj (x,) oi M appartien.t a D :[0, +m[_) pour j=1,...q

3=1 :
(le cas général résulte de 1l'application des lemmes 1' et 2' ci-dessous). Le théo-
réme I (resp. II) appliqué alors aux q couples d'espaces associés (‘QZ(\)j;l;w ),

3
1 “’j) ) entraine le théoréme I' (resp. II').

4.5. Les démonstration générales pour p > 1, ont 1l'avantage, &tant encore valables

pour p = 1, de permettre d'aborder des poids w plus généraux que des produits ten-
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soriels de poids wj. La méthode est celle utilisée pour les théorémes I et II avec
des complications dues aux termes mixtes intervenant dans les produits de dévelop-
pements asymptotiques. On utilise les lemmes:

~

Lemme 1':w appartenant 3 Q'(p; v), € &tant &gal 3 +1 (resp. -1) si w est de type

croissant (resp. décroissant), 1$(Rq; 1; mF/p ) est contenu avec une topologie
plus fine dans 1'espace desmltiplicateurs qE_fﬁ(Rq; P w).

Lemme 2': w, possédant les propriétés (P3) pour j=1, ..., q (voir 3.1.), e étant
égal 3 +1 (resp. -1) si w est de type croissant (resp. décroissant) %e(vl, ...,vq;

1 me/p ) est contenu avec une topologie plus fine dans 1'espace des multiplica-

teurs de (v, cees V3 P 5w )

q
Les démonstrations du lemme 1', et du lemme 2' dans le cas oi les v, sont des
demi-entiers ne présentent pas de difficulté&s. Pour obtenir le lemme 2' dans le
cas général, il est nécessaire d'utiliser la v-convolution des fonctions définies
sur (R+)q, associée au produit ponctuel des transformées de Hankel d'ordre (vl, .o

ee V)
q)

Démonstration du théoréme I':
n
F = Hv(f) est donné par le produit scalaire avec une fonction quelconque 4 de

R]q):

g paire([

q v,+1
= 24 i)
(1) <F ,¢>= 2 J[R+]q dyJ g € (xjyj) J\)j (xjyj))‘f(x)f(y)dx

q 2v,+1
(2) avec J |f(y)]p [ TT Yy ] wj(yj)] dy <+ =,
Lk =
On décompose dans (1), le domaine d'intégration en y E{]q en tous les domaines
de la forme [Q, A]m x EA, +m[ n’ A étant une constante positive, m et n deux en-

tiers > O, de somme q.

©
Pour le domaine n = O, on a une fonction C en x.

Pour le domaine m = O, on utilise les développements asymptotiques de Jv (z),
]
j= 1, ««¢y, q. On conclut comme dans le théoréme I sauf pour les termes qui font in-
tervenir 3 la fois des restes et des exponentielles, pour lesquels on procéde de la
fagon suivante que nous présentons dans le cas q = 2, pour plus de clarté (mais qui

s'étend sans difficulté au cas général),

On doit traiter pour k entier » O, 1'élément T, de «' (ﬁgjq) défini par

k paire

v1+1 v,+1 eixlyl
<T, , g >= Jj dy,dy JJ (x,y,) (x,Y,) —— . R(x,y¥,)f(y,,¥,)
k 2 1772 +12 171 272 1 272 1’72
(as+] K] gy 2
*171

[ xlxz)dxldx2 .
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On intégre d'abord en la variable intervenant dans le reste R. Soit
+o oy, +l

2
K(Xz’yl) = fA Y2 R(xz;yz)f(yly}'z)dyz'
L'ordre N du développement asymptotique de Jv sera choisi assez grand pour assu-
rer une décroissance assez rapide de R(z) & l'i%fini. 1 étant fixé, la fonction
2 : MZ(XZ)K(xz,y1
(ot [g,b]contient le support de MZ)

en x ) est une fonction dont la transformée de Fourier réciproque

b ixu +e v2+1
1) Ay, uw) = I e M, (x) [J v R(xv)f(y;, v)dv ]dx
a A

=

est 3 décroissance d'autant plus rapide en u que N est plus grand. Pour conclure

appartient a Gf(Rz; p 3 w) il suffit de montrer que:

que MTk
$o0 phoo 2v1+1 2v,+1
(2) JA ((A [A(yy>u) |P ¥, u w) (y7)w, (u)dy,du

est borné, sachant que cette propriété a bien lieu lorsque f remplace X . On peut
dans (1) faire N' (dépendant de N) intégrations par parties successives, pour ob-

tenir: b

v s haad
N 0 = N J Qlxu U SN,(x,v)f(yl,v)dv] dx.
: A

a

. Si p > 1, soit p' 1l'exposant conjugué, on choisit N assez grand pour que
b +o0 _— 2v2+1 1-p'
(3) du |s ,(x,v)[p v w, (V) < 4o
a A N 2

+oo 2y ,.+1 e
(4) et J u 2 u N'p w,(u)du < +o
A 2

n
alors (3) entraine 3 1'aide de 1'inégalité de Holder:

P N +oo 2\)2+1
A gy W] ¢ Cu Pj £GP v w,y (V) dv
A

ce qui assure, compte-tenu de (4), que (2) est borné.

. Le cas p = 1 est déja traité, mais la démonstration générale n'exclut pas ce
cas car

Nt b +00
| A(yl, u)l su N J du J |f(y1, v) SN,(u, v) |dv
a A

on choisit N assez grand pour que

2v2+1
[Syr(u,v)| s Cv wy (V)

+o0 2v, + 1 '
et J u 2 u N mz(u)du < +o s
A

ce qui assure encore que (2) est borné.

Pouwr les domaines [0, A]mx [_A, +oo[n avec nm # O, on met la contribution T sous

la forme symbolique
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-vj n vj+1 -
te I[A,w[“[j=1 K ] [Hyi J"j(xjyi)]x(xnﬂ""xq PIp )Wy

avec

K(xn+1""xq 5 yly"’yn) =

v,+1

J[o,A]m l:i& 3

ij (xjyj)}f(y)dymr . ~dyq

et on procéde de fagon analogue au cas précédent avec cette simplification que la

transformée de Fourier de la fonction

[ Mj(xj):] K(xn+1"°"xq s yl,...,yn)

j=n+1 ’

considérée comme fonction des variables (Xn+1’
A(yl,...,yn H ul,...,um) 3 décroissance rapide en les variables Uppesey Upe

veuy xq) est une fonction

Nous ne donnerons pas la démonstration du théordme II' qui serait trop fastidieu-
se. Une technique analogue 3 celle qui précéde permettrait d'adapter la méthode du
théoréme II. L'outil essentiel &tant le développement asymptotique de cos zj (ou

sin z,) faisant intérvenir la fonction jv ceci pour chaque J=1,...,q. Des foncti~

i

ions holomorphes de plusieurs variables interviennent que 1l'on traite sans diffi-

culté 3 1'aide de la formule de Cauchy.

Remarque: Comme lorsque q = 1, dans le cas particulier o p = 2 et w = 1, les

théorémes I' et II' sont des &vidences et expriment simplement que les espaces de

2v,+1
fonctions Lz([R+]q; ( x-,l J ) dx) et LZ(Rq; dx) ont la méme restriction 3 tout .

q
compact de []0, +°o[] .

|l
4.6. On peut définir les &l&ments '"radiaux" de ZV(ER+JQ) comme les fonctions f

2y -1
telles que |x| ° f soit prolongeable en une fonction radiale appartenant 3
¢ &Y, on 1
. 272
Vo = gvj+q—1 et x| = [E xj]
i=1 j=1

Proposition: w vérifiant les propriétés (Pi), le sous-espace des éléments radiaux
de ‘J@(vl, cees V
R

;P w ) est %@(vo; P w*), w* &tant la fonction définie sur
q Zvj+1

( T’Tu_1 ) w(nu) do (u)
j=1

q
W (n) = J

~ . . + s PR '
ol Sq est 1'intersection avec [—_R ]q , de la sphére de rayon 1 centrée i 1l'origine

S

de rY » u le point courant de Sq, do (u) la mesure poéitive de masse totale 1 uni-

formément répartie sur la sphére.
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d .
Soit F = Hv(f) oli £ est une fonction radiale de Lp([[{+]q;[ }:T] xJ?vJH]m(x)dx).
Le profil g de la fonction radiale f, appartient & Lp(R+;n2“°+lw?(n)) car

el = [r lg(n) [Pn2Vo w‘<n)dn]'/" <t
2v +1[ ()] 1/(p-1)

est localement sommable au voisinage de l'origine dans R
car d'aprés 1'inégalité de HOlder

|w‘(n)|_]/(p_]) < CAI [ 13T ngVJ.H] [m(nu)] -I/(p_])do(u)
s !

j=1

et [ | l ngij] [w(y)]-l/(p-]) est par hypothése localement sommable au voisinage

=1
de l'origine dans [R+]q .

I1 suffit pour établir la proposition de montrer que F s'identifie 3 G = HVO(g).

On dira encore que G est le '"profil" de F. Ceci est évident, d'aprés 4.1. lorsque
q .
= (kJ.-Z)/Z . kj > 1 entier pour j=1, ..., q. En effet Lp(!:[{+]q;[: }xJ?vJH-lw(x)dx
i=1 ]

est 1'espace des fonctions multiradiales de type (v .y \)q) de

120
Lp(Rk;m(|t(l)| |t:(Q) [)dt) dont 1'espace des fonctions radiales n'est autre
+ ot . PPN
que Lp(R sn ! !(n)dn) Donc F = Hv(f) s'identifie 3 G = H, (g).
o
Dans le cas général , l'identification de F & G, repose sur une identité concer-—

nant les fonctions de Bessel.

Soit n = [Z y. ]”2, et u = (u ceey U ) un point de Sq. F est donnéepar 1'in-

tégrale - prise au sens des dlstrlbutlons - :

q -v. +00 ot
@ 6 = [T 3][ atmn®e “US []’r
3=

o

v+1
u.

ij (nxjuj)]dc(u)]dn

On utilise 1'identité suivante due 3 N. Sonine pour le cas q= 2 (voir G.Watson
(40] 12.12)

q v, +1 q v. (-v.)/2 q 1/2
I [ TT ug ] 3, (ajuj)]do(u) = [ TT o J[ % a?] ° g ([ ) 0‘2] )
Sq j=1 3 j=1 Yo j

j=1 =1

ol les a; sont des réels positifs, et v, = ) vy +q-1

Par exemple lorsque q '= 2 :

/2 \)|+1 \)2+1 .
j (cos 9) (sin 0) J  (o,cos0)J (a,sing)de =
° v, 1 vy 2
-(v,+
v, \)Z[OL2 L2 (v #+v,+1)/2 s ([ 2, 2 1/2
1 2 v|+v2+l @ ).

1/2
Utilisant en (1) cette identité, on obtient en posant ¢ = [% xﬂ
j=1
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400 -vo vo+1
F(x) = G(§) = J £ n J, (€n)g(n)dn
o o

Compte-tenu de cette proposition, on peut utiliser les théorémes I et II avec
* . . P, .
des hypothéses convenables sur w pour &tudier les profils des é&léments radiaux

de ‘&G(v], cees vq s P ; w) . Par exemple pour w= 1, on a le

Théoréme: Les profils des &léments radiaux de '&@(vl, ey vq; p ;3 1) coincident

localement dans le complémentaire de l'origine, avec les transformées de Fourier
TR0/ Dy

de 1'espace Pr s (1+]x])
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APPENDICE

1. Les restrictions 3 un ouvert ] 0, a [ des éléments de ¥(viP;w) et ¥(p;w ne
coincident pas en général. Nous allons le montrer lorsque p = 1, avec des restric-
tions sur w entrainant que ¥(V; 1; w) est un espace de fonctions continues sur R+
isomorphe a LI(R+; x2v+lw(x)dx).

Commengons par montrér qu'il existe des fonctions de (v ; 1; w) noté H(v ;w )
dont la régularité 3 l'origine est "mauvaise" (et ce d'autant plus que w croit

plus lentement 3 1'infini.

N . . . . . +
Théoréme 1. Soit w une application continue croissante de R dans [l, +w[ telle

que w(x y) § C]m(x)w(y) pour tout couple (x,y) de DR+]2 gE_teIle ngil_existe

un entier p > 0 pour 1eque1x;ig inf x—pm(x) > 0. Soit v > -1/2 . Pour toute fonc-

. . . + o P s 2
tion continue sur R & valeurs positives qui tend vers zéro lorsque x tend vers

zéro, il existe une suite X, > 0 tendant vers zéro lorsque n > +® , et une fonc-

. R + ‘s P
tion f appartenant g_auv ;5 w) de classe Cp sur R dont la p-iéme dérivée a la pro-

priété

lf(p)(xn) - f(p)(o)l > C[XE w( .).(l:_ )]_l \f(xn)
oi C > 0 ne dépend que de Vv, W, p .

On remarque d'abord que les hypoth&ses sur w entrainent que w(x+y) € Czw(x)w(y)
pour tout couple (x,y) de [}f]z . On considére pour A >0 entier assez grand, la
fonction KA(x) définie sur R par KA(X) = (]—xz)x pour |xl <1, KA(X) = 0 ailleurs.

Choisissons A assez grand pour que

+0 V=1/2 = X
I X w(x)dx < +«

(o]

Ceci assure (voir chapitre II, théoréme 4) que K, appartient 4 %(V ;w ). Soit pour
+m

n=1, 2, ... une suite infinie de nombres bn > 0 tels que Z bn < +® , Choisis-
n=1

sons une suite X > 0, qui décroit vers zéro lorsque n + +* , de fagon que

~ -1
(xn+1)/xn tende+gers zéro, et que Q(xn) < bn' Posons a = bn[w(l/xn)] . La fonc-
tion f(x) = z ajKA(X/Xj) appartient a #(v; w) car KA(x) étant la transformée de

j=1 2

Hankel d'ordre Vv d'une fonction a de LI(R+; y v+]w(y)dy), on a

4+ = 40
lellge v w < | [ 2] 2 et lay
(ITHCI N R R

et d'aprés les hypothéses sur w :

o[ T s < v

j=1 v ;5 w
. o T a, )
D'aprés le choix des suites (aj),(xj) la série —% converge, donc f est de
j=1  x:

]
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classe CP et la p-iéme dérivée est:

@, . v e, x
£ (x) jZ] o Kl ( Xj )
On a : J
+o0 a. X
m £ - £ - L3 [K)(\P)(-zé}) -Pol
j

. ®, 5
avec pour j > n, KA ( = ) =0.
' j
ler cas: - p est pair p = 2¢ . On a Kizq)(o) = (-l)q(2q)!(A) pour 1 ¢ j < n-1l,
xn/xj est assez proche de zéro, lorsque n est grand, pour que [?§2q)(§?)_K§2q)(o)] :
garde un signe constant qui est celui de K(2q+2)(0). Ainsi tous les termes de la

série figurant dans le second membre de (1) ont le méme signe (-I)q+l, donc
A -1
Qo) _ 0 A o 2q 1
|£ (Xn) £ ]| > (2q)!(q) sz = (Zq)!(q)bn X, w(xn)

28me cas: p est impair p = 2q + 1 . Pour toul X, il existe u, 0 ¢ u ¢ 1, tel que

< $

f(zq)(x) - f(zq)(o) = x f(2q+])(ux) . kK (2q+l)(x) est nul pour x = 0 et est mono-
A (2g+1)

tone lorsque x > O reste assez petit, il en est donc de méme pour f et ainsi

-1
lf(2q+])(xn)l N lf(zqn)(uxn)! N (zq);(é)bn[xiqnw(-i—n)]

ce qui achéve la démonstration.

Corollaire: Si outre les hypothéses du théoreme 1 , lim inf Pl = 0, R(vsw

contient des fonctions qui ne sont pas de classe Pl ay voisinage de 1l'origine.

Lorsque =1 ,$(v; 1) contient des fonctions ayant un module de continuité a

1'origine arbitrairement fixé.

Dans le cas y = 1, le théoréme est dl 4 A.Lee Schwartz [32]. Posons
+1/2
o) = (1 + [V

fonctions de (v ;w ) qui ne coincident pas dans un voisinage de zéro avec une

w(x), il est clair d'apré&s ce corollaire qu'il existe des

fonction de ¥( 1 ; w) lorsque v » 1/2 etxlig inf x-]w(x) =0 .

Avec une restriction sur le poids w , on va voir que ceci a lieu pour v > -1/2,
dans le cas général. La raison en est }a régularité lipschitzienne des fonctions
de ¥( 1 ; w)

Lemme 2: Soit w une application continue paire de R dans [1, +w[ telle qu'il

existe un entier q > O pour lequel x 4 w(x) croft et x_q_lm(x) décroft lorsque

x>0 est assez grand. Alors toute fonction f de '?( 1; o est de classe Cq et sa

dérivée gq-iéme admet pour module de continuité la fonction [:hqur(l/|h|)]_1 (h ten-

dant vers zéro).

Ce résultat est connu; faute de référence classique en voici une démonstration:

Soit f(x) = J eiux @(u)du, la q-iéme dérivée de f est f(q)(x) = J (iu)qq(u)du.
R R
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Pour x # y on a :

lf(q)(x) - f(q>(y)l < [ | u| futx-y) [f(u)du + 2[ lu|%g(w)du .
Ju(x-y) <1 Iu(x-y)|>l
Puisque lul_qfl w(u) décrolt lorsque 'ul est assez grand, on a :

_ -1
lux-y) | < T(T; lx -yl q[ o( 1;%;— )] pour |u(x-y) < 1.
u

Puisque |u|-qﬂKu) croit lorsque |u| est assez grand, on a :

~1
|u|q < [lx—y,un T;%;T) ] w(u) pour |u(x—yj >1 .
e -1
D'oil lf(Q)(x)_f(Q)(y) | < 3[[ [Q(u)[u(u)du}[[x-quux'xiy|)] .
R R
Remarquons que si lim x_qm(x) < +o , le lemme ne donne rien, mais ¥(l;q) est
Xt oo

alors 1'ensemble des fonctions de classe C! dont la q-iéme dérivée appartient 3
¥ (1; 1) et on peut seulement assurer que If(q)(x) - f(Q)(y)! = o(1) lorsque

| x-y| tend vers zéro.

Il est alors facile d'établir le résultat suivant qui compléte les résultats du
chapitre I :

. . . . . +
Théoréme 3: Soit v > -1/2 ,  une application continue croissante de R dans
-q+v+1/2

1, += [, telle qu'il existe un entier q 3 0 pour lequel x w(x) croit,

x-q+v—]/2w(x) décroit, lorsque x > 0 est assez grand et telle que w(xy)<Cuw(x)w(y)
pour tout couple (x,y) de [R']. Alors il existe une fonction de %(v 3 ®) qui ne
coincide pas au voisinage de zéro avec une fonction de ¥ (1 ; w), ol

w(x) = O+lx)) " 200,

Distinguons deux cas selon que x1imminf x-qw(x) est nul ou non.

Dans le premier cas, d'aprés le corollaire du théoréme 1, §&(v ; w) contient
une fonction qui n'est pas de classe Cq, alors que toute fonction de ¥ (1 ; w) est
de classe c9 .

Dans le second cas, appliquons le théoréme 1, en remplagant p par q, et en choi-

v+1/2-¢

§issant ¢(x) = x avec 0 < € < v+1/2 : il existe une suite x> 0 décrois-

sant vers zéro et une fonction f de ‘®(v ; w) telle que
-1

(C)) Y vil/2-e [ q , 1

(1) | £ (x) - £ ) ]> c, x, xnw(xn)
ol C] > 0 ne dépend pas de (xn). Or, d'aprés le lemme 2, si f appartient 2 (1m0

on a pour x 3 0 :
-1
@ ‘E(Q)(x) B f(q)(0)| <c [xq-v I/Zw(%)J
d'ol la contradiction avec (1).

2. Ainsi le théoréme I est en défaut au voisinage de 1'origine.

On peut conjecturer que le théoréme II est encore valable.
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Nous ne savons pas le démontrer en général mais dans le cas particulier od
v=mn+ 1/2 , n 2 -1 entier, en utilisant les propriétés particuliéres aux fonctions

de Bessel J (qui sont des fonctions &lémentaires) cela est possible et beau-

n+1/2
coup plus simple que la démonstration générale du théoréme II :

Théoréme 4 : Soit w un poids de la classe Qo(p ; n+tl/2), 1 ¢ p <+w , n 50 entier.

Pour toute fonction paire M de @ (R), F +—> MF est une application linéaire du

sous-espace des éléments paire de F(p ; o dans H(n+1/2; p ; w ), avec
w(x) = () CTPI D gy

Pour tout A réel et tout m > O entier on a :

- -2
=M gL @ = (D™ e @)
ce qui donne avec A = -1/2, m = n+l , et zI/ZJ_]/Z(z) = (-12T- 1/2 cos z ¢
By @ = DML ) (cos )

n

Soit alors F = H +1/2(f) un élément de $£(n+1/2; p; w), on a au sens des distri-
butions sur ]O, +o®

A2

™

n+1 1 4

- 0O
+1
(1) F@ = (=D 4, J cos xy £(y) dy )
*? o2 °
avec [ y e [Pulyay < + =
o
Soit ¢ wun élément de ¥ (p ; @), pair 3@ support contenu dans [—a, a], 0 <a<+x

x dx

40
o(x) = J cos xy f(y) dy
o
ol f est une fonction entiére paire de type exponentiel telle que

4
J L) [Pey) TP @D upydy < + @,
o

x® est alors un élément de ¥(p ; w) impair de méme support :
+00

xd(x) = I sin xy g(y) dy
o
ol g est une fonction entiére impaire de méme type exponentiel que f, et telle que

400
I lg(y)IP(HX)(2-p)(n+|)m(1+y)dy < 4w,
o

Soit 01 la primitive de x% au sens des distributions :

400
¢ (x) = J - cos xy + g(y) dy
o y

—_—;’ g(y) = f](y) est une fonction entiére paire ayant méme type exponentiel que f,

et o
I [f](Y)|P(1+y)(Z_P)(n+])+pw(l+y)dy < 4o,
o

d’l est donc un &lément de ¥ (p ; (l+y)p w(y)), pair 3 support contenu dans [-a,a].

én recommence cette construction a partir de ¢, pour obtenir ¢, etc ...
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Ainsi 3 la (n+1)-iéme étape on obtient ¢n+l €lément pair de F(p;(1+y)2n+zuxy))
(2) ¢n+1(x) = f: cos Xy fn+](y) dy
avec ®
2n+2
f+ Ifn+](y)lp(1+y) T+ |y Ddy < +e
o
ce qui entraine
® 2n+2
3) I: lfnﬂ(y)lp Y Cu(y)dy < 4o
_ 1 1 (n+1)
or, o(x) = (¢ 3P (G COD I
ce qui montre d'aprés (1) et €(2) que ¢ est la transformée de Hankel d'ordre
(n+1/2) de la fonction (-l)n+1(g )]/2 fn+1 , donc d'aprés (3) appartient 3
%(n+1/2; p 5 w) .
3. La situation est en quelque sorte inverse 3 1'infini : pour v>1/2 - 1/p,

W appartenant a Qo(p 5 V), la restriction a ]a, +w[ , 0<a<+»  d'un élément
de ¥(p ; &), n'est pas en général la restriction d'un élément de %(v ; p ;o )
(prop. 1 fin du paragraphe 3). Cela suggére la conjecture que le théoréme I est en-
core valable. Nous ne savons le démontrer que dans le cas particulier v = n + 1/2,

n > -1 entier, et p =1 .

Théoréme 5 : Soit w un poids de la classe 90( 1 5n+ 1/2), n > 0 entier, tel que

; ) w
w (0) soit fini (différent de zéro). Pour toute fonction M, C 4 support contenu

>
a
QEEE_]O’ +“[ » F > MF est une application linéaire de 4 (n+1/2
FU 5w avee w(x) = (140" w(1x).

3 15 w) dans

Pour tout X réel et tout entier m 3 O, on a :

2@ = & H™EN e

Donc pour tout élément F =- (f) de ¥(n+1/2; 1 ; w ) on a au sens des distri-

Hor1/2
butions sur ]0, +00 [:

+00
& D) = B2 L cos xy v £()ay
avec +oo
() J Y™ 2 £ () July)dy < += .
o

Nous voulons montrer que si le support de F est contenu dans ]0, +m[ s, F appar-
tient 3 ¥(l;®). Il suffit de montrer que pour tout entier j, 0 < j < n+l, la j-iéme
dérivée F(j) appartient 3 ¥ (1 ; w).

Soit k = 2n+3, et f la distribution sur Rk dont le profil est la fonction F ;

f est transformée de Fourier d"une fonction de L](Rk; w(]t])dt). La restriction de
f 3 un sous—espace vectoriel de dimension 2m+3, -1 < m ¢ n-1, est transformée de
Fourier d'une fonction de LI(R2m+3; w([u’)du), ce qui montre que F appartient a

% (@+1/2 ;5 1 ; w ) pour tout entier m tel que -1 § m < n .
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En choisissant m = -1, ceci montre que F appartient 3 % (I ;w ) . Supposons dé-
montré que F(J) appartient 3 ¥( 1 ; w ) pour tous les entiers 0 ¢ j < m, démontrons

le pour F(m+1). D'aprés (1), (2), oi m remplace n,
P § d_ (m+1) , 2m+2
¢ = (x 5O ™™ rw)

x
appartient a (1 ; w). On a :

-t p@) | F
G = x" Y

xm+l—_1 F(J)
" j

a.
o 1
ol les aj sont des constantes.
0
Soit 6 une fonction C , paire, é€gale 3 1 sur un voisinage [—a, a] de l'origine
3 support compact disjoint du support de F. Pour tout entier j, 1 & j & m+l, soit

. . + . N .. © ~
Y. une fonction paire convexe sur R , continue 3 l'origine, C dans le complémen-

taire de l'origine, égale 3 dans le complémentaire de [—a, a] . D'aprés un

x
résultat classique Yj appartient 3 ¥( 1 ; 1), donc il en est de méme pour
. =Y. - 6y.. On a :
'fJ 'YJ YJ ) m .
(m+1) _ _ 3
F ; qm+l Gm .Z aj qj F.
j=o
et on pourra conclure si 1'on sait que qj appartient pour |1 ¢ j € m+l, 3 l'espace
3 [m]e) ol & est &gal a +1 (resp. ~1) si w croit (resp. décroit) i 1l'infini
(voir 2.1, lemme 1). Ceci résulte de la remarque suivante : si y est une fonction
de classe CP sur R, dont les (p-1) premiéres dérivées tendent vers zéro 3 1'infini,
et dont la dérivée d'ordre p, qu) , est sommable, la transformée de Fourier de ¢
coincide dans le complémentaire de 1'origine avec la fonction continue :
oo :
1 -1ix
v = 2 f T ) (yyay .
(ix) -

Ici q. Gtant C et ayant une transformée de Fourier wj sommable, ]xpwj(x)l est

bornée pour tout entier p 3 1 et w est donc sommable par rapport a toute mesure

(1 + |x| )dx, ol & est un nombre reel quelconque.



41

CHAPITRE 1I

Applications.

1.1. Soit p > 1, p' son conjugué. w vérifiant les propriétés (P!) (4.l.chap.I).
Considérons la dualité entre les espaces de Banach Lp([R ]q, ( xva Yw(x)dx) et

Lp ([R ]q TqT 2\) +1) [( )]] -»' dx) pour le produit sca1a1re

. _[_]__ 2\)J+1
<f,g> = ’[ £(x)g(x)( X. )ax .
v I:R+Jq ]*] _]

Cette dualité se transporte aux deux espaces

N, n, ’_'
ROV cees Vg 3P w) et W Vs eees v 5P s P

q q
Nous allons voir en application des théorémes I et I' que plus p est proche de 1
et plus w crolt d 1'infini, plus les €léments du premier espace sont réguliers
dans ( ]0, +oo[ )q. La dualité indique alors,que les &€léments de *Q’( vl,...,vq;p;m )
peuvent &tre des distributions d'ordre d'autant plus élevé que p est grand et que

w décrolt 3 1'infini.
Lorsque | < p < 2, on sait en utilisant le théoréme de convexité de Riesz-Thorin

Al
que 1l'espace 'S"(Rq; p ; 1 ) est topologiquement contenu dans P ®Y). Une consé-
quence du théoréme I' est alors :

Proposition 1 : Soit 1 < p g 2, p' son conjugué, w appartenant & la classe Q'(p;v)

avecx’l_i)m‘_w urj(xj) >0pour j =1, ..., q .
J q
Un élément de #( Vi e Vg 3PS W ) est dans []0, +w[] , une fonction appar-
tenant localement a_LP'(Rq).

Pour p = 1, le théoréme I' est plus précis. En particulier un &lément de

B,y ooy v 3 35 w ) est sous 1'hypothése du théoréme 1, une fonction continue
sur t

0, +eo[]a

Par exemple un poids y de Q'(p ; v) tel que w; (xj) soit équivalent 3 1'infini

a x?j avec aJ > (p-2) (\)j+1/2), j=1, g q, satisfait 1'hypothése de la proposi-
tion 1 destinée 3 assurer que gufx) = l wy (xj) reste supérieur 3 une constante
1=1

différente de zéro lorsque |x| tend vers 1'infini.

Des propriétés de régularité plus fortes apparaissent si g tend vers 1'infini

lorsque |x| tend vers 1'infini. Par exemple

Proposition 2 : Soit p' le conjugué de p > 1, w aggartenan 3 la classe Q'(p;3v )
avec la condition supplémentaire que [m' (x, )] -»' soit sommable sur R,

Alors un &lément de % v cees \)q 5P s m) coincide localement dans ]0 + ﬂ
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avec la transformée de Fourier d'une fonction sommable dans RY, donc en particulier

est continue dans |]O, +oo[] .
a:
Par exemple la condition est réalisée si ua(xj) est &quivalent 3 1'infini 3 ij
avec aj > (P_Z)\(Vj"']/z)"'P_ls j=1, «vo5 q .
Notons que contrairement 3 la proposition 1; il n'y a plus de restriction sur p,
mais la condition de croissance sur W est d'autant plus exigeante que p est plus

grand.

Cette proposition résulte du théoréme I' et du:

Lemme : Soit p' le conjugué de p > 1, a et B deux fonctions positives mesurables

; a(x)dx) est

-n! 1
sur RY telles que (a'™ %) soit sommable dans R%. Alors LP(R
topologiquement contenu dans L‘(Rq 5 B(x) dx).

C'est une application immédiate de 1'inégalité de Holder :

J |f(x)|6(x)dx < [I If(x)[pa(x)dx]l/p[j [a(x)]]-p'[B(x)]p'dx]l/p'
r? gd rY

Ce lemme est utile lorsque B(x) > 1, ce qui impose & o d'avoir une croissance

a 1'infini suffisamment forte.

Ainsi les meilleures propriétés de régularité dans (]0, +w[)q des éléments de
ﬁ&(v], cees vq 5 P 3w ) qu'on puisse obtenir par cette méthode correspondent d la
fonction B(x) ayant la croissance & 1'infini la plus rapide compatible avec la

sommabilité de
5! '
Ew(x)]] P [B(x)]p dans RY .

Le cas p = 1 est celui ol pour un poids w fixé, la régularité est la meilleure.

C'est celle de 1'espace ¥R ; 1 ; w) .

1.2. Nous allons voir que cette méthode donne des résultats précis, en restrei-
gnant 1'étude au cas g = | pour simplifier - mais il serait possible d'obtenir des
énoncés valables pour plusieurs dimensions - ainsi qu'au cas particulier ol w ,
appartenant & Qo(p 3 V), est équivalent 3 1'infini 3 xa, a étant un nombre réel
quelconque. Nous désignerons par Qo(p 5 Vi a) l'ensemble de ces w (lorsque a est
fixé). Compte-tenu de la remarque faite au chapitre I en 3.l., dans les propriétés
qui vont suivre et qui ne font intervenir que le comportement 3 1'infini des w de

Qo( P ; V), on peut si 1'on veut choisir w(x) = (I + x)2. Si on fait 1'hypothése

supplémentaire =(2v+2) < a < (p-1)(2v+2) on peut choisir w(x) = x? .

Rappelons que les applications les plus intéressantes correspondent au cas
v = (k=2)/. , k > 1 entier, a = 0, pour lequel ces &noncés donnent la régularité
des profils des &léments de ®(k ; p ; 1), noté simplement f(k ; p ), transformées

de Fourier des fonctions radiales de Lp(Rk).
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Théoréme 3 : w appartenant 3 Qo(p 5v 3 a ), pour tout ¢ > 0 arbitrairement petit

un élément de ¥( v; p ;w ) coincide sur tout ouvert relativement compact de ]0,+e
un element de coincide relativement compact

avec une transformée de Fourier d'une fonction sommable sur R par rapport 3 la me-

sure (1 + lx|)b-€dx, avec

2 1 1+a
b=(=-1 + ) + — =] .
G DO+ + =

Et ce résultat est le meilleur possible en ce sens qu'il existe un &lément de_

(v ;5 P 5 w) qui sur un ouvert relativement compact de ]0, +o[ ne coincide avec

aucune transformée de Fourier de fonctions sommables sur R par rapport 3 la mesure
bt+e

(1 + |x]) .

La premiére partie est une conséquence immédiate du théoréme I et du lemme de 1.1
Pour la seconde partie considérons pour tout nombre réel ) la fonction KA , asso-
ciée au noyau de Bochner-Riesz [3] , définie sur 1l'ouvert de R complémentaire des

points *1 par : Kx(x) = (1 - XZ)A pour Ix] <1, KA(X) = 0 pour |x| > 1.

Lorsque ) n'est pas un entier négatif on lui associe la distribution pseudofonc-

tion sur R, encore noté K. , qui coincide avec KA(X) sur 1'ouvert de définition

A
(voir Gelfand et Chilov [9]).

La transformée de Fourier de la pseudofonction KA est pour A # -1, -2, ..., la

fonction entiére -A-1/2

qui & 1'infini, est équivalente &
=x-1 ul 1 i
Al - — — - —
Cv y cos [y 2 O+ 2) 4 ] :
~ . -
K, appartienne a

La condition nécessaire et suffisante pour que

A
PR; O+ |x|)(2—p)(v+l/2)+a

dx) lorsque XA # -1, -2, ..., est que :
(n A > b

D'autre part KA est une fonction analytique au voisinage de l'origine. Soit M.,

j =1, 2, deux fonctions Cm sur R+, Ml(x) =1 pour 0 £ x < 1/2 , M, ayant son sup-

1
port dans [0, 3/2] , M, ayant son support dans 1/2, 2| , avec
2

Ml(x) + Mz(x) = 1 sur un voisinage de [0, I]

Alors sous la condition (1) les deux éléments MjK appartiennent 3 (v ; p ; w ),

A

donc KA aussi.

Par ailleurs lorsquei # -1, -2, ..., la condition nécessaire et suffisante pour
que ?A appartienne i LI(R s (1 + |x|)b+edx) est

(2) A >b+¢e.

Choisissons un ouvert relativement compact de ]0, +w[ qui soit un voisinage du

point +1. Il est impossible que KA coincide sur cet ouvert avec un &lément de

+ . PSR
#(LI(R s (1 + |x|)b edx)) sans appartenir lui-méme 3 cet espace.
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La deuxiéme partie du théoréme est obtenue en prenant pour &lément (dépendant de

€) de 8 v; p ; w), la pseudofonction K, ol A n'est pas un entier négatif et vé-

A
rifie la condition b < ) g b+e .

4(v+1)+2a
2v+3
un corollaire (affaibli) du théor&me 3 en terme de régularité lipschitzienne car b

1.3. Lorsque 1 ¢ p < , ce qui suppose a > -(y + 1/2), on peut donner
est alors strictement positif. D'aprés le lemme 2 de 1l'appendice du Chap. I,

7 L](R ; (l+|x])adx) est en effet formé, lorsque 0 < ¢ < 1, de fonctions lipschit
ziennes d'ordre o .

Dans le cas p = 1, qui est celui de la plus forte régularité, ce lemme donne en
corollaire du théoréme I, lorsque a = 0 :

Proposition 4 : un &lément de #(v ; 1 ; 1), simplement noté ¥(v), a sur ]O, +m[

des dérivées continues jusqu'a 1'ordre [v +1/2 ], la derniére dérivée étant lip-

schitzienne d'ordre (v + 1/2 - [y+ 1/2] ) .

(On désigne par [}] la partie entidre de x 3 0).

Remarque : Il est immédiat de vérifier que les &léments de #$(y) sont des fonc-
tions continues 3 1l'origine.
Mais on a vu (Théoréme 1 de 1'appendice du chap. I) qu'il existe des fonctions de
3 (v) qui ont 3 l'origine un module de continuité arbitrairement donné.

Plus généralement:

P 5 4(y+1)+2a
Théoréme 3' :  appartenant i Qo(p 5 v;a),avecl <pc< —£§;:%——— , pour tout

e > 0 arbitrairement petit, un &lément de (v ; P ; w) a sur ]0, +w[ des dérivées

continues jusqu'id 1l'ordre [B - e], la derniére dérivée &tant lipschitzienne

d'ordre (b - ¢- [B-e]) avec b = (%-- D+ %? + 1%3 - 1 . Ce résultat est le meil-

leur possible en ce sens qu'il existe une fonction de (v ; p ; w) dont la dérivée

d'ordre [B] n'est pas lipschitzienne d'ordre (b + ¢ - [b] ) sur ] 0, += [.

Pour la premiére partie, il suffit de remarquer que lorsque o > 1, la dérivée
d'ordre Eﬂ d'une fonction de #LI(R s (1 + [xl)adx) appartient 3
1 a-la
FL®R; 1+ |x]) L dx) .

On applique ceci avec a = b - .

Pour la seconde partie, il suffit de remarquer qu'en choisissant A tel que
b<A<b+ ¢
KA(X) est une fonction appartenant a (v ; p ; w) ayaﬁt des dérivées continues
jusqu'a 1'ordre [b] ; la dernidre dérivée n'étant pas lipschitzienne d'ordre
b+e~-[b] .

Application au cas v = E%g , k> 1 entier , a=0.
On sait déja que pour 1 € p £ 2 , ®(k, p) est formé de fonctions appartenant &
1
k PN o qs . .
P (R ), le théoréme 3' indique que si 1 g p < kE? , les fonctions de &(k, p) sont

en fait continues dans le complémentaire de l'origine et d'autant plus régulid-
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res que p est proche de 1.

2k o 4 (vtl)+2a
Lorsque p > T » comme dans le cas général p > 59+3 ,» ®(k, p) ou

%(v ; P ; w) contiennent des fonctions discontinues par exemple les pseudofonc-

tions K, (x) pour
A 2 _ 1, l+a
(3 D@+ 5 + m 1 <xg0.

Notons que la fonction Ko(x) fonction caractéristique de 1'intervalle |'0, l]

(on considére la restriction & R+) appartient 3 46(v ; P ; w) si et seulement si
P > &;3_;2—& ce qui suppose a » -(y + 1/2). En particulier :

P . PR k .
Proposition 5 : La fonction caractéristique d'une boule de R~ appartient

s

3 Lp(Rk) si et seulement si p > 2k/k+1 .

Elle n'appartient pas @ cet espace dans le cas critique p = 2kf(k+1) pour lequel

nous ne savons pas en général, &tudier la régularité de & (k; p)
2. Problémes de multiplicateurs.

2.1. Un multiplicateur de 'Spr(Rk) appartient localement i cet espace, donc une
condition nécessaire de régularité sur les &léments de G (k; p) donne 3 fortiori
une condition nécéssaire de régularité pour les multiplicateurs radiaux. On peut
interpréter en ce sens les résultats précédents.

En particulier la proposition 5 entrafne:

Proposition 5' : (C. Herz) : Pour ,l g p g 2k/Ak+1) (et 1'intervalle conjugué

S

P 3 2k/k-1), la fonction caractéristique y d'une boule de rE n'est pas un multipli-
cateur de ¥LPRY).

Cette proposition a été démontrée par C. Herz, de fagon tout & fait différente,
dans [15] .
C’est un probléme ouvert célébre de savoir si x est un multiplicateur de T-'LP(Rk)

pour 2kAk+D) < p < 2kAk-1) .

Soit M(k ; p) 1'algébre de Banach des multiplicateurs de ’E’Lp(Rk) et ‘Tflr(k; p)
la sous-algébre fermée des multiplicateurs radiaux. A priori ’W[,r(k; p) est topo-
logiquement contenue dans 1l'espace M ( ®(k; p)) des multiplicateurs de ®.(k; p).
C'est un probléme ouvert de savoir si 1'inclusion est stricte. Ce probléme est 1lié
au précédent car C. Herz montre dans la méme étude [15] , que la fonction caracté-
risque d'une boule centrée & l'origine est un multiplicateur de ®s(k; p) et méme

d'une famille de sous—espaces de ‘SLP(Rk) plus généraux.

Utilisant les polyndmes harmoniques homogénes dans Rk, S. Bochner a introduit,
[4] [S], des espaces qui généralisent 1l'espace des fonctions radiales de Ll(Rk) et
de ’E‘L](Rk). On peut consulter 3@ ce sujet E. Stein [37] . C.Herz donne dans [15], un

théoréme complétant les résultats de S. Bochner :
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Théoréme (S. Bochner, C. Herz) : Pour 1 < p & 2 et ¢ entier positif ou nul, soit
F une fonction de Lp(Rk) ayant la forme :

F(t) = f(ItI)P(;) ko, q1/2
t désignant un point de 1'espace euclidien R, el =11 tj la norme eucli-
dienne ol P(t) est un polynOme harmonique homogéne de J§é5§§ o. Alors f appartient

3 tPR" 5 xP™ i) et 1a transformée de Fourier G de F est :
G(u) = Cog(|u[)P(u)

ol g est la transformée de Hankel d'ordre ((k-2)/2 + o) de f et Cc une constante ne

dépendant que de o .

Soit ﬁo(k; p) l'ensemble des fonctions G pour un degré fixé ¢ . Son étude se
raméne donc dans le cas particulier v = (k-2)/2 , ¢ > O entier, 1 < p ¢ 2, a celle
de 1'espace général (v + o; p; w), od v 3 =1/2 ,0 2 0 et u(x) = < 9(27p)

Il est aisé de vérifier que w appartient @ la classe de poids Qo(p s vt o)
(voir chap. I). On peut alors appliquer les théorémes I et II et 1'&tude locale des
€léments de GLU(k; p) dans le complémentaire de l'origine se raméne & 1'étude lo-
cale sur ]0, +w[ de 1'espace ¥ (p; w) avec
)(Z-P)(v+c+l/2)

=a(2-p) (2-p) (v+1/2)

o(x) = (l+x (1+x) = (1+x)

Ainsi avec les notations ci~dessus :

Proposition 6 : Pour toute fonction M de 9(]0, +m[ ), Fir—- MF est ggg.qulica—

tion linéaire continue de % (v+o; p; w) (resp. ®(v ; p; 1)) dans %(v; p 5 1)
(resp. ®(vto ; p; w)).
(On peut vérifier que  satisfait la condition nécéssaire et suffisante pour que la
restriction de Hv a LP(R+; xz(v+c)w(x)dx) soit injective).

Et en conséquence du théoréme de Bochner :
Théoréme 7 : La régularité des fonctions QS.GLU(k; p) dans le complémentaire de

l'origine, rnie dépend pas de ¢ 3 0. Elle est celle des fonctions

VaP®R; (+]x]) P 24,

2.2. Le théoréme de C. Herz, [15], est en utilisant nos notations

Théoréme (C. Herz) : Pour éé%%%l <p< gé%%ll la fonction caractéristique
x([p, I]) est un multiplicateur de %(v+o; p ; w) avec v 3 -1/2 , 0 >0 ,

w(x) = x TP,

I1 est facile de retrouver ce résultat.
I1 suffit de montrer que x([—], +l]) est un multiplicateur de % (p; w) avec 1'hy-

poth&se indiquée sur p.

En effet une fonction de ¢ (R) est un multiplicateur de {(v+o; p ; w) car

paire
w appartient a Qo(p 3 V+0), on utilise la remarque faite au chap. I en 3.2 pour



APPLICATIONS 47

se ramener au cas od w{(0) est fini et différent de zéro et on applique le lemme 2.
On met alors X( [_-I, +1]) sous la forme \fl + ‘f2 ol \rl est dans D( ]-3/4, 3/4[), et
\?2 est 3 support dans [—I, -1/2] v [1/2, 1] .

Pour -1 < a < p-1, les deux espaces Spr(R : (1+|x])adx) et ?’LP(R ;]x'cfix) ont les
mémes &léments 3 sui)port compact puisque les espaces LP(R ;(1+|x[)a dx) et
Lp(R H leadx) contiennent les mémes fonctions bornées a 1l'origine.
I1 est alors techniquement plus simple - bien qu'équivalent - de montrer que

X([—], +]]) est un multiplicateur de LP(R H [xladx) lorsque -1 < a < p-1 .

La transformée de Fourier de x( [—], +1] ) étant sin x / mx , on est conduit

3 démontrer le lemme suivant sur la transformation de Hilbert :

Lemme 8 : Pour p > 1 et -1 < a < p-1, 1'application f + f % vp(1/x) est une

application lingaire continue de PR , |x|%x) dans lui-méme.

C'est un cas particulier de théorémes plus généraux que nous verrons plus loin.
Mais on peut en donner une démonstration directe — utilisant le théoréme de Marcel
Riesz, @0], auquel se réduit le lemme pour o = 0 - inspirée 3 la fois d'une partie
de la démonstration de Herz (utflisation du lemme de Schur) et d'une démonstration
directe indiquée par P. Koosis EZS:[, d'un lemme analogue ol le poids |x|aest rem-

placé par (1 + le)a .
Soit '1\?'= f ¥ vyp(1/x), nous voulons montrer que
f I?:'l(x)lplxladx <C f lf(x)lp[xladx .
R &P g

Posons o = Bp, W(x) = lxlef(x), on a

+00 -B
’E(X) = vp J _'ﬁl)_]l]_ dy ,

X -y
+00 oo 8 g
IXIB%((X) = \)p[ @ dy + I w(y) x| -|y dy .
- = XYyl

D'aprés le théoréme de Marcel Riesz [:27], ¢ * vp(1/x) appartient i P®). 11
suffit de montrer qu'il en est de méme pour
400
V(x) = f «y)K(x,y)dy
-—Q0
ol K(x,y) = xlTy lz;-ls -1 ] est un noyau homogéne de degré -1. On utilise alors
la méthode du lemme de Schur (voir Hardy, Littlewood, Polya []3] ). Posant y = xz,

on a oo

Y(x) = I ¥(xz)sgn x K(1, z)dz

-0

qui est une intégrale vectorielle convergente dans Lp(R), si

+o0 _
J ’K(l,z)l !zl 1/p dz < +
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La convergence & 1'infini a lieu si g > -1/p et

la convergence 3 l'origine a lieu si g <1 - 1/p ,

ce qui achéve la démonstration. Notons d'aprés un contre exemple de P. Koosis [?5],
que la condition o < p-1 est nécessaire (on prend pour fonction f la fonction
x(f—], +I])). Ce lemme utilisé avec g = (2-p)(v+1/2), et les remarques qui précé-

dent achévent la démonstration du théoréme de C. Herz.

2.3. L'usage des théorémes I et II raménent évidemment 1'&tude des multiplica-
teurs locaux de R,(k, p) dans le complémentaire de l'origine, 3 celle des multipli-
cateurs locaux sur ]0 +°°[de ’ﬁLp(R ; (l+| |)(2 ) (v+1/2)
1 ¢ p < +oet de Y1PR ; |x |(2 p) (V+1/2)

dx) dans le cas général
hOor1) A1)
2w3 P S 2w

dx) lorsque

Cette idée est celle de D. Guy, D]] , qui obtient une classe de multiplicateurs
de type Marcinkiewicz de %(v ; p ; x°) sous les hypothéses (H)

4V + 1) +2a v+ 1) + 2a

L <p <+ et 7v + 3 v+ 1

Remarquons qué ces hypothéses entralnent que la restriction de H LP(R+ 2v+l+adﬁ

est injective de sorte que ® (v; P xa) est un espace de Banach par transport de

structure.

Soit M(C) la classe des fonctions ¢ bornées sur R ou R+, telles que pour tout n
de 2 : n _zn—l
[de(t)| s C et si ¢ est définie sur R : J n |de(t) |

D. Guy établit d'abord (Th. 8A)
Théoréme (D. Guy) : pour 1 < p < +» et -1 < a < p-1 , toute fonction ¢ de M(C) est
un multiplicateur QEYLP(R H |x|adx).

Pour pouvoir passer de @?(LP(R; |x|adx)) a¥vi;p; xa) avec a = a+(2-p)(v+%)

il établit ensuite le lemme 8C :

Lemme (D. Guy) : pour -1 < o < p-1, soit g une fonction mesurable sur R" telle telle que

+00
I (]+a)/p|g(x)|dx < +o , Posons pour tout v > -1/2, G (y) —j (xy) 1/2 J (xy)g(wdx
o o

LP(R HEP dx) pour une valeur v , alors il en est de méme pour

§} Gv appartient a

Gv" quel que soit v' > -1/2, et il existe une constante absolue A > 1 telle que

1
eIl < le < alk,

La démonstration de ce lemme utilise un résultat plus faible (Th.4D) que le

th. 8A, les hypothéses sur ¢ &tant plus fortes : ¢ est borné et i variation totale

- sur R bornée.

Ce lemme 8C, qui fait intervenir la présentation "Hankelienme" de la transforma-

tion de Hankel, entraine les théorémes I et II sous les hypoth&ses (H) avec
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w(x) = xa, ala condition supplémentaire que les &léments de F(p;e ) soient des

fonctions localement sommables.

Pour le voir, désignons par H: la transformation
+ oo
1/2
f — J (xy) / Jv(xy)f(x)dx
v-1

xv+l/2f(x))

'

o
- 2«
on a (Hv(f))(y) =y H (

Soit alors ¢(y) une fonction i support compact contenu dans ]0, +w[.et somma-
ble. D'aprés le lemme l'existence d'une fonction h de LP(R+; xudx) telle que

y"”/ch(y) - H:(h)

o R . . +
équivaut 3 1'existence d'une fonction k de LP(R"; xadx) telle que

s 2 = ),

] . cer s : .
Compte-tenu de ce que H]/2 s'identifie 3 la transformation de Fourier sur R

restreinte aux fonctions impaires, et de ce que -1 < a < p~1, la propriété précé-
dente est &quivalente aux théorémes I et II relatifs aux espaces (v ; p ; w) et
V (p s w) avec a = (2-p)(v + 1/2) + a, w(x) = x2 , w(x) = (1 + xJ , sous les
hypothéses (H) : 1 <p <+o , -1 < o < p-1, et 1l'"hypothése supplémentaire que
les éléments de ¥ (p; @ ou (ce qui est &quivalent) de ¥, (v ; p ; w ) sont des

fonctions localement sommables sur ]0, +w[ .

Lorsque a = 0, il est facile de se débarasser de cette hypothése supplémentaire

en utilisant un argument de dualité. L'hypothése supplémentaire est vérifiée pour
4(v+])
2v+3

conjugué de p, espace de fonctions localement sommables.

Al
1'intervalle <p <2, car 3(p; w) est contenu dans LP (R), ol p' est le

Les théorémes I et II &tant &tablis pour ¥ (v ; p ; 1) et ¥ (p; & dans 1l'inter-
4(v+1) 4(v+1)
2v+3 2v+1
méthode classique: on considére la dualité des espaces LP(R H w(|x|)dx) et

[] - !
P (R ; Eﬂlxl)]l P dx) pour le produit scalaire :

valle <p <2, s'étendent 3 1'intervalle conjugué 2 g p < par la

< f, g > = I f(x)g(x)dx .
R

o () = (1ex) 2PN (#1/2)

1
Le second espace est P R ; nH(Ix[)dx) avec . La

dualité précédente se transporte donc en la dualité de F(p; o) avecF (', o)
pour le produit scalaire
<'F,G > = I f(x)g(x)dx .
R

2v+l 2
X

1
D'autre part, la dualité des espaces LP(R+ H dx) et LP (R+; X v*]dx) pour le

produit scalaire

+00 2v+1
< f,¢g >» = I f(x)g(x)x Yax
o n
se transporte en la dualité des espaces %&(v s ps 1) et % (v ;3 p' 3 1) pour le

4
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produit scalaire o v+1
< F,G > = r f(x)g(x)x .
o

Pour p > 2 et M une fonction de QD(]O, +m[>, montrons que si F appartient a
*a'\é (v;p; 1), MF appartient au dual de R (p'; w'). Pour tout G de F(p'; w')
n
on sait que MG appartient a (v ; p'; 1) et

B IR PPl T I /E N |1 P

Donc (F,G) F— < F, MG >, est une forme bilinéaire continue sur 1{ (vi ps 1) x
¢ (p' ; @'). Ch0151ssons F dans 1'espace X = R(V,p,l) n ‘K(v 2;1) , G dans l'es-
pace Y = ¥ (p'; o)A LE®).

Utilisons le théoréme de Plancherel classique ainsi que celui qui est relatif

a 1'isométrie Hy de (Vv 5 2 ; 1) (Titchmarsch (38]

A 2v+1 e 2v+1
v +
J Hv(f) (x)Hv(g) (x)x dx = J f(x)g(x)x dx ,
o o
la forme bilinéaire < F , MG >y coincide sur le sous-espace dense X x Y avec le
produit scalaire ordinaire < x_zv_]MF, G >. Cette deuxiéme forme bilinéaire se
N

prolonge donc tout 1'espace ¥ (v ; p; 1) x ¥F(p'; «'). Ceci prouve que x—zv—lMF

a
appartient 3 T ( p; w) ainsi que MF puisqne M est a support compact dans ]0, +°°L.
De plus
“MF”’F(p; w & C ”FH’&Q(V sp;s
On montre de fagon analogue que si F appartient 3 F(p ; w) MF appartient au
dual de ‘&E'(v s p' s D).

En utilisant le lemme 8C, D. Guy obtient comme conséquence du théoréme 8A, le

résultat principal de son travail :

Théoréme (D. Guy Th.8D) : Sous les hypothéses (H) toute fonction ¢ de M(C) est un

multiplicateur -de 46(v ; p; 3.

L'usage des théorémes I et II ainsi que du th.4D déja cité, ne peut donner qu'
une version locale :

Sous les hypothéses (H), une fonction localement a variation bornée s_u_{]O, +m[:

est un multiplicateur local sur ]0, +°°[ de (v ; p; xa).

3. Le lemme 1 du chapitre I donne une classe de multiplicateurs de ¥ (p ; w), et
donc une classe de multiplicateurs locaux sur ]0, +°°[ de ¥(v ; p ; w) lorsque w

appartient 3 la classe Qo( P V)

Théoréme 9 : Pour 1 & p < +» ,wappartenant &3 @ (p 3 V),e étant égal a +l

(resp. -1) si w croit (resp. décroit) a 1'infini, toute fonction de ®a e/p)
est un multiplicateur local sur JO, +°°[d_e. G ;sp; w.

Dans le cas particulier ol w appartient & Qo(p 3 v a)
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Corollaire 1 : Toute transformée de Fourier d'une fonction sommable sur R par

rapport a la mesure

c - 2. 1
1+ |x])7dx , o c = ' (3 D+ %

est un multiplicateur local sur JO, +oo[ge (v ; P ; w) lorsque , appartient a

a (p; v; a).
Dans le cas particulier o =1, v=(k-2)/2 ol k »] est entier.

Corollaire 2 : Toute transformée de Fourier d'une fonction radiale sommable sur

-

Rk par rapport a 1a mesure

RIS RVIC N

s, lspg2

~ <

est un uﬂlg_ip]._i:gatgyx_r local dans_ le comple}lepEaire de l'origine de 6 (k; p).

En relation avec le probléme de 1'inclusion des multiplicateurs radiaux de
pr(Rk) dans ceux de 6b(k ; p), remarquons que les transformées de Fourier des
fonctions radiales sommables sur R pai: rapport 3 la mesure dt, sont évidemment
des multiplicateurs de FLP(Rk) et pas seulement de O (k; p). Cette: classe de

)(k_l)/zdx)) alors que celle

multiplicateurs a la régularité de 'S"(LI(R 3 (1 + x|
@+ |x /P -1 1) 72,

du corollaire 2 a la régularité, plus faible, de ‘,F(L](R,
En application du corollaire 1, on a S

Théoréme 10 .: Le noyau de Bochner-Riesz, K)‘ défini sur R+ par K}‘(x)=(l-x2)x
H
]

pour x< 1, Kk(x) = 0 pour x > | est un multiplicateur de %(v 5 P w, w apparte-

nant 3 Qo(p 5 v 3 a) pour A >|(2/p - D(v+1/2) + a/pl , et n'en est pas un

pour 2 1+a
N D "'—) MEraiel et A non entier négatif .

K}\ est une fonction C* au voisinage de l'origine, il suffit donc de vérifier que
K}. (définie par parité sur R) appartient EFLI(R s (1 +|x|)cdx) avec
c = |(2/p - 1(v +1/2) + a/p[ . Mais (voir (1.2)) ceci a lieu si et seulement

si A > c.

La fin du théoréme résulte de 1.2. puisque K)‘ appartient & $(v ; p ; w) lors-
que )\ n'est pas un entier négatif, si et seulement si

A > <——1>(v+—>+‘—;i-1.

Lorsque a = 0, v = (k-2)/2 , k 3

> 1 entier, E. Stein a montré [36] , la propriété

plus forte :

Théoréme (E. Stein) : Pour 1

$Pp<toet A >|2/p - 1|((k 1)/2), K (| ]) est un
multiplicateur de ?LP(R ), ol |t| désigne la norme euclidienne’ dans &< .

(Lorsque A 2(k-1)/2, indice "critique" de S. Bochner [3] , le résultat est évi-
dent).
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4,1, Soit T une distribution tempérée paire sur ]0, +w[; dont le support est
. . . . . . . +
borné a droite et qui au voisinage de 0, coincide avec une fonction de ZL(R ).

La distribution sur ]0, +”[ s x2 ]T, est alors prolongeable de fagon unique

dans g'palre(R) en une distribution qui coincide avec une fonction au voisinage

de 1l'origine. Par abus de langage, on note encore xzv 1T ce prolongement. La trans-

formée de Hankel d'ordre v de T est alors la distribution sur JO +w[ définie par
=2v-1 % . 2v+]

H (T) = x Hv( T ) (cf. chap. I, 1.1.).
Nous nous proposons de comparer les comportements 3 1'infini de H (T) et de la
transformée de Fourier de 1'élément x2v Tde ¥' . (R). Les resultats précis

paire
seront obtenus lorsque le support de T est disjoint de l'origine. Lorsqu'il n'en

est pas ainsi on a cependant :

Proposition 11 ; Soit T un &lément de ¥'( ]0, +o| ) ayant son support borné 3
droite et qui au voisinage de 0 coincide avec une fonctlon de 2;(R+). Soit n 2 0
entier, 1'ordre de la distribution xz *lp élément de Svpaire(R)'-élgi§ la trans-
formée de Hankel d'ordre v de T, Hv(T) , est la restriction & [b, +w[ d'une

fonction entiére en x2 telle que :

n-v-]/Z)

H (T) (x) =.0(x lorsque x —> o ,

Ce résultat est le me111eur possible dans le sens qu 'il existe pour tout entier

+1

2 0 un élément T de z (R ) tel que x2 T est d'ordre n et HV(T)(x) n'est pas

o(x™ v_]/Z) lorsque x —> =,
. 2v+1 5 o s s s <
Puisque y T est a support compact, HV(T)(x) est égale a la restriction &
Jo, +w[ de la fonction
2v+1 -v
<
y Ty » (xy) I (xy) >
qui est une fonction entiére en x2, car L(z) = z-viv(z) est une fonction entiére
en z2.
La distribution 3 support compact yZ\)HTy est une combinaison linéaire finie di

dérivées de mesures bornées portées par le support. L'ordre maximum des dérivées

étant n, on a : .
aldy,

IHv(T)(x)I < 2 c. Sup |xj

O<j<n J

(xy) |
dz

oil les c, sont des constantes dépendant de T, le Sup étant pris lorsque y décrit

le support de T,

D'aprés le développement asymptotique de Jv(z), pour tout entier j > 0, on a

&) . !
(=@ =02

dz’ n-v-1/2
ce qui entrafne H (T)(x) = 0(x

) lorsque [ — + » ,
) lorsque x- — + o .,

Pour s'assurer que le résultat est le meilleur possible il suffit pour tout
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entier n, de prendre pour T la dérivée d'ordre n, E?; de la mesure de masse +1
portée par le point +1. L'expression de Hv( GE?; ) est
n
2v+] n - d 2 1
B, = <y L e ™ ey > = [P an ™ o) :
v () M’y v o -
dy y=1
h]
de la propriété ELH(Z V3 (z) = (- 1)J +j(z) pour tout entier j 3 0, on déduit
que dz
H (65?;)(x) est 0(xn-v_l/2) mais n'est pas o(xn_v-]/z) lorsque x— +o .
Signalons le cas particulier suivant:
Proposition.: Une mesure radiale bornée & support compact dans Rk, absolument

continue au voisinage de 1' or1g1ne, a une_ ttansformee de Fourier fonction entiére

-((k-1)72)

en |t|2 (ot |t] est la norme euclidienne dans R ) qui est O(|t]| ) lorsque

[t] — +» . Ce résultat est le meilleur possible.
La condition: sur le support est nécéssaire. En effet :

Proposition : Pour tout ¢ > O arbitrairement petit, il existe une transformée de

Fourier f d'une fonction radiale sommable dans Rk, telle que f£(t) 3 (1 + |t{)_€.

Considérons la fonction g(x) = (1 + ]xl)-elk, qui est transformée de Fourier

d'une fonction sommable sur R.

k
La fonction G(t) = g(t.) est transformée de Fourier d'une fonction somma-
j=1
ble sur Rk, on en prend la moyenne f par le groupe des rotations SO(k)
£(t) = f G(o"c)dc .
S0 (k)
I1 est clair que f(t) 2> (1 + {tl) .
4,2, Soit T une distribution 3 support compact dans ]0, +w[:, on a le résultat
précis :
Théoréme 12 : Soit T une distribution a support compact dans jO, +w[:, f sa trans-

formée de Fourier, g sa transformée de Hankel d'ordre v . o &tant un nombre réel

quelconque, si f(x) = O(|x|a) lorsque |xl —> += (resp. g(x) = 0(x ) lorsque
a-v-1/2 ‘ a+v+1/2

x —> » ) alors g(x) = 0(x ) lorsque x — +x(resp. f(x) = 0(|x

)

lorsque [x| —> += .,

L'énoncé 1 (resp. 2) est une conséquence du théoréme I (resp. II). L'hypothése

f(x) = 0(|xla) lorsque |x| — +®, @quivaut 3 assurer que l'application
g — <f,4> = J f(x)@(x)dx

est une forme linéaire continue sur L ® ; (1 +|x]) dx), ce qui est équivalent 3
assurer que l'application définie sur les fonctions c” y > < T , ¢ >se pro-

longe en une forme lindaire continue sur ¥ ﬂA(R;(] + |x|)adx)).
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1/2 f oz n
o1/ , considérons l'espace 4 (v ; ! ; w et montrons que

Pour w(x) = (1 + x)

1'application définie sur les fonctions ij Yr—> < T , ¥ > se prolonge en une
N

forme linéaire continue sur % (v ; 1 ; w

Soit M une fonction de P ( ]0, +w[) égale a 1 sur le support de T, le théoréme
I assure que Y > MY est une application linéaire continue de 52'(\, 5 15 w) dans
% (L](R ; (1 + Ix!)adx)), ce qui entraine la propriété puisque < T,¥ > =< T,MY>
C'est donc que 1'application : .

L. J: g0 v x” ax

P . +
est une forme linéaire continue sur L](R 5 (1+%)
o~v-1/2

0t_\’_llzxzwldx) ce qui équivaut

i g(x) = 0(x ) lorsque x > + ,

De fagon analogue, pour la seconde partie, y ——> < T , ¢ > Etant une forme
n
lindaire continue sur (v ; p ; w) avec w(x) = (1 + x)a ;3 =< T, & > en est
o+V+1/2 -
une sur T;“(LI(R s (1 + lxl) / dx)).

En effet M étant une fonction de D( ]0, fw[) égale a 1 sur le support de T, on
a<T,  =<T , Md > et d'aprés le théoréme II, &)—> Mo est une application
linéaire continue de (L](R s (1 + |x|)u+v+l/2dx)) dans ‘;I@(\) I )
On conclut comme précédemment.

Remarque : En s'inspirant des démonstrations des théoré@mes I et II, on pourrait

étudier directement le comportement 3 1'infini, pour la premiére partie de :

2V+] -V
g(x) = <y Ty » (xy) "I (xy) >
et pour la seconde partie de :
f(x) =< T ,elxy >,

y

et retrouver ainsi le théoréme précédent.

Le corollaire important du théoréme est avec les notations précédentes :
Corollaire 2' : Soit o(resp. o) la borne inférieure des nombres o tels que
f(x) = O(IXIG) lorsque lx| —> += (resp. g(x) = 0(|x|u) lorsque x + +=), on a_:
o, = o- (v + 1/2).

4.3. Soit p > 1 et p' son conjugué. Pour tout poids w de la classe QO(P, v),

. [] _ !
considérons les espaces X = LP(R+; x2\)+l w(x)dx), X' = P (R+; XZV+I|:m(x)]I P dx)
en dualité pour le produit scalaire
+e 2v+1
<f,g >, = J f(x)g(x)x dx .
o

Proposition : Pour tout couple (f, g) de X x X', la v-convolution f \)* g est une

fonction &gale pour presque tout x i
+
hGx) = ] o+ EE@D (x,y,2) 72) P ay a2
R xR
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€ &tant égal & +1 (resp. -1) si w croit (resp. décroft) a 1'infini,(f ¢ ). /P

. - +
est une fonction bornée sur R et
e g 0.6 PIL < e llell el

S8i w=1, (f % g) (x) est une fonction continue tendant vers z&ro lorsque x —> +e,

Cette proposition est une conséquence immédiate du lemme 2, chap. I.3.2. En effet
d'aprés ce lemme pour taute fonction | de 1l'espace Y = L](R+; x2v+|[@(xﬂ e/pdx) et
pour toute fonction f (resp. g) de X (resp. X'), £ 2y (resp. g 5 ¢ ) appartient
3 X (resp. X'). Alors puisque .

<f’g¥)q>\)= <f%\f, g >

(¢)) J’[Rj:,‘&(x)f(y)g(z)Dv(x,y,z) (xyz)2v+1dx dy dz \,

f%gest définie et est une fonction égale pour presque tout x 3 h(x), et est une

forme linéaire continue sur Y avec

< fsg, ¥>, = I+ (f « g)(X)Q(x)x2v+]dx
/p 9

donc (f 3 g).m_e est borné et d'aprés (1) :

@ lee g 0.0l < c lell llell 4

Dans le cas particulier w = 1, on approche f (resp. g) dans X (resp. X') par une
suite fn (resp. gn) de fonctions continues & support compact dans [@, +w[ , et on
remarque que fn ¥ s, converge uniformément vers f * g d'aprés 1'inégalité (2).

Ceci prouve que (f ¥ g) (x) est une fonction continue qui tend vers z&ro lorsque

X — > ®

.. . . . a _
Nous nous limitons maintenant au cas particulier w(x) = (1 + x)°, a nombre réel
quelconque. La majoration (2) entralne :

(fxg)(x) = 0(x 8 /p) lorsque x — += ,

Nous allons voir'que lorsque Hv(f 3 g) est 3 support compact disjoint de 1'origine,

on peut donner une estimation meilleure utilisant le théoréme 12 :

Théoréme 13 : Soit w(x) = (l+x)a, p > 1 et p' son conjugué, f dans
Pt 2v+1 pP' ot. _2v+l 1-p'
L"R ; x w(x)dx), g dans L* (R ; x |w(x)| dx), et supposons que

Hv(f L4 g) soit 3 support compact disjoint de 1'origine, alors :

g)(x) = 0(x (2v+1+a)/p )lorsque x —  +o
x (2v+1+a) /p -2v -

Siasg (p=2)(v + %) » (£

]) lorsque X + + »

g) (x) = 0(

<h <¥

sia> 2D+ , (f

Soit M une fonction de 9(]0, +m[ ) égale 3 1 sur le support de Hv(f s g).
Posons F = MH,(f) , G = M H,(g). D'aprés le lemme 2, chap. I.3.2, F appartient 2
50(\) 5 P 3 w) et G appartient 3 (v ; p' ; wl_p'). D'aprés le théoréme I,
F (res. G) eét transformée de Fourier d'une fonction t?(resﬁ. Y ) appartenant 2

Lp(R H w(|x|)dx) (resp. LP'(R H w'([xl)dx)) avec
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w (x)) = (0 + le)(Z-p)(v+l/2)+a , W' (x]) = (1 + le)(2-p')(v+l/2)+a(l-p')

Alors la fonction entiére 6 = Y % ¢ , transformée de Fourier réciproque de
FG = Hv(f * g), définit une forme lin&aire continue

. h — J h(x)6(x)dx

sur 1'espace L](R s (1 + |x|)cdx) avec ¢ = ~|(§ - (v + %) + %l ceci d'aprés le
lemme 1, chap. I, 2.1.

C'est dire que 6(x) = O(Ix]c) lorsque !xl >+ o .

I1 reste 3 passer de la transformée de Faurier ¢ de FG, 3 la transformée de Han-
kel d'ordre v , f ¢z, de FG , ce qui utilise la premiére partie du théoréme 12 :

l'c—v—l /2

(f 3 g)(x) = 0(|x ) lorsque [x| + +» .

I1 est immédiat de vérifier que cette estimation est strictement meilleure que

1'estimation (f » g) (x) = O(XIal/p).
Remarques :

1) L'estimation est la méme pour deux valeurs a et a' dont la demi-somme est
(p-2) (v+1/2). En particulier (f 3 g) (x) tend vers gzéro lorsque x — +» pour
-(2 +1) < a < (2v+1)(p-1).

1

2) Dans le cas particulier ol p = p' = 2 et a = 0, 1'estimation O(x-\’_l/2

) ne peut
étre améliorée en O(X—V—l/z_e) avec ¢ > 0.

+ e A
2v ldx) sur lui-méme, F et G appar-

En effet, Hv étant une isométrie de LZ(R+;x
tiennent chacun 3 cet espace, ce qui entralne que FG est une fonction sommable sur
R (pour la mesure dx) : Inversement une fonction ¢ sommable sur R, pour la mesure
dx, a support compact dans ]0, +W[, peut se factoriser en le produit ponctuel de

. - - + + .
deux fonctlons|®|]/2 et ¢|¢] 1/2, appartenant chacune a LZ(R H x2v 1dx). Cec1i
prouve que la transformée de Fourier de FG, tend vers zéro 3 1'infini, et pour un

choix eonvenable de F et G aussi lentement qu'on le désire. La seconde partie du

théoréme 12, prouve donc que (f 4 g) (x) est O(X—V_]/Z) et n'est pas O(X-v-I/Z-e)
en général.

On peut cependant améliorer 1l'estimation en remplagant 0 par o :
Proposition : Soit f éég fonction sommable i support compact dans ]0, +w[ , la

x—v_llz) lorsque x — +o

transformée de Hankel d'ordre v , H (f) est o

On fait pour cela une &tude directe de

2v+1 -
H (D @) = <y £, G T3 xy) >
On utilise pour x » € > 0, le développement asymptotique de Jv(z) 3 l'ordre 1.
Soit Rl(z) le reste qui est 0(|z|_3/2

<y? ey, (xy)_VR](xy) > = 0(x

), on a

—v-3/2) lorsque x + 4 ,
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I1 reste a étudier

2v+1 -v=-1/2 RS AN x—v—l/2 < yv+1/2

<y, Gy £(9),e ¥ > .

v+1/2
y /

for

Soit M une fonction de QD(]O, +m[) égale sur le support de f, la trans-

formée de Fourier de Mf tend vers zéro 3 1'infini d'ol le résultat.

3. Dans le cas particulier v = (k-2)/2 , k 2 | entier, on a le corollaire

suivant du théoréme 13 :

Théoréme 13' : Soit f et g deux fonctions radiales appartenant respectivement &
<

A
LP(Rk) et 1P (Rk) avec 1 p < 2 et p' son conjugué. Supposons que la transformée

de Fourier de f * g soit 3 support compact disjoint de 1l'origine, alors

(f % g)(t) = O(Itl—(k_])(]_llp)) lorsque [tl > 4o
[t| &tant la norme euclidienne dans rE .

Lorsque p = 2, on peut remplacer 0 par o et le résultat est le meilleur possible.

Lorsque p = 2, l'ensemble des produits de convolutions f » g ou f et g appar-

tiennent 3 LZ(Rk), n'est autre que @®x(k ; 1). Le théoréme concerne donc les fonc-

tions radiales 3 support compact disjoint de 1l'origine, sommables dans Rk.
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CHAPITRE III

Quelques propriétés de transformées de Fourier
k

de fonctions sommables sur Rk ou Z

1.1. Soit Q(Rk) (resp. Q(Zk)) la classe des poids w possédant les propriétés sui-

vantes @

i) w est une application continue de Rk (resp. Zk) dans [}, +w[
ii) w est 3 croissance lente d 1'infini
iii) il existe une constante C telle que pour tout couple (t, u) d'&léments de Rk
(resp. Zk)
w(t + u) § Cu(t)w(u)
iv) pour tout r > O fixé, le poids W, défini par wr(t) = w(rt), est équiva-
lent 4 w .
I1 est bien connu que Ll(Rk; w(t)dt) est une algébre de Banach réguliére semi-
simple, pour le produit de convolution ordinaire, dont 1'algébre transformée de
Gelfand est 1l'espace des transformées de Fourier qu'on notera désormais A(Rk 5w )

ou A(Rk) lorsque w =1 .

De méme l'algébre de convolution Ll(Z.k ; w) des suites ¢ = (c.)

n nezk , telles

e lell = L, legl
c|| = c w(n) < + =
neZk n

a pour transformée de Gelfand une algébre de fonctions continues sur la puissance

k-iéme du tore T, noté A('[‘k ;5 w ) ou simplement A(Tk) lorsque w = 1 .

On identifie T @ R/27m2 groupe additif des nombres réels modulo 2w , et Tk a
Rk/(ZﬂZ)k. A('l‘k ; w) s'identifie 3 1'algébre des fonctions continues sur Rk, 27~

périodique en chaque variable, & série de Fourier absolument convergente :

int
f(t) = 2 c e
n €Zk n
telles que :
£l = 1 k ]Cnl w(n) < + o,
nel

Proposition : Soit w, appartenant 3 Q(Rk), w, appartenant a Q(Zk), tels qu'il

existe deux comstantes C1 > 0, C2 > 0 avec C1 < wl(n) / wz(n) < 02 pour tout
k
nde Z .

Alors les algébres A(Rk ; wl) et A(’l‘k ; wz) sont localement isomorphes. De facon
récise, prenant E—w , +ﬂJ pour modéle de Tk, pour tout a, 0 < a < 7, toute fonc-
tion f de A(Rk H ml) (resp. g de A('I‘k 3 wy)) & support dans [-a, +a]k , s'identi-
fie 3 une fonction g de A('l.'k H wz) (resp. £ de AR ; wl) et il existe deux cons-
tantes C(a) > 0, C'(a) > 0, telles que :
c@ (£l < llell < c' [I£]l .
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Ceci résulte de 1'isomorphisme local des groupes &° et TF. Clest un résultat
classique pour wp = Wy = 1 (voir W. Rudin [?1]). La démonstration s'adapte aisé-
ment au cas général. On peut aussi utiliser un théoréme général pour deux groupes

localement isomorphes quelconques démontré par R. Spector [35] .

Dans la suite nous ferons 1'abus de notation de confondre Q(Rk) et Q(Tk) en
(k).
T1.2. Soit t = (t(l), ) t(q)) la décomposition canonique d'un vecteur de
Rk = R¥1 & cee X qu (kj > 1, entier pour j =1, «.. Q. w appartenant a Q(k), on
ponsidére la sous—algébre fermée Gt(kl, esey k3 w ) des fonctions de A(Rk 5 w)
qui ne dépendent que des q distances (]t(j)|) j=1... q. Cette algébre de

fonctions multiradiales s'identifie (voir chapitre I.4) 3 1'espace %(vl,...,v H

1; m¥) avec v, = (kj—Z)/Z pour j =1, «ve, q , w* &tant définie sur [k+]& par

* 1

WXy veey x) = wixt Lo x e Dyau

1 q S 1 q
kpoeensky
ol Sk x est la multi-sphére de centre O de Rk définie par les q équations
10

lt(j)[ =1, 15j<q, et du la mesure de masse +1 uniformément répartie sur
S .
kl,...,kq

On se limitera au cas oi

% *
(Xyy o0ey X ) = I (x,) ,
s T 1ggeq 3

chaque w; posséde alors les propriétés i), ii), iv) de 1.1.

* 5 PRPEP
Nous imposerons en plus que w, soit croissant et poss&de la propriété iii), et

nous désignerons par Qo(kl, ceey kq) la classe des poids w correspondants.

Par exemple Qo(kl, seey kq) contient :

- les poids de la forme w(t) = w (|t(j)|)
. lsjgq !
ot wy est un poids de Qo(l) (poids de Q(1) pair et croissant sur R ),
~ les poids de la forme w(t) = wl(tl)

le2gk

L

TT ¢ [ wz(x )) avec h, = kl + 00 + k, .
lejsa by +leteh, 3 3 3

ol w, est un poids de Qo(l), dans ce dernier cas " est équivalent au poids

On a vu au chapitre I.4 que ﬁe(wl, ceny wq 51 w* ) est égal au produit ten-

soriel a ¥ ( vj * ) .

HEN wy
1sjigq
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- +
C'est une algébre de Banach semi-simple réguliére de spectre Ei ]k, identique 3

sa transformée de Gelfand.

En application des théorémes I' et II' (chapitre I.4) on a avec les notations

introduites : .

Théoréme 1 : Soit kj > 1 entier, j =1, ..., q , w un poids de Qo(kl, ey kq)

(x,). Posons

(k,-1)/2
w(x)=-|ir(1+xj)j o (x,) .
jo1 5 %3

avec w*(x) = o
j=1 3

Pour toute fonction M appartenant & D ([]0 N +w[} ! )

a) F([eP o, [£9)) = MeF &)

est une application linfaire continue de lﬁ’(kl, ey kq s w) dans ARY; a(]x]))

by F@ — u(e P, o, 1@, L, 129

est une application linéaire continue de ARY ; w(|x])) dans %(kl;..., kq 5w ).

Compte-tenu de la proposition de l.1., on peut dans 1'énoncé précédent rempla-
cer A(Rq H ,ur(lx|)) par a(rd H w(lnl)) en supposant le support de M contenu dans
lo, [ , ce qui n'est pas une restriction car la propriété 1.l.iv assure la
stabilité de 1'algébre A(Rk; w ) par homothétie de centre O.

2.1. Rk &tant muni de sa structure canoniqhe d'espace Euclidien, soit p un en-
tier tel que 1 ¢ p & k-1, et L une ous-variété linéaire de dimension p de Rk. A
toute fonction f continue sur Rk on associe sa restriction fL 3 la sous-variété L.
fL est la classe des fonctions continues sur RP, lectures de fL dans chaque carte

isomofphisme de 8P sur L .

Si un des représentants de £, appartient 4 un espace X de fonctions continues

sur Rp, stable par transformation linéaire, on dit que .fL appartient 3 X.

Soit 0L la projection orthogonale de l'origine O de Rk sar L ; notons & le vec-

teur OOL de Rk. On obtient un représentant naturel g de fL en choisissant un re-

pére euclidien centré en O, dans L : u étant la lecture dans ce repére, du vecteur

L
(t-2) pour tout point t de Rkn L, on a :

g(u) = £(¢) .

Lorsque X est un espace de Banach, nous supposons qu'il existe deux constantes,
0 < C <C', telles que pour toute fonction g appartenant 3 X, et tout &lément o

appartenant au groupe des rotations SO(p)
cllel <« llogll < clell
X X X

ol 0 g est la fonction appartenant 3 X définie par



-1
(0 g)(w) = gl "(w) .
En particulier il en est ainsi pour X = A®RP ; w(|u|)) ol w appartient 3 a (1.

Cette condition étant satisfaite, on définit la norme de fL dans X comme la nor-

me l|g|& d'un représentant naturel g de fL.

Lorsque f appartient & A(Rk) il est immédiat que fL appartient a ARP). On peut
péser le probléme de reconstruire A(Rk) 3 partir des restrictions aux sous-varié-

tés linéaires :

Probléme 1. p étant un entier 1 < p § k-1, chercher un poids w appartenant a
90(1), pour lequel une fonction continue sur Rk, 3 support compact, appartienne 3
A(Rk) si sa restriction 3 tout sous espace vectoriel de dimension p appartient
3 A(Rp;w(lul)) avec une norme majorée par une constante ne dépendant pas du sous-

espace vectoriel.

La condition sur le support est nécessaire pour l'existence d'un tel poids. En
effet, pour v = (k-2)/2, k > 2 la fonction entiére paire F(x) = x_VJv(x) appartient
3 AR ; w) pour tout poids w de Q 0(1), puisque sa transformée de Fourier est la
fonction sommable a support compact

sup (0, (l-x)v-(l/z) ).

Cependant la fonction définie sur &« £(t) = F(|t]) est transformée de Fourier
d'une mesure uniformément ré#artie sur la sphére de rayon 1, et n'appartient pas a
A(Rk) mais 3 1'algébre de Banach B(Rk) des transformées de Fourier des mesures de
Radon bornées dans Rk. On pourrait poser le probléme 1 en remplagant A(Rk) par

B(Rk). La réponse est encore négative sans la restriction sur le support.

Proposition : il existe une fonction continue sur Rk, qui n'aggartient pas & B(Rk),

=

et dont la restriction & tout sous-espace vectoriel de dimension 1, appartient &

AR ; w ) pour tout poids w de 90(1) .

L'exemple est fourni par la fonction précédente F, en prenant pour fonction sur
RS : f£(t) =F (sup | t,] )- Un calcul direct montre que la transformée de
Fourier de f(tl’ t:)$§ F( sup([t1|,|t |)) dans R2 est une fonction définie presque
partout qui n'est pas sommable dans R”. Une réponse positive au probléme 1 est dif-
ficile car des conditions de régularité sur les restrictions aux sous-espaces vec—
toriels n'entraine pas de régularité pour f dans Rk. Par exemple F étant une fonc-

<

tion 3 support compact dans ]0, +w[_ aussi réguliére qu'on le désire
£(6) = FC sup [e5D)
1
n'est pas de classe C . Cependant nous verrons plus loin que cette fonction appar-

tient 3 A(Rk) dés que F appartient 3 A(R ; (log|x|)k_1) (le poids correct est

Sup (1, (log|x|)k_1) ou un poids &quivalent; nous ferons souvent 1'abus de nota-
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tion de ne conserver que l'équivalent 3 1'infini). Ce dernier résultat correspond
3 un probléme plus facile que nous présenterons au chapitre IV, dans lequel les

surfaces de niveaux de la fonction f seron: imposées 3 1'avance, et p = 1 .

Une application immédiate de la proposition 1, donne une limite inférieure pour

une salution du probléme 1 :

Proposition 2 : Soit p un entier tel que 1 < p ¢ k-1, ¢ > O, w un poidse qui ap-
x| (k-p)/2 -

partient 3 Qo(l) et est O(| ) lorsque |x| —> +~ . Il existe une fonc-

tion continue sur R™ 3 support compact disjoint de 1'origine, qui n'appartient pas

- k s e : : .
a A(R") et dont la restriction @ tout sous-espace vectoriel de dimension p appar-

tient 3 A(Rp H m(lu])) avec une norme majorée par une constante ne dépendant pas

du sous-espace vectoriel.

Remarquons d'abord qu'il existe des fonctions a support compact appartenant a
AR ; (1 + x )a—e) sans appartenir 3 A(R ;(1 + |x|a) : il suffit de considérer
pour ¢ > -1, la fonction sup(O, (1-x2)a) dont la transformée de Fourier
x-(1/2+a) 3

1/2+a (x) est sommable par mpport 3 la mesure (1 + |x|)% " sans 1'étre

par rapport 3 la mesure (1 + |x|)a .

Choisissons donc une fonction F & support compact appartenant a

A(R;(1+|x|)(k_1)/2 " &) sans appartenir a A(R;(1+|x|)(k_1)/2)

. On peut sans modi-
fier ces propriétés par une éventuelle translation sur F, choisir F 3 support com-
pact contenu dans ]0, +w[ . La fonction f(t) = F(|t|) n'appartient pas a A(Rk)
alors que la restriction de f 3 tout sous-espace vectoriel de dimension p est la

[)(k‘P)/Z )

fonction radiale g(u) = F(|u|) qui appartient 3 X = ARP;(1+|u et

donc a fortiori a ARP ; w(|u])) avec

llelly P,y < CIFly
ou C ne dépend que du support de F.

2.2. On peut affaiblir le probléme 1 en remplagant les sous-espaces vectoriels
de dimension p par les sous-variétés linéaires de dimension p. L3 encore la régu-
larité des restrictions QQ f aux sous-variétés linéaires n'entrafne pas de diffé-
rentiabilité pour f (il est facile de construire, par exemple dans RZ, une fonction
continue 3 support compact, de restriction ¢” sur tout droite, et qui n'est pas de

classe Cl).

Nous allons voir que la limite inférieure obtenue pour le probléme 1 est aussi

une limite inférieure pour & probléme 2.

Nous aurons 3 utiliser une généralisation facile d'un théoréme de S. Bernstein’
(voir par exemple A. Zygmund [&2] , chap. VI 3.1). Pour O < o < 1, désignons par

Aa les fonctions lipschitziennes d'ordre a , sur R :
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Lemme 3 : (type Bernstein) : Soit € > O arbitrairement petit, f une fonction 2q -
Réribdigue
1) Si f appartient 3 A(1/2)+a+e avec 0 & o < 1/2, alors f appartient 3

AT ; 1+ |n|%), ce qui n'ams lieu en général si f appartient d Ay

2) Si f est de classe C°, avec une dérivée appartenant a Aa+t-: avec 0 £ a <1,
alors f appartient 4 A(T ; 1 + |n|a+(1/2)); ce qui n'a pas lieu en général si la
dérivée appartient i Aa .

Nous suivons la démonstration classique qui permet de démontrer un résultat plus
général :

Soit w une application continue, paire, de R dans ]O, +m[ , telle que pour tout
r >0 w(rx) soit &quivalent & w(x) lorsque |x| ——=—> +o , .Désignons encore
par A(T ; w) l'espace des fonctions f de Ll(l‘), telle que

el = 1 leyl w@) <+
nezZ
ol (cn)nsZ sont les coefficients de Fourier de f. A(T ; w) est un espace de Banach
contenu topologiquement dans Ll(’l‘). Lorsque w > 1 et w(x + y) & Cw(x)w(y) pour

tout couple (x,y) de R, A(T ; w) est une algébre de Banach.
Soit @ le module de continuité d'une fonction continue f 2n-périodique, On a

1 27 - 2 2 2
(1) At) = 7 J |f(x+h) - f(x-h)‘J dx = 4} [cn] sin” nh .
o nel

Pour tout entier positif j, posons :

- 2 1/2 - 211/2
B, - ¥ w@) le_|s [_ ) w (n)] ' ¥ e, | ]
2j\<|n|<2J+1 ZJs|nl<23+l —stn<2J+1
Pour % s|nh| ¢ g—“ , on a sinznh 2 % En choisissant h = % Z_j, on a donc d'a-
prés (1)

By < ¢ 2272 pG 27H]Y2 ¢ o e

La condition
+o0
2) 72372,y ¢27Y) < 4w
j=o

assure donc que f appartient & A(T ; w). (Lorsque w = 1, S. Bernstein montre que
cette condition est aussi nécéssaire, voir J.P. Kahane [22:[' ).

Notons que, posant 8(t) = w(t)\f(%), et supposant que ggi‘;:) tend vers 1 unifor-

mément en t, lorsque A tend vers 1, la condition (2) est équivalente i
1 ¢
2" J x 32 w(-}(-)tf(x) dx < 4o .
o
Pour la deuxiéme partie, soit y le module de continuité de la dérivée f' de f. La

condition
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+o
3) bow@heed) < e
j=o
' 5 S . ' . s -1/2
assure d'apré@s la premiére partie, que f' appartient 3 A(T ;(1+|n|) w(n)),

c'est-3-dire que f appartient 3 A(T ; (1 + ]n[)1 2 w@n)).

Notons qu'avec la méme hypothése que pour (2), la condition (3) est équivalente
a:

1
3" I x_l w(%) P(x)dx < +o .
o

Il reste 3 montrer que les conditions de régularité sont critiques. Ceci résulte
des propriétés des séries de Hardy et Littlewood (voir A. Zygmund [LZJ , chap. V.4):

Pour 0 < B < 1, la série
. +o einlog n

n8+(1/2)

inx
e
n=1

est uniformément convergente et sa somme est une fonction appartenant a AB , mais
. : 5 -(1/2 : S P :
qui n'appartient pas 3 A(T ; 1 + |n]B as )) ce qui achéve la démonstration de(l').

Pour (2') choisissons pour fonction f la primitive 2nm-périddique de la fonction

a+(1/2))_

précédente avec B = a , f n'appartient pas 3 A(T ; 1+|n| Notons que pour

a >1/2 la seconde partie du lemme est conséquence immédiate de la premiére.

Nous pouvons maintenant démontrer :

S (k=1)/2 +a -

Théoréme 4 : Soit w un poids appartenant a Qo(l) et O(x 5 lorsque

X > +o , avec a > 0, et ¢ > O atbitrairement petit. Soit p la partie entiére de

(k-1)/2 + a.

Il existe une fonction de classe cP & support compact sur Rk (k > 2) qui n'ap-

partient pas 3 A(Rk 3 1 +|t|a) et dont la restriction a toute droite appartient

{ oo

AR ; w) avec une norme majorée par une constante indépendante de la droite.

Soit N 2 O le plus grand entier strictement inférieur 3 (k-1)/2 + o . Posons

B = (k-1)/2 + o - N .
1. Traitons d'abord le cas 0 < B g1/2 .

Choisissons une fonction F & support compact contenu dans ]0, +w[:de classe CN,

)

la dérivée d'ordre N, F appartenant a , avec 0 < g¢' < ¢ < B. La res-

A

(1/2)+B-¢
triction de f(t) = F(|t|) 3 une droite L de R™ , a pour représentant naturel (voir
2.1.) la fonction sur R :

g, (0 = F([|x'z+|2|z]1/z )

qui a les mémes propriétés de régularité que F. D'aprés la premiére partie du

) N

lemme 3, g appartient 3 AR ; 1+Ix[6-€) c'est-3d-dire que g appartient 3
AR ; 1+ [x|V'P7E),
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Montrons que sa norme dans cet espace, est majorée par une constante indépendan-
te de £ .

Désignons par 60(x,y) la fonction c” dans le complémentaire de l'origine de RZ,

(x2+y2)1/2. Posons Gy(x) = F(N)(e(x,y)), on a :
|Gy(X+h) - Gy(x—h)] £ Clo(x+h,y)-0(x-h,y) |¥ ¢ c|2hn SEP %% =,y |

avec Y = (1/2)+B-¢', E étant une couronne compact de R2 disjointe de 1l'origine,
contenant le support de F(6(x,y)).

La démonstration du lemme 3, montre alors que la norme de Gy dans A(R;1+]x|6_e)
est majorée par une constante indépendante de y.
D'autre part, pour tout entier O < j < N-1, F(J)(e(x,y)) a une norme dans A(R)
majorée par une constante indépendante de y. Cela résulte de 1'inégalité valable
pour toute fonction f de A(R) qui appartient ainsi que sa dérivée (au sens des
distributions) a L2(R) :

£lly gy € Cte CIIEL , +II£"]l ) -
A®) L2(R) 12 (R)
En conséquence pour tout j 0<j <N, F(j)(e(x,y)) a une norme dans A(R;l+|x|g_3
majorée par une constante indépendante de y. Il en est donc de méme pour la norme
(N)dans A(R;1+|x|8—€ |x|N+B_€).
()

de g ) et pour 'la norme de g dans A(R;1l+

Il reste 3 montrer qu'il est possible de choisir F de fagon que F n'appar-
tienne pas 3 AR; 1 +]x|8) : considérons poury= (1/2)+B-e' , la fonction
to  in log n

H(x) = nzl nY+(1/2)

1 einx
(i

(N)

dont la dérivée d'ordre N, H' ', appartient i AY sans appartenir i A(T;1+ln|8).

Soit (43)j=1,2 une partition de 1'unité de classe C~ sur T = R/27Z, 1'une des
deux fonctions ¢.H n'appartient pas 3 A(T;1+|n‘8). Pour chaque entier Ogmg¢N-1,
(WFN_m)H(m)) appartient 3 A(T;1+|n|) donc & fortiori a A(T;1+|n[8). C'est donc que
1'une des deux fonctions ( qu)(N) appartient 3 AY sans appartenir 3 A(T;l+|n|6).
Ceci prouve qu'il existe une fonction F 3 support compact contenu dans jO,n[ ,

() 5

de classe CN dont la N-iéme dérivée F appartient a I\Y sans appartenir a

AR;1+|x| ).

2. Lorsque 1/2 < B8 g 1, choisissons une fonction F 3 support compact dans R, de

N+1, la dérivée d'ordre N+1, F(N+1)

8,00 = 7 [[x]? + []? k&
|N+B—E

clas;e C appartenant .3 AB—(I/Z)' La fonction

(N)
2
dans cet espace est

appartient 3 A(R; 1 + ]x
|B-e

) car d'aprés la seconde partie du lemme 3, g

)

appartient 3 A(R; 1 +|x .

). Montrons que la norme de g
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majorée par une constante indépendante de & . Posons

6 ) = FV (a(x,y))

et soit 6} () - L, r ™D (0., 30)

la dérivée par rapport a x. On a

|G}',(x+h) - G';,(x-h)l < c|h|3‘(1/2)

ol C ne dépend pas de £ . La démonstration du lemme 3 montre alors que la norme de
G_ dans ARR; 1 +|x|B_E) est majorée par une constante indépendante de y. La suite
de la démonstration est analogue a celle du premier cas. On choisit pour y =B - %
la fonction oo ein log n
H(x) = )

n=1

1 einx
L YH(/2) (imy ML

dont la dérivée d'ordre N+1, H(N+1)
H(N)

appartient 3 A_ et dont la dérivée d'ordre N,
n'appartient pas a A(T; 1 +|n|B ). On conclut d'une fagon analogue 3 celle

du premier cas.

Cette démonstration s'adapte au cas général des variétés linéaires de dimension

queleonque :
Théoréme 4' : -Soit k, q deux entiers 1 € q £ k-1,w un poids appartenant 3 Qo(l)
et O(X(k—q)/z ra- e) lorsque x > +» , avec a > O et € >0 arbitrairement petit.

Soit p la partie entiére de (k-1)/2 + a. Soit p > O quelconque.

Il existe une fonction de classe cP 4 support compact sur Rk, qui n'aEEartient
5 a ¢ rdam & 1248 1inEad
pas a A(Rk; 1+e]™), et dont lamstriction & toute sous-variété linéaire L de

dimension q, distante au plus de p de 1'origine, appartient 3 ARY ; w(|u]) ) ave

une norme majorée par une constante indépendante de L

Soit F une fonction continue a support compact contenu dans ]o, +mL . La res-
. s 5 caz P . : k
triction de f(t) = F(]tl) a4 une sous-variété L linéaire de dimension q sur R , a

pour représentant naturel la fonction continue sur RY (voir 2.1.)
2 2|1/2
= ol s .

La différence avec le cas q = 1 est la précaution 3 prendre sur le support de 8

(disjoint de 1l'origine) pour obtenir son appartenance i A(Rq;w(|u])) 3 partir de

'(k-l)/Z + 0 -

1'appartenance 3 A(R ; 1+|x €) de la fonction définie sur R

G (x) = F( |x|2 + lzlz}l/z ).

On procéde comme au théoréme 4 pour remplir cette condition avec une fonction .,

3 support compact dans ]p, +w[ » F, qui n'appartient pas 3 A(R; 1 +|x|(k-l)/2 o

).

Remarque : Si q est impair, on peut dans le théoréme 4', se débarrasser de la
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condition portant sur la distance des sous-variétés 3 1'origine. On utilise pour
cela le théoréme 4 de 1'appendice du chépitre I : une fonction paire 3 support

|(k—1)/2 + a -

compact de A(R; 1+|x ) est profil d'une fonction de A(Rq;w(|u|)) si

q est impair. Le choix de la fonction F 3 support compact dans ]0, +u>[, est alors

indépendant de la distance 3 1'origine des sous-variétés de dimension q.-

2.3. Soit T une sous-variété de Rk, de dimension q, de classe Cp, p 2 O entier.
f étant une fonction continue dans Rk, considérons la forme différentielle de de-
gré zéro fr restriction de £ 3 T . Soit @ une carte locale de T , application de

classe Cp, de rang q, d'un ouvert de RY dans Rk

On dira que la restriction de f 3 T' , appartient localement 3 ARY; w(|u])), @

étant un poids de Qo(l), si pour toute carte Y, foy appartient localement dans

son ouvert de définition, a ARY; w(lu)).

L'ensemble des fonctions f qui poss&dent cette propriété, est une algébre (dans
topologie) que nous notons c*(F ; w). Cette notion dépend évidemment de la classe
t
de T' ., Si T , de classe Cp, et T', de classe cP , coincident comme ensembles,

avec p < p', on a l'inclusion
#HT ;w0 € BT W),

On pourrait poser le probléme de chercher la valeur minimum de p pour laquelle
& ; w) n'est pas vide. Nous supposerons dans la suite p assez grand pour que

les fonctions suffisamment réguliéres appartiennent a R@(F 3w

Par exemple lorsque w = 1 , pour toute sous-variété I' de dimension q, de classe

Cq, (T ; 1) contient les fonctions de classe c9d. Ceci résulte de la :

Proposition : Soit f une fonction appartenant E'LZ(Tk) ainsi que toutes les déri-

vées partielles (au sens des distributions) (a(j)/atll ces 3ty )(f), ot

( 21, ess, &.) est une combinaison de j termes extraits de (1, ..., k). Alors f

]
appartient 3 A(Tk) et M)

k
NEll pepky <NEll 1oy + 12, C L llgg——=¢ I 5, )
A(T®) L(T™) j=1 hj Bt2 ces Btl LZ
1 2
C'est une conséquence de la majoration

1/2p += j/2
2 1
ALY I B R AN i VS

nl...nj#O 1...nj#0 1 i

Nous nous limitons maintenant au cas ol ' est de dimension 1 ("courbe"). On a en

conséquence du lemme 3 :

Proposition 5 { Soit N la partie entiére de o > 0, w un poids de Q,(1) tel que

w(x) = O(Xa)'lorsgue X >+,
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N1 de R"’, %’(I‘ 5 w) contient

les fonctions de classe CN dont les dérivées partielles d'ordre N sont en chaque

1. Si @ = N < 1/2, pour toute courbe T de classe C

variable dans A(1/2)+a—N+e , € > 0 arbitrairement petit.

2. 8i (1/2) ¢ a= N < 1, pour toute courbe T' de classe CN+2, #(r ; w) contient

+
les fonctions de classe CN i dont les dérivées partielles d'ordre N+1 sont en cha-

que variable dans Aa- N -(1/2)+e ° e > O arbitrairement petit.

Soit T une courbe de Rk non linéaire de classe quelconque, il est clair que
A(Rk) n'est pas contenu dans ﬂ"(l" 5 w). Pour le voir il suffir de considérer les
fonctions de A(Rk) qui localement ne dépendent que d'une coordonnée en laquelle
ce sont des fonctions de A(R). D'aprés le théoréme de Beurling et Helson, [2] .
elles ne peuvent &tre lues dans une carte non linéaire, comme des fonctions de
A(R).

On peut poser le probléme de chercher le poids @ de 90(1) le plus lent. pour le-
quel A(Rk; &’(]t[)) est contenu dans Jﬁ'(l" 5 w) pour une courbe T non linéaire de

classe C et un poids v de Qo(l)- La réponse est :

Théoréme 6 : Soit w et W deux poids appartenant & Q,(1) la condition nécéssaire

et suffisante pour que les restrictions des fonctions de A(Rk; @(|t])) 2 une courbe

non linéaire T de Rk, de dasse c” , appartiennent localement 3 A(R; w(x)) est

lim inf x_1/2 [(»(X)J-:L D(x) > 0.
X > +w

Soit f une fonction de A(Tk; )

int

8

f(t) = nzzk ce ~avec £l = ngzk |cn| w(|n]) <+
Considérons une carte de I' qu'on peut supposer application ¥ : x +—r («fj(x))
j=1,...,k d'un intervalle ouvert contenu dans [—11+e, n—e] (0 < ¢ <marbitraire)
dans un cube [—n+e, w-e]k. On prolonge cette application en une application c” de
[—w+e s w—eJ dans [—1T+e, n-e]k. D'aprés le théoréme du graphe fermé, une condition
nécessaire et suffisante pour que foy appartienne a A(T ; w) pour toute fonction £
de A(Tk; @) est que

e | et LRGeS = 0CEal) )

lorsque |n| —> += .

I1 est clair qu'il existe un intervalle de [—n, +1r] sur lequel 1'une des déri-
vées secondes Lf}'(x), reste supérieur 3 une constante p > O (sinon T serait liné-
aire).

Supposons qu'il en soit ainsi pour s.f']t(x), la minoration
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”elnlwl(x)” > C|n1|1/2w(n1)
A(T;w)
qui d'aprés (1) entraine la condition nécessaire du théoréme, est une application

d'un théoréme de Y.Katznelson, [24:] :

Théoréme (Y.Katznelson) : Soit w une application de Z dans I:l, +w[ telle que

lim sup w(2n)/w(n) < += , A(T;w) 1l'espace de Banach des séries de Fourier
In|se

£(x) = ) cneinx telles que ||£]| 7 |cn|w(n) < Hw

ne2 A(T;w) neZ

Si ¢ est une fonction 3 valeurs réelles de classe 02 sur un intervalle I od
ig est 2m-périodique, on a pour tout n de Z :

ing(x) 1/2
”e Q ” A(T;w) > C]nl ""(n)

¢'x) zp>0 etsi e

ol C > 0 ne dépénd que de I et p «

Reste 3 montrer que la condition est suffisante.

Soit u un point de la sphére unité de d‘, 3 tout point n de Zk correspond un point

u tel que n = |n|u. Posons

v (x) (x) .

= 2 u, i
u 1k 39
On doit montrer que
ilnly () 1/2
et IR IPa O, o < carlaD M2l
ol C ne dépend que de 4.
Ceci est une conséquence du théoréme suivant :

Théoréme 7 : Soit p > 1 un entier, w une application continue paire de R dans
~p+(1/2)+¢

[1, +°°] , croissante sur R+ et telle que pour un € > 0, x w(x) soit

décroissant lorsque x est assez grand. Une fonction f i valeurs réelles, 2m- pério-~

dique,_ appartenant 3 Lz(l‘) ainsi que sa p-iéme dérivée (au sens des distributioms),

e ™y igs0y € 1+ lal VP ucm)

ol C ne dépend gue des normes dans L2(l‘) des p premiéres dérivées de f (qui est en

fait de classe Cp_l).

Nous le démontrerons au paragraphe suivant. L'application en est immédiate car
les dérivées de tous ordres en x de la fonction \pu(x) sont majorés en modules

par une constante indépendante de u. Ceci achéve la démonstration du théoréme 6.

Remarques :
1. On obtiendra dans les paragraphes suivants, une généralisation 3 plusieurs

dimensions du théoréme 7 ainsi que du théoréme de Katznelson, si bien qu'il est
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possible d'obtenir sans difficultés une généralisation du théoréme 6 :

Théoréme : Soient w et & deux poids appartenant 3 Qo(l), la condition nécessai-

re et suffisante pour que les restrictions des fonctions de A(Rk; ’uvj(|t|)) E une

sous-variété non linéaire I' de R, de dasse c” de dimension q, 1 g q g k-1,

appartiennent localement i A(Rq;m(|ul)) est:
P -q/2 -1
lim inf x [w(x)] w(x) >0 .

X > 4
2. On peut poser le probléme de chercher un poids w tel que toute fonction conti-

nue sur Rk appartenant a ﬂ(l";'w) pour toute courbe I de classe CQ, appartienne a
A(Rk). La démonstration du théoréme 4 s'adapte immédiatement pour obtenir la méme
limitation inférieure que dans le cas des droites.

(k-1)/2 + o - ) lorsque

x — +o , avec a > 0 et ¢ > O arbitrairement petit. Soit p la partie entiére de

Théoréme : Soit w un poids appartenant 3 Q (1) et O(x

(k-1)/2 + o « Il existe une fonction de classe cP a support compact sur Rk (k > 2)

qui n'aBEartient pas a A(Rk; 1+ ]tla) et dont la restriction & toute courbe c”

de R* , appartient localement 3. A(R ; w).

3.1. Le th8oréme 7 est un corollaire d'un résultat qui donne une condition suf-
fisante de régularité pour qu'une fonction appartienne 3 1'espace A(T ;w) avec
un bon contrdle de la norme, ceci pour un poids w convenable:

Théoréme 8 : Soit p > 1 un entier, w une application continue paire de R dans
‘P+(1/2)+em(x)

+
[1, +°°:| » croissante sur R et telle que pour un € > 0, X

soit décroissante lorsque x est assez grand. Une fonction f, 2r-périodique appar-

A(T;w) et on a

n

€3
|| £ ﬂLz ‘1/1?
£

1- 1/2 1/2
el ollell 3 M PP u|
A(T;w) L L
ot C ne dépend pas de f.

Soit (cn)nez les coefficients de Fourier de f, N > O arbitraire, on a :

1/2 1/2
T wm]e,| < [ ) ]cn|2:' P2 e [ P cnlz] [aw] /2
|n| <N >N

nez2
avec : A = T Jom)|? ¢ (28+1) w)]?
[n|gN , )
et B(N) = w(n) Lol —L oo NP2 .
|n|>N n?P N2p-1-2¢ |n|§N |n|1*2e 1 [oow]
Posons a = ”fan , b= ||f(p)HL2 , on a donc :

Elly cp; ) < Cz[aNl/2 * bN(”Z)'P] w(¥)

b| 1/p

a

En choisissant N = , on obtient le résultat.
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En particulier, on a le :

Corollaire : Soit a > 0, f une fonction 2n-périodique appartenant §.L2(T) ainsi

que sa p-iéme dérivée, avec p >a+ 1/2. Alors f appartient 3 A(T; 1 +|n]a) (et en

particulier est de classe b et

1-(1/p) (a+(1/2))

IH] scliell €€
L

) (1/p) (a+(1/2))
P2
A(T;1+[n|%

ol C ne dépend pas de f.

Un second corollaire est le théoréme 7 qu'on obtient en appliquant le théoréme 8

inf (x)

3 la fonction @(x) = e . Les hypothéses du théoréme 8 sur la fonction f, en-

trafnant que f est de classe Cp_l, sont alors satisfaites aussi par la fonction
$(x).

D'autre part, on remarque que pour tout A > O, on a lorsque x est assez grand :
—(1/2)-
wOx) ¢ sup(1, APTAD7ey 0y

Cela résulte, pour O ¢ A < 1, de la croissance de w sur R+, et pour A > 1 de la

—p'(l/z)-t-g

décroissance de x w(x) lorsque x est assez grand.

Remarque : La majoration du th&oréme 7 est encore valable, en prenant n dans Z,

pour une fonction g définie sur R, a valeurs réelles, telle que e® soit 27 -pé-
riodique, et g = f + h ol f vérifie les hypothéses du théoréme 7 et h est de clas-
se cP.

Y2, )y, F(£) ap-

partient & A(T;w) dé&s que f est une fonction de A(T;w) & valeurs réelles suffisam-

Le théoréme 7 signifie que pour toute fonction F de A(T;1l+|n|

ment réguliére. Lorsque cette propriété a lieu pour toute fonction f a valeurs
réelles de A(T; w) on dit que A(T;1+|n|1/2w(n)) opére dans A(T;w). Il en est ainsi

lorsque w a une croissance assez 'proche" de celle d'une puissance entiére de x :

Théoréme 7': Soit w une application continue paire de R dans Dﬂ +w] « Supposons

: . . -2 : .
qu'il existe un entier % > 1 tel que x “w(x) soit croissant et, pour un e >0,

—20+ ¥
X 20+(1/2) €m(x) décroissant; lorsque x > O est assez grand. Alors pour toute

fonction f appartenant 3 A(T;w) & valeurs réelles, et pour tout nombre réel u, on

a:

iuf
Fe™i < casfuMPuw)
A(T;w)
ol C ne dépend pas de u.
Les fonctions de A(T;w) sont de classe Cl. On pose w(x) = ——QSE% et on remar-
1+|x|

que que :

(%)
s¢ +
1[||\oan I

It ]
A(T;w) (T;%0)

ot C1 ne dépend pas de ¢ . Donc,
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”eiuf iuf

lhcrswy € S+ TulDlle™E g
ou C2 ne dépend pas de u. w vérifie 1es hypothéses du théoréme 7 relatives a p = &,

f étant de classe Cf' , on a donc :
[l < Cy(1+|u
A(T;m)

Remarquons que les restrictions sur le poids w ne sont pas nécessaires. Lorsque

1/2 w(u)) d'od le résultat.

w(x) =1+ lea il est facile de montrer direatement (voir N.Leblanc [26] ) que la
propriété a lieu pour o > 1, alors que le théoréme 7' ne s'applique que si
1 g0 <3/2et a3z2.

3.2. Il est possible d'obtenir un résultat analogue pour les espaces A('l‘k; w) -
lorsque w est un poids radial dans Rk, ou un produit tensoriel de k poids ne dé-

pendant que d'une coordonnée.

Dans le premier cas, on a :

Théoréme 9 : Soit k > 1, q > 1, deux entiers, w une application continue paire de
-2q+(k/2)+ew(x)

. " : : k PRI
soit déecroissante lorsque x est assez grand. Une fonction f sur R, 27-périodique

. +
R dans [1, +w[cr01ssante sur R et telle que pour un ¢ > 0, x

en chaque variable appartenant & L2('l‘k) ainsi que 2%¢£) ol 29 est la puissance

g-idme du Laplacien, appartenant 3 A(Tk;w(|n|)) et on a :

1-(k/4g) k/4q IAquLZ 1/2q
el s clel %l 5 ol rer |
A(Tk;w(]n-l) 1.2 2 £li2

ol C ne dépend pas de f-

K - 2 1/2
Soit m = (n;, -.., m) un point de 2~ et [n| = [_ ) n.J , on a:
: J
l¢isk

1/2
] 1%, 7] o] 2
N

- 12
Ly olDlegl s [ Tle, 2] oo |
ne2 |n|sN |n|>

N > O arbitraire, avec :

A(N) = |Z Lw(|n])_] <C Nk[w(N)]Z , et

'ﬂ <

= [w(n )l [w(N)]Z 1 k~4q 2
PO by et S ek |n|§N DR )
Posons a = ||f|| » b= | a%| » on a
2,k LZ(Tk)
€] s ¢, [a N2 4 N(“/Z)‘Zq] w(N)
A(TS ,w(lnl))

On obtient le résultat en choisissant N = ‘ -E‘ 1/2q
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En particulier, notons le :

Corollaire : Soit o > O et f une fonction sur Rk, 27-périodique en chaque variable,

appartenant 3 L2(I‘k) ainsi que 2% ol q > a/2 + k/4 est entier. Alors f appartient
3 A% 1 +|n]%) et

el

AT 14 ||
ou C ne dépend pas de f.

1-(1/2q) (o + k/2) q (1/2q) (o + k/2)
< clel sl ,

Remarquons que 1'hypothé&se que f et 29 appartiennent a Lz(l‘k) q > 1 entier, en-
trafne donc que f est de la classe cP on p est le plus grand entier strictement in-
férieur 3 2q - k/2.

Dans le cas d'un produit tensoriel de k poids, on a :

Théoréme 10 : Soit k > 2 entier, et pour tout entier 1 £ j < k un entier pj > 1let

une application w, continue paire de R dans [1, +w['croissante sur R+ et telle que
\ ‘Pj+(1/2)+€j
pour un ej > 0, x w
Soit & = (11, «esy 2.) un Elément de 1'ensemble %(j) des combinaisons de § termes
extraits de (1, ..., k) et D, la dérivation (B/Btzl)(pll) eee (313t )(pgj) « On

convient de faire correspondre 1'identité ( dérivation vide) 3 1‘e%semb1e 6(0) .

J(x) soit décroissant lorsque x est assez grand.

Soit f une fonction sur Rk, 2n-périodique en chaque variable, appartenant a Lz(Tk)

ainsi que la dérivée partielle le pour tout & et tout j. Alors f appartient 3

A(I‘k;w) ol w est le poids sur Zk défini par w(nl,...,nk) = wy (nj)' Posons
1gigk
- pour chaque entier 1 ¢ q € k :

€(2,q) = +1 si q appartient 3 ( L1s ooy JLj), e(2,q) = -1 sinon.

-pour 1 ¢j sk

_ e(h,8) ~ c0,8)
a(h,e) = 2% 7 ———‘L(1/z-pl)+2k sid# 2
s Pog q Hlsagk  Pe
an =1+2' 7 Loap-p -2 7] L
1<qs] plq q j+1lgqsk pILq

- et pour j = 0 :

a,m =2 7 L s, aam=1-2% 7 L
leqek Pq lsqsk Pq

& a: ar,2) (21 elhed)

el o <c[ T TT Umell’, | TTay ¢ TTlndl, Py )
A(T s w) Osjsk  Osrsk L 1sigk Osrsk L
Lee(j) reb(x) re )

ol C ne dépend pas de f.
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Pour chaque entier 1 € q € k, soit Nq > 0 arbitraire. Pour chaque & de %(j)
0 £ j < k, on considére le sous-ensemble Ez de zk défini par

Inq] > Nq torsque q appartient 3 ( £, +et, Ej)

|nq| < Nq lorsque q appartient au complémentaire (£j+1’ ces lk).

zk

est la réunion des ensembles disjoints E, ; Pour majorer £l k- ) kw(“)ch
sw) n

on majore sur chaque bloc El par la méthode du théoréme 8 :

pJL1 133 ; 1/2 wy (nl ) 5 1/2
) w(n)[cnl < [ z kIn2 see my 3 cnl ] ‘ ——g-;zﬂ—
neE, neZ 1 3 15q<i lnl [>N, o tq
q q %

‘ j*lcask |n, <Ny
— - 7

Py Py,
avec la convention que si j = 0, on remplace nzll,..., nzjj, ainsi que le second

facteur par 1. On choisit :

21-k) e(2,9)
N_o= TT lin¢ll Pq
4 osrsk  * L?
re%(r)

On obtient par les majorations analogues 3 celles du théoréme 8 :
1-ky (X, q)
a(h,2) @ =5
’
1 e@legl e TT Inell, ] TT wCTT linyel, T
neEl Osrsk L lgqsgk 9 osrek
re¥(r) re¥(x)

ce qui donne le résultat. Par exemple, pour k = 2, en posant

Py+pP

Pelely .0 ” “ H ' : .la_l__z_f__” L ona
%) LS BINLE L/
1 2

111 1, 11 1 1.1 1 1.1 1 1

FE+D 2E-=2) 2 +o)-3

lell ,  <2c p2 4P P2 APy Py gh P2 Py’ APy Py 2

T m) 1
2 2.

(@9)? +(@ %o, (|8 | )wz(l 2.

3.3. Les théorémes 9 et 10 donnent lieu 3 des corollaires analogues au théoréme 7,

. . iuf o - ) 5
lorsgu'on les applique 3 une fonction e Y% oli u est un nombre réel et f est 3 va-

leurs réelles. Toutefois alors qu'il n'y a pas d'hypothése supplémentaire sur f 2

ajouter 3 celles du théoréme 8 pour obtenir le théordme 7, les propriétés de régu-
P i . < < .z ,

larité de e uf en plusieurs dimensions exigent des hypothéses de régularité supplé-

mentaires pour f. Pour simplifier, nous supposerons que toutes les dérivées par-
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tielles de f qui interviennent dans 1'application des théorémes 9 et 10 & ewf

sont continues. On a :

Théoréme 9' : Soit k > 1, q > 1 deux entiers, w une application continue paire de
R dans [1, +w[ croissante sur R+ et telle que pour un e > O, x_2q+(k/2)+ew(x)

soit décroissante lorsque x est assez grand. Soit f une fonction sur Rk, de classe
2q
C

A(Tk;w(lnl))e_t pour tout u réel, on a :

a valeurs réelles, 2n- périodique en chaque variable. Alors f appartient

oo

. k/2
lle™" X s C(L+ Jul  w(w)
AT 50(|n])) 2k
ol C ne dépend que des normes dans L°(T") des dérivées partielles de f d'ordre

inférieur ou €gal a 2q.

Remarque: La majoration est encore valable en prenant u dans Z, lorsque au lieu de

supposer f, 2m-périodique en chaque variable, on fait cette hypothése sur elf.
Ce théoréme 9' est une application immédiate du théoréme 9.

I1 est facile de montrer a partir du théoréme 9' que si w a une croissance assez
2 5
"proche" de celle d'une puissance paire de x, A(T; 1+|n|1/ w(n)) opére dans

A u((n]))

Théoréme 9" : Soit k 3 1, & > 1 deux entiers, w une application continue paire

de R dans [1, +w[ telle que x—zzm(x) soit croissant et, pour un ¢ > O,
x—b2+(k/2)+e

w(x) décroissant lorsque x > O est assez grand. Alors pour toute

fonction f appartenant & A(l‘k;w(lnl)), a valeurs réelles et pour tout nombre réel

u, on a :
ety e+ JulY )
AT ;0(|n]))

ol C ne dépend pas de u.

On remarque que toute fonction {yde A(Tk; w(|n|)) est de classe c?* et en posant
L
w(x) = w(x)/(l-'-|x]2 ) on a :

el <oy Cllll, + sl

A(Tk;m(|nl)) A(T ;\:xr(|n|)):I

ol A]1 désigne la puissance £ -iéme du Laplacien, et C1 ne dépend pas de ¢ . Donc

Lu : 28y iuf
“elu £ Cy(1+ [u]"M]e * I k

AT ;0(|n])) ATY; w(|n]))

ol C2 ne dépend pas de u. v vérifie les hypoth&ses du théoréme 9' relatives a

q=4% , f étant de classe 021 on a donc

||eluf X < C3 (1 + |u|1/2 w(u)) d'ou le résultat.
AT 3w(|n )
Les restrictions sur le poids w ne ont pas nécessaires : Lorsqée w(x) = 1+|x|®

le théoréme 9" s'applique si oz k/2 + 4 , mais on peut obtenir un ré&sultat meilleair
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par une méthode directe :

Théoréme 9"': Soit k » 1 entier. Pour tout o supérieur ou égal au plus petit entier

pair > k/2, pour toute fonction f de A('l'k; 1+|n|°‘) 3 valeurs réelles et pour tout

nombre réel u, on a :
lefofi s e &P,
A(TS;1+ |n] ™)
oi C ne dépend pas de u.

Soit q > 1 le plus grand entier tel que a = 2q + B avec 0 $ B < 2, on a :

iuf
“l

&) et ¢ c @+ [ul®h fle
! A(Tk;1+]n|B )

A(TS1 +|n]®

k a3 .
et  une fonction de A(T ;1+|n| °) on a :

Lemme : Soit0\<ozl<ot2<o¢3 on

Il

](a3-a2)/(a3-al)

<[l

AT + ln|a2 ) A1+ n| 1)

](az-al)/(a3-a1)

Ceci résulte de 1'inégalité de H8lder :

o a.1 (aq=a,)/ (a0 agq (a,=0,)/ (ay=a,)
ENILIRY D IERTET R R T R
€ [

nez

A

On utilise ce lemme avec 0y = o, oy = By 0y =2 , ¥= e1u£. Puisque f est de

3

classe C2cl avec 2q > k/2, le théoréme 9' entrafne en prenant le poids identique 3 1:
Hemf I scC (1+|u|k/2 ) ot C, ne dépend pas de u et
A(Tk) 2 2
iuf 2 iuf] k/2)+2
fle™® ”A('l‘k;li-‘nlz) < C3(1+|“l Ile “A(Tk) NS |“|( )

Compte tenu de (1) le lemme entrafne alors le résultat.

3.4. Dans le cas ol le poids est un produit tensoriel, 1'analogue du th&or&me 9'
est de démonstration plus délicate. Par ailleurs les hypothéses de régularité sur f
sont plus restrictives que dans le cas précédent : 1l'application du théoréme qui
suit au poids identique & 1 considéré comme un produit tensoriel, suppose f de
classe Ck alors que d'aprés le théoréme 9' il suffit que f soit de classe cP avec

p > k/2 pair.

Théoréme 11 : Soit k > 2 entier, et pour tout entier 1 g j < k un entier p:i >1et

. . +
une application w, continue paire de R dans [1, +oo[ croissante sur R et telle que

+
pour un Ej >0, x pJ+(1/2) €3 ‘w, (x) soit décroissant lorsque x est assez grand.

Soit f une fonction sur Rk de classe cP avec P=pp + cee *pps a valeurs réelles,
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2m- périodique en chaque variable. Alors f appartient & A(T ;w(n)) avec

anl,...,nk) = TT wj(nj) et pour tout u réel on a ¢
1sjsk
e sca+ ol TT o)
A(T 5w(n)) 1¢j<k

ol C ne dépend que des normes dans L2(Tk) des dérivées partielles de f d'ordre

inférieur ou &gal 3 p.

Remarque :La majoration est encore valable en prenant u dans Z, lorsque au lieu de
PP . . < if
supposer f 2m-périodique en chaque variable, on fait cette hypothése sur e .

I1 suffit de démontrer le théoréme en supposant qu'aucune des k dérivées partiel-

les premiéres Bflatj n'est identiquement nulle. En effet, s'il n'en est pas ainsi

on est ramené 3 une fonction dépendant de k' variables avec O g k' < k, pour la-
1

. : s oK P A . s ok
quelle la majoration relative 8 T  entraine a fortiori celle relative a T .

Montrons par récurrence sur l'entier j, 1 € j < k, qu'un produit de puissances

’ '
positives de j dérivées partielles premiéres de f, Iaf/8t£1[ lj' J , ne

peut étre alors identiquement nul. Pour j=1 c'est 1'hypothése, supposons la propri-
2
af /o, | 3+l
+1

été établie pour j dérivées partielles et supposons |8f/8t21| ..
identiquement nul. Soit A 1l'ouvert de Tk défini par
Py, Py,
| e Jefset, | 3 40
'3

et A' son complémentaire. Dans A, qui n'est pas vide d'apr@s 1'hypoth&se de récur-

|3£/3t
4

rence, 3f/ at 1 est identiquement nul done la restriction de f & A ne dépend

L :
pas de tg 1 ia fonction [3f/3t | "1 ... |af/at 4 est identiquement nulle
j+

2 |

dans A' qui n'est pas vide (sinon aflat serait nul dans Tk) et ne dépend pas de

L5
PO b s
t{‘+ dans A, elle devrait donc €tre identiquement nulle dans Tk contrairement 3

1'hypoth&se de récurrence.

I1 résulte de cette remarque que pour tout entier 0 g j < k et tout ¢ de 6(3j)

(notations du théoréme 10)

, Py Py Py
| p (eluf)“ n 1 j.’l 5f ‘ 1 ...' of ‘ j“
3 LZ(Tk) 3t£1 L (T )

lorsque |u| tend vers 1'infini.

IS

Il reste 3 évaluer

Il(j) L o) pour 1 ¢ j s k avec o(j) = z (pA *ertp, Ye(X, )
P Osrgk 1 r
Ae¥(x)
et I,(2) = <g . () *+++* p, Da(r,2) pour ¢ dans £@G), 05§ < k.
QZ%fr) 1 T
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1. Cherchons les coefficients a(q,j) de pq dans o(j) :

o) = I a(a,1)py -
1gqsk

En comptant le nombre de termes ol pj figure, on a :

a9 = 1+ (Th v (Pheee v T = 2T

q étant fix&, différent de j, on considére les termes oi pq figure en affectant

du signe + ceux ol pj ne figure pas, et du signe - ceux ol pj ne figure pas, on a:
- k-2, _ k-2, _ k=2 k-2, k=2, _ . _
a@n =1+ [ 1]+ [65 - P s [6D - (] - a0
. k-1
Donc o(j) = 2 pj et Il(j) = 1 pour tout 1 ¢ j < k.

2. On met a(),%) sous la forme :

a (A,L) = 2k Z £0y9) + b(r, L) , avec

1gqgk q
bOLe) = 28 % T coue) siag o er bl =1 -2YK
1gq<j d
Posons Ij(2) = ) (py * +ev v, DA
Ogrgk 1 r
A€¥(r)
on a Ié(l) = (pl AIETEER I )-21 k (px +oeee tpy ) Z E(A,lq) =0
1 j Osrgk 1 r 1lxqsj
re%(x)
k-1 ' ~
car Z (pA +oeee 4Py Ye(r,2 ) = 2 12 d'aprés 1.
Ogrgk 1 r q q
re%(r) X 1
Done I,(2) = I,(%) - Ié(l) =2 ) — (pA + e+ py )e(0q)
1gqgk pq Ogrgk 1 r
Ae¥(r)

d'ol Iz(l) = k/2 , ce qui achéve la démonstration du théoréme 11.

Les hypothéses 3 faire sur pour obtenir 1'analogue du théor&me 9' sont plus

délicates, elles expriment que les w,, 1 g < k, ont des croissances "uniformé-
P q i $

ment proches" de celles de k puissances entiéres de x :

Théoréme 11' : Soit k > 2 entier, et pour tout entier 1 ¢ j g k, des entiers 2,31,

pjal avec L, 2 Z P, une application wj continue paire de R dans [1, +m[
lgrgk

] R+ (T2 e,
telle que x wj(x) soit croissant et, pour un ) >0, x

wj(x) de-

croissant lorsque x > O est assez grand. Alors pour toute fonction f appartenant

a A(Tk; w) 3 valeurs réelles, avec w(n) = w.(nj), et thr tout nombre réel
u, on a: Lo sk
i k/2
™ cca+ [t TT b
AT 50) 1gjsk

ot C ne dépend pas de u.
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Posons w(n) = () ——11;— et montrons d'abord que
1<k 1+|nj} 3
. Riteeet
£ 1 e £
40 e f e+ ul ey
A(T ;) AT ;00)

Soit ¢ = inf t = + t r, enti 1, 0 ¢ r, -1,
o £ = in L, e zj qu rj . qj e rJ entiers qj > 1, < § <2

1gigk
Toute fonction y de A(Tk;w) est de classe Cx et chaque dérivée partielle d'ordre
A<, (a/atj)x(q),appartient a A(!k H u/(1+[an)) et

A
19l AL Pl ]
k 2 L? at;‘ A(Tk;w/(1+|njl>‘))

A(T 5 0)
~ - cqs : iuf P : 3 R
ou CZ ne dépend pas de W . Utilisons ceci avec ¢ = e et la dérivation (SE—) .
' 1
on a : .
iuf £
S e e ful® e \
AT 0) AT 30/ (1#]ny | 1)
ol C3 ne dépend pas de u. Par itération, on obtient:
: fuf
et .« s ottty s
AT w) AT; w/ (14 |0y |92%))
3 11 '
et en utilisant la dérivation ( T ) :
' 1
iuf 1y iuf
||le K < CS(l +[u] Dle I X 2 .

AT 0) AT 50 /(Le]ng | )

On obtient (1) en réitérant ce procédé pour Heluﬂ K %, relativement
A0/ (g |

a la variable t, etc...

2
v vérifie les hypothéses du théoréme 11 relatives a (pl, veey pk) et puisque f

est de classe cP1* " **Pk on a :

s w,u
@) e s g+ [uf*? ——
A(T" ;m) lgjsk 1+ ful™)

(1) et (2) donnent le résultat.
a

Remarque : Dans le cas particulier ol wj(x) =1+ |x| i <j gk, soit

a, = &, + B, ol £, est la partie entiére de «

3 3 i P 3 3

0 € q € k, le nombre de termes tels que O & Sj < 1/2. Pour un tel terme, on choi-

et 0 g B, < 1. Soit q,

.

sit Py = 1, pour les autres pj = 2. En définitive le théoréme 11' s'applique pour

a, %2k - q, 1 gj g k. En particulier, si q = k, le théordme s'applique pour

)

a, > k. Or, on peut montrer directement que le méme résultat a lieu si les ont

%3

e
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la méme partie fractionnaire B, O g B < 1 avec o > k.

En effet, d'aprés la démonstration du théoréme 11'

Loteoot <
”eiuf “ 1 zk)Hel‘.lf
A(T

D'aprés le lemme cité 3 propos du théoréme 9', on a :

1) €€ 1+ |ul

”A(’l‘k,w) *
HD)

k

1-

iuf iuf iuf,
@ Ne™ o s lle™ ] Ile™ 1, gk,
AT ) AT AT 1+[ng ooy |)
Si aj >k, 1 £j gk, fest de classe Ck, donc :
i i
™) so,a s B e ™ <€, 1+ [u %)) ]
A(TY) A(T ;1+1n1...nd) A

d'ol le résultat grace a (2) et (1).

Cette démonstration vaut encore si certaines parties fractionnaires des o, sont

nulles, les autres étant &gales 3 un méme nombre B . .

Un corollaire des théorémes 7', 9" et 11' est qu'il existe des fonctions définies
sur R, non analytiques qui opérent dans A(Tk; w(|n|)) (pour les théorémes 7' et 9")
ou dans A(Tk;w) (pour le théoréme 11') sous les hypothéses faites sur w. N. LeHanc
a démontré ce résultat [26] , avec des hypothéses beaucoup plus faibles sur o ( en
particulier w peut avoir une croissance arbitrairement lente pourvu que

lim sup w(n) = += )
|n|+ +o

Théoréme (N. Leblanc) : Si w est un poids tel _que

lim Log (@) n“’(“) =0 et lim sup ~w@p)
|n|++e N+ |n|, |p|3N w(n)w(p)

il existe un poids Q tel que A(T ;2 ) contient des fonctions non analytiques et

opére dans A(T; w) .

La méthode s'adapte pour A(Tk;w), w étant un poids trés général sur zk (communi-

cation verbale).

Lorsque k = 1 et w(x) = 1 + |x|%, avec a <« 1, N. Leblanc montre que Q(x) =1+|x|B
avec B > 1 + 1/2a , convient et c'est le meilleur résultat possible d'aprés un thé-
oréme de J.-P. Kahane [?1]. On a déja signalé que le meilleur résultat possible

pour o > lest B=a+ 1/2 .

4.1. Nous allons montrer que les croissances de “eiUflldonnées par les théorémes
9' et 11 sont les meiflleurs possibles lorsque f est assez réguliére et de Hessien
(déterminant de la matrice ( Bzflatjatl )) non identiquement nul. Pour le théoréme
7 c'est 1la coﬂséquence du‘théoréme de Katznelson cité en 2.3. Nous en établirons

1'analogue en plusieurs dimensions.
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Lorsque w = 1, c'est une mnséquence de résultats de W. Littman [?8] complétant
ceux de C. Herz [173 et E. Hlawka [}QJ relatifs 3 la transformée de Fourier d'une

k+1

mesure portée par le bord d'un compact de R (supposé convexe par C. Herz) le

résultat utilisé ici est

Théoréme (W. Littman - C. Herz) : Soit C un compact de Rk+1 dont le bord 3C est

A mo - ; i3 ; :
une sous-variété de classe C , ol m est la partie entiére de k/2 + 2, de courbure

gausienne strictement positive. Alors la transformée de Fourier G(t) de la mesure

“k/2, lorsque |t| > +w,

o de masse finie uniformément répartie sur 3C est O |t

La conséquence -implicite- est :

Théoréme 12 : Soit f une fonction sur Rk a valeuws réelles, 2m-périodique en chaque

: . ; . m
variable. Supposons qu'il existe wn ouvert gg_Rk sur lequel f soit de classe C , m

partie entiére de k/2 + 2, et supposons que le Hessien de f ne soit pas identique-

ment nul dans 1'ouvert. Alors pour tout nombre réel u, on a
nul P on a

iuf, k/2
[letv k(rk) /

ot C > 0 ne dépend pas de u.

v

clul

On--peut supposer qu'il existe un ouvert I de [}w + a,m - a]k, avec 0 < a <,
sur lequel le Hessien H(f) vérifie H(f) > p > O. Soit S la surface de Rk+1 définie

pour tout point (tl, ey tk) de I par 1l'équation
tk+1 = f(tl, veey t:k) .

C'est une propriété connue de géométrie différentielle qui résulte des définitions

que la courbure gaussienne de S est égale au Hessien de f, & un coefficient positif

prés. (voir par exemple Hicks [18] ). On peut alors prolonger S en une sous-variété
9C de classe Cm, 3 courbure gaussienne strictement positive, frontiére d'un com-

pact C de Rk+1.

Soit s= (sl, seey Sk’sk+1) , t = (tl, cees by tk+1 ) deux points courants de

k+ s - ~ .
R 1, et o(t) la mesure de masse 1, uniformément répartie sur 9C, on a

a(s) = JBC et () = 0(|s|—k/2) lorsque |s| — +o
™ + =

Soit ¢ une fonction C sur Rk 1 3 valeurs positives ou nulles, 3 support compact

contenu dans un cylindre I x J ot J est un intervalle de R , tel que l'intersection

de I x J avec 093C se réduise 3 un ouvert non vide de S, sur lequel ¢ n'est pas

identiquement nul.

-~

Considérons la mesure p = ¢0 portée par S. {I et § désignant les transformées de
s - ry o - - : : -~ ] ry r :
Fourier de u et ¢ ,% étant une fonction C & décroissance rapide i 1'infini, il est
clair que

N () = (8% 8)(s) = 0(|s| ) lorsque |s| » +a .
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En utilisant le paramétrage naturel de S , y s'exprime comme une intégrale sur I.

Soit 1/2
f 2
cos g oty =1 ] | 2 7]

Kisk Oy

> - - ry
oli N est le vecteur unitaire normal 3 la surface S dirigé vers l'extérieur de C, et

> -~ = -~ :
2x+1 le vecteur unitaire relatif & la derniére coordonnée du repére canonique de

Rk+1. On a :

~ —i(sytqteeets,t -is f(tyyeee,t
) “(51""’Sk’sk+1) =\L e (s1tq kEK) o 18K+l (tyyeee, k)\v(tl,..,tk)dt

~ . ® p
ol W(tl,...,tk) est la lecture de la restriction & S de cos @ dans le paramé-

. m-1 . :
trage (tl""’tk)° Y est une fonction de classe C de signe constant, non iden-

tiquement nulle, & support compact contenu dans I.

Considérons e—1Uf ¥ comme une pseudomesure &lément du dual PM(Tk) de A(Tk).

D'aprés (1) et (2) avec s =u, on a :

k+1

”e-.iUf |Ul_k/2

s C
PM(T")
iuf

ol C1 ne dépend pas de u. Appliquons cette pseudomesure 3 e

1

iuf iuf

<o, o e | [ r@al ¢ e ol

A(T®)

d'ol le résultat.

Remarque : Par une méthode directe toute différente, N. Leblanc démontre le théo-
réme 12 avec des hypothéses plus faibles sur f (communication verbale). Toutefois
la méthode ici présentée a un intérét en elle-méme.

iuf ”

A partir du théoréme 12, on peut obtenir une minoration delle pour

. OIS
un poids w sur Z assez général. Pour simplifier on se limitera aux cas ol le
poids est soit radial croissant, soit produit tensoriel de k poids paires croissant

+
sur R .

Théoréme 13 : Soit w une application continue paire de R dans Dq +w[ croissante
sur R et telle que pour tout r > O fixé, w(rx) = O(w(x)) lorsque x = += , Soit

f une fonction sur R" 2m-périodique en chaque variable, 3 valeurs réelles, de

classe Cm, m partie entiére de k/2 + 2, sur un ouvert gg_Rk ol le Hessien de f n'est

pas identiquement nul. Alors pour tout nombre réel u, on a :

”eiuf” . > Clulk/z 0 (u)
AT 50(|nl]))
oi C > 0 ne dépend pas de u.
iuf (t) -

Soit e z X cm(u)e1mt . D'aprés le théoréme 12
nez

k/2
(1) ) k|cm(u)| > C1|u|

ot C, ne dépend pas de u.
néz
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Pour r > 0, appliquons 1'inégalité de Schwarz avec | , |c ]2 =1:

mezk n

(2) la| Zl llcml §C, (1 + |ru|k/2) oli C, est une constante numérique.
m|gr|u
C, |2/k
En choisissant r assez petit, par exemple r g ’?(-:— ' , on voit d'aprés (1)
2
et (2) que : 1 Jelsc ]u[k/2 ol C, > O ne dépend pas de u .
mf>rful ™ 73 >
En utilisant les hypothéses sur w on voit que
| l lcm(u)]m(lmb > m(r|ul)l lz le, (@] >/C|u|k/2w(u)
m|>ru m|>ru

d'ol le résultat.

Dans le cas ol le poids est un produit tensoriel, la démonstration est plus déli-
cate :

Théoréme 14 : Soit k » 2 entier, et pour tout entier 1 g j < k, une application wj

: ; +
continue paire de R dans {1, +=| , croissante sur R et telle que pour tout r > O
i ce croissante sur et tel'e que pour tout

fixé, u)j (rx) = O(w(x)) lorsque x + +» . Soit f une fonction sur R, 3 valeurs

réelles, 2m-périodique en chaque variable, de classe Ck_l. On suppose de plus que

f est de classe ", m partie entiére de k/2 + 2, sur un ouvert de R ol le Hessien

de f n'est pas identiquement nul. Alors w &tant le poids sur Zk, w(n) = w.(nj)

z lgiek 7
on a pour tout nombre réel u : 8¢

i £ k/2
lelu k. > Clu (u)
| lak; 2 Clul lej <k 3

oi C > 0 ne dépend pas de u.

Soit elu£(t)= z k cm(u) elmt. Pour r > O soit X(r) le sous-ensemble de Zk défini
meZ

par |m,| » r|u| pour lsj<k, et Y(r,j) le sous—ensemble défini par |m,| > r|u|. Les
3 3

saus-ensembles X(r) et Y(r,j) constituent un recouvrement (non disjoint) de Z donc

(&) Lodeglz Tolepl= 7« % legD -
mex(x) o mezk n 1gjsk  me¥(r,j) "
Pour tout entier 1 g q € k-1, soit £ = ( 21, ceey !Lq) un élément de 1'ensemble

g(q) des combinaisons de q termes extraits de (1, ..., k-1). Soit EJL le sous-ensem-—

: k-1 .. .
ble des points m' = (ml, ooy mk-l) de Z défini par : Imhl > |u| lorsque h appar-

tient 3 (%;, ..., JLq) , mhl < |u| sinon. On a d'aprés 1'inégalité de Schwartz

1/2 q/2
leal € [ Lyl coomy e 12 [ 5 4] B el 32
4 1 q

s = L
2 ] 2
mZeE |p|>lul| p
e ]
11/2 e iuf
2 S —— N PN T TAL
or (z m, «c. m cIJ = “ '2‘ 1
’ mézk 11 lq m atl eee dt L

1 Q’q
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ol C1 ne dépend pas de u. Donc,

| - ) 5, € ¢, (1+ RIS
meY (r,k) 0sqgk-1

Le €q)

ol C, ne dépend pas de u (on fait la convention habituelle pour q = 0). Par une

démonstration analoque pour tout 1 ¢ j <k , on a :

1/2, k/2
@) I legl € 0y + M 2uf*?)
meY(r)j)
D'aprés le théoréme 12, on a :
k/2
3) Iy legl 3 cylul
me2 .
C, (2
ol C3 > 0 ne dépend pas de u. En choisissant r assez petit, par exemple r g TR ‘
2

on tire de (1), (2), (3)

k/2

|cm| > C4|u| ol C, > O ne dépend pas de u,

meX(r)

Utilisant les hypothé&ses sur w on a :

], Sale® > 65| TT oy @] T el

mé€ X(r - 1gjgk J meX(r)

d'ol le résultat.

4.2 . Une application immédiate du théoréme de Katznelson est de caratériser les
homomorphismes de classe C2 de A(T; w) dans lui-méme : ce sont des applications .
X v—> Nx + X ol N est entier (si T = R/2m2). Il est facile de caractériser a
1'aide du théoréme 13, les homomorphismes de classe C2 de A(Tk; w(|n|)) dans lui-

méme : on ne trouve que les applications affines évidentes.

Théoréme 15 : Soit w une application continue paire de R dans I}, +w[ croissante

sur R+ et telle que pour tout r > O fixé, w(rx) = O0(w(x)) lorsque x + +» . Soit
f = (fl’ seny fk) une application de Rk dans lui-méme de classe CZ, telle que

F v+ F(f) soit une application linéaire de A(Tk; w(|n|)) dans lui-méme.

ficients entiers (gi'Tk= Rk/(ZnZ)k).

D'aprés 1l'hypoth&se et le théordme du graphe fermé, 1'application lindaire
F > F(f) est continue, donc pour 1 ¢ j £ k et tout m de Z on a :
imfj
(¢} |le [ $C w(m)
A(T 50(|n]))

ol C ne dépend pas de m.



85

qAétant un entier &gal @ 1 ou 2, fixons un groupe de k-q coordonnées parmi
(tl, ceey tk), la restriction de % est une fonction gj sur RY et
imf img
Mo le 0 :
AT 50(|n])) AT 0(|n])

Pour q = 1, d'aprés le théoréme de Katznelson, si la dérivée seconde de gj n'est

lle

pas identiquement nulle, on a :

img,
lle > ¢ Inl )
A(T;w)
ol C, ne dépend pas de m.
1 32f
(1) impose donc que toutes les dérivées partielles secondes de la forme 7
It

1 ¢ h ¢ k, sont identiquement nuelles. Il est facile d'en déduire, en utilisant les

dérivations au sens des distributions, que f, a nécessairement la forme :

i

a_ + z a, x cee X oi £ = ( ll,

gk ¢ N o
2€%(q)

termes extraits de (1, ..., k), et a ,a

ey lq) est une combinaison de q

. des constantes. Puisqu'en fait f est de

classe C. on peut appliquer le théoréme 13 a gj avec q = 2 : si le Hessien de gj
n'est pas identiquement nul, on a :

img

> Cylm| ™ u@m

A?;u(|n)))

ol 02 ne dépend pas de m ~ (1) impose donc que le Hessien de % soit identiquement
nul ce qui entralne que toutes les dérivées partielles azfjlatl atl sont iden-
1 2

tiquement nulles -. f, est lindaire pour lgj gk, d'ol le résultat.

h]
Remarquons qu'on serait conduit 3 supposer f de classe C3 si au lieu d'utiliser
le théoréme de Katznelson pour q = 1, on utilisait le th&oréme 13 pour q = 1 et 2.

L'hypothése de régularité sur f est superflue lorsque w(x) > 1+ |x|2

La caractérisation 3 1'aide du théoréme 14 des homomorphismes assez réguliers de

A(Tk;m) lorsque w(n) = w;(n,) est plus délicate. I1 faudra supposer 1'homo-

3 1lsgjsk

morphisme de classe C™. Un homomorphisme naturel est 1'application affine

fj(tl,...,tk) = ) a(j,t + by od a(j,2) est entier et nul si £ est différent
lefgk

de j et lim sup wz(x) =+ o , la vérification est immédiate et fait intervenir 1la
X » +o

matrice transposée de (a(j,2)). Le résultat est qu'il n'y a pas d'autre homomor-

phisme de classe C3.

Théoréme 16 : Soit k 3> 2 entier, et pour tout entier 1 & j < k, une application vy

+
continue, paire de R dans [}, +a>E y croissante sur R et telle que pour tout r > 0

fixé w(rx) = O(w(x)) lorsque x + += . Soit f = (fl, ooy fk) une application de
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classe C3 de Rk dans lui-méme telle que F v+ F(f) soit une application linéaire de

A(Tk;m) dans lui-méme avec w(n) = wy (nj). Alors f est une application affine
lejsk
fj(tl’ ceey tk)= 2 -a(jsl)tl"'bj ’ ISJSk

lgogk

L Rk/(21r2)k) nul lorsque & est différent de j et

ol a(j,%) est entier (si T

lim wk(x)=+w.

X+

'est borné, f,(t) = N,t, + b l1gj<skoiN t
n'est borné, j( ) 3ty j j o0 N, es

En particulier, si aucun w

3

entier, bj un nombre réel quelconque.

D'aprés 1'hypothése et le théoréme du graphe fermé, l'application Fi—> F(f) est

continue et pour tout j et tout m de 2, on a :
imf
(1) lle I, < Cu, (m)
A(T 5w)

q étant un entier 1 g q < k, fixons un groupe de k-q coordonnées parmi (tl,..., tkL
la restriction de f, est une fonction g, sur re dépendant des q coordonnées restan-

tes (t ). Considérons le poids sur 29 o) = (nl)... Wy (nq), on a :

s seey t
21 L 1 q

2
q : :
imf img
e 30 e
A(T w) A(T;w)

On se limite 3 q = 1 ou 2. D'aprés le théoréme 14, si le Hessien de gj n'est pas
identiquement nul, on a :

img
@ le 21 2 ol o, @ e w, @

AO%Gw) ! a
ol C1 > 0 ne dépend pas de u. Alors, d'aprés (1), le Hessien de gj est identique-
ment nul. Prenons (q=1, £1=j), ceci montre que Bzfj/ 3t§ est identiquement nul,
puis en prenant (q=2, =3, Jl,zthfj) on voit que 32f /3t atq est immédiatement nul,

37

donc f, est de la forme

h)
fj(tl, ceey tk) = aj tj + %

ol 'fj ne dépend pas de t:j et est de classe C3 sur Rk—l, et aj est entier,

imfj imq:l k-1
Ainsi : |le I K T wj(m ajﬂ|e Il k-1 oil w, est le poids sur 2
AT 50) A(T ;urj)

w, (n) = (n,) , on a donc :

5 11;1; Wy By

Y le ™)
(3) e > C, w,(m) ||e
A(Tk;w) 72 (Tk;ma)

).

ol C2 > 0 ne dépend que de (aj, w

3

Pour tout entier q, 1 ¢ q ¢ k-1, fixons un groupe de k-q-1 coordonnées parmi les
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(k-1) coordonnées autres que t,, la restriction de Qj est une fonction wj sur re

(dépendant des coordonnées (tgl, eeey tg)) et on a :

imy, imy
%) lle slle

AT ;o A(%w!)

\]
3 oy

oli w! est le poids sur 29 : ug(n) = mll(nl) ceeowy (nq) .

i q
Pour q = 1 ou 2, le théoréme 14 s'applique. Si le Hessien de wj n'est pas iden-

tiquement nul, on a:

(5) lle s I C3|m|q/2 w, @ v o, @
A(Tq,mj) 1 q
D'aprés (1), (3), (4), (5) 1le Hessien de wj est donc identiquement nul. En choi-
sissant q = 1, on voit que 3 43/ at est ldenthuement nul pour 1 £ & £ k, puis
choisissant q = 2, on voit qu'il en est de méme pour j/at oty . C'est donc que

¢j est linéaire. En définitive
f.(t ceey € = a 2)t, + b our 1 ¢ <k
j( T R 'lsgsk G, 0t j P ]
ol a(j,4) est entier et bj réel quelconque. (1) entraine que a(j,%) est nul si £

est différent de j et lim ml(x) = +o» , Remarquons que 1l'hypoth&se de régularité
X+

sur f est superflue lorsque w,(x) 3 1 + |x|3 pour 1 s j € k.

]
Lorsque le poids sur Zk est identique 3 1, le théoréme de Beurling et Helson [?]
assure le résultat sans hypothéses sur la régularité de 1'homomorphisme. Par une
methode différente de celle de Beurling et Helson, N. Leblanc a démontré dans [?6],
qu'il en est de méme en dimension k = 1 lorsque le poids a la forme w(x) =1 +|x|u,

-a > 0.

Pour étudier les homomorphismesdeA(Rk; w([t!)) (resp. A(Rk;m)) dans lui-méme, ol
w est un poids vérifiant les hypothéses du théoréme 15 (resp. 16), nous utiliserons
une version renforcée des théorémes 15 et 16, exprimant le fait qu'il n'y a pas

d'homomorphismes locaux autre que les homomorphismes naturels :

Théoréme 15': (resp. 16') : avec les hypoth&ses du théoréme 15 (resp. 16) sur le

poids w, soit M une fonction c” sur Tk non identiquement nulle, soit f = (f ,”,f )

une application de classe C (resp. C ) de Rk dans lui—meme, telle que Fy—r MF(f)

soit une gplicatlon linealre de ATS; w(|n])) (resp. A(T%;0)) dans lui-méme.

Alors prenant T B R /(2n2) et considérant M comme fonction sur Rk, 2= Eeriodi—

que en chaque variable, f a la forme indiquée par le théor&me 15 (resp. 16) sur un

voisinage du support de M. Chaque coefficient a(j,%) non nul, peut &tre un nombre

réel quelconque si la portion du support de M contenue dans lg_gavé[ =T, +n]k est

avec 0 <a, <m .

- £
contenue dans une bande a2 < t2 < a, 2

Sinon a(j,%) doit €tre entier.
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Nous ferons d'abord deux remarques
1. Soit M une fonction continue sur Tk, non identiquement nulle. Les hypothé&ses sur
f étant celles du théoréme 12, on a la minoration :

i 2
o) &/

|| Me » Clu

(T
ol u est réel et C > O ne dépend pas de u.

I1 suffit pour le voir d'appliquer la pseudomesure e_IUfw (notations de la dé~

uf, ol P est une fonction de A(Tk)

monstration du théor@me 12) 3 la fonction PMe”
choisi de fagon que

J L VOPOM(E)E £ 0 .
R

On a :
| < e 0y, pue™E > |- |J L vEOP@OM®A] < c ol et
. T)
d'ol le résultat puisque |[mMe™| < |lp|| | [me™F| | .
() A(T) (™)

2. I1 résulte de la remarque 1 que les minorations des théorémes 13 et 14 sont
encore valables pour ”MeiUf”.oG M satisfait 3 1'hypothése de la remarque 1 et est
de plus de classe Ck_1 pour la minoration correspondant d celle du théoréme 1l4. Les
démonstrations sont analogues 3 celles des théorémes 13 et 14 en utilisant la série

de Fourier de MeIUf au lieu de celle de e1u£.

L'hypothése du théoréme 15' (resp. 16') entrafne d'aprés le théoréme du graphe
fermé que pour tout 1 £ j <k, on a
imfj
|| Me I

X < Cw(m) pour le théoréme 15'
AT 50(|n]))

imf,
1) llMe - 7| X < Cuw,(m) pour le théoréme 16"
AT ;0) )

ol C ne dépend pas de m.

La démonstration du théoréme 15' se poursuit de fagon analogue 3 celle du théoré-

me 15 en utilisant la remarque 2.

Pour le théoréme 16' c'est un peu plus délicat. On montre comme au théoréme 16

que sur un voisinage du support de M, f, a la forme

3
fj(tl, cees ty) = ajey + WJ
ol aj est une constante et qj ne dépend pas de tj et est de classe C3_sur k-1 .
Pour q entier, 1 & q § k, fixons parmi les coordonnées autres que tj’ un groupe

). Soit P

de k-q-1 coordonnées. Il reste q+l coordonnées libres (tj’ tx s eees ty
1

q
(resp. wj) la restriction ainsi définie de M (resp. qj) a Tq+l (resp. 9.

En changeant les notations des points courants, soit :



imp, (Fy5000,5.)
vl q
e P(X,¥ 5000,y ) = ) c
1 */q péz p,n
nezq

ipx in
e 1PX 1ny

27
1
Posons Q(yl, ooy yq) = 3 [o P(x, Yis e yq) dx , on a

imy
lle el = T le |
A(

c
1) nezd >0

D'aprés les hypothd&ses et la remarque 1, lorsque q = 1 ou 2, si le Hessien de wj

n'est pas identiquement nul, on a donc :

2
) I, legal % cylnl?
nez ’
ol Cl.> 0 ne dépend pas de m. On a :
ima,x imy, (y) i(ptma,)x |
e J e i P(x,y) = Z c e ] e
pez p,n
nezd
donc en supposant maj entier,
ima,x imy, (y)
le 3 e ] P(x,y) || 1 D) |cp nl mj(p+maj) .
AT 50, () peZ ’
nezd
Cette quantité est supérieure 3 :
q/2
(3) ) |c0’n| wy(mag) 2 ) m™ "u, (m)

nez

d'aprés (2), ot c, > O ne dépend pas de m. Cette majoration vaut encore si maj

n'est pas entier (on décompose ma, en sa partie entiére N et le reste o , on pro-

3

longe e ®® en dehors du support de M en une fonction de A(T;wj) partout différent

de zéro. On conclut facilement sous 1'hypoth&se supplémentaire que A(Tq+1;wj(p))

est une algébre de Banach, c'est-id-dire wj(p1+p2) <C wj(pl) wj(pz) pour tout cou
2 .

ple (pl’ p2) de Z© .

imf, ima,x  imy, (y)

I le L

Puisque |[|Me e P(x,y) ||
A

+

A(T*;0) @0 )

(1) entraine compte-tenu de la minoration (3) que le Hessien de wj est identique-

ment nul. Prenant (q = 1, £
2 2

) “Pj/ 3%,

£2 = h , on voit que toutes les dérivées partielles secondes 32¢j/3t23t

1= 2) on voit que les k dérivées partielles secondes

1 ¢ 2 ¢ k, sont identiquemen nulles. Puis prenant q = 2, El =2,

h sont

identiquement nulles. Donc 43 est linéaire, ainsi que fj :

£,(ty, oevs £) = 7 a(j,0)t, +b, .
e Tk lsosk ' . 3
. int .
Soit M(t) = Z x n® , On a imf i E Enz+ma(j,£)1t
n€Z Me j z e 1<2sk

= C
nezt ®
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et lorsque chaque quantité ma(j,%) est un entier

imfj .
“Me “A( k z k |Cn| T_Tk wﬂ,(nz + ma(j,q))

HN ne lgog

2 o legl TT w,ma(z,0) .
l1gagk
Comme plus haut cette minoration vaut encore a une constante multiplicative prés
indépendante de m, lorsque ma(j,%) est quelconque. Ceci entrafne d'aprés (1) que
a(j,2) = 0 si £ est différent de j et xléTwwx(x) = +» , La discussion du caractére
entier ou non de a(j,4%) repose sur des considérations évidentes de prolongement

2m-périodique en chaque variable de fj » 1 g3 gk,

I1 est alors facile d'obtenir la version adaptée aux homomrophismes de AaRk;w)
Théoréme 15" : (resp. 16") : Soit M une fonction C sur R* 4 support compact non

identiquement nulle. Avec les hypothéses du théoréme 15 (resp. 16) sur le poids w ,

soit f = (fl’ eeey £ ) une application de Rk dans lui-méme de classe C (resp. C3)

telle que F +— MF(f) soit une application linéaire de A(R 5 w(]tl)) (resp. A(R.M»

dans lui-méme.

Alors dans un voisinage du support deM f a la forme indiquée par le th&oréme 15

(resp. 16) ou les coefficients a(j,%) non nuls sont réels guelconques.

Choisissons une constante r > O pour que le support de M(rt) soit contenu dans
] -, +w[}k. Soit G une fonction quelconque de A(Tk; w(]nl)) (resp. A(Tk;m) ) avec
Tk = Rk/(2n2)k. f étant bornée sur wm voisinage du support de M, choisissons une

constante A > O telle que sur cewisinage on ait
A|f|$a<ﬂ .

Soit P (resp. @) la fonction sur Tk définie par prolongement périodique a partir
de la fonction définie sur Rkbi(rt) (resp. M(rt)G(Af(rt)). En remarquant qu'il exis-
te une fonction F de A(Rk;m([t|)) (resp. ARN;w)) qui coincide avec G sur 1l'inter-
valle [—a, +a J, on a :

M(rt)G(Af(rt)) = M(rt)F(Af(rt))

et d'apr@s 1'hypoth&se, cette dernilre fonction appartient 3 A(Rk; w(]t])) (resp.
A(Rk;w)), donc,
Q(t) = P()G(Af(rt))
appartient 3 A(Tk;w(|n|)) (resp. A(T ;w)) et d'aprés le théoréme 15' (resp. 16'),
sur un voisinage su support de P, Af(rt) a la forme indiquée par les théorémes 15
(resp. 16) ol les coefficients sont des nombres réels quelconques. D'od la conclu-
sion.

Un corollaire immédiat est que les homomorphismes de classe C2 (resp.CB) de
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A(Rk;w(“:l)) (resp. vA(Rk;w)) sont les seuls homomorphismes naturels.

L'hypoth&se de régularité de 1'homomorphisme est superflue si w(|ti) 21+ |t:|2
(resp. u)j(|l:j|) 21+ |tj|3 pour 1< j S k).

5.1. Nous pouvons appliquer les résultats des paragraphes 3 et 4 aux espaces de
;W

q q’ )

(voir chap. 1.4.) et plus particuliérement aux espaces de fonctions multiradiales

(R;(kl, vees kq sw ) de A(Rk;w) (voir chap. III. 1.2). Nous ferons au préalable

transformées de Hankeléf,(vl, eeesV_ 3 1 3 w) noté simplement ‘3(’.-(\*1, A

quelques remarques :

1. Soit M une fonction définie sur 'l‘k. Pour chaque théoréme du paragraphe 3 don-
iuf

nant une majoration de |le” || il est imm&diat de donner une condition de régulari-

= -~ . . iuf
té sur M suffisante pour que la mé€me majoration soit valable pour ”Me . Ces

conditions sont remplies 3 fortiori lorsque M est de classe C‘m .

2. Soit  un poids de Q(q) (notations du paragraphe 1). Si F opére dans A(!’q;w),
elle opére localement dans A(Rq;w) dans le ®ns suivant ; Pour tout fonction M Cm
3 support compact dans rY , pour toute fonction f appartenant a A(Rq;tﬂ) a valeurs
réelles, MF(f) appartient & A(Rq;w) .

En effet, choisissant une constante r > O pour que le support de M(rt) soit

©
contenu dans ]-1r, +1r[]q « Soit Q une fonction C & support compact contenu dans

Froooff

la fonction:sur P définie par prolongement p&riodique & partir de la fonction

et égale 3 1 sur un voisinage du support de M(rt). Soit P (resp.y’

M(rt) (resp. M(rt)F(Q(t)f(rt))). D'aprés 1'hypothése et la remarque 1,  appartie
3 A(TY; ». Donc la fonction sur Rk M(rt)F(f(rt)) appartient 3 A(Rq;w), il en est
donc de méme pour M(t)F(f(t)).

3. Le résultat global est en général faux :

Si F opére dans A(I‘q; W, F n'ogére pas en général dans A(Rq;w).

Ceci résulte, d'aprés une remarque de N. Leblanc ([26] p. 12), des travaux de
Y. Katznelson, [j24], par exemple il existe d&s fonctions F c” , telles que F(0)=0,
qui n'opérent pas dans A(R; 1 + Ix|). Toutefois, si F opére dans A(Tq;w) et est
identiquement nulle dans un voisinage de O, il est clair que F opére dans A(Rq;w)
car alors seule intervient la restriction de f & un compact de re.

Nous allons démontrer en application de ces remarques et du théoréme 11' :

Théoréme 17 : Soit q > 1 un entier, et pour tout entier 1 £ j § q, un nombre réel

i

possédant les propriétés suivantes :

i E . +
continue paire de R dans Ll, +oo[ croissante sur R ,

Vj 2> -1/2, une application w

1. wj (x+y)sc wj (x)wj (y) pour tout couple (x,y) de R

2. 11 existe des entiers £, > 1, p. > 1 avec 2%, > Z p_ tek que
- i 3 — ] 1<neq -
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—pj-2j+v +l+ey

4t +1/2 by (x) décrois-

33

wy (x) soit croissant, et pour un ey > []

sant, lorsque x > O est assez grand. Soit w le poids sur RY w(e) = oy (tj), et
1sigq

Q le poids sur R /2 v.+1/2
ax) = 1+ |xP? a+ |xp 4 w; (x) .

lsi<q ]
A(R;Q) opére localement dans %(vl, ...,vq, w) dans le sens suivant : pour toute
fonction M de Gb ( ﬁo + w[ q) F de A(R;Q), f 3 valeurs réelles de

%vy, sV w) MF(f) appartient 3 ‘2}(’,(\)1, cees Vg w) .

Les hypothé&ses sur w entrainent que les théorémes I' et II' (chap. I.4.) s'appli-
quent. Le support de M étant compact, choisissons une constante r > O pour que le
support de M(rt) soit contenu dans []0, "[]q . Soit Q une fonction ¢” sur Rq, a
support ccmpact contenu dans []0, n[]q, 3 valeurs réelles inférieures ou égales
3 1 et égale a4 1 sur un voisinage du support de M(rt). On peut prolonger par pério-
dicité M(rt) et, pour toute fonction f de %(v vesy \)q; w), Q(r)f(rt) en fonc-
tiors P, §; définies sur td = Rq/(ZTrZ)q

Le théoréme I' entrafne que Q(t)f(rt) appartient 3 ARY; ) avec

v +1/2
o (tl,...,t y=TT -+ ]tj|) wj(tj) donc ¢ appartient 3 A(TY; w). On ap-

1<j<q
plique alors le théoréme 14, compte tenu de la remarque 1: pour toute fonction F

de A(R;Q) PF(Y) appartient a A(Tq;m) si la fonction f est 3 valeurs réelles. Donc
la fonction M(rt)F(f(rt)) définie sur.R? appartient a ARYw) et d'aprés le théoré-

me II', & J‘&\’,(\)1, ey \)q; w) .

En particulier, lorsque vy = (kj—2)/2 , k., > 1 entier pour 1 £ j € q, on a avec

les notations du paragraphe 1 :

3

Corollaire : Soit k = k1 + 0. + kq une somme de q entiers kj > 1. Soit w un poids
appartenant 3 Q (k,, «.., k ). Supposons que pour 1 ¢ j < q wy soit tel qu'il
appartenant 2 Mpt¢ q Jue LD qu 1
-0+ (K-
existe des entiers 2, 3> 1, p.,3> 1, avec Ls 2 P, X J i w, (x) crois-
_ i ) . 1srgq ] -
sant, et pour un e, > 0, x '3 (kg /2+e; w}'(x) décroissant lorsque x > O est

assez grand.

Posons Q(x) = (1 + |x|)k/2 w;(x). A(R;Q) opére localement (au sens du
1gigk
théoréme 17) dans «a(k ey kq; w) espace des fonctions multiradiales de type

(k ...,k)de A(R w)-

1°

Lorsque w est identique 3 1, on a un résultat plus fort en utilisant les remar-
ques faites en complément au théoréme 11' :

Théoréme 18 : Soit k = k,+ ..o + kq une mme de q entiers k

1 j > 1. Si pour tout
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l1<j<aq, kj > 2q+1, alors A(R; 1 + |x|k ) opére localement dans @(kl,..., k )

espace des fonctions multiradiales de t _XL (k ey kq) de A(R ) dans le sens _q__
pour toute fonction M de @([]0, +°°[] ) F de A(R 1+ ]x|k/2
de Ry, ey k) 5 H(Je @y,

), £ 4 valeurs réelles

|t |)F(£(t)) appartient & Roliey, wees k).

Ce résultat est a rapprocher de l'estimation |]eiUf|] ke S C(1 + |u|k/2) valable
lorsque f est 3 valeurs réelles, de classe cP oi P es‘:(:a)ir et p > k/2. Une fonc-
tion f de &(kl, ceey kq) est en général seulement de classe Cl avec
L = Ix}f (kj-l)/2 , le théoréme 18 est donc plus fort. En particulier, lorsque q =1:

Isi<q :
Corollaire : AR ; 1 +|x[k/2) opére localement dans ®R(k) espace des fonctions

radiales de A(Rk), pour k > 3.

Les résultats de N. Leblanc, [:26}, signalés en complément au théoréme 11' entrai-

nent 3 1'aide des th&orémes I' et II'

1. Le résultat général suivant : il existe cs fonctions définies sur K, non analy-

tiques, qui opérent localement dans ¥(v ; w) si w appartient i 90(1) et
v+(1/2)
X w(x) = +=

lim « Sous des conditions analogues pour chaque wys le résultat
X+
s'étend a '3Q(v1, vees \)q; w) .

2. La meilleure condition sur 9 pour que A(R; @ ) opére localement dans % (v; 1)
(voir [26] page 5). En particulier les fonctions de A(R; 1 +|x|a) avec a > 2, opé-
rent localement dans % (0;1) = ®(2) algébre des fonctions radiales de A(RZ), ce qui

compléte le corollaire du théoréme 18.

3. N. Leblanc donne aussi, E26:] page 6, une méthode pour obtenir des ré&sultats
globaux : il existe des fonctions différentiables qui opérent (globalement) dans
%(v;l). Par exemple, les fonctions F définies sur R, de dasse C4, telles que
F(0) = 0, opérent dans ¥, (1/2 ; 1) = R(3).

5.2. Alors que 1l'algébre 64(k) des fonctions radiales de A(Rk) a des propriétés de
calcul symbolique trés différentes de celles de A(Rk), nous allons voir la parenté
des réponses au probléme des lomomorphismes.

Le résultat suivant, conséquence facile des théorémes I', II' (chapitre 1.4) et

3 (02

16" (paragraphe 4) donne la structure ded"homomorphismes locaux' de classe C

si q=1) de ‘39(\)1, . \Jq ; w) dans lui-méme:

Théoréme 19 : Soit q > 1 entier et pour tout entier 1 g j € ¢, un nombre réel

> =1/2 , une application Wy continue paire de R dans [_f, +o [ possédant les pro-

Y3
r

priétés suivantes :

. s . + B
1. wj est croissante 'd croissance lente sur R et pour tout r > O fixé,

wj (rx) = O0(w(x)) lorsque x > + « .
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2. uy (x+y) € C g (x)wj (y) pour tout couple (x,y) de |:R+]2. Soit M une fonction C"

a su pport compact dans I:]O, +°°[] , non identiquement nulle. Soit f une application
de classe’ C (ou C2 siq=1) de Bl ]q dans Rq telle que 1'image par £ du support

de M, soit contenue dans ]0, +w]] » et telle que F —— MF(f) soit une application

linéaire de '6&(\)1, ey \)q s w) dans lui-méme.

Alors sur un voisinage du support deM f est une application affine : pour

l€j<ggq, £ (tl, ceey t ) = Z a(j,lL)t£+ b, ot a(j; ) est nul lorsque & # j,
Lefisq R est nul lorsque
sauf si v= -1/2 et 1_& wy (x) < 4 -
'1/2
Posons w(t) = [ ] (1 +|t l)

1<j <q b
existe, d'aprés le théoréme II', une fonction F de R,(vl, ces Vg 3 w) qul coIncide

(tj), pour toute fonction G de A(Rq; w) i1

avec G sur un voisinage de 1'image par f du support de M. Donc MG(f) = MF(f) ap-

partient, d'aprés 1'hypothése, a 3{,(\)1, ey vq; w) donc, d'aprés le théoréme I',
a A(Rq; w). Le résultat est alors conséquence du théor@me 16" (ou 15" si q = 1).

L'hypothése de régularité de f est superflée si pour 1 ¢ j gk
vyt 172 3 v+ 1/2
(1 +|tj|) mj(tj) > C(1 + |tj| ), ou pour g = 1 si (1+|t])

Un cas particulier du théor&me 19 est la structure des homomorphismes lacaux de
classe C‘3 (C2 si q = 1) de (Ra(k seny kq ;5 w) algébre des fonctions multiradiales
de type (kl’ eeey k ) de A(R ).

En corollaire immédiat du théeréme 19 on obtient les isomorphismes de
’&f,(vl, cesy V3 W ) sur lui-méme correspondant 3 un homéomorphisme f de [R+]q sur

q
lui-méme de classe C (C siq=1).

Corollaire : Un isomorphisme F v+ F(f) de %(v ) veey vq 5w ) sur lui—méme,

correspondant 3 une application f de [R*’Jq dans lui—meme de classe C (C si q=1)

est tel que pour 1 ¢ j s q f.j(tl, ey tq) = aj j 2vec avec a:i > 0.

En particulier, ce corollaire montre que tout isomorphisme de classe C3 (C2 si
q=1) de R,(kl, e kq, w ) sur lui-méme (.espace des fonctions multlradlales de
type (kl, ceey k ) de A(R sw)), se prolonge en un isomorphisme de A(R 3 w) sur

lui-méme.

Notons, par exemple, que 1'hypoth&se de régularité est superflue pour les isomor-
phismes de @ (k), lorsque k 3 5.

Pour k = 1, 2, 3, 4 les isomorphismes de ® (k) sont aussi les seules.applica-
tions F - F(f) avec f(x) = ax , a > O. Pour k = 1 c'est la théoréme de Beurling
. et Helson (pour les fonctions paires de A(R)). Pour k = 2,3,4, c'est un cas par-
ticulier du ré@sultat obtenu en remplagant, dans la démonstration du théoréme 19
(pour q = 1) le théoréme 15" par le résultat de N. Leblanc sur les homomorphismes
de A(T ; 1 +|nla), a > O dans lui-méme.
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Théoréme 20 (N. Leblanc, plus les th&o. I et II) : les isomorphismes ggae(v;1+]x|“)
> ~1/2, o > O sont les applications F — F(f) avec £f(x) = ax , a > O.

La détermination des isomorphismes globaux de %C(V e Vg 5 w) sur lui-méme, ne
fait pas intervenir la structure globale de ﬁC(v ey vq,w ) mais seulement la

structure locale sur [JO +o0 [ 9, I1 en est autrement pour la détermination des

homomorphismes globaux de vﬁ(vl, ey vq,w ) dans lui-méme. On peut conjecturer
qu'il n'y a pas d'autres homomorphismes globaux en dehors de 1'homomorphisme tri-
vial F +—— 0, que les isomorphismes globaux. Nous ne savons malheureusement le
démontrer qu'avec de fortes restrictions sur le poids w, et comme précédemment

1'hypoth&se que f est de classe ¢ (ou ¢? si q=1).

I1 résulte du théoréme 19 qu'un tel homomorphisme global correspond 3 des coeffi-

cients (a(j,%), b ) positifs ou nuls. Nous ferons 1'hypothé&se supplémentaire
v.+ 1/2
(») Slq>,2,onap0urtoutl§j\<q, lim xJ j(x)=+oo.
X >+
L'application f est alors de la forme

‘fj(tl’ eeey t ) =at, +b, , a, >0, b, >0 pour tout 1 ¢ j < q.

q 373 h] i ]

Puisque toute fonction F de ﬂﬁ(vl, eeeyV 5 w ) tend vers zéro lorsque ]tl tend

q
vers 1l'infini, on a nécessairement a,> O pour tout 1 ¢ j & q. Nous allons voir,
j p ~ ~

qu'avec une forte restriction sur le poids w , les translations n'opérent pas dans

%&(vl, teey vq 5w )‘c'est-é—dire que la fonction F(t+b) n'appartient a

q
I1 suffit de le démontrer pour q = l,car on peut choisir la fonction F de

%ﬁ(vl, ceey V

b = 0.

; w ) pour toute fonction F de cet espace que si b1 = el = q

5@(v1, ooy V

; w) , q 2 2, sous la forme :

Fe) = T By

1gj<q

q

ol Fj appartient a3 ﬁﬁ(vj; wj) pour 1 £ j < q.
D'aprés le théoréme I, ceci reviendrait 3 démontrer : vt 1/2
Conjecture 21 : Il existe une fonction de A(T; w) , w(x) = (1 + |x|) w(x),

. P - + o s :
qui sur un voisinage de zéro dams R , ne coincide pas avec une fonction de #¥6(v;w).

On a montré dans 1'appendice du chapitre I, que dans le cas v = p + 1/2 (p 3 -1
entier) toute fonction paire de A(T; w) coIncide sur un voisinage de zéro dans R+,
avec une fonction de % (v ; w), et on peut conjecturer ce résultat dans le cas géné-
ral. On peut donc préciser la conjecture 21 en se limitant aux fonctions impaires
de A(T; w).

Lorsque 1lim inf x_zw(x) > 0 il est facile de vérifier que toute fonction F de
X0
H(v; w ) est de classe C1 sur ED, +w[: et que F'(0) = 0. En effet, on a :
+00
- 2v+1
F(x) = J Gey) V3 (xy)y Y ey dy
o
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avec Il V+1m(y) ¢ () |dy < +e

J‘ 2
= y
H(vrw) o

or ;2 ((xy)_‘)Jv(xy)) = y(xy)_vJ\)+1(xy), donc 1'hypothése sur y entrafne que F est

de classe C1 sur [0, +eo[ , sa dérivée étant
+o0
-v-1 2v+3
F'(x) = x J (xy) ™Y Jv+1(xy)y Y20 (y)dy.
o
Ce qui prouve dans ce cas la conjecture :

Proposition 22 : Soit  une application continues @_R*' dans [_1, +m[ ,_telle que

: -2 . <
lim x “w(x) > O, alors les translations n'opérent pas dans ¥ (v ; w).
X+

D'ol :

PUR 5 PN . R -2
Théoréme 23 : Sous les hypothéses du théoréme 19, et de plus }1(1_131+°16nf X Wy (x)> O

pour tout 1 ¢ j < q, tout homomorphisme de ‘H,(\)l, eeesV o3 w ) dans lui-méme de la

q
forme F +—— F(f) ol f est de classe C3 si q 3 2, sans hypothése sur f si q = 1,

correspond 3 une application

fj(tl, ceey tq) = a.t,

1% aj>0,gourtout1sjsq.

En particulier :

Corollaire : Avec les hypothéses du théoréme 19 sur le poids w et de plus

lim x-zw(x) > 0, les homomorphismes de %(v ; w) sont les seuls isomorphismes
X+
F(x) v—— F(ax) ; a > 0.

La conjecture 21 peut &tre démontré dans un autre cas.particulier intéressant,

celui oiv= -1/2 .

% (v;w) s'identifie alors au sous-espace des fonctions paires de A(R ; w) la

conjecture revient 3 démontrer :

PPN : s s . s . +
Théoréme 24 : Soit w une application continue paire croissante sur R , de R dan:t

[1, +w[ » il existe une fonction F de A(T;w ) telle que la fonction G, 2m-pério-

dique, paire, &gale 3 F sur 1'intervalle [0,n] n'appartient pas 3 A(T;w)
(T ~ R/272).

Pour w = 1, c'est un résultat classique de J.P. Kahane [20:[ dont nous suivons la
méthode : Soit 6 la fonction 2m-périodique &gale i |x| sur 1'intervalle [—w, +1I]
Si la conclusion du théoréme 24 est fausse pour toute fonction f de A(T; w) la
fonction fo® doit appartenir 3 A(T; w), et d'aprés le théoréme du graphe fermé,

pour tout entier n on devrait avoir

in6,
|le “A(T;w) < Cw(n) ,
ce qui contredit un calcul direct
‘Lemme 25 : Avec les hypothéses du théoréme 24 sur w , la fonction 2m-périodique

égale i |x| sur 1'intervalle r.'"’ +'nJ est telle que :
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” in®
el
A(T;w)

pour tout entier n, [n| 3 4, oli C > O est une constante. De plus s'il existe un

> C w(n)log|n|

P -0 P ..
nombre réel a, 0 ¢ a < 1, tel que x w(x) décroit lorsque x > O est assez grand

on 2 in
C,w(n)Logln| < |le qlA(T;w) s C, w(n)log|n|

pour tout entier n, |n| 3 4, C1 et C, étant des constantes strictement positives.

i .
(La seconde partie du lemme servira utlérieurement). On a : e o (x) cpe1px
+T s peZ
1 J e1n6(x) 1P
=T

3 Xvdx, donc pour p # ¥ n

avec c¢_ =
P

JEDTP 1, 1 o -
cp = 51 - + n+p et c,=c =1/2 .

Supposons n > O, on a donc :

[ N A CN RO

T;0) peZ
d'ol la premidre partie du lemme.

Pour la seconde partie, on a (n > 0)

in® (x) ¢ 1 1 2 w(n) af 1 1
15200 ¢ w825 Ll 2em el L]
n p>n

212 2 P (s 1 (b E ; .
Un calcul élémentaire (développement en série entiére en oy et intégration terme a
terme) montre que, pour o < 1 (et n assez grand)

e 1 1
x*|—— - ——| dx ¢ Ccn% log n
n+1 X-n x+n

d'ol la seconde partie du lemme.

(1), e, t(q)) la

. Nous allons étudier

N

6. Soit k une somme de q entiers kj 21, 1< skq , et t = ét
décomposition canonique d'un vecteur t de R = R 1 X eee xR Y

=

le probléme de la synthése pour la sous-variété S(kl, ceey kq) définie par les q.

équations

€] = ey >0 1<) <a,

relativement 3 1'algébre A(Rk; wj(|t(j)|) ol chaque poids wy appartient a Qo(l)‘
(notation du paragraphe 1.) : la fermeture de 1'idéal des fonctions nulles au voi-

sinage de S(kl, soey kq) est-elle 1'idéal des fonctions nulles sur S(kl,...,kq) ?

I1 nous faut d'abord étudier le probléme de la synthése pour un point de

-14q
Jo, +=[|  relativement i 1'agdbre %«vl, ceer Vg s w) .
% -1/2 et w

Théoréme 26 : Soit pour tout 1 < j $.q , v un poids appartenant a

] 3

7
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Q (1).
'il existe j tel que lim inf x
Ko

est de non synth&se pour '3((\)1, ooy vq 5w ) .

v,- 1/2

3 q

v o

wy (x) > 0, alors tout point de BO, +m[

S8i pour tout j,‘H existe o

]
v,- 1/2
lim sup x i (log x)(log)z(x) ... (log) (x)
X Py-1

> 1 et un entier pj > 1 tel que

- -la
(1og) <x)J T 0,0 < +=
Pj ]

- q
(o (log)p désigne log itéré p fois), alors tout point de D o, +w[] est de syn-

5w .

q

D'aprés les théorémes I' et II' le probléme est celui de la synth&se d'un point
i+

dans A(TY; w) avec w(x) = 1+ [xj|')\’J 1/2

1<igq
La premi@re partie résulte de ce que pour toute fonction f(xl, ceey xq) de

thése pour ’é{(vl, Y
wj(XJ.) .

ATy v, % est une fonction continue.

Pour la seconde partie, soit X l'espace des pseudo-mesures, dual de A(Tq;ur ).
Une pseudomesure portée par wn point ne peut &tre qu'une combinaison linéaire finie
de dérivées d'ordre quelconque demasses ponctuelles portées par ce point. Or,
A(Tq; w ) contient, sous l'hypothése faite, une fonction qui en ce point, n'est
dérivable dans aucune direction : par exemple une fonction linéaire par morceaux
ayant ce point pour point anguleux. On choisit cette fonction sous la forme
fl(xl) ces fq(xq) » chaque fj étant linéaire par morceaux en une variable. Le coef-
ficient de Fourier cy d'ordre n d'une fonction linéaire par morceaux en une varia-

ble, est 0([n|-2) lorsque |n| + +» , en conséquence fj appartient a
v.+ 1/2
A(T 5 (1 + |x|) J Wy (x)) pour 1 ¢ j s q. Ainsi toute pseudomesure T portée par

un point, est une masse ponctuelle en ce point et pour toute fonction f de A('l‘q;v,n-)
nulle en ce point le produit scalaire <T, f> est nul. Par dualité ceci entraine
que f est limite dans A(Tq; w) d'une suite de fonctions fn nulles dans un voisina-
ge du point. '

On pourrait étudier le probléme de la synthése pour un point de la frontiére de

-+
[R ]q les résultats sont malheureusement incomplets. On a, par exemple :

Théoréme 27 : Soit pour tout 1 < j < q, vy 5 -1/2 et vy un poids appartenant a
Qo(l).
. . R -4 +1q
S'il existe j tel que lim inf x vy (x) > 0, alors tout point de rl}J * est de

non synthése pour “&{’,(\)1, e Vg 5w ).

Si pour tout j, 1§&inf x—l wj (x) =0, l'origine est un ensemble de synthése pour
By s vy 5 0

La premiére partie résulte de ce que sous l'hypothése indiquée toute fonction F

de ® (\Jl, eeey V3 w ) est telle que BzFlaxj est continue dans I:R'.']q (il ne

q



99

suffit pas de savoir que aF/axj "est continue car BF/axj est nul pour x, = 0).

h]

La seconde partie résulte de ce qu'un &lément T du dual de &(vl, ees Vg 5w,
porté par 1'origine, est nécessairement une masse ponctuelle: en effet, d'aprés le
théoréme 1 de 1'appendic¢e du chapitre I, il existe une fonction F de %ﬁ(vl,..,vq;m)
qui n'est dérivable 3 1'origine dans aucune direction : on prend F(xl,...,x ) =

‘f(xl)' f(x ) ol f est la fonction construite dans le théoréme cité telle que
1lim sup f(X)xf(o)
x>0

En application du théoréme 26, nous pouvons donner le :

Théoréme 28 : Soit pour tout 1 ¢ j < q, un entier k 1, w, un poids appartenant

>
. 3 3
a Qo(l) Soit S(k,, «+s, k ) la sous-variété de Rk » k=ky + ...+ Kk, définie par
les équations [t })| , 1 g ls(k , ol tk= (t (1) ceey t(q)) est la décom-
position canonique d'un, vecteur de R Ly ook 9
(kJ-3)/2
S'il existe j tel que lim inf x wy (x)>0,alors  S(k;, ..., kq) est un en-—
semble de non synthé&se pour A(R ; ([t(J) [)).
- 1<i<q “3
Si pour tout j, il existe % > 1 et un entier pj 1 tel que
(kj—3)/2 1%y
lim+2up x (log x)(log)z(x)~--(log)Pj_ (X)[}log)pj(x{J wj(x) <t
((log)  est itéré p fois), alors S(k ooy kq) est un ensemble de synthése pour
a®S TT o (£,
1<3gq

La premiere partie qui généralise le contre exemple de L.Schwartz l_33] correspon-
dant 3 q =1, k = 3, w =1, résulte immédiatement de la partie correspondante du
théoréme 26 car si on peut approcher une fonction f de ﬁ,(k s seey K 3 @ ) nulle
sur S(k ceey k ) par une suite de fonctions f de A(R H 1'[_1- w (It(j)|)) nulles
au voisinage de S(kl’ ceey k ) on peut aussi approcher f par 1a sulte de fonctions

de Q‘(kl’ ey kq ")) nulles au voisinage de S(kl’ caes kq)

g,(x) = £,(e(x))do .

ISO(kl) X +.. X SO(k)
La seconde partie généralise le théoréme de C. Herz [_16_] , correspondant a g=1,
k=2, @=1. La démonstration est une adaptation facile de celle que N. Varopoulos
donne dans [39_] , du théoréme de C. Herz : on montre (en remplagant SO(k) par
SO(kl) X eee X SO(kq) que-1'idéal des fonctions nulles sur S(kl’ cees kq) est en-

, k).

gendré par 1'idéal des fonctions multiradiales nulles sur S(kl, a

On a en particulier le :

Corollaire : Un cercle dans Rz est un ensemble de synth&se pour 1'algébre

AR? 5 1+ |x|% si et seulement si a < 1/2 .
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CHAPITRE IV

Fonctions de A(Rk) constantes sur des surfaces

polyédrales homothétiques

1. Sous-algébre définie par une relation d'équivalence 3 classes homoth&tiques.

Soit E un fermé du groupe G= Rk ou Tk, A(E) 1'algébre de Banach des restrictions

3 E des fonctions de A(G) la norme d'un &lément f de A(E) &tant la borne inférieure

des normes des prolongements de f en &léments de A(G).

Soit Q,une relation d'équivalence sur E dont les classes sont des fermés, et
AQSE) la sous-algébre fermée de A(E) des fonctions qui prennent une valeur constan-—

te sur chaque classe de ®& (on dira '"qui respectent ®'").
q q P

Soit S une sous-variété de classe C° de dimension k-1, de l'espace euclidien de
dimension k. Nous supposerons que S est &toilé par rapport a un point @ du complé-
mentaire dans le sens que toute demi-droite issue de Q coupe S en un point et un
seul 3 distance finie. A un tel couple (S, Q) on associe une relation d'équivalen-
ce |, dont les classes sont les homothétiques de S dans les homothéties de centre @
de rapport positif. Prenons Q pour origine O des coordonnées dans 1l'espace eucli-
dien identifié a Rk , 8 & est associée 1'application r : Rk—————* R+ , positivement
homogéne de degré un, qui d@ tout vecteur t de Rk fait correspondre le rapport d'ho-
mothétie r(t) qui transforme S en 1'homothétique de S passant par 1'extrémité M du

b~ - ] 3 s s 3
vecteur OM = t : pour t # O, P étant 1'unique intersection de la demi-droite OM

|—"
r(t) = JLSEiJL ,etpour t =0, r(o) =0
|58 ||

+ ~.
La fonction z = r(t) a pour graphe dans Rk 1 un cone ayant pour sommet O et dont

avec S, on a

les génératrices s'appuient sur la variété translatée de S par la translation +1
paralléle 3 1'axe 0z. (Ici et dans la suite, "cOne" est pris dans le sens 'cone
positif" c'est-d-dire globalement stable par les homothéties ayant pour centre le

sommet du:cdne et un rapport positif).

Soit E une "couronne" définie par les inégalités

(1) O0¢gagr() b g+o

A toute fonction f de Aﬁ§E) correspond une fonction F continue sur [é, é] telle que
f(t) = F(x) lorsque r(t) = x. Donc A«}E) s'identifie 3 1'algébre des fonctions F
continues sur [é, b] telles que F o r appartienne 3 A(E). On dira que F est le

"profil" de la fonction £ = F o r, et on notera Adb( Eg, b] ) - oli A lorsqu'il n'y

aura pas d'ambiguité - 1'algébre des profils muni par transport de structure, de la
structure d'algébre de Banach de Ag(E).
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La restriction d'une fonction de A(Rk) 3 un sous-espace vectoriel de dimension un
appartenant 3 A(R), on a donc 1'inclusion
ag[a: 8] ) 5 A(fa, BD

oli le second espace est 1'algébre des restrictions i |:a, b:| de A(R). Le spectre
de Ad{f (as bJ) n'est pas nécessairement 1'intervalle [a, b] : on peut donner, (8],
des exemples simples en dimension k > 4, de surface S pour laquelle A&(E) est Té-
duite aux constantes. Il est raisonnable de conjecturer qu'il en est ainsi lorsque
la fonction r n'appartient pas localement 3 A(Rk) dans le complémentaire de 1'ori-

gine, c'est-3-dire lorsque S n'est pas assez réguliédre.
Dans le cas contraire, il est facile de montrer :

=

Proposition : Lorsque r appartient 3 A(E), E &tant une couronne compacte, 1'algdbre

A“,(E) a pour spectre 1'intervalle |:a, b] .

En effet, 1'algébre A&( [a, b]) est autoadjointe, la fonction x > x appar-
tient 3 1'algdbre et sépare les pints de Ea, b] , enfin si F appartient & A et ne
prend pas la valeur A sur E\, bJ , alors F/(\-F) appartient aussi & A ( car
For/(\-For) appartient a A(E)).

Le spectre de A est alors l'intervalle Ea, bJ d'aprés une propriété classique
des algébres de Banach de fonctions continues sur un compact. (Voir par exemple L.

Loomis BQ:[ , pages 54-55).

L'appartenance de f = For 4 A(E) est une propriété locale, dans le sens que si
une fonction continue sur E, coincide au voisinage de chaque point de E ( y compris.
éventuellement le point 3 1'infini) avec une fonction de A(E), alors elle appartiént
elle-méme 3 A(E) (propriété classique de Wiener). En conséquence 1'appartenance de
F 3 1'algébre des profils A&( [a, b]) est une propriété locale, dans le sens que
si une fonction continue sur [g, bJ coincide au voisinage de chaque point de [a,b]

avec une fonction de 1\%( [a, bj ), elle appartient elle-méme 3 cet espace.

L'étude du comportement au voisinage de z&ro et de 1'infini des fonctions de
A&([O, +°°[) présente des difficultés supplémentaires (cf. le cas ol S est une sphé-
re, appendice du chapitre I). Aussi nous limiterons, sauf précision explicite, au

cas ol 0 < a < b < +w,

Nous supposexons désormais que r appartient localement 2 A(Rk) dans le complémen-

taire de l'origine, ce qui se traduit en termes de régularité de la sous-variété S.

L'intervalle compact [a, b:[ peut &tre supposé par homothétie, contenu dans ]0, ‘rr[
et en prenant pour modéle du tore T l'intervalle E—n, +1r] , on peut considérer A
comme une algébre de Banach formée des restrictions i [a, bJ d'une classe de séries

de Fourier absolument convergentes :
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FG) = ] a e
ne2

munie d'une topologie plus fine que celle de A (|: :;,b]).

Soit w wune application de 2 dans I:l, + wr, on a d'aprés le théoréme du graphe
fermé la proposition : i
Proposition : A(Ea, b]; w) est topologiquement inclus dans A si et seulement si
lim sup.[m(n):]-1||einr
n->-t+o

< to o

INES)

Corollaire : Si S est assez régulidre pour que ”einr”A(E) soit 3 croissance lente,
1'algeébre A&(E) est réguliére .

Remarque : Lorsque ”einr”A(E) est 4 croissance lente, il est facile de montrer que
le spectre de 1'algébre A = A“([:a', +m[:) est [a', +oor_ (pour a' = 0O on suppose de
plus que r appartient & A(Rk) au voisinage de 1'origine). On considére 1'algébre

Y des fonctions continues sur El', +o| U{+=} de la forme A + F ol A est une cons-—
tante quelconque et F une fonction quelconque de A (on a F(+=) = 0). Par hypothése
A contient les fonctions indéfinimeynt différentiables a support compact ce qui per-
met de montrer que A sépare les points ‘de [a', +m[ U {+x} . Le spectre de X est

donc l:a', +°°[ V {+o}et on en déduit aisément que le spectre de A est |_a', +w[': .

I1 est facile de donner des conditions de régularité suffisantes sur S pour as-
surer la croissance lente de ||emr||A(E) en particulier d'aprés le th. 9', chap.

III.3. (appliqué avec un poids w =1 ).

Proposition : Si S est une sous-variété de classe ™, m pair > k/2 , AR,( [a, b])
est une algébre réguliére de spectre l-a, bl avec les inclusions :

k/2

A([a, b] 5 1+ |n] )£>Aﬂ§[a, b S al [a b)) .

La majoration
1™ e+ a2
A(E)

(ol C ne dépend pas de n) qui entraine ce résultat n'est pasla meilleure possible
comme le montre le cas ol S est la sphére, en effet, A&([a, b] ) est alors isomor-
phe 3 A([;a, b] ;3 1+ |n](k_1”2) ce qui entraine en particulier 1l'existence de

constantes Cl’ 02 > 0 indépendantes de n telles que :

¢, + [y D72y ¢

<“e]'.nl.'” §C2(1 + Inl(k—l)/z )

(ce que 1'on note Heinr”A(E) " |nl(k~1)/2

).

Lorsqu'il existe un ouvert de S de classe suffisante (Cm oli m est la partie en-

tidre de k/2 + 2) le théoréme 12 chap. III.4.1. (avec la remarque 1 qui suit 1'é-
inr

noncé des th. 15' et 16') ne s'applique pas 3 la minoration de ||e ”A(E) car le

Hessien de r est identiquement nul (sur 1l'ouvert).
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Mais il est facile de montrer que :

Proposition : S'il existe un ouvert de S de classe Cm, m partie entiére de

(k-1)/2 + 2 , alors “einr”A<E) > Cln|(k-]')/2 ol C > O ne dépend pas de n.

Corollaire : Soit w une application de Z dans [:1, +m[, si A( Ei, b]); w) est

topologiquement inclus dans AOlS [a, b:[) on a nécessairement
Lim inf lnl_(k_l)/zw(n) > 0.

Soit Q 1'intérieur d'un cdne de &" de sommet O danms lequel 1la fonction r est de
classe C". Considérons un hyperpian H de Rk ne contenant pas l'origine et dent 1'
intersection avec @ est non vide, supposons H défini par exemple par 1'équation
t:l = 1.

Soit q(ul, ceey uk—l) la lecture de la restriction de r 3 H, dans un paramétrage
linéaire de H, identifiant H & Rk—l. On a évidemment :

iny inr
||e AENE) N “e ”A(E)

Par ailleurs, il est clair que le Hessien de n'est‘pas identiquement nul dans

Q0N H, le théoréme 12 (avec le remarque citée) s'applique alors 3 la fonction lp

donc “einmA(EnH) % C|n|<k_1)/2 oli C > 0 ne dépend pas de n.

Y. Domar [7], a récemment &lucidé la structure de 1'algébre AR.(E) lorsque la
sous-variété S appartient 3 la classe (I) des surfaces suffisamment réguliéres

dont la courbure gaussienne est finie et différente de zéro en tout point.

Le résultat, remarquable, est que la situation est la méme quel que soit la for-
me particuliére de S dans la dasse (I) :

Théoréme (Y. Domar) : Pour toute relation % associée a une surface S de la classe

(2), 1'algdbre Ag( (a, b:]) des profils de Ag(E), coincide localement sur Ja, b[
(k-1)/2
).

avec 1'algébre A(T; 1 + Inl

En particulier, ceci entraine “einr” A(E) v |n|(k_1)/2

Remarque : Le résultat global, égalité de Aa'( [:a, b]‘) avec 1'algébre de restric-

tions A( I:g, b] ;s 1+ |n|(k_1)/2), reste, semble-t-il, une conjecture.

Plus généralement, soit f une application continue de Rk dans R telle que chaque

sous-variété de Rk d'équation f(t) = cte soit compacte. Soit E la couronne définie
par -» < a < f(t) <b < +» et Obla relation d'équivalence dont les classes sont
les sous-variétés précédentes. L'algébre AQ(E) est isomorphe a 1'algébre A des
fonctions F continues sur [a, b] telles que F o f appartienne 3 A(E). Si f appar-

tient 3 A(E) le spectre de A est [_a, b] « Lorsque f est de classe suffisante au

voisinage de E avec m Hessien non identiquement nul sur E, ][eianA(E)m |n|k/2 mais
cette &valuation ne suffit pas pour décrire A : par exemple pour f(t)= 1<k tj ,
NJ N

il existe des fonctions de F appartenant 3 A sans appartenir a
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]k/2) qui est la meilleure algébre d poids inclue dans A . Suppo-

A(fa, b]; 1+ |n
sons qu'il existe une application ¢ de R dans lui-méme assez réguliére, et telle
que g =% o £ ait un Hessien identiqueﬁent nul sur E - ceci revient 3 supposer que
les classes de ®,sont les sections par les hyperplans paralléles a Rk d'une surfa-
ce développable de Rk+1 -. C'est par exemple le cas lorsque f est une fonction po-
sitivement homogéne de degré o # O. La structure de 1'algébre A précédente, ou de
Aa§E) s'obtient en étudiant 1'algébre isomorphe A' des fonctions G continues sur
un intervalle Ea', b'] telles que G o g appartienne 3 A(E).

Y. Domar démontre que si f est une application assez réguliére de Rk dans R, de
Hessien identiquement nul, telle que chaque sous-variété d'équation f(t) = cte
soit compacte avec une courbure gaussienne partout finie.et différente de zéro,
alors pour -» < a <b < +» , A coincide localement sur |a, b[ avec
AR ; 1+ |x|(k-1)/2 A I(k—l)/Z

compléte le th. 12 du chap. III.4. et montre que la majoration de||e

. Ce résultat
i

) et en particulier ]Ieinﬂl v |n
nfll don-
A(E)

née par le th. 9' n'est pas précise lorsque le Hessien de f est identiquement nul.
P P P q

Les résultats de Y. Domar permettent d'&tendre au cas ol S appartient 3 la clas-
se (I) les résultats locaux concernant le calcul symbolique et les endomorphismes
de Aqﬁkk) obtenus au chap. III.5.En particulier, les seuls automorphismes de
Aafkk) correspondent aux homothéties de centre O de Rk.

2. En opposition au cas régulier, nous prenons maintenant pour surface S une sous-
variété de dimension k-1 de classe Co, linéaire par morceaux. L'hypothése qu'elle
est étoilée par rapport a un point du complémentaire équivaut 3 supposer que S est
le bord d'un ouvert connexe dont la fermeture est un poly&dre compact P(S). En
dimension k % 3 il pourrait y avoir un nombre fini arbitraire d'arétes (sous-va-
riété linéaire de S de dimension 1) partant d'un sommet de S (composante réduite i
un point du bord d'une ar@te). Nous excluons ce cas, en limitant 1'étude au cas oii
de chaque somme partent des arétes en nombre &gal i la dimension k de 1'espace am-
biant : on dira que S est de "type minimal" et on désignera pas (%) la classe
ainsi définie de surfaces polyédrales . La fonction r associée a une surface poly-
édrale S a pour graphe, dans 1'espace Rk+1, un cdne de sommet O formé d'un nombre

fini arbitraire de '"facettes" sous-variétés linéaires de dimension k.

Soit E une '"couronne polyédrale " définie par :

(1) 0<ac<r(t) <b < += .

Il n'est pas évident, i priori, que A@(E) contient des fonctions non constantes,
. \ < k c ooz ~ ~
ni que r appartient localement 4 A(R") : cette propriété sera démontrée plus loin

(th. 5).

Nous montrerons la propriété analogue i celle démontrée par Y. Domar pour la

classe (I): les profils des fonctions de Ag(E) sont localement les mémes sur]a, b[
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lorsque S varie dans la classe (‘§). Ce sont les fonctions qui appartiennent loca-
lement sur Ja, b[} A(T; (log |n[)k_1) (éeci'par abus de notations, le poids con-
venable &tant n'importe quelle application paire de 2 dans I}, +w[ telle que, a
1'infini w(n) ~ (log|n|)k-1 ). Mais nous verrons que l'inclusion de 1l'algdbre de
restrictions A([}, b]; (log |n|)k_1) dans 1'algdbre des profils A@£[§, b]) est
stricte , ce qui signifie qu'il existe des fonctions de A(E) qui respectent ®, sur
E et dont aucun prolongement en fonction de A(Rk) ne respecte ®, dans 1'espace en-
tier.

Soit  un cOne fermé de somhet 0, dans Rk, contenant en son intérieur un seul
des sommets de S.

Proposition 1 : Lorsqu'on fait varier S,le sommet de S choisi, le cOne Q autour

du sommet choisi, il n'y a que deux espaces de profils, isomorphes entre eux,pour

les algdbres Agp(E N Q), correspondant respectivement aux cas ol P(S) 0 q est

convexe ou non.

Soit S0 la surface polyédrale bord d'un cube de Rk définie par 1'équation :
sup |t.| = 1 .
1sjsgk

Montrons par récurrence sur la dimension k que 1'algébre Ad@ (E (3] Q ) ne dépend

pas du cdne Q contenant en son intérieur un seul sommet A de S

t Q

-

1 tl

Lorsque k = 2, une fonction f de Ag, (EO n Qo) ne dépend que d'une coordonnée dans
o
le complémentaire de la droite OA, et donc il existe un prolongement de f dans
A(RZ) respectant la relation ﬂb dans tout cOne Qé contenant Qo, et ne contenant
-~ 1
que le sommet A de S. Les algébres de Banach A Qb(Eo n Qo) et ﬁyb(Eo 0 Qo) ont

donc méme espace de profils.

Pour k > 3, une fonction f de A (E aQ ) au voisinage d'un point M de S, 0 E
différent de A, depend au plus de k-1 coordonnees en lesquelles c'est une fonction
appartenant localement a A(R ) respectant une relation ﬁb(k-l) associée 3 un
cube So(k-l) dans un cOne Qo(k-l). Par hypothése de récurrence la fonction en
(k-1) coordonnées se prolonge dans un voisinage de E n Q (k-1) en respectant la
relation a, (k-1). Donc la fonction f se prolonge dans tout cone Qé contenant Q

et ne contenant que le sommet A de S, en une fonction de A(R ) respectant la rela—
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tion Q, dans E n ﬂ . Les algdbres de Banach A@O(E 0 Q ) et A«, (E n Q ) ont
donc méme espace de profils A([:a, b] ).

Pour démontrer la proposition 1, distinguons deux cas :

ler cas : L'intersection du polyédre P(S) et du cOne Q est convexe. Il existe
un isomorphisme linéaire % del%( suc lui-méme laissant fixe l'origine et appli-
quant E 0 Q sur Eon Qo ol E0 est une couronne cubique et Qo un cdne fermé de
sommet O contenant en son intérieur un seul des sommets du cube SO. L'automorphis—
me £ —— f o & de A(Rk) induit un isomorphisme des algébres de Banach
A&O(Eo n Qo) et A&(E 0 Q) préservant 1l'espace des profils.

28me cas : L'intersection de N(S) et de Q n'est pas convexe. On peut trouver un
isomorphisme linéaire de R sur ui-méme laissant fixe 1'origine et appliquant

N N
E QN Q sur ﬁ 0 @, ol E  est le fermé de g dafini par : a < inf Itj|
1<_1<k
cone fermé de sommet O tel que Q ~ {0} soit contenue dans 1'intérieur de [R ]k

,Qun

et contienhe dans son intérieur le point de coordonnées L=ty = e =ty = 1.
L'espace des profils de Ao (E 0 Q) est ainsi identique & 1'espace X ([:a, b] )

des fonctions G continues sur La b] telles que G( inf ltj ]) appartienne 3

A( E n 9 ). Lejsk

On voit, comme pour 1' espace des profils de A& (E )} Q, ) que 1' espace A ne dépend
pas du cOne particulier Q .

" Par ailleurs il est clair que A ( |:a, b] ) est isomorphe a Aozb(E [LIRY) ), car une

fonction qui ne dépend que de inf tj dans E an Q est aussi une fonctlon qui
1¢gk
ne dépend que de sup (a - t,) ol o est choisi assez grand.
lsjgk 3

LY
Remarque: Les espaces A([a, b] ) et A ([a , b]) sont isomorphes, mais 3 priori
~ ”
différents : A se déduit de A par le changement de variable x +———(a+b-x).

Nous verrons plus loin (th. 15) que localement sur ]a, b[ , A est formé des fonc-

tions appartenant 3 A(T; [log |n|]k_1 ), espace invariant par le changement de
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N
variable précédent. Il en résulte que A et A coincident localement sur la, b[ .
Le résultat global reste un probléme ouvert.
I1 est facile de montrer ensuite :

Proposition 2 : Lorsque le poly&dre P(S) est convexe, les alg@bres A&(E nQ) et

A«’(E) ont le méme espace de gofils.

A toute fonction f de A&(E N Q) correspond une fonction F continue sur [a, b]

telle que f(t) = F(r(t)) dans E a Q. Montrons que F o r appartient 3 A(E). Pour
cela considérons un recouvrement de Rk - {0} par n cOnes ouverts Q,, j=l,...,n
de centre O tel que chaque cbne fermé Q

3

s sz P *
soit aJ,, j=1, «e.y, n , une partition c” de 1'unité sur un voisinage E de E,

contienne un seul des sommets de S, et

~ * . * N fe
subordonnée au recouvrement de E par ks ocuverts E° 0N Q, . D'aprés la proposition

] 3

a son support dans QJ. appartient 3 A(E). En conséquence il en est de méme pour la

1 et 1'hypothése F o r appartient & AR?(E N Q,) et donc la fonction aj. F o r qui

fonction For qui est égale sur E & X aj.For .
lsjsn
Soit (?C) (resp. (@nc)) la glasse des muirfaces S pour lesquelles le polyé&dre

P(S) est convexe (resp. non c'onvexe). Les propositions 1 et 2 entrafnent donc :

Théoréme 3 : Les algebres A‘;O(E) ont le méme espace de profils, lorsque & est une

relation assocife 3 une surface quelconque de la classe (¥ ) (resp. (T’nc)), E

P k P 12a
&tant une couronne compacte dans R - {0}, d'@paisseur [a, b] , associée i .

L'espace des profils correspondant 4 la classe ( @nc) est formé du sous-espace

des profils correspondant & la classe (@c), globalement stable par le changement

de variable x +— (at+b-x) .

Pour obtenir la seconde partie du théoréme il suffit de remarquer que, avec les '
notations de la proposition 1, 1'espace des profils correspondant 3 la classe (QC)
est A ([:a, bJ) et celui correspondant 3 la classe ((S)nc) est 1'intersection
A Ua, b)) A K([a, b]).

Remarquons que, a postel:iori, cette intersection est non vide et contient
A(fa, b]; (1og|n|)k_1)-

3. Prenons pour modéle de 'i‘k, le cube ['-1!, +T[]k de Rk, une fonction définie sur
’!‘k s'identifie 3 une fonction sur R , 2m-périodique en chaque variable. Soit &0
la relation d'équivalence sur ™ dont les classes modulo [21rZJk sont les surfaces
des cubes homothétiques du cube [_—w, +1r_]k dans les homothéties de centre O et de
rapport r, O g r & 7. Nous nous proposons d'étudier la sous-algébre fermée A%(Tk)
de A(Tk) des fonctions constantes sur chaque classe de <R;o. Sa connaissance en-

trainera en particulier celle des algébres A@éE) définies en 2.

AJL (Tk) est isomorphe & 1'algébre des
o

"profils", A , des fonctions continues F

définies sur ]0, nJ telles que For appartienne 3 A('l'k) avec
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r(t) = sup Itj| pour ]tj| gms = 1, vee, n
SN

A est évidemment contenue dans 1'algébre AS(T) des fonctions paires 2m-périodiques

=

3 séries de Fourier absolument convergentes qu'on peut considérer comme des séries

de cosinus :
F(x) = z a_ cos nx , z la | < 4=
n20 n n20 n
Nous allons préciser dans la suite cette inclusionm.

3.1. Calcul des coefficients de Fourier cp, P =(p1, csey pk) point de Zk, d'une

fonction £ = For de Ad& (Tk).
o

Soit pour ¢ =1, ..., k, Aq (resp. Aé) le sous- ensemble de Tk défini par

r(t) = tq (resp. r(t) = —tq). Tk est la réunion des fermés contigus U (Aq v A ).
- <q<
Au coefficient (2m) k prés on a : l<qsk
c f(t)e tat= J I +1I' avec
P gk lgqek 49

[
b
Qa

s ™ ? X -
I = I f£(t)e Pqr = J F(x)e 'Pq X[TT[ e ipjydy] dx
Aq o -X

Ul ip
J F(x)e

et 1' = J f(t)e_iptdt
d A' 0

-ip
J e jydy] dx .

i#q

Soit J un sous-ensemble non vide de {1, ..., k}, on dira que p est de "type J"
si 1:;._l # O lorsque j appartient 3 J et pj = 0 sinon.

Posons w p et h=k - card J (donc 0 £ h < k-1).

jeJ

Soit D 1'ensemble i deux &léments {+1 , +1} et D" l'ensemble des 2" &léments

formés d'une suite de n nombres dont chacun est égal & * 1. Lorsque q appartient

a J, soit Jq =J - {q} , un calcul facile montre que :
—i(pq+ Z Ejpj)x

- (k-h- - €
I = (-i) (k h_l)p m-l z ( € )I (2x)hF(x)e i Jq dx
1 4 Jk-h-1 jes e
~ P k-h-1
ol (ej)jeJ est un &lément quelconque de D , et
q
v -ilpgt [oeppx
1 je3
1" = (1) KB 1 Z (T Te )I Do Prxe a dx
4 4 pk jeJ o :
Soit G la fonction définie sur Ifw, +ﬁ]- {0} par :

G(x) = F(x) pour 0 < x < m, G(x) = (—l)k-lF(-x) pour. -Tsx<0

G est le prolongement de F par imparité (resp. parité) lorsque la dimension k est
paire (resp. impaire). Lorsque k est impair, G se prolonge en une fonction de

A(Tk) sur 1l'intervalle [}ﬂ, +W] . Lorsque k est impair 1'origine O est un point de
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discontinuité de premiére espéce pour la fonction G sauf si F(0) = O ce que l'on
peut supposer quite 3 retrancher de f une constante, mais G n'est pas, 3 priori,
une fonction de A(T).

L'expression de Iq + I& est 3 1'aide deG:

-i(p + | e,p)x
9 5e5 33
L+ = (=) %D LT T J (2x)Pc(x)e a dx
14 T jkh-l jerg 2 den
donc -i( ) sjpj)x
Y I+1! = (-i)-(k-h_l)(Zuﬂ-l 1« T_TE I (2x) G(x)e eI dx .
qeJ 1 4 -h JEJ -7
Lorsque q n'appartient pas 3 J, un calcul analogue montre que
. -i( Z ejpj)x
141 = (0 T (T e J @0 lee I ax
q pk-h jeJ SR -
donc,
-i( z ejpj)x
M ¢ = (- *RTISL g (T Tey J 6 [ -pal Lyeqpile i dx.
P kb je3 3 35737

~

Dans le cas particulier ol la fonction G est 3 variation bornée, soit dG(x) la
mesure de Stieltjes associée, l'intégrale du second memhre devient aprés intégra-

tion par parties, en posant A = z €5
s€3 3
™ .
('I)AﬂhF(ﬂ)[? + (—1)k E] - J xh e_l)\x dG(x) .
-

Mais la quantité A = ) ( T—Tkj)(-l)x ﬂhF(n)[} + (-1)k-h] est nulle .

pk-h  jed
En effet, toutes les combinaisons Z €.p, ont la parité de Z p, , donc
jeg 3 e 3
J
b= DM AE@E e DX ] (TTep =0
pk-h j€d
(car le dernier facteur est nul).
Donc, lorsque G est 3 variation bornée :
i -i( ) Eij)X
@) o = -(-i)” &Ll Tey) J Fe 1€ e .
P k-h JEJ -
Lorsque J = {1, ..., k} , h = 0, la formule (1) devient
_i)-(k-l)
(3) &%= o ( e) () jpj)G(z 3
Ppee Py ok leisk I 1g« 1<k

ol G(n), n € Z sont les coefficients de Fourier de la fonction G.

3.2 Lemme 4. Pour k 3 1, entier, et n entier quelconque
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S(n;k) = z —Lr est équivalent 3 L (log|n|)k“1 lorsque
Py*eeetp 0 lpl...pk n
pl...pk#o
|n| —> +o .
Soit f(x) la fonction 2m-périodique égale 3 2 log (——1-—- ) pour O < x < 27
2 sin x/2
elle est sommable et sa série de Fourier est
f(x) ~ 2 Z lcospx= Lelpx .
p1 P pez - {0} [P

La série de Fourier de [f(x)]k est donc:

]:f(x)]k ~ S(03k) + 2 z S(n;k) cos nx .
nzl
Ainsi pour n # O , X

A 1 k
S(n3k) = - Jo [1og( 7 sin %/2 )] cos nx dx .
Soit a g = 1r2_kS(n,k), une intégration par parties donne
’ - -
a = k "10(——1_)k1cotlsinnxdx
n,k 8% 2 sin x/2 g3 .

. k-1
La dérivée de la fonction {(x) = (los(Z—ZiI];—x/_Z )" sur 1'intervalle O < x & 7

est @
k-2 k-1
' - _ (k-1) 1 2x _ 1 1 1
g = 7 |18 G Sm 272 cotg” 3 -3 |loelGoR2) 2
. . sin“x/2
P est positive et décroissante sur 1'intervalle 0 < x 5% .
Posons an,k = un,k + vn,k avec
k m/n K T
o <o J @(x) sin nx dx et ok = om J Y(x) sin nx dx .
’ o ’ m/n

I1 existe (d'aprés le seconde formule de la moyenne) un nombre £, % <E <% tel

que :
m/3 (& ) 1. _
J @(x) cos nx dx = q(E)J /n sin nx dx = ;\")(-E)[—l - cos ng | .
m

m/n

D'autre part,

=R

™

‘f(%) + lJ ¢ (x) cos nx dx .
" a/3

m

™
J’ @(x) cos nx dx = -
. /3 1 k-1
Or, ;()(;) = Llog(m )_I cotg 5~ est équivalent (au sens strict) a
2n A - 1 k-1
= rlog n:' Jorsque |n| » += . Donc Vo = 00— [log|n|]""") lorsque |n| + +e.
- ’ n -

Par ailleurs, pour O < x § m/n, on a cotg (x/2) sin nx g (n/2)n, donc

/n -
kn (" n k-1
un,k £ 7 Jo Eog( % ):l dx.
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Or,

w/n Pt L2y 1‘k-1' 2 2ff alel S
J, o] e ] ead] e i':ﬂ“g 3 “‘fi;j_ﬂ/
[+ D -1y ~[
\\ -—
donc, u < ﬁ [tlog B]k-1+ o¢ L l‘log n[k—z).
n,k 5 4n 2 Ta] .
Ainsi S(n;k) = 0( T%T{}og]nljk_l) lorsque |n| » +» .

. < : bl .
Pour 1la minoratlon, décomposons 1'intervalle O ¢ x < % en intervalles de la forme

w

[:(q—l)— P« Rl Jjusqu la plus grande valeur possible q, de q. On sait déja que

[T
Tn J p $(x) cos nx dx = 0
% 7 n

5 ) lorsque In] ++ « . 0n a

9 (2q+1)1 i T
J Y(x) cos nx dx = z J l:le(x) - ke(x+; )Jsin nx dx
o Zq%

sl=
=}

ol la somme du second membre s'obtient en regroupant les intégrales sur deux in-
tervalles consécutifs. Chaque terme du second membre est positif car la fonction
ul p . .

V(x) = P(x) -@(x + Y ) est décroissante sur 1l'intervalle 0 < x < q

I is '
o pulsque ¢

N s L
est croissante dans 1'intervalle O < x < 3 Donc on a :

[_[ﬁ(x) - ¢(x + )] sin nx dx —-[ﬁ(—) - ?( )] ,

- 1 k-1 k-1
or, 96D - 4D - L“g(z—smm ] cotg 7 - [“g(m) J cotg

est équivalent a -L:l-rl [:10g|nl:]k_l lorsque |n| » + @, ce qui ach&ve la démonstra-

tion.

3.3. Nous pouvons maintenant démontrer

Théoréme 5 : La fonction r(t) = sup ltjl pour lt | €7 151 <k, aEEartieut a
1gjck

A('l' ) et ||sin nr”A(Tk) (zesp. ||cos nr” (1% ) est équivalent 3 (log|n[) E ur
]nl + + =, lorsque k est pair (resp. imp_an' .

Soit F la fonction sin nx (resp. cos nx) lorsque k est pair (resp. impair) la
fonction G associée (notations de 31.) a la méme expression que F, et ses coeffi-

cients de Fourier 6(q) sont nuls sauf pour q = *n et alors (:‘;(-tn) =t1/2.

Soit PJ 1l'ensemble des points de Tk de type J, montrons que pour tout J

Y ole | = O((log|n|)k_1) lorsque |n| + +~ ol les c_ sont lés coefficients de For.
peR; P P
Utilisons 1'expression de cp valable lorsque G est 3 variation bornée ((2).3.1.)
ce qui est le cas : i ) &4P )x
- (k-] -1 - €
(1) o = (1) W11y (TTep) J jed d6(x).
P -h jEJ -7

Remarquons que étant donné un  choix (ej) dans Dk—h, la somme ZICPI étendue aux
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points p de Pj pour lesquels z =n , est majoré d'aprés (1), 3 un facteur

£3P3
E,
indépendant de n prés par: &3

n Zz -1
€,p,=n o]
15510
' 5 k-h-1
et d'aprés le lemme &4, cette expression est O([log|n|] ) lorsque |n| + += .
m E
La fonction de X , xhe—iAXdG(x), est 3 un coefficient constant prés la dérivée

d'ordre h de la fonctlon .
8(A) = J e M6 x) .

-7
Lorsque k est pa%r

6(A) = n e_lxxc

os nx dx = (-1)™n sinlw[}l— - 1] pour A # ¥ n

-1 n+X  n-}j

et (¥ n) = nm .
Lorsque k est impair

-i(-1)" n sin Aw{}l— - —1—1 pour A# X n

n+\ n-A

T

8(x) = —nf e i)‘xsin nx dx
- .,

et O6(n) = -nim , 6(-n) = nin .

I1 est clair que lorsque A est un entier différent de *n , |n+A| ¢ |n+Aq|et

|n—A|$|n-Aq|pour tout q > 1 et toute dérivée d'ordre h > O de 6 est telle que

el .1

]n+A| |n—A]

) le™ )| ¢ ¢l

ot C ne dépend que de h.

Soit p un point de P. tel que chaque combinaison Z € pj soit différente de *n,

J
d'aprés (1) et (2), |cp| est majoré, 3 un facteur iaggpendant de n et p prés, par

In| 1 1
ol peeb In - ey pyl

Le calcul de la somme Z|cp| 8tendu aux points analogues de P_ peut se faire en

J
intervertissant 1'ordre des sommations :

k-h 1 1 k-h

Le | =25 n| ] « 7 ) = 2°|n|S(n;k-h+1)

P A€ Z~{tn} n-A z p.=>‘ o H
jeJ ]

en remarquant que pour h = O, cp est nul si chaque combinaison z Ejpj est dif-

Igisk_
férente de #n, ceci achéve de démontrer que ||For|| i O(E}Ogln]]k 1y lorsque
A(T)

|n| + + » . Pour la minoration, considérons l'hyperplan H de Rk d'équation

3 . . . k 4
1¢§sk xj =n , P désignant les points de Z~ tels que Py er P # 0, considérons le

sous-ensemble E de H N P des points n'appartenant 3 aucun autre hyperplan d'équa-

tion z €.P. = *n, et F le complémentaire dé E dans H 0 P. Lorsque p appartient

s ¢ leigk, 37
arF, ifI&kiste un entier q, 1 gq g k-1, et une partition { APERRERE jq Y,
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{ jq+1, ceey jk} de {1, ..., k} \tels que
P, * «eo tp, - (p + eeo+p,)=n .
1, 1g " Plgn iq
P, + <o +p,. + (p + oo+ p,)=n
jl jq jq+1 jq

donc p, + «.. + p, =n et p + .ia4p, =0
I 3 Jg+1 I

q
1 < k-q
Soit C la somme Z l;—-p— [ étendue aux pints de R tels que
S q
P, *+ ... +p. =0 et Py e Py # 0, on a clairement
Jgn1 Ik q+1 k

1
3) 1 < C S(n;q) .
pEF Ipyeeepy '

D'autre part, lorsque p appartient a E, |c | = ]—M-I donc
el =lol ] iy e ronTR
c | =
peE P p¢E py-eopy ’
1
Lole)l = Inlf ]

Ly 1]
peE P ciop [P1-e Pyl peF [Py e Py

donc d'aprés (3) ) - -
' L lepl 7 Inl[s@ii) - ¢ stia)
pé : -

ce qui achéve la démonstration d'aprés le lemme 4 (car q < k-1).

Une conséquence facile du théoréme 5 est :

Proposition 6 : Lorsque |n| + + =,

si k est pair : ||cos nrl| k. = O(D.og‘n‘]k)
A(T

si k est impair : || sin nr|| k. = 0([:logln|Jk).
A(T)

On considére 'l'k comme le sous-espace de l‘kﬂ' obtenu en annulant la derniére coor-

donnée. On a rk(tl,...,tk) = rk+1(t1,...,tk‘_1,0) ol T désigne la fonction
sup [tj| . Ona:
].Sj(\k ”
For, || ¢ |[For .|l
kAT k10 (r%*Y)

et on applique le théoréme 5 en dimension k+1l.

La comparaison de [|sin nr| et ||cos nr|| . Peut étre précisée, le ré-
A

k
(1)
sultat est malheureusement incomplet :

Théoréme 7 : (log|n,)k-1 = 0(||einr||A(Tk)) lorsque |n| + +» . Pour k = 2,

||emr||A('l‘2) et ||cos nr“A(Tz) sont &quivalents i (log|n|)2.

Reprenons les notations du théoréme 5, avec F(x) = einx. La fonction associée G

est définie par

G(x) = einx pour 0 <x g1 et G(x) = (-l)k_l e—inx pour -7 < x < O.
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i . °
Soit 6(X) =J ell\xdG(x) . 6(n) = imn , 6(-n) = (—l)kinn et pour
-
+ _ .
A # *n ei(n DT 1 K e1(n+)\)ﬂ -1
R e e
Si p est un point de E (voir fin de la Emonstration du th. 5), pour les combinai-
sons autres que I Z pj, on a 6( z r-:jp.) = 0, donc |c_| = I n et on
1gigk 1gigk 3 J k-1 P Ppe+Pg
1n|‘ 2 ~  (log|n]) lorsque |n| + += .

a vu que z le | = ——
peE P pcE |P1---pk|

1gisk J
+

Soit p un point du sous-ensemble P0 de P pour lesquels aucune combinaison 2 e.pj
i<
*n, on a (comme toujours @ un facteur indépendant de n et p prés)

n'est égale 3
CP B P -n P z ( EJ) n - : P *

1 k Dk 1gigk 1¢f <k Y]

Lorsque k = 2, un calcul facile montre que
z le_| 2 C(10g|n[)2 lorsque |n| » + = .
P

pEP .
o
3.4.  étant une application paire de Z dans [i, +m|i , désignons par AS(T5w)

(resp. AS(T;m)) le sous—espace de A(T; w) des séries de cosinus (resp. de sinus):

f(x) = z a  cos nx avec Z |an| w(n) < +o
nzo nzo
(resp. £(x) = )] a_sin nx avec ) |an| w(@) <+ o).
n3l n n3l

(Lorsque w = 1 on note simplement AC(T), As('l')) E étant un fermé de T 1l'espace
des restrictions 3 E des fonctions de AC(T;m) (resp. AS(T;w)) est noté AC(E; w)

(resp. AS (Esw)).

En application immédiate des théor@mes 5, 6, 7, & 1'aide du théoréme du graphe

fermé, on a :
Proposition 8 : a) Lorsque k est pair (resp. impair) AS([(),’NJ 3 w) (resp.

A°([0,7); w)) est inclus dans 1'algsbre des profils A([0,7]) de A,\b(lik) si et
> 0.

seulement si 1im inf —
e T e (log n)
b) A([:O,n]; w ) est inclus dans A([O, n_]) silim inf—-i(—% >0 et ne l'est pas
w(n) n+» (log n)
silim inf————"k—_—l =0 .
n>+o (log n)

La partie b) n'est malheureusement pas précise sauf pour k = 2 :

Proposition 8' : As(fg,ﬂ ; w) (resp. AC(@,W] ; w)) est inclus dans 1'algébre

des profils de A@ (l‘z) si et seulement si 1lim inf Tég)n > 0 (resp.
(] n->+o
. w(n)
lim inf (Tog 0 )2 >0).

n->r-+o
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Pour préciser la portée des propositions 8 et 8', remarquons que, en désignant

par Ag ({@,WJ; w) le sous-espace des fonctions nulles & l'origine de Ac([p,q]);m),

on a , avec l'abus de notation habituel concernant le poids :

W 45([6,1] ) 5 (ogla® & a%([6,1] s(log a7 )
(2) A§(|Q,ﬂ] 5 (log |n|)k) <, AS([Q,H] ; log |n|)k_1 ) .
(1) est une conséquence directe du lemme 25, chapitre III; (2) en utilise une for-

me plus générale, extension facile d'un résultat classique di 3 J.-P. Kahane LQQ]:

Lemme 9 : Soit w une application paire de Z dams [i, +w] telle que pour n > 0

. . -a P . P
assez grand, w(n) soit croissant et n w(n) décroissant, pour un nombre réel o,

0 ga<1l.

Alors toute fonction f, réelle linaire par morceaux continue sur T, appartient

a A(T;w) et ”elnﬂ|A(T'w) = 0(w(n) log|n|) lorsque |n| = + .
3
Dans le cas particulier ol f est la fonction f(x) = ax pour -7 g x ¢ 0, f£(x)=bx
pour O € X § 7, b+a étant un entier pair différent de zéro, les coefficients de
Fourier de la fonction elnf sont, lorsque l'entier p est différent de na et nb

. o= r L - 1 }I}—l)P+1 sin naw + i(1+(—1)p+1cos na n{J
°P nb - p na = p -

. _ - __ i _1yP _—inam_ 7
(et si p = na ou nb h,p = " T n(boa) [} D e 1))

on démontre alors comme dans le cas particulier du lemme 25, chapitre III, que
inf,
Ile™™ I

A(T3w) " w(n)log|n| lorsque [n| + += .

I1 n'est pas possible d'obtenir comme dans le cas w = 1, la minoration pour toute
fonction linéaire par morceaux (car si g est une fonction linéaire sur un inter-

valle I, “eing|g(1) " w(n)). Mais la majoration générale s'obtient sans diffi-

culté : Si f a un seul point anguleux 3 l'origine sur un intervalle fermé I voisi-

nage de l'origine, on considére A(I;w ) comme algébre des restrictions de AR ; w).

“ einf(x)“ ] ”einf()\x)”
A(L; w A(I;w)

et on choisit A de sorte que le prolongement par linéarité de f(Ax) en dehors de I

Ainsi pour A # O, réel fixé, ) est équivalent

soit*une fonction £* continue sur T, et d'aprés le début de la démonstration
[l e

A(T; w) A(I;w)
Par &tude locale d'une fonction f, linéaire par morceaux continue sur T, au voi-
inf ”

A(T;w) )

v w(n)log|n| donc ||e = 0(w(n)log|n|) lorsque |n| + += .

sinage de chaque point anguleux, et par récollement on a donc|le

0(w(n)log|n|).

La proposition 8 se simplifie évidemment lorsque au lieu de considérer 1'algébre

=

Ag (Tk) on considére 1'algébre de restrictions 3 une couronne E définie par
o

=

0 <agr(t) b <m car il est immédiat de voir que (si w est 3 croissance lente
les espaces Ac(Lé,b] 5w, As( [%,ﬁ] 5 W), A([é, Q] 3 w ) coincident lorsque
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O<a<b<m

D'aprés les résultats du paragraphe 2, et comte tenu de ce que 1l'espace
A([_a, b} ; w ) est globalement invariant par 1'application x +— (a+b-x), nous
pouvons énoncer le résultat valable pour toute algébre AR,(E) ol R est une relation
d'équivalence associée 3 une surface polyédrale S quelconque de (§) et E 1a

couronne 0 < a ¢ r(t) ¢b < 4o dans R :

Théoréme 10 : Soit w unme application paire de Z dans Itl, +eo|: , la condition né-

céssaire et suffisante pour que A(E!, b] ; w) soit inclus dans 1'algébre des pro-

fils d_e__A«‘(E) ést que :

lim inf —_w(n)_kzl
In|> +=  (log|n|)

4. Un probléme délicat est de savoir si 1'inclusion est stricte ou si 1'algdbre
AJQSE) est isomorphe 3 1'algébre de restrictions A( L.i,b] ;(10g|n|)k-1). Nous allons

en voir dans la suite, guelques aspects.

Considérons 1'application w de 7% dans [1, +mEdéfinie par w(nl,nz)=1*r_log+|n1|]°

oi a > O est un entier. Soit AQJO(TZ;w) 1'algébre des fonctions de A(T";w) respec-—

tant la relation d'é&quivalence a’o’ Nous allons montrer :

Lemme 11 : Soit @une application continue impaire de R dans lui-méme, sommable par

rapport 3 la mesure [10g+|qudx telle que pour x > O assez grand :

i) x¢(x) décroit et tend vers zéro a 1'infini,

ii)  xy¢(x) |:log|x|_]a+1

iii) il existe un nombre B , 1 < B < 2, tel que xB W(x) est croissant, et soit
F(x) = z ¥(n) sin nx.

n2l
Alors la fonction F(sup(ltll, |t2|)) appartient a A(Tz;w).

1
*[Tog % Y> Y >a+l, lorsque x > O est assez

Par exemple, une fonction égale a

grand, convient.

Pour la démonstration du lemme nous reprenons dans le cas particulier k = 2, les

notations et les résultats du paragraphe 3.1.

1. Lorsque p =’ (pl, pZ) appartient au sous-ensemble P de 22, tel que P1P, # 0, le

coefficient de Fourier cp de la fonction For est a un facteur indépendant de p

prés : 1 . .
€ = " L(pl*pz)w(p1+p2) - (pl—pz)q(pl—pz)J .
1
Posons P1*Py = X, PP, = ¥, on a CP = ;—2—.—2- x¢(x) - y\‘(y)J . Pour montrer que
la somme ) Icpl [:108.,““1',[(Jl est finie il est Equivalent de montrer que 1'inté-
peP

grale
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est finie.

I,

D étant le domaine de R2 définie par 0 gy < x-1 .

Choisissons un nombre réel A , 0 < A < 1, et soit D)\ le domaine défini par

0y $x(x-1). On a (en supposant \ positif sur R*)

A(x-1)
1= ” 2—'&—’2( (X)-z (log(x+y]® ax day \J ¢(x) [1og 2x] ([ 2xdy y 4.
D, x" - y

2 2
X -y
A (x-1)
2x dy _ x(1+2)+) ~
qui est fini car Io x2_y2 log PTGV IYY est borné.

Soit 12 = ” —y—'{-x—]-log(#y)]“ dx dy, choisissons un nombre y réel 0 < y < 1,
D)\ X —y
x Y [log xju est décroissant pour x > 1, donc il existe une constante C telle que

dans D on ait

a
[:10g(x+y)-|el <C |1+ logs vl x' , donc
(1+y)Y
+c0 +00
-1 y |1 1
I, ¢ CI ¢ (y) (1+log y) (J b [—-_—- -—-—] dx ) dy .
2 o + (1+y)Y . (y/0)+1 X-y x+y
Un développement en série entidre en y/x de ( —; - x%y ) et une 1ntegration ter-
me 3 terme (possible car O < A < 1) montre que :
J-boo Y 1 l
x' (= - —)dx < C. (1 +<L)Y donc I, est finie.
(y/k)+1 X~y x+y 1 A 2
I1 reste d montrer que :
I= JJ ' ,‘L}L(y)_—}_‘l(_x_ I:log(x-’-y)J dx dy est finie.
X - Y
Dans D—D)\ on a pour x 2 2
(1) log x(1 + —;— ) < log (x+y) < log y(1+ % )

et puisque xtf(x) décroit pour x > O assez grand ,
[ye(y) - x@()| = yo(y) - xgx).
Pour tout T > O, soit A; la portion de D—D)‘ définie par x £ T, on va montrer que
IT = IJA est bornée lorsque T - + .
D'aprés 1(.1), on a :
Ip < ”A [:M [log+y + log(l + )]a - 2xv}(,x) |log x + log(l + —):I dx dy.
T

Considérons, pour a 21, les termes

+oo .
A= IJ l’i‘l%) [log x_]a_]' dx dy 5[ 9 (x) [log 2x| -1 log(2x-1) dx
D x -y 1
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y 400
et B = ”D —Zy;‘g-_%% [tog,y]* tax ay - Jo () [1og,¥]* 1og(2y-1)dy

qui sont finis, pour montrer que I, est bornée il suffit de montrer que

T
i = ”A ﬁ [y9(y) [1og,y]® - x¢(x) [Log x]*Jdx dy est borné.
Posons ¥(x) z ¢ (x) [10g x]°, Jp = Ky - Ly avec
Ky = JJ 3§&3§1 dx dy , Ly = JI 3§i£§1 dxdy . Ona:
x -y . A, X -y
Ky = J:(T_Dw(y)10g(%(2y+1))dy + J:;;_l)w(y) 10g(% (2y+1))dy
Ly = ﬁ v(x) log (i—g{—;;—i;\\-(Zx—l))dx.

PosonsJT=P+Q+R+S avec

1 A(T-1)
o y(1=2)+A _ log 2y+l
P = Jo Y log(Cry (y+Ddy . Q= Jl VDT dy
i Toy 2y+l y(1+A)-A t (1-M)+A
r JA(T—1)¢(Y)1og(T+Y -1y 8T JT-;P(Y)10g(Y(1+*)‘*(2y_1))dy '

Q converge vers une limite finie lorsque T + +» . Pour tout y > O {(x) [log x:lY
décroit et tend vers zéro lorsque x > O est assez grand donc

|S| <C w(T—l)[1+log(2T-1)] tend vers zéro lorsque T—+ += . Il reste & vérifier que
T-1 ’

R' = J w(y)log(%x)dy est borné lorsque T +~ + ®
A(T-1) v

1 Iy Iy - ' - -
or 77— STy 1 donc |log Try | € log(2T-1) et|R'|<CTy(A(T-1))1log(2T-1)
tend vers zéro d'apré@s 1'hypothése.

5 a
2. Il reste & montrer que ) |cp .0 |[log+|p1|] < 4w
p,eZ2-{0}

Appliquons la formule générale (1) de 3.1., & un coefficient indépendant de p prés,
on a : ™ -ip.x ip,x -ip,x ip.x

c 0=1—J G(x) [e 17 _ 1 —iplx(e Ve l):Idx

Py Pl -
d'ol (en posant P, = q)
'
2T n+q 1 1
c = = - 27 -1 —_— = n ou
w0~ Y@ mz‘tq< ) [n_q n+q] 4

00 = i—w(q) SRS DL B SO DL LY.

n#iq n=q
On doit montrer que Z [1og+|q|]u| z -n" if—n)-| < 4o .
qez-{0} n#q nmd
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On décompose, par exemple, pour q > O :

z (_l)n @) = z + + .
n#gq n=q ng-q-1 -qtlsngq-1  n3qtl
Puisque (p (x) décroit pour x > O assez grand, on a :
s@ =] I D" R ¢ g et sy = | [ D" ) ¢ gqn
ngg-1 4 nzqt+l
9(n) n 1 1
Soit S.(q) = n* Lo , =l -1 ) (= -——)}
3 -q+1§1§$q—1 n=q 1§rznsq—1 Q. gn
On 2 ' [(2n-1)@(2n-1) _ 21 @(2n)
S.(q) s Cy@(q-1) + 2 _ - , donc
3 lsns-'%l l qz--(2n~-1)2 q2 - 4n2
53(q)' < Ce(q-1) + S4(q) + SS(C{) avec
1 1
$,(@) = § _;(2n-1)4(2n-1)( - )
4 lsns-(le q>-4n?  P-(n-1)?
(2n-1) ¢(2n-1)-2n ¢(2n)
Sc(@) =} _
3 lsns-qz—l- q2 - lmz
SS(q) est majoré par 1'intégrale )
T x| e gl gy . [T 20w
2_2 2 2q-1 T4 2 22"
1 q -x q--1 1 (q°-x7)

La croissance de xstf(x) entrafne que

q-1 ,_.2 q-1
[T a0, ey =
1 (q°=x") 1

2-8

2
5, dx s H g
(q7-x") (2q-1)

A

§,(q) est majoré par 1'intégrale :

s, (@) ch—z x) (= L yax , 4
q) x(x - x , donc
4 , Y Dl -2
-2
8 4 1 1 1
S,(q) ¢ C(q-2)" ¢(q-2) J - ( - ) dx .
4 f L T e Pt

On voit facilement par développement en série entiére et intégration terme & terme

que cette derniére intégrale est O(LB ) lorsque q - + =.
q

Le cas q < O se traite de fagon analogue et la sommabilité de (x) par rapport

3 la mesure (10g+|x|a) dx aché&ve la démonstration du lemme .

Un corollaire immédiat est :

Corollaire : Il existe une fonction F continue sur [0, 11] nulle a 1'origine telle
. 5 2 R s AS¢rn 3.
que F(sup(ltll;ltzl)) appartient 3 A(T) sans que F appartienne 3 A”([D,1;log|n]).

I1 suffit de choisir la fonction F(x) = Z sin nx

Ly nm avec 1 < y g 2,

F(sup(|t [, [t,| ) appartienta A(T®) sans que F appartienne 2 AS([O,HJ;log |n]).
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Remarque : Toutefois, sur tout intervalle compact [a b] de ]0, n[ , cette fonc-
tion F est de classe: C1 car la série 22 cos nx
n
[a, b]. Donc F appartient sur [-_a, b:] E ; ([a, bj 1+ |n|(1/2) £) pour tout g,

tel que 0 < € < 1/2 (voir th. 8, ch. III) et i fortiori i A(La,b], log |n|). C'st

converge uniformément sur

au voisinage de O et de m que F n'appartient pas 3 A(T ; log |n|). On pourrait

penser que la situation est analogue 3 celle des fonctions radiales de A(Rk) qui
dans le complémentaire de 1'origine ont un profil régulier, appartenant loc‘alement
3 AT ; 1+ ln‘(k_l)/z) alors que cen'est pas en général le cas au voisinage de

1'origine (voir appendice du ch. I). Nous allons voir qu'il n'en est rien.

Théoréme 12 : L'algébre (E) ol E est la couronne de 'l‘ définie par
P_

0<a 6123121<|t ] b<m,n est pas isomorphe & A([a b-] B (log n)
Soit Ey la couronne de T définie par 0 < a g sup |t |s b < m. Considérons
Ve . . 1<jgN ]
l'injection continue
k-2
A(fa, b] ; (log|n)™ ) —— AE,_)) (k > 2)
qui 3 la fonction F(x) fait correspondre. la fonction F( sup ]tj |), elle se pro-
1<jgk-1
longe en une injection continue (voir A. Grothendieck I:loi ),
. k-2, 2 , A : :
X = A([a, b]; (log|la) ™) ® A([a, B]) > A(E,_;) @ A([a, b])= A(E_; x [a, b])
qui 3 f(x,y) fait correspondre la fonction f (  sup |tj]
1gigk-1
A une fonction qui respecte 6{.0 sur I'_a, b] x I:a, b] , correspond une fonction de
AE _; X |a, b]) qui respecte ® sur E _; x [a, b] . Soit e(sup(|x| , |y])) 1la
fonction de X, son image est la fonction g définie dans E__ lxra b] :g(t)= <I>(sup|tjp.

lgjgk
Considérons la fonction F(x) = z sin nx avec k-1 < y < k , d'aprés le
n32 n(log n)Y
lemme 11, F(sup(|x|,|y|)) appartient & A(T ; (log |n|) ) @ A(T) .
Considérons la fonction ¢(x) définie sur 1'intervalle a < x & b par
®(x) = F(x + m = b). Sur le sous-ensemble Ea, b_] x E:-!, lg:l de Tz la fonction
o(sup(|x|,|y|)) = F(sup(x+m-b , y+m-b)) appartient donc &

A([a, b] ;(log [n|)k_2) aA([ja, b:]) et donc &( sup |tj[) appartient 3
Igisk
A(E.k 1 X [’a, b]) Mais d'aprés la remarque qui précéde 1'énoncé du théoréme, F est

de classe ! sur 1'intervalle ouvert Jo, n[ , donc ¢ est de classe C1 au voisina-
ge du point a, il en résulte & fortiori, que au voisinage de ce point ¢ est un

. o N
profil de fouctions de A&(‘l‘ ) pour tout N. Donc Ml%‘gk |tj|) se prolonge en une
fonction de Aﬂ.(Ek)'

Mais puique F n'appartient pas 3 A(T; (log |n|)k_1) au voisinage de x = 7, ¢

n'appartient pas 3 cet espace au voisinage de x = b, c'est dire que ¢ n'appartient
- k-1

pas a A([a, b] 3 (log [n|)" D)
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On peut donc compléter le théoréme 10, on a en regroupant les résultats :

Zora Zaud k czo s
Théoréme 13 : Soit @ une relation d'équivalence dans R~ associée 3 une surface

polyédrale de (3), E une couronne compacte disjointed 1'origine associée. Soit

w une application paire de Z dans |1, +=| la condition nécéssaire et suffisante

pour que 1'algébre des profils de A@’(E) contienne une algébre de restriction de
: . . w(n)

A(T;w) est que 1lim inf =
=2 il feelnl)

tions de A(T ; (log ]n]) ) est stricte lorsque la surface est le bord d'un po-

> 0 et 1'inclusion de 1'algébre de restric-

1yédre convexe.

Remarques : 1. Le probléme de 1'inclusion reste ouvert pour une surface bord d'un

polyédrale non convexe (classe ((’?nc))(on pourrait chercher si la fonction

¥Y(x) = o¢(atb-x) = z (--1)n sin n(a-x) est encore un profil de Ag (Ek))'

n32 n(log n)" °

2. Pour la classe (@c), 1'inclusion est mise en défaut au voisinage de la compo-

sante connexe "extérieure'" du bord de la couronne E. Le pobléme de la mettre en

défaut au voisinage de la composante connexe 'intérieure" du bord de E reste ou-

vert. On voit facilement, par la méthode du théoréme 12, que la fonction

8(x) = F(x-a) = ) Sin(x-a)
n32 n(log n)Y Sk

d un probléme plus fort : prolonger une fonction de A (|:a, b_| ) respectant 0@0 dans

est un profil de Ag (|a, b_]k). On est conduit
» d

le "coin" |:a, b]k, en une fonction de A(Ek) respectant @0 dans toute la couronne

E, . C'est justement au bord "intérieur" qu'est la difficulté.

Ce résultat suggére le probléme suivant : reprenons le cas général du paragraphe
1,_@. étant une relation d'équivalence sur Rk associée a une surface S convenable,
E étant une couronne associée définie par O < a g r(t) b < + = , existe-t-il
un prolongement de chaque fonction f de A@(E) dans une algébre A&(E') ol E' est une

couronne plus grande correspondant ad un intervalle [a', b'] avec 0<a'<a<b<b’<+wo?

Soit AOL( [a,_b]) 1'algébre des profils de A“’(E), ce probléme équivaut 3 savoir
si I\@(IZa, h]) est isomorphe 3 1'algébre quotient de J\.‘L([a',b']) par 1'idéal des
fonctions nulles sur [a, b] .

Lorsqu'il existe un poids w pour lequel A%(E) est isomorphe d une algébre de
restrictions de A(T;w) la réponse est évidemment positive. C'est la cas lorsque ®
est associée 3 la sphére, le probléme semble ouvert pour une surface de la classe
réguliére (I). Nous allons voir que la réponse est négative lorsque Q;'est associée

au bord d'un poly&dre convexe (classe (@c))-

5. I1 est intéressant de comparer les résultats des paragraphes précédents 3 ceux
que 1'on obtient pour des relations d'équivalence d'un type différent de celles
définies en 1, et qui sont, en quelque sorte, le cas limite ol le centre d'homothé

tie des classes est rejeté 3 1'infini. ‘9



122 CHAPITRE IV

Pour k > 2 entier, soit B un compact de Rk—i. Considérons le cylindre B x R de
Rk et S 1'intersection de ce ¢ylindre avecune surface (sous-variété de dimension

k
k-1) d d'e ti
) de R équation - f(t1’ ey

e k-1

f &tant de classe C° dans un voisinage de B.
On consid@re la relation d'@quivalence ® dans B x R dont les classes sont les
translatées Sy, == < A <+» définies par
t, = f(tl, ceey tk_l) + A .

Soit E la "tranche d'épaisseur |[a, b]" du cylindre B x R définie par

agt - f(tl, casy

K ) £ b.

k-1
On se limite au cas ol a et b sont finis. AﬂxE) désigne la sous-algébre fermée de
1'algébre de restrictions A(E) des fonctions qui respectent & sur E. Au5E) est
isomorphe 3 1'algébre des 'profils" A = Aoé[h, b]) des fonctions F continues sur
[é, b] telles que F(tk - f(t1,~..., tk_l)) appartienne 3 A(E). La restriction
d'une telle fonction au segment de droite obtenu en fixant (tl, coey tk—l) doit

appartenir 3 1'algébre de restriétions de A(R) ; donc A est inclus dans A(l}, 5]).

L'étude locale sur ]a, b[ de A est trés simple.

Proposition 14 : Les fonctions de A & support compact dans ]a, b[ sont celles de
1'alggbre de restrictions A([a, b); w) avec w(n) = He1“q|A(B) .

Soit F le profil, 3 support dans ]a, b[:, d'une fonction g de A(E). Soit g la

transformée de Fourier réciproque de F, on a :
+o0 —ixtk ixf(tl,...,tk_l)
(1) F(tk - f(tl, ceey tk_l)) = e e @(x) dx .

D'autre part, soit y la transformée de Fourier réciproque d'un prolongement de g :
+o0 ~ixt

=i(u t tesot t )
B 151 Yk-1"k-1
(2) g(t) = I_me ( JRk'l e Y(ul,...,uk_l,x)dul...duk_l)dx.
D'aprés (1) et (2) on a pour tous les points x de R et (tl, ceey tk—l) de B :
iXE(t,yeneyty o)
-1
a e 7 ) =
e'i(“1“i+"‘+“k—1tk—1) ¢ yau. . rnd
Rk_l Y(upseea,w gy x)duyeeedy oo

Le second membre est pour x fixé, une fonction de A(Rk_l) donc le premier membre
appartient.pour tout x 3 A(B) et :

to AxE(tr, et )

J_m ”A(B) | ¢(x) |dx < IRk |Y(u1,...,uk_1,x)|du1...duk__1 dx < 4o
ainsi F appartient a A([é, b]; w). Inversement cette algébre est contenue dans A

car d'aprés (1) on

a +oo ixf(tl,...,t
TPt = £yt ) llygye | lle

)
k-1
”A(B) M(x)l dx .
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Prenons pour B un pavé de Rk_l et pour f une fonction linéaire par morceaux sur B
qui n'est linéaire en aucune variable. On suppose en outre que f est de "type
minimal" dans le sens que de chaque sommet de 1 surface polyédrale S partent k
arétes.
Supposons que S contienne un seul sommet se projetant dans l'intérieur de B, 1'o-
rigine des coordonnées &tant sur la verticale de ce sommet et strictement au-des-
sous de l'intersection de E avec cette verticale (i.e. 0 < £(0,...,0)+a <
£(0y,44.,0) + b). i

Soit Q un cone fermé de sommet O contenant dans son interieur la demi-droite
ouverte d'équation t

dre B x R .

x> 0, et tel que EAQ soit contenu dans 1'intérieur du cylin-

Soit ' la relation d'équivalence associée d'aprés le paragraphe 2, a la surfa-
ce S N Q. Il est clair que lesalgébres Ag (EN Q) et Ag (E N Q) sont identiques.
On vérifie de facon élémentaire, en supposant par exemple que la k-iéme coordonnéc
du sommet S est &gale & 1, que les profils de ARSE N Q) (resp. A6¥(E N Q)) sont
des fonctions continues sur [}, b] (resp. [1+a , 1+ ﬁ] ) qui se correspondent pa
les translations £ 1 . La proposition 15 entraine alors clairement que 1'algébre
des profils A(Ib,n] ) de Aqlo(fk) est formée localement sur_]O,n[ des fonc-
tions d'une algébre 3 poids A(T;w) ol w est une application paire de 2 dans [},+m
et que pour 0 < a <b <m, A ([é, b]) contient A( [é, b]; w). Alors d'aprés le
théoréme 10 on a nécessairement

0@ ~ (log |n)¥7?

Ainsi la structure locale des profils est précisée. En regroupant ce résultat avec
ceux du théoréme 13 on a :

Théoréme 15 : Soit®une relation d'équivalence dans Rk associée 3 une surface po-

lyédrale de (%), E une ‘couronne compacte associde, d'paisseur [:a, b | dis-

jointe de 1'origine.

1. L'algébre de restrictions A([a,b] ;(log[n|)k-1) est contenue dans 1'algébre des

profils des fonctions de A«%(E) et réciproquement tout profil appartient locale-
ment sur ]a, b]i a A(T ;(log| n])k-l).

2. Lorsque la surface associée est le bord d'un polyddre convexe, il existe des

fonctions de AQSE) dont aucun prolongement dans A(Rk) ne respecte &, .
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La seconde partie, qui est conséquence de la premiére et du théoréme 12 montre
une propriété toute différente de ce qui a lieu lorsque la relation & est asso-

ciée 3 une sphére S. Nous en noterons deux corollaires :

Corollaire 1 : Lorsque la relation &% est associée au bord d'un poly&dre convexe

soit E' une couronne compacte disjointe de 1'origine, et voisinage d'une couronne

E (E et E' tant associées 3 @ ). L'algdbre Aq(E) n'est pas le quotient de 1'al-

gébre A&(E’) par 1'idéal de Aﬂ’(E') formé des fonctions nulles sur E.

Corollaire 2 : Soit o une mesure'_d_e Radon de masse totale 1, portée par une surfa-

ce S appartenant i la classe (@ C). Consddérons 1'application linéaire qui 3 une

fonction f continue sur Rk fait correspondre la fonction f(j respectant ®,, dont

le profil est pour 0 & r < +=

F(r) = ,[s f(rul, veey ruk) do
ol le point (ul,...,uk) décrit S.

L'application f +——r fa n'est pas un endomorphisme linéaire de A(Rk)

Remarques : 1. On a déjd signalé en remarque au théoréme 13, les problémes ouverts
de 1'analogue de la seconde partie lorsque le polyé&dre P(S) n'est pas convexe, et
du rdle particulier joué par la composante connexe 'extérieure'" du bord de E,
lorsque P(S) est convexe. Ces problémes sont 1iés : si la propriété de la seconde
partie avait lieu pour toute surface de la classe (¥), alors les deux composantes
connexes du bord de E joueraient lemneme rdle : 1'appartenance locale des profils
a A(T ;(10g|n|)k_1) 3 1'intérieur de E, pourraiﬁ étre mise en défaut simultanément
au voisinage des deux composantes connexes du bord de E.

Inversement, si lorsque P(S) est convexe, tout profil avait la régularité de

A(T; (10g|n|)k_1) au voisinage de la composante connexe "intérieure'" du bord de E,
alors pour toute surface bord d'un poly&dre non convexe (classe ((S’nc)) 1'espace
des profils de 1'algébre A%(E) serait 1'algébre des restrictions A([a,b] ;(1og[n|§-5
(E étant une couronne compacte disjointe de l'origine, d'épaisseur [a, b]). On

aurait alors la propriété contraire a celle du corollaire 1.

2. En dimension k=2, la premiére partie ne nécessite pas 1'étude faite en 3 ; il
suffit de la proposition 14, 1'évaluation ||einf|[A(I) ~v log |n| lorsque f est

linéaire par morceaux sur un intervalle compact I de R, est en effet un résultat
classique de J.-P. Kahane [18_]. La méthode du paragraphe 3 semble en revanche na-

turelle pour obtenir la conséquence du théoréme 13 et de la proposition 14

Théoréme 16 : Soit f une fonction linéaire par morceaux sur un pavé E de Tk, qui

n'est linéaire en aucune variable et de "type minimal" alors I|einf||A(E) v (log |n|)k
lorsque [n| » + =, '

L'hypoth&se de minimalité semble artificielle, mais sa suppression reste une con-

jecture.
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6. Nous terminerons par une application de la premiére partie du théoréme 15.

Soit h un homéomorphisme de Rk sur iui-méme, positivement homogéne de degré 1
(c'est-a-dire que h(it) = Ah(t) pour tout A de R et tout t de Rk).

L'automorphisme H : f > foh de 1'algébre uniforme des fonctions continues sur
Rk se restreint en un automorphisme de A(Rk.) si et seulement si h est linéaire
mais le théoréme 15 et le théordme de Y. Domar signalé au paragraphe 1 montre que
dans certains cas H se restreint en isomorphismes locaux entre certaines sous-al-
gébres fermées de A(Rk) :

PR ; " P k PN
Théoréme 17 : Soit h un homéomorphisme linfaire par morceaux de R sur lui-méme

(préservant l'origine). Pour toute relation d'équivalence & associée 3 une surface

polyédrale S de (®) telle que 1'image réciproque h-l(S) appartienne aussi 3

(?), si f_appartient 3 A&(Rk), foh appartient localement i A(Rk) dans le complé-

mentaire de 1'origine.

En effet, soit r la fonction positivement homogéne de degré 1 associée 4 ® et E
la couronne définie par O < a < r(t)< b < +» . Le profil F d'une fonction f de
A%(Rk) a une régularité locale sur ]0, +°°[ qui ne dépend pas de la relation parti-
culidre & . La fonction positivement homogéne de degré 1 associée 2 h_l(S) est
p =roh. Donc F o p= f ° h appartient localement dans le complémentaire de

1l'origine 3 1'algébre A _ (Rk) , ol h-l(&b) est la relation d'équivalence as-
' h

1
sociée 3 h 1(S). (®)
Remarque : Il est clair qu'en dimension 2, tout homéomorphisme linéaire par mor-
ceaux de R® sur lui-méme, conserve globalement la classe (P ) et la restriction du
théoréme est alors superflue.

Un cas trés différent d'application h possédant une propriété analogue est four-

ni par le résultat de Y.. Domar :

Théoréme 17' : (Domar) : Soit h un homéomosphisme gng sur lui-méme, de classe

suffisante dans Rk-{o} , positivement homogéne de degré 1, ayant son jacobien

partout différent de zéro dans Rk - {0} . Pour toute relation d'équivalence &~

associée 3 une surface de la classe ( I ), si f appartient & Aﬁ,(Rk) » foh appar-

tient 3 A(Rk) localement dans le complémentaire de 1'origine.

La démonstration est analogue 3 celle du théoréme 17.
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Appendice

Sur quelques différences de calcul symbolique

par fonctions paires et impaires dans A(Tk)

Soit G un groupe abélien compact, A(G) 1'algébre de groupe correspondante. Pour
toute fonction f de A(G), 3 valeurs réelles, notons o, B8 , Y les applications de
2 dans R* définies par :

a(n) = ||sin nf “A(G) »  B(n) =||cos nfllA(G) ,  y(n) =||einf” AGG) °

(Lorsque |n| est supérieur i un entier |n°| dépendant de f, o(n) et g(n) sont su-

périeurs ou égaux 3 1).

Pour toute application w de Z dans [1, +w[ , considérons les espaces AS(T;w),

A%(T;w), A(T;w) (paragraphe 3.4., chap. IV). On a &videmment :

Proposition : Soit f une fonction de A(G) i valeurs réelles. Pour toute fonction

F de AS(T;m) (resp. AC(T;m), A(T;w)) Fof appartient 3 A(G) si et seulement si

w(n) w(n) o wm) |
w(n) >0 (resp. 1;T»inf ) >0, };T+i:f Y(n)

lim inf 0).

[nf++e
Lorsque, pour |n| assez grand, o/B reste compris entre deux constantes stricte-

ment positives, c'est-d-dire a(n) ~ B(n) (et alors a(n) ~ g(n) ~ y(n)), il n'y a

pas de différence de calcul symbolique par fonctions paires ou impaires, dans le

sens que AS(T;y) . AC(T;y), A(T;y) sont les meilleurs espaces 3 poids qui opérent

sur f.
Si 1lim inf 2%2% =0 ou bien 1lim sup agng = +o il en est autrement : les
|n|—>+w B n |n|—>+oa B n

conditions de régularité nécessaires et suffisantes pour le calcul symbolique pair

et le calcul symbolique impair de f ne mnt ms les mémes.

A priori cette situation peut se produire en particulier si 1l'une des applica-

tions (a,B) est bornée, 1'autre ne 1'étant pas.

I1 n'est, en fait, pas possible que o soit borné sans que B le soit aussi :

Proposition 1 : Soit f une fonction de A(G)_3a valeurs réelles, ||sin nf|h(G) est
borné. si et seulement Eille Ih(G) est borné ce qui entrafne donc que [|cos nf|h«n

est aussi borné et f est une application linéaire affine sur chaque composante

connexe de G.
P s R .2 2inf
La démonstration est immédiate : cos 2nf = 1 - 2 sin“nf, donc ||e
(2n+1)if I[
A(G)
té avec involution). La structure de f est alors conséquence du théoréme de P.-J.

|M(G)— 0(1)

et par suite ||e = 0(1). (Ceci vaut pour toute algébre de Banach 3 uni-

Cohen sur les homomorphismes d'algébre de groupe [6] (ici F +> Fof est un homomor-
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phisme de A(T) dans A(G)). La situation est_toute différente si on fait 1'hypo-

thése que B est borné. Limitons nous au cas ol G = 'l‘k :

Soit f une fonction 3 valeurs réelles appartenant 3 A(Tk), k31, le
étant le cube [:--n s +1r:|k de Rk.

Théoréme 2

modéle de T

k

cos nf”A('l'k) est borné si et seule-
ment si :

-lorsque k = 1 : f est linéaire par morceaux, 3 pentes dewleur absolue entiére

a
f(x) ) étant situés sur des niveaux

constante, les points anguleux du graphe (y=
y = pm , p entier.
-lorsque k = 2 : f ne dépend que d'une coordonnée en laquelle c'est une fonction

du type précédent.

1) Soit % la classe des fonctions f telles que || cos nf”A(’Ik) = 0(1). Pour toute
fde 9 et peZ f + pr appartient a ¥ . Considérons le fermé E0 de L—-w,ﬂr]k sur
lequel f prend la valeur O modulo m. Soit Q une composante connexe du complémen-
taire de lE:0 et & un ouvert connexe dont la fermeture ‘@ est contenue dans Q .

£( I3 ) = K est un compact contenu dans un intervalle fermé J de ]0, w[(modulo m™e
Par hypoth&se pour toute fonction y de AC(T), yof appartient a A(Tk), mais puis-—
que J est un intervalle fermé contenu dans ]0, n[ , pour toute fonction y de A(Y)
il existe une fonction ¢ de AS(T) telle que les restrictions de y et ¢ & J colnci-
dent, et ainsi yof appartient 3 A(0) pour toute fonction y de A(T). D'aprés une
extension du théoréme de P.J. Cohen [:6], ceci entrafne que f est linéaire sur &
donc sur © . Par ailleurs la continuité de f sur ’l‘k et la définition de E0 entrai-

ne que si k 3 2 , @ est nécéssairement de la forme ]h, b] x 1

contenu dans ['—Tr, +1r] , et que sur [a, b] X ’I?k-'1 , f ne dépend gque de la coordon-

, ol |a, b] est

née relative a [a, b] , est linéaire et f(a) = f£(b) = O modulo n. En conséquence
sur l‘k tout entier, f ne dépend que d'une coordonnde (que 1'on peut supposer &tre

la premiére) f(xl, ceey xk) = f*(xl). On est donc ramené au cas k = 1.

2) k est désormais &gal 3.1. D'aprés (1) on sait que f est linéaire sur chaque
intervalle ouvert du complémentaire de Eo. La continuité de f et la définition de
Eo entraine alors que E0 ne peut contenir de suites ayant un point d'accumulatior
I, st donc formé d'un nombré fini de points et d'intervalles. f est linéaire par
mc‘>rceaux, les points anguleux du graphe (y = f£(x)) se trouvant sur des niveaux

y=prmr, pe2 .

3) Soit M(xo, pm) un point anguleux du graphe de f. Soit I un intervalle voisinage
de X, dans T, ne contenant aucun autre point anguleux, et soit £ 1a fonction pro-
longée par linéarité sur R, en dehors de I. Par translation sur la fonction et la
variable on peut supposer que M est 3 1l'origine, et sans restriction on peut sup-
poser que £ est la fonction définie sur R par :

f*(x) = -ax pour x § O, f*(x) = bx pour x » 0
avec 0 £ a & b < 4=,
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Nous allons montrer que nécessairement a = b et que la valeur commune est un en-
tier.

Pour toute fonctiony de A%(T), ?of* coIncide sur I avecwe fonction de A(T).
Supposons d'ahord que (b-a) soit un entier pair. Soit £** 1a fonction continue
sur R dont le graphe s'obtient par toutes les translations de vecteurs (km,k(b-a)n

k é Z, 3 partir du graphe de £* sur [}n, w] « Pour toute fonction \ de AS(T),
qof** coincide sur I avec une fnction de A(T), mais il en est de méme au voisinage
des points * 1 ol £** a la méme forme qu'au voisinage de O. En conséquence ?of*‘

est une fonction de A(T) et donc [|cos nf**lh(T) = 0(1) lorsque n —* + =,
Calculons les coefficients de Fourier de cos nf** :

m
cp(n) = E%— I cos nf**(x)sipxdx pour tout p € Z .
-

On a lorsque p est différent de ¥ an , % bn :
- _ ¢(_1yp ianm 1 1 _ ’ = (_1y\P ~ianm| 1 1
4nicp [} (-1 (3;:; * otp 1 - (-1 (;;:; + bn+p)
1 . 1
Posons A = A(n,p) = antp + ba-p ° B = B(n,p) an—p + bntp alors
hnicp = [1 - (-1)P cos anw](A - B) - i(-1)P sin ans(a +-B) , d'od
16 TI’2 |(:pl2 = 2[1 - (-l)pcos amr] [Az + B2 + 2(_1)p cos amrAB:] .

n &tant fixé, considérons le sous-ensemble E de Z qui est l'ensemble des entiers
pairs (resp. impairs) lorsque an est plus proche d'un entier impair (resp. pair)
que d'un entier pair (resp. impair). Lorsque p appartient 3 E on a :
3
le,l > 77 Al - [B]] .

Supposons a # b et choisissons p > bn , alors on a 0 < -B < -A et

'/f(z 1 1)_(21 1

@ Jlel > = —— - — -
p>ba P bn p>bn p-bn  p+an p>bn p-an p+bn
PEE PEE PeE
Par comparaison avec une intégrale, on voit facilement que lorsque n + + « .
1 1
(2) - ~ Log n
pgbn p-bn p+an &
PeE
et que @
1 1
) prn p-an  p+bn o)
PEE

D'autre part, ||cos nf**|k(r) = 7 |cp| = 0(log n) donc (1), (2),(3) entrainent
‘ pez

que :
||cos nf**|| A(r) ¥ logn lorsque n >+ =

ce qui est impossible, donc a=b. Mais alors, lorsque p est différent de ¥ an ;

+ bn, A et B sont égaux, et
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0P
P 27
Si a n'est pas entier, pour une suite infinie d'entiers n convenables, on a:
P P

A sin an .

1
le, @1 > 77 -1l

et donc,
lim syp ||cos ne*™|| T;i—;
1 1 A
puisque — + ~v o logn .
p#gan an-p an+p

Ceci est impossible. C'est donc que la valeur commune de a et b est un entier.

4) Reste le cas ol (b-a) est différent de zéro et d'un entier pair. Pour toute
fonction paire @ de A(T) et aussi bien de A(R) W°f¥ coincide sur I avec une fonc-
tion de A(T) donc aussi avec une fonction de A(R)., Soit @ la fonction paire de

A e = ]

n20
Pour toute constante A réelle, la fonction paire

a 0s nt .
nC

Wx(t) = X a, cos A nt
n20
coincide sur-tout compact de R avec une fonction paire de A(R). En conséquence

‘f)‘°f* coincide sur I avecwme fonction de A(T). Choisissons
2

A= b-a ?

*
alors la fonction g* = Af , est telle que wog* coincide sur I avec une fonction

de A(T), chaque fois que ¢ est une fonction paire de A(T). La différence des pen-

s

tes correspondant a g* est b = 2. D'aprés 3) ceci est impossible. Ceci achéve

1721
la démonstration du théoréme.

Nous allons voir que, en dehors de la classe & , il n'est pas possible pour ur

fonction f linéaire par morceaux 3 valeurs réelles de A(T) que 1l'une des deux

quantités || sin nf|h(r) s || cos nﬂlA(T) soit négligeable devant 1'autre.

Au préalable remarquons que la propriété des fonctions linéaires par morceaux

réelles Heinf|h(r) ~ log |n| 1lorsque |n| + +» , n'entralne pas que 1'une des

deux quantités soit équivalente 3 log |n . En effet, un corollaire facile du thé-
oréme 2, est :
Corollaire : Soit f wme fonction QE_A(T) & valeurs réelles, lg_conditiop nécessaire

et ||sin (2n+1)flk

et suffisante pour que ||cos 2nf]| soient simultanément

k(T) (T)

bornés est que (f + 7/2)" soit une fonction de la classe % .

Dans ce cas, on a simultanément :

aé?i) =0 et lim sup

lim inf
[n]+te
Démontrons maintenant :
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Théoréme 3 : Soit f une fonction linéaire par morceaux 3 valeurs réelles continue

sur T. Si 1'une des deux quantités ||sin nf|h(T) et |lcos nflh(T) est négligeable

devant 1'aitre lorsque |n| + +» , c'est que f appartient 3 la classe © .
que que a3

1. Supposons d'abord que R(n) =[|cos‘nf|k(T) soit négligeable devant
= . inf '
a(n) = ||sin nf'h(T)' Puisque ||e llA(T) ~ log|n| c'est donc que a(n) ~ log|n| et

B(n) = o(log |n|) lorsque |n| —+ + = .

Soit M un point anguleux du graphe de f correspondant 3 une valeur f(xo) =c
différent de zéro modulo m,s'il en existe. On peut par translation supposer x0=0.
Soit I un intervalle fermé voisinage de O dans T, ne contenant aucun point angu-
leux, et tel que £f(I) = J soit contenu dans JO, n[ (modulo une translation
f—> f + qr , qe2). Par hypothése pour toute fonction ¢ appartenant a AXT;B),
gof est une foﬁction de A(T). Mais pour toute fonction ¥ appaftenant a A(T;p) il
existe y appartenant a AC(T;B) telle que les restrictions de ¢ et y & J coincident

Donc Yof coincide sur I avec une fonction de A(T).

Soit g = f - ¢, pour toute fonction yde A(T;B), yYeg coincide sur I avec une
fonction de A(T).

* ez
Soit g 1la fonction égale @ g sur I, et prolongée sur R par linéarité

g*(x) = ax pour x ¢ 0

*
g (x) = bx pour x > 0 .
*H

Supposons (a+b) entier pair. Soit g la fonction continue dont le graphe s'ob-
tient par toutes les translations de vecteurs (km , k(a+b) m), k&Z , a partir du

* - ' *w
graphe de g sur l; T, wJ. Par hypothése yog  coincide sur I avec une fonction
de A(T) mais il en est encore évidemment de méme au voisinage des points * 7

R , sk Co. . P ¢
d'aprés la construction de g au voisinage de ces points. En conséquence yog

appartient 3 A(T) pour toute fonction y de A(T;w). Ceci entraine que

I 1 )
1) ||e™"® ]h(T) = 0(B(n)) 1lorsque |n| » += .
Or, on sait pui;que g** est linéaire par morceaux que
)
| ™78 lh(T) ~ log |n| lorsque [n| > + = ,

ce qui contredit (1).

Si (a+b) est différent de zéro et d'un entier pair, on procéde de fagon analo-
gue 3 la partie 4) du théoréme 2, en utilisant 1'isomorphisme local des espaces
v LY
A(T;B) et A(R; B), ol B application de R dans [1, +m[ est un prolongement continu

(par exemple linéaire) de la fonction B définie sur 2.

En définitive un point anguleux de f est nécessairement tel que f(xo) = qm .
Soit M(xo, f(xo) = qr ) un point anguleux. Par la translation £f —> £ - qm qui ne

change pas a(n) et B(n), on peut supposer M placé en l'origine (0,0). On conclut
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comme dans les parties 3 et 4 du théoréme 2, que M est nécessairement point de

"réflexion" avec pentes entidres.

2. Supposons maintenant a(n) négligeable devant. B(n), c'est-d-dire que

a(n) =o(log |n|) et B(n) ~ log |n| 1lorsque |n| =+ +» . On démontre comme dans
la premiére partie qu'il n'y a pas de points anguleux correspondant 3 des valeurs
f(xo) différentes de zéro modulo w. Supposant que f admet 1l'origine (0,0) pour
point anguleux, on construit £ et f - et on calcule directement ||sin nf**||A(T)
qui est équivalent 3 log ]n[ si f n'est pas linéaire (voir lemme 25, chap. III ),
ceci sous 1'hypothése que (a+b) est un entier pair. Lorsque (a+b) est différent
d'un entier pair et de zé&ro, on procéde comme en 4. en utilisant 1'isomorphisme
local de A(T;a) avec A(R;a). En définitive, il est donc impossible que la limite

de a(n)/B(n) si elle existe, soit nulle. Si elle existe c'est que a(n)~B(n)~log|n|

Un probléme ouvert difficile est de savoir s'il existe une.. fonction réelle f de
A(T) non linéaire par morceaux pour laquelle a(n) et B(n) ne soient pas équiva-
lents. Par exemple est-il possible de trouver f telle que aucune des quantités

a(n) et B(n) ne soient bornéés, 1'une restant négligeable devant 1'autre ?

Lorsque la croissance de Heinf||egt plus lente que |n|, précisément s'il existe

—a|kinf” soit décroissant, il est facile de montrer que

supposg?t) B(n) = 0(a(n)) (resp. a(n) = O0(R(n))) on a la limitation ggﬁ; 0(log|nD
n

(resp. a(n) =0(10g|n[)) pour la croissance du rapport. En effet, d'aprés le lemme

9 (3.4) toute fonction F de 1'espace A°(T; B(n) log |n]) (resp. AE(T;u(n)10g|n|))

o, 0g&a<1, tel que n

coincide sur [O,W] avec une fonction de AC(T;B(n)) (resp. AS(T;a(n)), donc opére
sur f, ce qui entralne que a(n) = 0(B(n)log|n|) (resp.B(n)=0(a(n)log |n]|)). Par
ailleurs, si f a une dérivée dans LZ(T) et est de classe C2 non linéaire sur un

intervalle, on peut montrer comme pour]leinf“ que a(n) ~ B(n) ~ ]nlllz .

En dimension k > 2, il est aisé de construire des fonctions réelles appartenant
a A(Tk) telles que a(n) et B(n) aient des rapidités de croissance différentes. Il

suffit de choisir fj’ 1 ¢ j g k, d'une variable, dans la classe € et de prendre

f(t),.= fl(t1)+ ves + fk(r_k) .

I1 est facile de vérifier que si k est pair

||sin nf|| v (log Inl)k_1 et ||cos nf| v (log |n|)k
A(

™) )

si k est impair on Echange sinus et cosinus.
Ce ne sont pas les seules, comme on 1'a vu au paragraphe 3, chap. IV. Le problé-
me se pose de construire une fonction f non linéaire par morceaux et possédant

cette propriété.
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