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SUR LES OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES
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TABLE DES MATIERES
Pages

INtroduction seseeessssesesseessccestcesescasessscssscssrscccnasaccnascsns §

CHAPITRE I
REDUCTION DES OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES

1. Forme g8nérale .eeeeeesesecscecessoescsssscsssasasossssssssesscccscnss 12

2. Premier ensemble d'hypothéSes .eeseecssccscssscs

R R R PR PR K

3. Deuxiéme ensemble d'hypothéses
(a) cas d'une algébre iNtEEre seceesescessssccssseccacsccscsssnee 16
(b) cas des algébres fonctionnelles seseescececscscscsccacessssss 18

. Opérateurs multiplicativement 1i8s idempotents .eeceveeeeecesecccesees 23

CHAPITRE II
DEFINITIONS ET COMPARAISONS DE DIVERS TYPES D'OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES

1. Définitions et nNotationsS .eeeeceecerccevescssscesscssccsssssscccnsccse 26
2. Premiéres réductions, cas d'une algébre sans UNité€ .se.eeseeccescescese 28
3. R3le de la symétrie multiplicative ..eeecesecccvecssossscenssscnnssees 30

L. Tableau général de COMPAraiSON seceeeceessesessssncescnseasassasnsonce 3T

5. Tableau n°l Cas ZENEral ceeeeecscecccsoronsnssssccasnoncansasssnse 4]

6. Tableau n°2 Cas ol Pe = 0, 00 P2 = P .ivseescenocnscessesnsenccnee L2

7. Tableau n°3 Cas Ol Pe€ = € sovseerceoncrossessescantonsconscnncanse 43
CHAPITRE III

ETUDE ALGEBRIQUE DES OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES

1. A1Ebres finieS seeeeeeececscrencesassssossscnnsssssssssscsonnnsassees Ll
2. Quelques théorémes de SELrUCLUre seeeeeessseccccsnssscsssssecccsnnnsssee LE
3. Formules de IECUrTENCE seeeecserecsscsssassssssessassossasssrsoscssons 52
4. Opérateurs du type D(a) invariants par translation ceeeeececeeceecesces 56
5. Cas d'un opérateur de Reynolds sur un espace de StON€ .eeeveesosvceess 58
6. Caractérisations algébriques ceceeevecerienceseecssssenssssssasscssios 62

T. Tableau n% b touiuiuiininorienenetecnesioncesenrnsessocasassansnsnsacs 63



1.
2.
3
b,
5.
6.

[
.

2
3.
L,
5.

Pages
CHAPITRE IV

OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES DARS LES ALGEBRES DE FONCTIONS CONTINUES
Théordme de représentation intégrale des opérateurs d'interpolation..... ¢5

Théoréme d'existence d'un opérateur d'interpolation eeeeeeececccecccsceas T2
Wrérateurs semi-multiplicatifs symétriques et exaves linéaires.......... 79
RGle de la positivité de 1'opérateur i....ceeceeeccsscnscsoscecscecccnses 93
Opérateurs multiplicativement 1iés et projection de norme 1 sur C(X).... 97
Théorémes de décomposition de 1'espace X soesssseecccsccccoscescsccsssas 101
Autres opérateurs multiplicativement 1i88 ...cieveesrsccsnscescenscncces 105

CHAPITRE V
OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES DANS LES ESPACES
FONCTIONNELS DE BANACH REGULIERS

Espaces fonctionnels de Banach réguliers ..eeeeecececcsccccccsccncsceses 110

Opérateurs multiplicativement 1i€8 ssceeeveescosoccscosoocccnoccsscsncse 112
Cas de 1'idempotence .ececeecsccccessssssssscsecesssssssscsssssscsssssne 119
ROle de 1'hermiticité de 1'opérateur P ceceseeeccccccecscscccccsncsncees 121
Cas particulier des opérateurs du type D(a) ceececeeeccsecscoeccncncccss 122

Cas des espaces hyperstoniens .eeecceseccccscescssseosscsssocccssscccsnnes 124

CHAPITRE VI
OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES COMMUTANTS AVEC LES TRANSLATIONS

Algdbres de fonctions presque périodiques et opérateurs multiplicati-
vement 1i€8 c..eeeeccccccctcccstctcttsentsctsccscctstssseccccasssssasses 108

Espaces fonctionnels de Banach réguliers sur un groupe seeeecesesccccsss 132
Cas des opérateurs de Baxter .cceescessssscessccessscnnsccessccnnsscsnes 13l
Caractérisations géométriques ...eeeccessccecssssesccseccssesccsnssssees 137
Mesures asymptotiques et opérateurs de moyenne sur A(R) .eeeevesssssecss 142

INDEX des DEFINITIONS «evoeevescecoccsccssancansanscosasscsssansesscsnannes 148

INDEX des NOTATIONS +eeeevencssssssocassssssssessocsnssasssssssesssasansass 150

BIBLIOGRAPHIE .ccccveecccccccscccsocscoocsccscscssencasssnsssscssssacscssses ]5)



INTRODUCTION

A 1l'origine de ce travail, il y a le désir d'obtenir une formulation mathématique
satisfaisante pour la notion utile mais fort subjective de moyenne d'une fonction.
Tous ceux qui manipulent des instruments de mesures savent, par expérience, que
1'on n'obtient qu'une information moyennée de tout phénoméne observable. En général
cette moyenne réalise une approximation qu'il serait a priori loisible d‘'améliorer
en perfectionnant 1'instrument d'étude. Toutefois, lorsque 1l'intérét du phénoméne
réside justement dans ses fluctuations, la comparaison des diverses mesures et la
classification des résultats semblent exiger une théorie adéquate des moyennes et
de moyennes qui ne soient pas des fonctions constantes. Un exemple des plus célé-
bres est la difficile étude de la turbulence d'un milieu visqueux et il n'est pas
étonnant de constater que c'est 1'ingénieur REYNOLDS 0. [1] qui proposa, dés 189k,
une méthode empirique pour déduire des célébres équations de Navier-Stokes les
équations satisfaites par ce qu'il appelait le mouvement moyen. Un double espoir
1'animait, d'une part que les solutions obtenues pour les équations ainsi déduites
soient précisément les fonctions lues sur un appareil comme 1'anémométre enregis-
treur, d'autre part que les équations, et donc leurs solutions, soient plus
"simples", plus "réguliéres" que les équations de départ. Une démarche analogue se
retrouve dans certaines pages de POINCARE Henri (1] sur le calcul approché du
mouvement des astres. Malheureusement, dans 1'abondante littérature qui suivit,
les propriétés "souhaitées" des moyennes sont subtilement mais inextricablement
introduites au milieu des propriétés logiquement déduites du formalisme axiomati-
que de départ. Au lieu de partir de connaissances particuliéres sur les fonctions
& moyenner et d'envisager des moyennes ad hoc comme cela est notamment fait dans
BASS J. [1] pour 1'étude de certaines fonctions pseudo-aléatoires, nous proposons
un point de vue axiomatique., Dans le cadre d'espaces fonctionnels relativement
usuels et que nous préciserons, nous recherchons tous les opérateurs satisfaisant
certaines propriétés posées a priori et essayons d'en déduire les propriétés sou-
haitées de moyenne., L'arbitraire se situe cette fois au niveau des axiomes et
notre travail consiste donc & opposer et a classifier divers axiomes possibles,

selon les résultats qu'ils impliquent,

Comme point de départ, nous supposons que la moyenne constitue une opération
linéaire en ce sens que la somme des moyennes de deux fonctions est la moyenne de
la somme de ces deux fonctions. Nous supposons aussi que l'opération est continue
en ce sens que deux fonctions voisines ont des moyennes voisines, ce qui implique
d'abord le choix d'une topologie sur l'espace fonctionnel. Une idée naturelle

revient & dire que 1l'on ne change pas une moyenne en en prenant & nouveau la
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moyenne, ce qui est supposer l'idempotence de l'opérateur. Cette seule hypothése
est trés insuffisante, d'une part parce qu'il existe encore beaucoup trop de tels
opérateurs, et d'autre part parce que la caractérisation des sous-espaces complé-
mentés n'est pas chose aisée dans des espaces non réflexifs. Une idée plus féconde,
semble-t-il, est de considérer que la moyenne se comporte comme une constante
vis-2-vis de 1l'opération de moyenne : si f et g sont deux fonctions et si P
est 1'opérateur de moyenne, la moyenne du produit de f par Pg est égale au
produit des moyennes Pf par Pg : P(fPg) = PfPg . Comme on peut le constater en
consultant la bibliographie, volontairement non exhaustive, de tels opérateurs,
appelés ici semi-multiplicatifs symétriques, ont connu une grande vogue depuis leur
introduction en mécanique par KAMPE DE FERIET J. [3] ou en probabilité par
KOLMOGOROFF A. [1], aux alentours des années 1933. Ces opérateurs furent envisagés
chez les algébristes avec BIRKHOFF G, [1] vers 1950, puis avec une équipe autour
de Mme DUBREIL-JACOTIN M.L. [1) et ARBAULT J. [1], chez les probabilistes avec les
travaux de caractérisation fonctionnelle des espérances conditionnelles commencés
par MOY S.T.C. [1] en 1953, puis ROTA G.C. [2] lequel donne déja, en 196k, rien
moins que 57 références; chez les analystes enfin avec KELLEY J.L. [1], LLOYD S.P.
[1], etc ...

Toutefois, la classe de ces opérateurs semi-multiplicatifs est restreinte dés
lors que l'on impose des propriétés de commutaiiocn avec les translistions, proprié-
tés indispensables si 1'on désire une commutation avec des opérateurs différentiels
non linéaires, comme justement ceux de 1'équation de Navier-Stokes. Peut-on recher-
cher des conditions moins sévéres que P{fPg} = PfPg ? En effectuant des essais,en
parcourant la littérature existante, on peut constater que l'expression symétrisée
P(fPg+gPf) semble jouer un rdle essentiel. Aussi nous posons que P(fPg+gPf) est

une fonction analytique, mais en fait polyndmiale (cf. Chapitre I) des 8 "variables"
f,Pf,g, Pg, P(Pr)2 , P(Pg)2 , P(fg) et P(PfPg)

définissant ainsi des opérateurs que nous convenons d'appeler opérateurs multipli-

cativement 1iés. Un recensement succinct montre la fréquente réalisation de tels

opérateurs dans des domaines pour le moins variés. Citons quelques exemples :

Les opérateurs de Reynolds P(fPg+gPf) = PfPg + P(PfPg)

sont envisagés en mécanique des fluides KAMPE de FERIET J. [2] ou comme ur lien

entre la théorie ergodique et la théorie des martingales (cf. ROTA G.C.).

_es opérateurs de Baxter P(fPg+gPf) = P(fg) + PfPg

se manifestent dans la théorie des files d'attente ou dans 1'étude des fluctua-
tions des sommes de variables aléatoires KINGMAN J.F.C. [1], sPITZER F. (1],



-7 -

BAXTER G. [1], ANDERSEN E.S. [1] etc... On les retrouve en analyse combinatoire
(ROTA G.C, [3] et bibliographie citée), dans les algSbres de Banach ,MILLER J.B. (2
ou pour 1'étude abstraite de 1'équation de Wiener-Hopf, ATKINSON F.V, [1].

Les opérateurs d'interpolation P(fpg) = P(fg)

utilisés sans le dire, notamment en théorie du potentiel, et qui forment un cas
particulier essentiel de la théorie des exaves linfaires de PEELCZYNSKI A.[1].Le mot
exave étant construit par la contraction des mots "extension operator" et

"averaging operator" (ef. Chapitre IV).

Les opérateurs semi-multiplicatifs P(fPg+gPf) = 2PfPg

qui figurent dans la théorie des algdbres de Boole, et sont étudiés sur des algé-
bres de Von Neumann par UMEGAKI H, [1] et d'autres mathématiciens japonais, voire

dans la définition du quantificsteur logique 3 par TARSKI,

Les opérateurs d'antidérivation P(fPg+gPf) = PfPg

MILLER J.B. [2] sur lesquels on peut appliquer les procédés d'étude des opérateurs
de dérivation & partir du cél8bre théoréme de SINGER I.M.; WERMER J. [1] et de ses
généralisations par SAKAI S. [1].

Le plan de ce travail découle de ce qui précéde.

Dans un Premier Chapitre, se plagant dans une algébre commutative de fonctions &
valeurs dans’un domaine d‘'intégrité, on parvient & réduire les diverses formes
d'opérateurs multiplicativement 1iés & un trés petit nombre de types simples que
1l'on répertorie. Pour ce.faire, deux hypothéses peu exigeantes semblent nécessaires
relativement & 1'élément unité de 1l'algébre (stabilité par P des éléments Pe
et (Pe)?).

Dans un Deuxiéme Chapitre, abandonnant les restrictions précédentes, on oppose

les divers types d'opérateurs multiplicativement 1iés catalogués au premier chapi-
tre, ce qui permet de dresser un tableau de comparaison. Grosso modo, 1l'idée est
qu'un opérateur multiplicativement 1ié est somme directe d'opérateurs multiplica-
tivement 1iés de types plus simples, tels que l'unité soit conservée ou annulée.
On envisage alors l'effet d'hypothéses supplémentaires comme 1'idempotence de

1l'opérateur P , la conservation de 1'unité Pe = e ou bien encore Pe =0 ,

Le Troisiéme Chapitre, toujours de nature algébrique, concerne la résolution ma-

tricielle des équations fonctionnelles associées aux opérateurs multiplicativement
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1iés. On détermine ainsi la structure des principaux opérateurs multiplicativement
1liés dans les algébres de dimension finie,sans faire d'hypoth&ses supplémentaires.
Ce chapitre suggére surtout des généralisations. En outre, on envisage des rela-

tions de récurrence appropriées permettant deux applications principales :

D'une part la détermination des opérateurs commutant avec les translations sur

des algébres de fonctions entiéres pour le type suivant, noté D(a) :
P(fPg+gPf) = aP(fg) + (1-a)PfPg + P(PfPg).

D'autre part, la démonstration qu'ad partir de seules hypothéses sur l'espace
image de l'opérateur P on peut montrer qu'un opérateur de Reynolds est semi-mul-
tiplicatif symétrique, du moins dans le cas des fonctions continues sur les espaces

compacts de Stone et donc pour les algébres de fonctions bornées et mesurables.

Le Quatriéme Chapitre est le plus important et il envisage 1'étude de la structure

des opérateurs multiplicativement 1iés précédemment répertoriés dans des algébres
de fonctions continues et & valeurs complexes sur un espace topologique compact.
Utilisant la caractérisation du dual de C(X) , aprés des théorémes de représen-
tation intégrale, on donne des théorémes d'existence et d'unicité relatifs & un
espace de fonctions pour qu'il soit image d'un opérateur multiplicativement 1ié
d'un certain type. L'existence d‘'un opérateur d'interpolation, par exemple, &qui-
vaut & l'existence d'un sous-ensemble fermé Y de X tel qu'il existe un opéra-
teur d'extension linéaire de C(Y) dans C(X) . Lorsque 1l'opérateur est de Markov,
Y apparait d'ailleurs comme une frontiére de CHOQUET. On construit des opérateurs
d'interpolation ou des opérateurs semi-multiplicatifs symétriques & partir de cas
plus simples en utilisant les structures constructives classiques de 1l'analyse
comme l'espace produit, voire les limites projectives. Quant & l'existence d'opé-
rateurs aussi généraux que les exaves linéaires, & partir d'une condition supposée
sur 1l'existence d'un point extrémal dans un certain convexe, on donne une condition
nécessaire et suffisante laquelle s'exprime par des propriétés topologiques fami-
liéres comme l'existence d'un retract ou celle d'un relévement continu, Donnons
deux exemples :

Pour qu'il existe un opérateur d'interpolation de Markov sur C(X) pour lequel

1'ensemble des points ou toute fonction est égale & sa transformée par P soit

un ensemble Y , il faut et il suffit que Y soit un retract de X .

Pour qu'il existe un opérateur semi-multiplicatif de Markov dont 1'image soit
une sous-algébre donnée de C(X) , il faut et il suffit que la relation d'équiva-

lence, associée sur X & cette sous-algébre, admette un relévement continu,
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L'existence requise d'un point extrémal sera démontrée au Chapitre V pour des
espaces compacts de STONE particuliers (espaces hyperstoniens), spectres de

* .
C -algébres de fonctions mesurables et bornées sur un espace mesuré,

En fait, lorsque l'opérateur multiplicativement 1ié est de norme inférieure ou
égale & 1'unité (opérateur sous-markovien), ses propriétés sont nettement simpli-
fiées et nous préciserons cette dichotomie au Chapitre V. En ce qui concerne les
opérateurs positifs, disons pour simplifier qu'une projection de norme 1 sur une
algébre de fonctions continues sur un espace compact, est nécessairement multipli-
cativement liée, Epfin, la donnée de deux opérateurs semi-multiplicatifs symétri-
ques, vérifiant certaines conditions, induit une décomposition de l'espace de base

en un produit cartésien,

Le Cinquiéme Chapitre traite des opérateurs multiplicativement 1iés dans des

espaces fonctionnels, introduits par Mme LUXEMBURG W,A.J. sous le nom de "Banach
function spaces'", généralisant les espaces de fonctions dont la puissance d'ordre
p est intégrable ou les espaces d'ORLICZ. L'idée est simple : u: opérateur muiti-
plicativement 1ié conserve l'espace des fonctions bornées et est continu sur cet
espace, ce qui, par la transformation de GELFAND, raméne 1'étude 3 celle des espa-
ces de fonctions continues. On dévide alors un certain nombre de conséquences met-
tant notamment en évidence le rdle des opSrateurs multiplicativement 1iés de
Markov, Dans les espaces considérés, il existe une notion d'espérance conditionnel-
le et elle est fournie par les opérateurs semi-multiplicatifs symétriques de
Markov, L'hermiticité d'un opérateur multiplicativement 1ié fournit des rensei-

gnements et on distingue quelque peu le cas des espaces hyperstoniens.

Enfin, le dernier et Sixiéme Chapitre concerne 1'étude des opérateurs multiplica-

tivement 1iés commutant avec un groupe d'opérateurs opérant sur 1l'espace fonction-
nel choisi. Nous fixerons comme exemple le cas des opérateurs de translation sur
un groupe abélien localement compact, mais l'on pourrait adapter la situation au
cas d'un systéme dynamique général. On obtient la compléte caractérisation des opé-
rateurs multiplicativement symétriques commutant avec les translations sur des al-
gébres de fonctions presque périodiques ou sur des espaces fonctionnels de Banach
construits sur des groupes compacts. De méme les opérateurs de Baxter commutant
avec les translations caractérisent les contractions analytiques, c'est-d-dire la
transformation de Hilbert ou le passage d'une fonction & sa conjuguée en analyse
harmonique. Par un argument de compacité et de point fixe, on obtient une caracté-
risation algébrique au moyen des mesures asymptotiques, Pour &tre compléte, 1'étude

devrait déboucher ici sur les propriétés spectrales des opérateurs, les propriétés
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des semi-groupes d'opérateurs multiplicativement 1iés et les propriétés limites

analogues aux théorémes de martingales.

Une conclusion générale est que la condition algébrique de liaison multiplicative

n'introduit essentiellement que deux types trés différents :

D'une part, les opérateurs multiplicativement symétriques P(fPg) = P(gPf) qui
sont dans tous les cas envisagés les bons opérateurs de moyenne et dont il existe
de nombreuses réalisations. Ce cas se subdivise lui-méme en deux autres, avec les
opérateurs semi-multiplicatifs symétriques P(fPg) = PfPg et les opérateurs d'in-
terpclation P{fPg) = P(fg) . En caricaturant, les opérateurs du premier type don-
nent avec la connaissance de Pf , une information sur f en capitalisant par
classes diverses informations sur f . Au contraire, un opérateur d'interpolation

restitue fidélement, mais partiellement, une information sur f .

D'autre part, les opérateurs de Baxter, dont la définition mélange les deux types
précédents P(fPg+gPf) = P(fg) + PfPg . Ce sont des opérateurs de sommation aux

propriétés combinatoires trés intéressantes.

Une autre conclusion est la mise en évidence du rdle joué par 1'hypothése de
Markov {opérateur de norme unité et conservant 1l'unité), quasiment indispensable
pour des théorémes d'existence et d'unicité et divisant les opérateurs en deux
classes bien distinctes. D'ailleurs, un probléme naturel se pose. Pour un opéra-
teur multiplicativement 1ié, commutant avec les translations,en dehors d'un opé-
rateur de Markov, peut-on approcher la n>rme 1 d'aussi prés qu'on le désire ?
Dans le cas L!(G) ol G est un groupe abélien localement compact, on sait que

la réponse est négative pour un opérateur idempotent.
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CHAPITRE I

REDUCTION DES OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES

1, FORME GENERALE.

Soit Ol une algébre commutative et unifére, construite sur le corps des nombres
complexes., Ses éléments sont notés f, g, .... Notamment e désigne 1'élément
unité de cette algébre. Soit P un opérateur linéaire appartenant & Qe( EZ.)
c'est-d-dire aéfini sur U et & valeurs dans L . Nous proposons la recherche des
éléments P de &f(c]:) pour lesquels l'expression P(fPf) peut se calculer
analytiquement & partir des quatre "variables" f , Pf , P(f2) et P(Pf)2 .
Plus précisément, nous supposons que P(fPf) s'exprime au moyen d'une fonction

entidre F définie sur le produit cartésien C* :

P(fPf) = F(f,Pf,P(£2), P(Pf)2)
Par polarisation, on constate que P(fPg+gPf) dépend analytiquement de huit fac-
teurs selon :

= i i ig

P(fPg+gPf) = By B, ... Bg

A. .
i),e00,ig=0 110018

avec Bj=f, By=g, B3=Pf, B, =Pg, Bg=P(Pf)2, B = P(Pg)? ,
B; = P(fg) , enfin Bg = P(PfPg) .

Cependant, 1‘'homogénéité de l'opérateur P entraine la nullité des coefficients
Ail--°is tels que i +i,+iz+i,+2(ig+ig+is+ig) soit différent de 2. De plus, le
premier membre est identiquement nul tant pour f = O que pour g = O . Il reste
donc un polyndme paramétré par cinq constantes complexes que nous notons dorénavant

A, B, C, D et E.
(1) P(fPg+gPf) = APfPg+B(fPg+gPf)+Cfg+DP(fg)+EP(PfPg)

Un opérateur P satisfaisant une relation (1) est dit multiplicativement 1ié

(cette définition polyndmiale n'exige pas une hypothése topologique, nécessaire

mais omise pour la définition par la fonction analytique F ).

Nous allons procéder & la réduction de la relation (1) en faisant essentiellement
deux sortes d'hypothéses : les unes portant sur 1'algébre EX,, les autres portant

sur l'opérateur P et sur son comportement vis-&-vis de Pe . Ces hypothéses
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sont en quelque sorte complémentaires et déterminent les trois sections suivantes.

La réduction utilise une remarque de stabilité : lorsque P est multiplicativement
1ié, il en est de méme pour AP+uI , sauf lorsque A+puE =0 . Iei A et u sont

des constantes complexes, tandis que I désigne l'opérateur identique.

2., PREMIER ENSEMBLE d'HYPOTHESES.
Nous supposons que 1'image de 1'élément unité de 1'algébre Ex:est un idempotent

invariant par 1l'opérateur P : P(Pe) = Pe et (Pe)2. Pe , Mais nous n'ajoutons
aucune hypoth&se quant & 1'algdbre €L . La relation (1), appliquée en f=g=-¢e |,
fournit deux identités

(2) (A+2B+D+E-2)Pe+Ce = O
(3) (A+2B+D+E+C-2)Pe = O

2.1. Le cas Pe = 0 entraine la nullité de C . On peut faire g =e dans (1)

pour obtenir P2 = (B+D)P , ce qui, réinjecté dans (1), donne 1'expression nouvelle
() DP(fPg+gPf) = (A+E(B+D))P(PfPg) + D(B+D)P(fg).

Lorsque D n'est pas nul, la relation (1) se trouve simplifiée en

(5) P(fPg+gPf) = aP(fg)+BP(PfPg) et Pe =0 .

Nous convenons d'appeler opérateur du type B(a,8) un opérateur satisfaisant (5).

Dorsque D est nul, (4) devient (A+EB)P(PfPg) = O et se décompose d'une part en
(6) P(PfPg) = 0

auquel cas nous dirons que nous avons un opérateur U-nilpotent. De plus Pe = O

et P est multiplicativement 1ié. D'autre part en A+EB = O . En reportant dans

la relation (1), on doit distinguer deux nouveaux cas :

(a) Lorsque B n'est pas nul, une homothétie de rapport B~! sur 1'opérateur P
en posant Q = B- P afin de réduire le coefficient B & 1'unité, puis le passage
a4 l'opérateur R = I-Q afin d'éliminer un terme, fournissent

(1-EB)R(fRg+gRf) = (2-EB)R(fg)-EBR(RfRg)

ou encore lorsque EB différe de 1l'unité
R(fRg+gRf) = aR(fg)+BR(RfRg)

R est donc un opérateur du type B(a,8) , d'ailleurs tel que a+B = 2 ce qui

correspond &8 Re = e .
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Lorsque EB =1 , la réduction conduit & la relation
(7 R(fg) = R(RfRg)

Nous posons cette relation comme définition des opérateurs hémi-multiplicatifs.

(De plus nous avons Re = e , tandis que Q = I-R satisfait la relation
(8) Q(fQe+eQf) = Q(QfQg)-Qre+(fQg+eQf),

relation d'ailleurs enccre satisfaite par Q' = I-2Q) .

(b) Par contre lorsque B est nul, la relation (1) devient P(fPg+gPf) = EP(PfPg)
et on décompose en deux éventualités cette version du type B(a,B) & laquelle est
jointe Pe =0 :

d'une part P(fPg+gPf) = 0
d'autre part Q(fQg+gQf) = 2Q(QfQg) suivie de Qe = O , obtenue du moins

aprés une homothétie convenable.

2.2, A+2B+C+D+E = 2 ,Lg relation (2) devient CPe = Ce et se subdivise en deux

cas.

2.2.1. Lorsque C est différent de O , on a Pe = e . Sur la relation (1), nous
pouvons effectuer un changement linéaire d'opérateurs en posant Q = I-P afin

d'éliminer le terme en fg et se ramener & un cas précédent.

(9) (1-E)Q(fQg+gQf) = (A+E)QfQg+(1-A-B-E)(£Qg+gQf)+(2-D-E)Q(fg)-EQ(QfQg)

2.2.1.1. Lorsque E est différent de 1 , Q est multiplicativement 1ié et 1l'on
se trouve exactement dans le cas 2.1 pour des coefficients A', B', D' et E' ., La
seule remarque étant que E' est différent de 1. Les types auxquels on parvient
sont les types B(a,B), U-nilpotents, hémi-multiplicatifs (ou (8) si 1l'on préfére).

Les relations qui accompagnent ces cas (Pe =0 , Pe = e) sont encore valables.

2,2.1.2. Lorsque E est égal & 1 et lorsque P n'est pas l'opérateur identi-
que, puisque Qe = O , on dispose de la relation supplémentaire A+B+D-1 =0 .,
Choisissons pour ) une racine de 1'équation A2+A(A-1)+B = 0 et posons

Q' = P-)I . On vérifie que l'opérateur Q' satisfait la relation multiplicative :
(1-2)Q' (£Q'g+gQ'f) = (A+1)Q'fQ'g+(1-A-2B-(1+A)1)Q' (£g)+Q'(Q'£Q'g)

Lorsque l'équation quadratique en A n'a pas 1 comme racine double, c'est-d-
dire lorsque l'on n'a pas simultanément A = -1 et B =1, on obtient pour Q'
un opérateur multiplicativement 1ié tel que
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Q' (£Q'g+gQ'f) = aQ'fQ'g+BQ' (£g)+¥Q'(Q'£Q"g)
et Q'e = (1-)e donne & son tour yB+(a-1l) = 0 . Choisissons un homothétique
R' = yQ' puisque nous savons que vy = (1-)‘)'l est différent de zéro.

R'(fR'g+gR'f) = (1-yB)R'fR'g+yBR'(£g)+R' (R'fR'g)
Utilisant un nouveau paramétre, on convient de la définition des opérateurs du
type D(a) :
(10) R'(fR'g+gR'T) = aR'(fg)+(1-a)R'fR'g+R'(R'fR'g)
suivie ici du renseignement supplémentaire R'e = e . Lorsque A=-1, B=1 ,

le passage & Q = I-P fournit une relation du type (6) avec Qe = O . D'ailleurs,
lorsque E =1 , le passage & Q = I-P donne

(A+1)QrQg+(A+B)(Q(fg)-(£Qe+eQf) )-q(QrQg) = 0

et toujours Qe = 0 . Pour A+B = O , cette relation conduit aprés une éventuelle

homothétie aux deux relations

(6) alareg) =0 Opérateurs U-nilpotents
ou (11) R(RfRg) = RfRg Relation de définition des opérateurs U-idempotents.

D'ailleurs, on dispose de Re = O . Lorsque A+B n'est pas nul, on obtient une

relation multiplicative caractérisant le type F(a,8) (ici avec B # O)

(12) Q(fg) = fQg+gQf+aQfQg+pR(Qrag)

2.,2,2, Enfin, le cas A+2B+D+E = 2 implique la nullité de C pour fournir

une relation peu simplifiée.
(13) P(fPg+gPf) = APfPg+B(fPg+gPf)+(2-A-2B-E)P(fg)+EP(PfPg)

Ne disposant pas de renseignement suffisant sur Pe , on ne peut aller beaucoup
plus loin dans la réduction. Certes un changement linéaire,ol l'on pose Q = I-P ,
nous donne une formule duale de (13) lorsque E est distinct de 1 et 1l'on

peut obtenir une formule multiplicative lorsque E =1 et A+2B non nul et
distinguer quelques cas., Finalement, on peut ré&umer les résultats acquis sous for-

me d'un théoréme :

THEOREME 1.1. Soit (L une algébre commutative unifére complexe et P un opéra-

teur multiplicativement 1ié sur {I, . Lorsque 1'image par 1'opérateur P de

1'élément unité e est un idempotent invariant, on raméne P , par transforma-

tions linéaires, & satisfaire 1'un des cing types suivants :
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B(a,B) P(fPg+gPf) = aP(fg)+BP(PfPg) avec soit Pe = e , soit Pe = 0

D(a) P(fPg+gPf) = aP(fg)+(1-a)PfPg+P(PfPg) avec Pe = e
U-nilpotent P(PfPg) = O avec Pe = 0
Hémi-multiplicatif P(fg) = P(PfPg) avec Pe = e

enfin le type (13) P(fPg+gPf) = APfPg+B(fPg+gPf)+(2-A-2B-E)P(fg)+EP(PfPg)

(13) apparait comme le seul cas ol l'on ne puisse a priori assurer Pe = e

ou Pe =0,

Toutefois on peut remplacer le cas d'un opérateur multiplicativement 1ié du type
D(a) par la considération de deux types, non multiplicativement 1liés :
U-idempotent (11) P(PfPg) = PfPg

et type F(a,8) (12) P(fg) = fPg+gPf+aPfPg+BP(PLPg).

De fagon contraire, 1'U-nilpotence ou 1l'hémi-multiplicativité peuvent s'écrire

sous des formes multiplicativement lides (cf.(8)).

Ce comportement de Pe permet donc de réduire la relation (1) tout en laissant
subsister le cas (13). Nous allons faire disparaitre ce cas en diminuant les

hypothéses sur +Pe mais en les renforgant sur 1l'algébre 61-.

3. DEUXIEME ENSEMBLE d'HYPOTHESES.

Nous supposons maintenant que 1l'image par P de 1'élément unité et son carré,

sont des invariants par 1l'opérateur P ;
P(Pe)? = (Pe)?2 et P(Pe) = Pe

et supposons,d'abord, que Ex_constitue un domaine d'intégrité. La relation (1)

appliquée en f = g = e fournit en général une équation quadratique en Pe
(14) (A+E)(Pe )2+ (2B+D-2)Pe+Ce = O
(15) (A+E)(Pe)2+(2B+D+C-2)e)Pe = 0

L'intégrité de cz,permet de décomposer (15) en une alternative.

3.1. Pe =0 , ce qui implique C = O grédce & (14). Cependant la relation (1)
appliquée en g = e donne un renseignement. Nous nous trouvons en fait dans la

situation du paragraphe 2.1. dont les conclusions restent valables, & savoir

1l'obtention du type B(a,8) , U-nilpotent ou hémi-multiplicatif.
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3.2. (A+E)Pe+(2B+C+D-2)e = O , Nous devons & nouveau distinguer deux cas et il
convient de remarquer que nous n'utilisons plus l‘'hypothése d'intégrité sur
1'algébre a .

3.2.1. A+E est différent de z&ro : On peut &crire (15) sous la forme Pe = )e
et 1l'invariance de Pe par rapport & P fournit soit A =0 , soit A =1 . Le
cas A =0 nous redonne Pe = O et la situation du paragraphe 3.1l., tandis que

Pe = e fournit une relation entre les cinq coefficients A+2B+C+D+E = 2 , Nous

nous trouvons dans la situation de 2.2.1. dont les conclusions restent valables.

3.2.2. A+E = 0 , La relation (15) montre que 2B+C+D = 2 tandis que (14)
s'écrit (2B+D-2)Pe+Ce = O ou encore CPe = Ce .
Le cas Pe = e est un cas particulier du paragraphe 2.2.1.

Le cas C =0 s'accompagne de 2B+D = 2 ., En reportant dans (1), nous nous trou-
vons dans une situation paralléle & 2.2.2. mais avec des données supplémentaires
permettant la réduction. Comme précédemment, nous effectuons un changement a'opé-

rateurs en posant Q = I-P.

Lorsque A est différent de -1 , il vient

(16) Q(£Qg+gQf) = aQ(fg)+8(fQg+eQf)+yQ(Qreg)
avec a = 2%;% N = %f% et y = K%T . Notamment a+2B8+y-2 = 0.

Lorsque B = O , c'est-d-dire B =1 , la relation (16) est un cas d'opérateur
B(a,B) avec a+8 = 2 , c'est-d-dire le plus général compte tenu des hypothéses

relatives & P .

Lorsque B n'est pas nul, une homothétie Q = BR permet de parvenir & la forme

caractéristique des opérateurs du type C(a',B'):

R(fRg+gRf) = fRg+gRf+a'R(fg)+B'R(RfRg)
Lorsque A vaut -1 , P vérifie une relation de liaison multiplicative
(17m) P(fPg+gPf) = P(PfPg)-PfPg+B(fPg+gPf)+2(1-B)P(fg)
tandis que Q = I-P satisfait, de méme que Q' = 2I-P, la relation multiplicative

Q(QfQg) = (2B-1)Q(fg)+(1-B)(fQg+gQf)

Lorsque B = % , il vient un opérateur pseudo-projectant

(18) P.P : 2Q(QfQg) = fQg+eqf
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Lorsque B # % , on parvient & une forme multiplicative, mise sous la forme carac-

téristique d'un opérateur E(a')

(19)  Ea') Q(rg) = 152" (rag+ear)+a‘a(ares)

le cas a' =1, c'est-d-dire B =1 , correspond 4 un opérateur hémi-multiplicatif,
et le cas a' = 0 (exclu par hypothése), correspondrait & ce que nous appelons

un centralisateur.

Par rapport au paragrapﬁe 2, nous avons fait &clater la relation (13) en deux
autres relations, obtenant notamment B(a,8) sans autres indications que at+B = 2,
Rappelons que le type D(a) et le type (17) peuvent &tre remplacés par 1'étude
des opérateurs non multiplicativement 1iés : U-idempotents et F(a,8) pour D(a) ,
PP et E(a) pour (17).

THEOREME 1.2. Soit Ez.un anneau intégie sur le corps des nombres complexes et P

un opérateur multiplicativement 1ié. Lorsque Pe et son carré sont des invariants

par P , on peut, par transformations linéaires, amener P & vérifier 1l'un des
types :
B(a,8) P(fPg+gPf) = oP(fg)+BP(PfPg) Pe=e , Pe =0 ou a+B = 2

C(a,8) P(fPg+gPf) = fPg+gPf+aP(fg)+8P(PfPg)

D(a) P(fPg+gPf) = aP(fg)+(1-a)PfPg+P(PfPg) Pe = e
U-nilpotent P(PfPg) = 0 Pe = 0
Hémi-multiplicatif P(PfPg) = P(fg) Pe = e
E(a)  P(fg) = 35 (fPg+gPt)+ap(PrPe)

PP p(preg) = ZEEIEPL

Au lieu de supposer queix.est un domaine d'intégrité, il convient souvent de se
placer sur une algébre commutative et unifére de fonctions f définies sur un
ensemble X et prenant leurs valeurs dans un domaine d'intégrité : fg =0

implique, en chaque point x de X, f(x) ou g(x) nul.

Par convention, de tels espaces sont appelés algébres fonctionnelles dans ce qui

S

suit, Avec les hypothéses de cette section sur P , on peut parvenir & une réduc-
tion des opérateurs multiplicativement 1iés & partir du résultat suivant od Xy

désigne la fonction caractéristique d'un sous-ensemble Y de X .
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THEOREME 1.3, -Soit P un opérateur multiplicativement 1i€ sur une algdbre fonc-

tionnelle laissant Pe et (Pe)? invariants, Supposons C , A+E et 2B+D-2

non simultanément nuls. I1 existe alors un sous-ensemble Y de X tel que

Pe = P(xYe) = xye.

Pe est solution de 1'équation (1L), équation linéaire lorsque A+E = 0 , Lors-
que C n'est pas nul, nous avons pu constater en 3.2.2., sans utiliser 1l'inté-
grité de CX,, que Pe = e ., I1 subsiste seulement le cas A+E non nﬁl, pour
lequel 1'équation (14) s'écrit (Pe-)e)(Pe-pe) = O tandis que (15) fournit u =0,
Par suite, utilisant notre hypothése relative & £l-, il existe un sous-ensemble

Y de X, tel que Pe = )Xse oi X n'est pas nul. On vérifie C =0 et la
relation 2 = A+2B+D+E. Un calcul conduit & XA = 1 , donc en désignant par Y'

le complémentaire de Y
Pe = P(xYe) = xye et P(xy,e) =0

Pour la réduction, les résultats de 3.2.2. sont utilisables et il suffit de con-
sidérer le seul cas oi A+E n'est pas nul. Lorsque Y = X , c'est-d~-dire Pe = e ,
on obtient les types B(a,8) hémi-multiplicatif, U-nilpotent ou D(a) . De méme,
lorsque Y = ¢ , on obtient ces mémes types sauf le cas D(a) . Il reste & traiter

1'éventualité oi Y et Y' sont des sous-ensembles non vides de X .

Nous dirons qu'un opérateur P , défini sur une algébre fonctionnelle, est

irréductible lorsque P(xYe) = xye implique Y =¢ ou Y =X,

COROLLAIRE 1.1. Soit P un opérateur multiplicativement 1ié irréductible sur une
algébre fonctionnelle et vérifiant les conditions du Théoréme 1.3. Alors Pe = e

ou Pe =0,

Si Pe = 0 , on peut se ramener aux types B(a,8), U-nilpotent ou hémi-multipli-

catif,

Si Pe = e , on peut se ramener aux types B(a,B) , D{a) , U-nilpotent ou hémi-

multiplicatif.
On peut simplifier méme les opérateurs multiplicativement 1iés non irréductibles.
On pose

Xy = X, o Xy = X, et Pij(f) = Xip(xjf) , i et j valant 1 ou 2,



- 20 -

A ce propos, on remarque que l'appartenance de x;e 4 1l'algébre est acquise,

Pour i différent de j , les opérateurs P;. sont multiplicativement 1iés d'un
type trés particulier puisque Pij(fpijg) =0 et que Pij(e) = 0 . Au contraire,
les opérateurs Pii ne sont pas nécessairement 1iés mais

P (e) = X e et Py,(e) =0,

On a sans peine le

LEMME 1.1, Si P;; =0 (ou bien P,; =0), P;; et Py, sont multiplicativement

liés,

Lorsque Pj, =P,; =0, P est la somme directe de deux opérateurs multiplicati-
vement 1iés P,, et P,, : P =P, ® P,, . Sur 1l'algdbre Xla , Plile) = e et
la réduction de l'opérateur P;; & déja été effectuée, tandis que sur 1'algdbre
X, Ol , Pyyle) = 0 et la réduction de l'opérateur P,, est connue.

Groupons quelques résultats techniques.

LEMME 1.2. Pj,P;; = 0 et (1-E)P, Py, = 0
LEMME 1,3. BDP,; = 0 et (1-E)(B+D-1)(A+2B)P;, =0
LEMME 1.h. P2, = (B+D)Py, et (1-E)P}, = (1-B-E)P11+Bx11
LEMME 1.5. BDP), = 0

DEMONSTRATION., En posant f = x2e et g= th dans la relation (1), on obtient
P(P,;) = BP;) prouvant la premiére relation du lemme 1.2 et en outre que le

sous-espace image de P,; est sous-espace propre relatif & P (et & P,;) |

On obtient de méme
(20) (1-E)P(P;;) = (A+B)Py,
ce qui prouve la deuxiéme relation du lemme 1.2 et en outre que jt'image directe de

P), est sous-espace propre relatif & P (et & P;;) , lorsque E est différent
de 1.

Posant g = e et f = P, (h) dans la relation (1), il vient

P2(P,;) = (B+D)P(Py,)
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en tenant compte du lemme 1.2. Mais P,;(h) est vecteur propre de P , d'ol
BDle =0.
De méme, & partir de g =e et f = Pj,(h), aprés une multiplication préalable
par xle, on trouve selon le lemme 1.2,
2
lez(Plz)-EPll(Plz) = (A+B+D-1)P; (P}, )+BP), .

A+B

Or, lorsque E est distinct de 1'unité, P(P;,) = P};P;, = iE

Py; . Au terme
d'un calcul on obtient le résultat :

(1-E)(B+D-1)(A+2B)P;, = O
On obtiendrait par un procédé analogue

(21) P12(Py2) = DPyy

ainsi que

(l-E)P(leh)+(l-D)P(hxl) = (A+B)P11(h)*Bxlh
et

(22) (1-E)P,,(P;;)+(1-D)P,; = O.

. : . 2
Enfin, la comparaison des deux relations P, = (B#D)P,, et P;,P,, = DP),

fournit facilement la formule du lemme 1.5, & savoir BDPy; =0 .

Lorsque P;; est idempotent, en raisonnant sur les valeurs propres, on a
(1-E)(A+B)(B+D-1)P;, = O et (E+D-2)(1-D)P,; =0

Lorsque P,, est idempotent, il vient d¢ méme D(1-D)Py, =0 .

Nous sommes en mesure d'entreprendre la réduction d'un opérateur multiplicative~
ment 1ié dans une algébre fonctionnelle. Sous les hypothéses d'inclusion stricte,

g CYCX , on a la réduction :

(1) Lorsque BD n'est pas nul, P;, et P, sont nuls grdce aux lemmes 1.3 et
1.5. L'opérateur P est donc somme directe de deux opérateurs multiplicativement

1iés dont la réduction est connue.
(2) Lorsque B est nul, on dispose de la relation A+D+E =2 .
2.1. Lorsque le coefficient E est distinct de 1 , le lemme 1.k, établit

1'idempotence de P;; . D'une part, la nullité de A conduit & un opérateur
B(a,8) avec a+8 = 2 , tandis que lorsque A n'est pas nul, le cas D # 1
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S

conduit & Py, = P,; =0 . Le cas D = 1 fournit un nouveau type, par définition
appelé opérateur D'(a) :
(23) P(fPg+gPf) = P(fg)+(1-a)PfPg+aP(PfPg)

Mais lorsque le coefficient o n'est pas nul, une homothétie P = aQ fournit un
opérateur de type D(a) .

2.2. Lorsque E est égal & 1 , il vient A+D =1 .

Si A est différent de O , on trouve Py, = 0 et conme D est différent de 1 ,
ona P;; =0.

Si A est nul, P est du type B(1,1)

(3) Lorsque D est nul et B différent de zéro, on a A+2B+E = 2 ,

3.1. Supposons d'abord le coefficient E différent de 1 .

3.1.1. Le cas A+2B = O entraine E = 2 et fournit un opérateur du type

P(fPg+gPf) = -2BPfPg+B(fPg+gPf)+2P(PfPg) dont nous avons déja établi la réduction
. N -1
(§2). On obtient par passage & I-B~ P, le type B(a,8) avec o+ = 2 lorsque

-1 . e 4 . -1
B#2 et le type hémi-multiplicatif lorsque B =2 = .

3.1.2, Lorsque A+2B n'est pas nul et B =1 , le passage & 1l'opérateur
Q =I-P introduit le type B(a,B) avec a+B = 2 puisque E est différent de 1.

Par contre, dans le cas ol B n'est pas égal & 1 , on a seulement P;, = O mais

P;; et Py, sont multiplicativement 1iés d'un type connu.

3.2. Lorsque E=1 ,o0ona A+2B=1 et B est différent de zéro. Deux cas se

présentent :

Lorsque B vaut 1, donc A = -1, P,y =0 par (21) et Q = I-P est hémi-multi-
. . s 2
plicatif. D'ailleurs on vérifie P(fxl) = fxl et Pj, = Py, o

Lorsque B différe de 1, gréce aux relations (20) et (21), on a Py, = P,; =0 .
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On peut résumer cette discussion sous la forme d'un théoréme et de 2 corollaires.

THEOREME 1.4, Soit Cx,une algébre fonctionnelle et P un opérateur multiplicati-

vement 1ié sur () , laissant Pe et (Pe)? invariants, Aprds transformations

linéaires, P se raméne

(a) soit & 1'un des quatre types B(a,8), U-nilpotent, hémi-multiplicatif

ou D (a)

(b) soit & une somme de transformations linéaires de tels opérateurs.

(e¢) soit enfin & 1'un des trois types C(a,B) , E(a) ou PP .

On peut préciser ce théoréme par deux corollaires plus techniques

COROLLAIRE 1.2. Lorsque |A+E| + |C| est différent de O , sous les conditions
"du Théoréme 1l.4., 1l'opérateur P est somme de transformations linéaires d'opéra-

teurs des types suivants :

(a) B(a,B) avec a+B =2
(b) hémi-multiplicatif

(e) U-nilpotent

(a) D(a) ou D'(a)

COROLLAIRE 1.3. Mis @ part lecas C=D=0 avec E#2 , E#1, B#1l et

sous les conditions du Théoréme 1.4, l'opérateur P se raméne

(a) soit & 1'un des types B(a,8) avec a+8 = 2 , hémi-multiplicatif,

U-nilpotent, ou D(a)

(b) soit & une somme directe de transformations linéaires de deux opérateurs de

1'un des quatre premiers types précédents.

(c) soit & 1'un des types C(a,B), E(a) ou PP .

4, OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES IDEMPOTENTS.

En dernier lieu, nous supposons l'opérateur P idempotent car il s'agit d'une

circonstance fréquente pour les opérateurs jouant le rdle de moyennes. L'idempo-
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tence, appliquée en (1), montre que P est du type B(a,B) sauf lorsque B =1 ,
auquel cas on a la relation (A+E)P(PfPg)+(C+D)P(fg) =0 .

On peut alors répartir différemment les termes de (1) pour obtenir
P(fPg+gPf) = A(PfPg~-P(PfPg))+fPg+gPf+C(fg-P(fg))

ce qui est la définition du type A(a,B) si l'on pose A =a et C =8 . Mais

on relie A(a,8) et B(a,B) gréce au lemme suivant :

LEMME 1,6, Pour un opérateur P du type A(a,B), l'opérateur Q = I-P est du
-1 -1

type B((o+8+2)(a+l)” , ala+l)” ) lorsque o # -1 et pour o = -1 , 1l'opérateur

Q satisfait la relation Q(QfQg) = (B+1)Q(fg) .

L'idempotence de P se transmet & 1l'opérateur I-P . Cependant, en prenant un
homothétique de P , le cas a = -1 donne soit 1'hémi-multiplicativité, soit la

U-nilpotence.

THEOREME 1.6. Par transformations linéaires, un opérateur multiplicativement 1ié

idempotent est soit du type B(a,8), soit U-nilpotent, soit hémi-multiplicatif.

Toutefois, l'opérateur P est souvent doublement multiplicativement 1ié et, afin
d'examiner son comportement vis-a-vis de 1'unité, une étude méthodique est néces-
saire, pour laquelle on peut se placer dans le cadre d'une algébre unifére commu-

tative et intégre. Un calcul assez long conduit au théoréme.

THEOREME 1.7. Soit P un opérateur multiplicativement 1ié et idempotent sur une

algébre commutative unifére et int&gre. Lorsque 1'on n'a pas simultanément

A=C=0 pour A+E # 0 , ou 2B+C+D = 2 pour A+E =0 , alors Pe yvaut

soit e , soit O .

I1 faut noter que 1'hypoth&se d'intégrité ne simplifie guére la réduction puisque
1'on obtient les types B(a,B) les plus généraux. Cependant, on peut pousser

plus loin la réduction. Nous allons donner ici un seul résultat typique, introdui-
sant une importante notion de symétrie. Considérons un opérateur de gquasi-interpo-

lation défini par
(2u) P(fPg+gPf) = 2P(fg)

et supposons P2 = P, La relation (24) appliquée en Pf et g devient aussitdt
P(PfPg)+P(gPf) = 2P(gPf) donc fournit la relation de symétrie

P(gPf) = P(fPg).
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Cette relation symétrique en f et g définit les opérateurs multiplicativement
symétriques.

THEOREME 1.8. Un opérateur de quasi-interpolation idempotent est multiplicative-
ment symétrique.

Dorénavant, aprés une récapitulation des définitions et un rappel des types clas-
siques d'opérdteurs multiplicativement 1iés, nous allons envisager différents
cas d'algébres commutatives, en nous restreignant & 1'étude des seuls cas B(a,B),

hémi-multiplicatifs, U-nilpotents, E(a) et D (a) .

Cependant, nous ne ferons plus systématiquement les deux hypothéses de ce para-

graphe :
P(Pe) = Pe et P(Pe)2 = (Pe)2.

Tous les théorémes et décompositions de ce chapitre restent valables si 1l'on sup-
pose que l'espace CL est un ensemble de fonctions définies sur X , ensemble
abstrait, et & valeurs dans un corps commutatif algébriquement clos K , & condi-
tion que éx.soit muni de la structure naturelle d'algébre sur le corps K . Les
coefficients a et B sont alors pris dans ce corps K . Pratiquement, nous

supposons toujours K = C .
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CHAPITRE II

DEFINITIONS ET COMPARAISONS DES DIVERS TYPES D'OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES

1, DEFINITIONS.
Pour la commodité de 1l'exposé, il convient de donner ou de récapituler quelques
définitions. Sur une algébre CI., on dit qu'un opérateur P est du type, ou plus

simplement est multiplicativement 1ié, si P satisfait une relation :

P(fPg+gPf) = APfPg+B(fPg+gPf)+Cfg+DP(fg)+EP(PfPg)

On distingue alors divers types :

B(a) P(fPg+gPf) = aP(fg) + (2-a)P(PfPg)

B(a,B) P(fPg+gPf) = aP(fg) + BP(PfPg)

D(a) P(fPg+gPf) = aP(fg) + (1-a)PfPg + P(PfPg)
D'(a) P(fPg+gPf) = P(fg) + (1-a)PfPg + aP(PfPg)
DM demi-multiplicatif P(fPg+gPf) = 2P{PfPg)

QI de quasi-interpolation P(fPg+gPf) = 2P(fg)

D P(fPg+gPf) = P(fg) + P(Png).

Ba de Baxter P(fPg+gPf) = P(fg) + PfPg

R  de Reynolds P(fPg+gPf) = PfPg + P(PfPg)

SM semi-multiplicatif P(fPg+gPf) = 2PfPg

c(a,B) (P-I)(fPg+gPf) = aP(fg) + BP(PfPg)

Pour les opérateurs tels que I-P soit multiplicativement 1ié, on distingue :

HM hémi-multiplicatif P(PfPg) = P(fg)
E(a) P(fg) = aP(PfPg) + lT'“ (£Pg+gPf)
PP pseudo-projectant 2P(PfPg) = fPg+gPf

On doit également envisager une importante notion de symétrie

MS multiplicativement symétrique P(fPg) = P(gPf)

MAS multiplicativement antisymétrique P(fPg+gPf) = O

Un opérateur multiplicativement 1ié et multiplicativement symétrique est dit multi-

plicativement 1ié symétrique. On ne redouble pas la lettre M dans une abréviation.




Ainsi

SMS
DMS

semi-multiplicatif symétrique

demi-multiplicatif symétrique

interpolation

Enfin, nous avons les types

MN
U.N
n.N
U.2
n.I
M
cs

c

F(a,B)

multiplicativement nilpotent

U-nilpotent
nilpotent d'ordre n
U~-idempotent
n-potent
multiplicatif

centralisateur symétrique

centralisateur

- 27T -

P(fPg) = PfPg
P(rPg) = P(PfPg)
P(fPg) = P{fg)

P(fPg) = O
P(PfPg) = O
=0

P(PfPg) = PfPg
PP=p

P(fg) = PfPg
P(fg) = fPg

P(fg) = fﬂ%&gﬁ

P(fg) = fPg+gPf+aPfPg+RP(PfPg)

Précisons tout de suite quelques rapports entre ces diverses définitions et la

littérature existante.

(1) Un opérateur du type D(1), ou B(1,1), ou encore D'(1), est du type D.

(2) Un opérateur du type B(0), ou B(0,2), est de quasi-interpolation. Un opérateur
B(2), ou B(2,0), est demi-multiplicatif.

(3) Un opérateur du type B(0,0)

(4) Un opérateur du type D(0)

est multiplicativement antisymétrique.

est un opérateur de Reynolds (0. REYNOLDS : opus

cité), encore appelé "smoothing operator" (cf. ROTA G.C. [1]), tandis qu'un opé-
rateur de type D'(0) est un opérateur de Baxter (cf. BAXTER G. [1]).

(5) Un opérateur E(1)
de multiplicateur. En analyse harmonique notamment, on définit un multiplicateur

gauche lorsque P(fg) = (Pf)g

est hémi-multiplicatif, un opérateur E(O) est une sorte

(24

(cf. LARSEN R. [1]). Comme nous nous restreignons

au cas commutatif, nous avons choisi les définitions ci-dessus. Bien entendu, dés

que 1l'algébre est unifére, un centralisateur n'est autre qu'une multiplication
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par Pe .

(6) Dans la littérature anglo-saxonne, un opérateur semi-multiplicatif symétrique
est appelé "averaging operator”, principalement lorsque 1l'on suppose de plus
Pe=e et |P|| <1.

(1) Un opérateur F(0,0) est un opérateur de dérivation noté 3 , tandis qu'une
anti-dérivation, notée 3~! satisfait P(fPg+gPf) = PfPg (cf. MILLER J.B. [2])

(8) Dans le cas d'une algdbre L non commutative, les opérateurs intéressants sont
ceux pour lesquels les groupements sont de la forme fPg+Pfg . Nous renvoyons & un
article ultérieﬁr 1'étude du cas non commutatif pour lequel d'ailleurs des résul-
tats ont déjd été fournis pour un opérateur semi-multiplicatif symétrique par des
mathématiciens japonais (cf. UMEGAKI H. [1] et [2]).

(9) En outre, nous n'étudierons pas dans cet article les opérateurs généraux du

type C(a,8) qui feront 1l'objet d'une autre publication.

2, PREMIERES REDUCTIONS ET ROLE DE L'ELEMENT UNITE.

Dans la plupart des cas précédents, la somme des coefficients du membre de droite

est égale & 2, ce qui permet & l'opérateur identique d'étre du type multiplicati-
vement 1ié considéré. Il est pratique de se ramener & cette situation par une

homothétie.

(a) Prenons un opérateur B(a,B) et choisissons pour ) une solution de 1'équa-

tion du second degré BA2-2)\+a = O . L'opérateur Q = AP est du type B(a) .

(b) Lorsque P est du type B(a), l'opérateur Q = a=1(2-a)P est du type
B(2-a) , du moins pour a non nul, On peut donc restreindre 1l'étude des opérateurs
B(a,B) & la seule considération du type B(a) pour o > 1 , du type B(0)
(demi-multiplicatif) et d'un opérateur multiplicativement antisymétrique.

(c) De la méme fagon nous avons noté qu'un homothétique aoP de 1l'opérateur de
= S

type D(a) est du type D'(a) du moins lorsque a n'est pas nul,

Dans les réductions précédentes, nous avons pu apprécier le rSle d'un élément
unité e dans l'algébre qui sert de domaine de définition aux opérateurs multipli-
cativement 1iés., Lorsque 1l'algébre complexe El.est quelconque, un procédé classique

mais discutable, consiste & adjoindre une unité en considérant l'espace agrandi
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a= ¢ ® L nuni de la multiplication :
(c @ f)in ®g) = (zn) ® (nf+rgete)

L'espacea est alors une algébre unifére dont 1'unité est e = 10 O tandis que
Cl est un idéal dea . Partant d'une norme sura , on peut choisir de beaucoup
de fagons une norme sur £l.qu1 restreinte a.Cl donne la norme de départ : on peut
dire qu'il s'agit d'une norme comgatlble. En outre, et la remarque sera utile au
Chapitre V, lorsque £x.est une C -algébre, on peut construlre une norme compatible
suréi pour 1aque11e61.501t également structurée en C -algebre. Bien entendu,
un opérateur multiplicativement 1ié surél.ne se prolonge pas toujours en un opé-
rateur multiplicativement 1ié du méme type sur (I1 suffit de prendre le cas
d'un centralisateur dont la structure est triviale pour une algébre unifére). On
dispose toutefois de certains théorémes de prolongement. Soit P un opérateur
multiplicativement 1ié sur et ® l'opérateur linéaire défini sur 1l'algébre

par
B(z e £) = (ag) @ Pf

ol a désigne une constante complexe & déterminer convenablement. B est évi-
Do

demment un prolongement de l'opérateur P sur 1l'algébre Cl.

Propriété de prolongement 2.1. Soit P un opérateur multiplicativement 1ié sur

El tel que l'on ait simultanément E # O , A+E(B+D) =1 et B+EC =0 , I1

existe un opérateur B , du méme type que P et qui prolonge 1'opérateur P

sur Cl” Cette propriété de prolongement s'adapte notamment aux opérateurs du type

D, B(a,8) avec aB-=1, D(a) pour tout a et D'(a) pour les a non nuls.

Le calcul montre, en identifiant les termes en ¢ et n , que B est un opéra-
teur multiplicativement 1ié du méme type que P dés que les quatre équations

suivantes sont satisfaites

(Aa2+2Ba+C+Da+Ea3) = 2a2
Aat+B+D =
Ea =1
Ba+C = 0O
L'élimination de a fournit les trois conditions suffisantes du prolongement
E#0
B+EC = 0O

A+E(B+D) = 1
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Considérons maintenant le cas ol P est un opérateur multiplicativement 1ié et
idempotent. Le cas ol a est différent de 1 oude O se raméne au cas général,
Le cas a =1 donne B+C =0 et A+2B+C+D+E = 2, Le cas a = 0O donne B+D =1
et C =0, Il faut noter que les deux derniers cas fournissent un opérateur B
multiplicativement 1ié et idempotent et nous délivrent de 1'hypoth&se relative &

la non nullité du coefficient E . Nous énongons :

Propriété de prolongement 2.2, Soit P un opérateur multiplicativement 1ié

idempotent sur iZ,. Lorsque B+C = 0 et A+2B+C+D+E = 2 ou bien lorsque

B#D =1 et C =0, il existe un opérateur idempotent B , multiplicativement

1ié de méme type que P , qui prolonge l'opérateur P sur zi. Cette propriété

de prolongement s'applique notamment aux cas suivants : le cas B(a,B8) sous la
seule condition a+8 = 2 (donc en particulier pour un opérateur de quasi-inter-
polation, un opérateur demi-multiplicatif ou un opérateur du type D ); le cas
D(a) ou D'(a) pour toutes les valeurs de a (donc en particulier pour un

opérateur de Reynolds ou un opérateur de Baxter).
Nous pourrions dresser un tableau des prolongements possibles pour d'autres types
d'opérateurs multiplicativement liés en supposant réalisées certaines conditions

raisonnables, Faute de place, sinon d'intéré&t, nous nous contenterons d'énoncer :

Propriété de prolongement 2.3. Soit P un opérateur multiplicativement symé-

trique idempotent, il existe sur oL un opérateur multiplicativement symétrigue

idempotent qui prolonge 1'opérateur P.

Désormais, nous supposerons que 1'algdbre £l est une algébre fonctionnelle unifére

dans ce chapitre, mais nous ne préjugeons pas encore de l'action de P sur 1'é1é-
ment unité de cette algébre. Remarquons enfin que la présence d'une unité rend
inutile la considération d'opérateurs non bornés dont le domaine serait un sous-
ensemble de &L doté d'une structure d'idéal.

3. ROLE DE LA SYMETRIE MULTIPLICATIVE,
La symétrie multiplicative permet une réduction appréciable en jouant un peu le

rdéle de l'idempotence. Prenons d'abord le cas d'un opérateur de Reynolds multipli-

cativement symétrique.

THEOREME 2.1, Un opérateur de Reynolds multiplicativement symétrique est somme

directe d'un opérateur semi-multiplicatif symétrique idempotent et d'une anti-dé-

rivation multiplicativement symétrique nilpotente : ces deux opérateurs étant
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d'ailleurs de Reynolds,

La relation de Reynolds fournit P(PfPg)+P(gP2f) = P2fPg+P(P2fPg) et la symétrie
multiplicative indique (1) P2fPg = PfP2g , En un point x de non nullité de

P2£(x)
sz j

kf(x) = kg(x). Lorsque Pf(x) = O , ou bien P2f(x) = 0 et tout kg peut conve-

Pf , on peut poser kf(x) = et (1) donne Pzg(x) =k (x)Pg(x) c'est-d-dire

‘nir comme k, , ou bien Pg(x) = 0 pour tout g , donc en particulier P2f(x) = O,

Appelons k(P) 1l'ensemble des points de x ol tous les €léments de 1l'image de 1'al-

gébreéx,pg; 1'opérateur P s'annulent. Cette notation nous servira dans tout ce

travail, Nous venons donc de trouver une fonction k , nulle sur cet ensemble

k(P) et pour laquelle on peut écrire pour tout &lément f appartenant & 1'al-

gébre Z]L

(2) P2f = kPf

Reporté dans 1'équation de Reynolds, ce résultat fournit aprés calculs
(3) k(k-1)PfPg = 0

Par suite, k est la fonction caractéristique d'un certain sous-ensemble, par
ailleurs inclus dans le complémentaire de k(P)., Mais une manipulation algébrique

relie k et Pe selon

Pe(x) = k(x)e(x)
ce qui établit 1'appartenance de 1'élément ke & 1'algébre CI,, comme prévisible
De P2e = P(ke) = kPe = k?e = ke, on tire P((l-k)e) = O , Enfin on pose
k(x) = x (x) et on utilise les notations du chapitre I §3 pour assurer l'égalité
Py = Pz, =0 , ainsi que P22 = 0 . La symétrie procure Pll = P;) . Finalement
P est décomposé en une somme directe

P = Pll @ Pzz

ol P;; est un opérateur de Reynolds idempotent, ce qui assure que P); est un
opérateur semi-multiplicatif symétrique (cf. par analogie le théoréme 1.8), tandis

que P,, est un opérateur de Reynolds nilpotent d'ordre 2 et vérifie

Py (£Pro(g)) = % Py, (£)Py,(g), ce qui termine la démonstration du théoréme 2.1.

Réciproquement, un opérateur somme directe de deux opérateurs Py, et P,,

des types signalés, est un opérateur de Reynolds multiplicativement symétrique

(la démonstration se fait par vérification directe).
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Comme conséquence de la démonstration précédente, nous disposons du :

COROLLAIRE 2.1, Un opérateur de Reynolds multiplicativement symétrique satisfait
la relation F2 = P23,
On dispose d'une sorte de réciproque i ce corollaire pour laquelle nous énongons

d'abord un lemme dont la démonstration ne fait pas probléme.

LEMME 2,1, Pour un opérateur de Reynolds, on a l'équivalence entre Pe = 0 et
P2 =0 , Dans ce cas, P est une antidérivation pour laquelle P(Pf)" =0

pour tout entier n supérieur ou égal & 1.

COROLLAIRE 2.2, Un opérateur de Reynolds pour lequel P2 = P3 est une somme
directe de deux opérateurs de Reynolds. De plus P2 est un opérateur semi-multi-
plicatif symétrique tandis que P-P2 est une antidérivation nilpotente.

On calcule facilement P(gP2f) = P2fPg
et par suite

P(PfP2g) = P2fp2g = P(PfP2g)
ce qui fournit la semi-multiplicativité de P2 selon
() P2(gP2f) = P2(fP2g) = P2fP2g
En outre P3f = P2f = P2fPe , mais également

P(PeP2f) = P2fPZe = P“f = P2f,

Ces relations permettent d'écrire P2e = xy® ou Xy est la fonction caractéristi-

que du complémentaire de 1l'ensemble k(P2).

Comme P2 =P2  ona P(xye) = xye » soit Pz(xr,e) = 0. Rappelons que Y' désigne

le complémentaire du sous-ensemble Y.

Reprensnt les notations et la méthode du chapitre I §3, bien que les hypothéses
soient légérement différentes, on trouve P), = P,; = O . Par suite P = P;, @ Py,
oi Py, et P,, sont des opérateurs de Reynolds. Grace au lemme 2,1, P,, est

une antidérivation. En outre on vérifie que P(et P;;) satisfait la relation
(5) P(fPg+gPf) = PfPg + P2fP2g

ce qui donne en particulier P(PfPg) = P2(P2fP2g) = P2fP2g, Posant alors Q = P-P2

par analogie avec le cas symétrique, on constate d'abord que Q est nilpotent.
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Puis, aprés un calcul quelque peu long, on montre que Q est aussi un opérateur

de Reynolds. Une application du lemme 2.1 termine la démonstration.

Ces deux corollaires permettent de retrouver le résultat de BILLIK M.; ROTA G.C.[1]
sur les opérateurs de Reynolds dans le cas des algébres de dimension finie, résul-
tat antérieurement démontré par MOLINARO I, dans le cas d'un opérateur positif,
puis dans le cas général par ARBAULT J.[1] . La présentation actuelle a peut étre
1'avantage de distinguer ce qu'apporte 1l'hypothése de dimension finie et suggére
une extension (cf. Chapitre III §5 ).

THEOREME 2,2, Dans une algébre fonctionnelle de dimension finie, un opérateur de

Reynolds est idempotent, donc semi-multiplicatif symétrique.

Pour la commodité des notations, nous reportons la démonstration au chapitre

suivant,
En suivant une démarche analogue, mais avec quelques difficultés techniques sup-
plémentaires, nous pouvons énoncer des théorémes de décomposition pour d'autres

types d'opérateurs.

THEOREME 2,3. Un opérateur multiplicativement symétrique de type D(a) , pour a

différent de O ou de 1 , est somme directe de trois opérateurs :

P =P ®Py, ®P3,,00 Py, est un opérateur idempotent multiplicatif, P,,
est comme P;;, , & une homothétie prés, et P;, est un opérateur nilpotent multi-

plicatif & une homothétie prés.

THEOREME 2.4. Un opérateur multiplicativement symétrique de Baxter est différence

directe de deux opérateurs P = P;;© P,, ol P;; est un opérateur idempotent

multiplicatif et P;, un opérateur nilpotent multiplicatif.

THEOREME 2,5. Un opérateur hémi-multiplicatif est multiplicativement symétrique,

en outre on a la relation P = P3,

THEOREME 2.6. Un opérateur U-idempotent multiplicativement symétrique est un

opérateur semi-multiplicatif symétrique idempotent.

Pour les opérateurs du type D(a) , ou du type D , nous donnerons plus loin
(Théoréme 3.8 et seq) des résultats faisant intervenir une technique toute diffé-

rente,
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Passons & la démonstration succincte des théorémes précédents.,

Démonstration du Théoréme 2.3.

On part d'un opérateur D (o), lequel satisfait en particulier la relation suivante
P(PfPg) + P(gP2f) = aP(gPf) + (1-a)P2fPg + P(P2fPg)

Pour o différent de 1'unité, la symétrie multiplicative implique P2fPg = PfP2g,
relation déjd interprétée comme donnant P2f = kPf ol k est une fonction nulle
sur l'ensemble k(P). Un calcul conduit & P(PfPg) = kPfPg, dont on déduit la
relation de type multiplicatif :

(1) P(fg) =

(2k+a)(a;k) + 2k-a PfPg

Il s'agit maintenant de relier k et Pe . Un calcul méthodique, mais un peu long,
montre que les seules valeurs possibles de k sont 0,1 et o . De plus,

lorsque k(x) = 1, P(fg)(x) = Pf(x)Pg(x) et Pe(x) = e(x)
lorsque k(x) = a, aP(fg)(x) = Pf(x)Pg(x) et Pe(x) = ae(x)
lorsque k(x) =.0, ;%T P(fg)(x) = Pf(x)Pg(x) et Pe(x) = 0 ou ;%T e(x)

Compte tenu de 1'hypothése d'intégrité du domaine des valeurs des fonctions de
1'algébre fonctionnelle El', on peut décomposer l'espace de base X cn quatre

ensembles disjoints dont les fonctions caractéristiques sont notées Xl’ X » xa, et
2

X“"

Pe=ye+yxe+yxye+yxe
xl x2 x3 4
P2e = kPe = xle +ay e
2
P3e = k2Pe = xe + aaxze

Par suite, xze puis Xle appartiennent & 1'algébre C['. Il en est de mémevpour

x e et donc pour x“e . Les lois de multiplicativité fournissent aussitdt pour
i=1,2,30ulb

XIP(Xje) = (le(xje))2
usz(xje) = (sz(xje))2
o3 X P(xge) = (x Plxse))?

et x P(x.e) =0
X“ (XJ ) .

Montrons d'abord que x P(x e) = x e,
1 1 1
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2 P + x P + x P + x P =
(2) X, (xle) X, (x2e) X, (xae) X, (x“e) xe

P a , .
(3) X, (xle) + ale(xze) toT le(xae) =xe d'ol la relation
M 1 P +(1- 2 P P =0
(4) (1-a)x Plx_e) ( u_l)xl (x,e) + x Plxe)

Les termes x P(x.e) valent O ou 1 en chaque point x. Mais d'aprés la rela-
tion (4), on ne peut avoir un seul des termes croisés égal & 1 , On en a au moins
deux, ce que la relation (2) rend impossible. Finalement, les termes croisés sont

nuls et x P(x e) =x e
1 1 1

En opérant de la méme fagon, aprés un examen particulier du cas a = 2, on a bien

x P(x e) = ax e . Un raisonnement similaire donne x P(x e) = —— x e .
2 2 2 3 Ty a-1 "3

Posons Pij(f) = XiP(Xjf) . Lorsque j est différent de 1 , on a les égalités

15= 0

=0 pour j#2

P(xlij) =0 = P(xle)P(ij) . Tenant compte de XIP(Xle) =xe,on déduit P
pour tout j distinct de 1. De fagon analogue, on obtient P2j
et P..=0 pour j =1, 2 ou 3 ., Aprés avoir noté que Phj =0 pour tout J

puisque X, = k(P), on constate la décomposition en somme directe de 1‘'opérateur P
P =P @ P,® P3y
P1(fg) = Py (£)P)(g) jointe & Py (e) = X e et Pfl = Py,
aP,,(fg) = Py,(£)P,,(g) jointe & Py,(e) = axye et Piz = aP,,

{D'ailleurs, une homothétie de rapport a~! transforme P, en un opérateur multi-

plicatif idempotent),

a 2 [
= P3,(fg) = P3,(f)P3,(g) avec P3, =0 et Pyule) = T X,
p'ailleurs, une homothétie de rapport E.;l raméne P3, & un opérateur multiplica-

tif et nilpotent donc multiplicativement nilpotent ).

Réciproquement, un opérateur P , somme directe de trois opérateurs P,,, P,, et

P3, est un opérateur D(a) multiplicativement symétrique, ce qui termine la

démonstration du Théoréme 2.3.

~

On peut exprimer les opérateurs de la décomposition & partir des trois premiéres

puissances de P selon

2_p3

-P

a p3-p2 oP-(1+a)P2+P3
Piy = =g, P22 = ala1) °* P3y = ———
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-p2 2_
of-P et Py, = P et

P
a-1 a-1
lorsque P, = 0 , c'est-d-dire P? = P2 | alors P;; = P2 tandis que

Py, = P-P2,

En particulier, lorsque Pj3, = O, on obtient P;; =

Donnons pour terminer, et sans démonstration, une réciproque partielle & ce der-

nier cas :

COROLLAIRE 2,3. Un opérateur de type D(a) pour lequel P2 = P3 est tel que
P2 soit multiplicatif et idempotent, et P-P2 multiplicativement nilpotent.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.4, En appliquant la méme technique que pour le Théo-
réme 2.3, on montre, pour un opérateur de Baxter multiplicativement symétrique,
la relation P2 = kP ol ke est nulle sur k(P) et appartient & 1'algdbre a

On obtient ensuite k(Pe-e)Pe = O et les seules valeurs possibles de k sont

0,1 et 1/2, Décomposant l'espace X en quatre sous-ensembles, Xl, X, X3 et
X; , on parvient aprés calculs & la décomposition directe du Théoréme 2.k,

Réciproquement un opérateur s'écrivant comme différence directe de deux opérateurs
progq P

R et T (P=REOT) est un opérateur de Baxter.

COROLLAIRE 2,L. Un opérateur de Baxter multiplicativement symétrique satisfait
P2 = p3,

En effet on vérifie que. P = RO T entraine P2 =R et P3 = R . Notamment
R=P2 et T =pP2.p,

On peut donner une réciproque partielle Pour laquelle nous ne fournirons pas de

démonstration :

PROPOSITION 2.1. Un opérateur de Baxter pour lequel P2 = P3 s'écrit comme la
différence de deux opérateurs R et T dont 1'un vaut P2 et est un opérateur
de Baxter idempotent, tandis que 1l'autre T , est multiplicativement nilpotent.
En outre RT =TR =0 ,

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.5. On note que 1'on a les égalités avec trois fonctions:

P(fhPg) = P(P(prh)Pé) = P(PfPhPg) donc pour h = 1, P(fPg) = P(gPf).

En outre, P? est un opérateur d'interpolation mais en général P n'est pas un

opérateur idempotent comme le montre 1l'exemple de la matrice suivante. (cf.Chap III)
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1 0 0
(PFJ=(0 -1 o
a b 0

On établit sans peine la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2. Un opérateur hémi-multiplicatif est la différence de deux opéra-
teurs idempotents demi-multiplicatifs symétriques dont le produit est nul, D'ail-
leurs pour que ces opérateurs soient d'interpolation, il faut et il suffit que
P2(fg) = P(fPg). Réciproquement, la différence de deux opérateurs d'interpolation
dont le produit commute et est nul est un opérateur hémi-multiplicatif.

La démonstration du Théoréme 2.6 suit les mémes principes et nous ne la donnerons

pas ici.

4, TABLEAU GENERAL DE COMPARAISON. Il arrive fréquemment qu'un opérateur P soit

doublement multiplicativement 1ié, c'est-d-dire satisfasse deux relations du type

(1), De tels opérateurs se réduisent en général & des types simples. Envisageons
d'abord le cas d'un opérateur U-idempotent, c'est-d-dire tel que I-P soit du

type D ., Cette U-idempotence joue le rdle de 1l'idempotence.

THEOREME 2,7. Soit P un opérateur U-idempotent. Si de plus P est

(1) Semi-multiplicatif, P est idempotent et multiplicativement symétrique.

(2) de quasi-interpolation, P est idempotent multiplicatif.

(3) demi-multiplicatif, P est idempotent et semi-multiplicatif symétrique.

(4) de Reynolds, P est idempotent et semi-multiplicatif symétrique.

(5) D'(a) ou de Baxter, P est idempotent et de Baxter

(6) B(a) ou D(a) pour o différent de 1 ou O , P est idempotent et multi-

plicatif.

(1) On a les relations (1) P(fPg+gPf) = 2PfPg et (2) P(PfPg) = PfPg d'od

1'on déduit

PfP2g+PgP2f = 2P2fP2g soit P2f(P2g-Pg)+P2g(P2f-Pf) = O et notamment P2f(P2f-Pf) = 0
En choisissant pour X, la fonction caractéristique du complémentaire de k(P2),

on a8

P2f(x) = xl(x)Pf(x)
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Cette relation fournit P2 = P3 et 1'on reporte dans (1) pour obtenir
P(gP2f) = P2fPg

On en déduit ensuite P(PfPg) = PfPg = P2fPg ce qui fournit P2 = P dont on
pourrait encore déduire Pe = X e Conformément & la remarque précédant le Théo-

réme 1,8, l'idempotence implique la symétrie multiplicative.

(2) Pour un opérateur U-idempotent de quasi-interpolation, on peut calculer
Pf(P2g-Pg) + Pg(P2f-Pf) = O ce qui implique P2 = P et donc la symétrie multipli-
cative (Théoréme 1.8) : P(fPg) = P(fg) donc P(PfPg) = P(gPf) soit P(fg) = PfPg.

(3) et (4) peuvent &tre ramenés au cas (1).

(5) Puisque P est U-idempotent et de type D'(a), P est alors de Baxter., Puis
on calcule (P2f-Pf)(P2g-Pg) = O ce qui assure 1'idempotence de P .

(6) On se donne (1) P(PfPg) = PfPg et (2) P(fPgtgPf) = aP(fg) + (2-a)PfPg.
Le cas a =1 (opérateur de Baxter), o = O (opérateur SM) et o = 2 (QI)

ont déja été examinés. La relation (2) fournit alors
(3) PfP2g + PgP2f = aPfPg + (2-a)P2fP2g

et en particulier 1'égalité (P2f-Pf)(2-a)P2f-aPf) = O, Puisque 1'algdbre QL est
fonctionnelle, il existe un sous-ensemble Xf , de fonction caractéristique Xg

tel que pour tout f dans EI., on ait la valeur de P2f
2 + 2(1-
P2f = x Pf 5:(1 xf)Pf.

Bien entendu, la définition de Xp est ambigiie lorsque Pf(x) = 0.

Cependant, en reprenant (3), on trouve
[(2x,-a)Pg + (2-a)(2x,-1)P2g)Pf = O.

Si Pf(x) # 0 , on a encore P2g(x) = xf(x)Pg(x) + 5%; (l-xf(x))Pg(x). Finalement

on peut écrire

P2f = x"Pf + —— x"Pf od X", X" et X"
X 2= %, 1’ 2 3

sont trois sous-ensembles disjoints de X , formant un recouvrement de X . En
particulier X; = k(P) = k(P2), Relions maintenant ces ensembles aux valeurs de
Pe . Il vient

Pefu—zx'l' - -2-9_; x'z' + (2-a)Pe] = 0

Sur X: : Pe(x) =0 ou Pe(x) = e(x), sur X; : Pe(x) = 0, ou bien encore
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2
Pe(x) = (E%;) e(x) et sur X; : Pe(x) = 0, Nous sommes amenés & distinguer cing
sous-ensembles disjoints de X pour lesquels on a les relations suivantes

= a 2 2 [}
(4) pe = x.e* (5-_;-) X, (5) P2r = (xl*xa)Pf-'?; (xz*x“)Pf et (6) xSPr =0

En calculant (Pe)? et retranchant de Pe , on assure que x e, puis x e ,
appartiennent & 1'algébre A . on utilise P(Pe)? = (Pe)? et le calcul de P2e
gréce & (4) et (5) pour obtenir

P(x_e) + (53— )“ P(x e) (3= )“
x.e) + (3 x,e) = x e+ (33 x e

t P(x e) + (3= )“P( ) (m)3
e x e 3 Plxe) =x e+ (z2) xe

d'ol
a ot
P(xze) =z et P(xle) =xe * )T X e
On remplace les valeurs obtenues dans la relation (2)
(1_a)p(rxl) + ((E%a)z-a) P(fxz) +(x1+x3) Pf+(x2+xk)§%;-Pf = (2-a)x1Pf + %%; szf
Avec des fonctions convenables, on calcule P,; = P;, =0 et P,, =0, Comme
$ . D'ou Pe = xle . Un calcul

désormais usuel aboutit & X =X puis P;) + Pjg =P et P;,2 = Py,, Enfin
3 5

on vérifie que P, satisfait P,,(fg) = P,,(f)P;;(g) , tandis que Pjg(e) =0

P(x e) = %'x e , on en déduit x =0 donec X
2 2 2

et d—fE Pls(fg) = P]s(f) Pls(g) ’ donce PIS = 0.
Finalement, P = P;; , donc P est un opérateur multiplicatif et idempotent, ce

qui termine la démonstration du Théoréme 2.7T.

On démontrerait de méme que pour un opérateur P, U-idempotent du type E(-1),

I-P serait multiplicatif idempotent.

Ces quelques exemples suffisent sans doute & faire comprendre les mécanismes et
nous ne détaillerons plus les démonstrations., Les résultats relatifs aux opérateurs
multiplicativement 1iés figurent sous forme d'un tableau triangulaire & double
entrée : dans ce tableau une case représente un opérateur doublement multiplicati-
vement 1ié. Le signe O indique que seul 1l'opérateur nul est des deux types cor-
respondants & la case. Par contre, un signe comme Théoréme suivi d'un numéro ren-
voie au théoréme correspondant du texte, tandis qu'un numéro entre parenﬁhéses
signale une note explicative figurant & la suite du tableau., Pour des exemples,

on pourra se reporter aux chapitres suivants, notamment au chapitre III sur les
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algébres finies, Les abréviations sont celles du § 1 de ce chapitre et 1'opérateur

identique est noté 1Id .

Les démonstrations sont simplifiées'iorsque quelques hypothéses sont faite sur Pe .,
Nous en ferons de trois types, Le cas Pe = e permet de dresser un tableau 3 ou

le signe + (ou +) manifeste que l'opérateur d'un type implique l'autre type. Le

cas P2 =P et Pe =0 sont regroupés en un tableau n®°2. (Ce dernier cas se com-

pose essentiellement de zéros, comme il était prévisible).



Tableau

n°1

- -

: Cas général d'une algdbre fonctionnelle

MS | QT [SM D™ (D) R (B D |DW|Ba |AM [C{a) ()| U2 |MAs| un | ep
Ty | Tw T™ [T [Tw | C C | T 3w | C
™S T |Sws|Ims 2.\2 24 | W W fo3aq2s |31 |31 |26 [N @) |33
Ly M [ ™ M |[™M DM | & S ™ X C
ax 2T wa 2T | 23 AW | BW 2% [T | @) [T | T a2 0 | W 2%
SMS | () | SMS ™M M M | C | < |sus <
sw ax | @ 25| © o3 |© | 2x og |33 a3 |20 © |2
M |S™MS M ™M < C |SMs | UN C
on 23 | 2v | W[ WM or fex [OF [ a3 ot |23 | @ (M0 |a2x
A1 M (MMM [M™M @V M [mN nw
? .
df°1 3 23 |28 | 21| 23 | a3 |23 | @ w2t @ (@ [@
™M ™M (™M SMS 2N
R ©@ |3 | @)1 |2x DD |%1|0 |3 |D
Q32 ™ c e | m c
i:‘é 1 Q) WM Q) | a3 8% |5 ax|ax | O | |
Ba (V2| L. c Ba : c
1 LI | 2T Qs 23 @o) 2t | O Q)| 2z
Ayt V2 i™m Ba | Mn | Mw
440 Dol |axler |9z |0 | @ | D
™M T | MN [ M
Ba 2z |9 Moz w | @ |D
[3 [T c
WM ar 31|28 0 | O | 3¢
¢ |e c
| EQ) a1 |22 | © | O |2
Notes c
€| C (AQ)| O | O |3
(1) cf. Chap. III (Th. 3.8).
L u2 olol|S
(2) P* est MN pour tout n > 2.
(3) f_’n est QI pour tout n'> 1. Mas| 38 |[@) | O
(k) P2 = 2P, Pe = 0,
UN 0
(5) P=P;;@® Py odl Pj; est M, 2I, et APy, est M, 2I.
(6) Si P2e = Pe ou si P(Pe)2 = (Pe)2, alors P est M, 2I. Po

(7) si P2e = Pe ou si P(Pe)? = (Pe)?, alors P est C, 2I.
(8) A une homothétie prés, P

(9) A une homothétie prés, P

(10) I-P est un opérateur M, 2I.
(11) si P%e = Pe ou si P(Pe)? = (Pe)?, alors I-P est M, 2I.

est M, nilpotent.
est QI, UN.
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Cas P2 = P (au~dessus de la diagonale principale)

oy .
Tableau n°2 : Cas Pe = O (au-dessous de la diagonale principale)

MS | QT |SM [IW [JQ | R [BW]| D | TW|Ba | WM |E@|Eeh| vz |Mas | un [Pe
MS o fd [ AL [V [V [T ™M ™My |\ ]es|sms| O[O |
@0 N\/M [ Y[V M N A (Y[ Moo
sMfsws| O LNIT |4 [N [M (M MM m )|t o]0l
DM M| O [0 NV [V [V [T ™MLYy |esissio 0
o o ofoleNt [t | ]n| ||y ]| r]0o]0])
R(3'|ofofofofmy ™M M n MMy |t o o]}
Bl ojofo oo |0 (WP N M|t s ™mioiold
Blojolojojofojo N/t b |d L y|al0oia |
Mo ool ojo] 0 At MLVt ool
BajO o |0 |ofo |0 l/Oo[M IV axIM LV o 0
WMo |00 oclo|o]o O lNJ ¢t |5 Mmoo
twlo|olololololo]olo]olo [ 0ol
B4y o |©o oo |0 o 0@ @ @0 |0 NERE N
va|o oo jolofo|olZiv|Vv|o ! o o o]\
Mas|Mwj O N OO0 /0 OO0 00O JO 0 0 mo oo
(S0 I R T VA B 0 BV I m\f 0|0 |0 | 0| o 0ly o
plo|lO0jO0 0|00 ]|]0O0]|O E O/ O |0 |00 0 |0] O cfs

Notes
Dans ce tableau : a # 0O, a # 1 pour les types D(a) et D'(a); a # 0, a # L et a # 2
pour le type B(a); a? # 1 pour le type E(a).
(1) A une homothétie prés, P est de quasi-interpolation.
(2) I-P est un opérateur multiplicatif idempotent.
(3) P2 = 2P,
(4) P2 = aP.
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Tableau n®3 : Cas Pe = e
MS QT [ SM DM D | R (B | D D Ba WM [ ) | &64) V2 [ MAS| 0N | ee
ns |23 | Y M ™Mo g [T [™M M| [Ta|Td|sws| @ |8 [
mzxv\'}ﬂﬂ&mmv\u‘l&’ﬂi}_iﬁ(é&
SM{2T [ M [N MmN M Tl T g
DM [ mo(sme |} [T [ ™ [ ™ TS ons | BB |y
RN DM n Id &i‘i “"|gIe |
R Mo (W n Ta(Ta|sws| B | ¢ | {
;;}1 YN S NV IV I Y e # x FO IO B A
) VT |ZA|TL|Ba | | B |4
t:;ﬁm T V| M ST B¢ g
B [2T | M |[Ta(Xd (4 (¢ |F |
:nﬂ PAENENN gle|)
2 =@ 57 b L T O 2
et TA (P | P | L
uzl2x (¢ | o |}
Mas| B | B | P
Wig e
ee [Ta

Par convention, le signe ¢ dans une case signifie qu'il n'existe pas d'opérateur

doublement multiplicativement 1ié correspondant

~

8 cette case, En outre Id désigne

1'opérateur identité tandis que I désigne un opérateur 4'interpolation et 2I un

opérateur idempotent.
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CHAPITRE III

ETUDE ALGEBRIQUE DES OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES

1, ALGEBRES DE DIMENSIONS FINIE .

Nous cherchons & déterminer les opérateurs multiplicativement 1iés dans le cas ol

1l'algébre QL est aéfinie sur un ensemble X comportant un nombre fini de points,

Sans perdre de généralité, on peut supposer que
L=c(x) od X= {xl, Xys vees xn},

ou méme est 1l'ensemble des fonctions définies sur X et & valeurs dans un corps
commutatif de caractéristique infinie. Pour simplifier, nous dirons que Cl_est une
glgébre finie, I1 s'agit effectivement d'un espace vectoriel dont une base est
constituée par la famille finie d'idempotents orthogonaux Gx. ou :

i
cxi(xj) = sij
symbole de Kronecker valant 1 si i=j et O si i#j,

Tout opérateur linéaire P surCL se représente dans la base précédente par une
matrice carrée nxn , mais il est utile de noter que la numérotation des points
de X est libre, donc 1l'ordre de rangement des colonnes de la matrice représen-
tative de l'opérateur P , Nous introduisons quelques notations :

pij = P(ij )(Xi)
et k(P) = {x|Pf(x) = 0 pour tout f dans a .

Commengons par la démonstration du Théoréme 2.2., & partir de trois lemmes &lémen-
taires, Le Théoréme 3.9. constituera d'ailleurs une généralisation de ce théoréme,

LEMME 3.1, Dans une algébre finie, tout opérateur d'antidérivation est 1'opérateur
nul .

P(fPg+gPf) = PfPg donc 2piip(6xi) = P(Gxi) » ce qui donne p.. = 0,
puis P(Gx ) =0 donc enfin P =0 , Ce résultat, joint au lemme 2,1, assure

L 1 . . 2 . 2
qu'un opérateur de Reynolds satisfaisant - Pe = O est nécessairement 1'opérateur

nul,
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LEMME 3,2, Dans une algébre finie, un opérateur de Reynolds surjectif est 1'opé-
rateur identique,

-1 o1
Ce lemme est le dual du précédent. En effet, l'opérateur I-P~ , oi P est
<1
bien défini gréce & la surjection, est une dérivation., Par suite, I-P =0 ,
donc P=1,

LEMME 3,3. (cf. BILLIK M,, ROTA G,C, [1]). Dans une algébre finie, un opérateur de
Reynolds satisfait P2 = P3 ,

Pour un opérateur de Reynolds, la relation PfPg = P(fPg+gPf-PfPg) montre que
1'image par P de l'algébre Ei'est une sous-algébre. Puisque(], est une algébre

a , ol 1'on a préala-

finie, il existe un entier n, pour lequel ZI. =
n0+1 no

blement posé 21. n = Pnfﬁl) . L'opérateur P est un opérateur de Reynolds sur-

ngp+l ny
jectif sur €L np * donc réalise 1l'identité sur CI’n et P (f) =P (£)
0
en utilisant le lemme 3.2.
Montrons que ce dernier résultat implique P2 = P3 | Ceci est acquis si n, = 2,

ng no
Supposons ng > 2 et posons F = f-P (f) ,Ona P (F) =0 . Puis 1'identité
np-1l ng=-2 np=-1
de Reynolds, appliquée & P (F) et a P (F) fournit P(P (F))2 =0,
no-]. n0-3
On applique ensuite 1'identité de Reynolds & P (F) etda P (F) pour obte-

no=-2 no~l
nir la relation P(P (F)P (F)) = 0, Puis une nouvelle utilisation de 1'iden-
ng=2 ng-2 ngp-1
tité de Reynolds & P (F) et P (F) donne P (F) = 0 . Par récurrence,
no+2 ng
on en déduit P2(F) =0 . Soit P2f =P (£) = P (f) et en particulier

P2(f) = P3(f) .

Dés lors, il suffit de joindre le corollaire 2.2 et le lemme 3.1 pour obtenir 1'i-
dempotence de 1l'opérateur P , laquelle conduit facilement & la propriété de semi-
multiplicativité symétrique pour P , selon un principe général évoqué par le
Théoréme 1.8, terminant ainsi la démonstration du Théordme 2.2, Nous générali-

serons ce théoréme sur un espace compact de Stone,

Dans le paragraphe qui vient, nous allons envisager des théorémes de structures
relatifs aux opérateurs multiplicativement 1iés sur des algébres de dimension

finie. Les démonstrations sont parfois longues et seront améliorées au Chapitre IV,



- 46 -

2, QUELQUES THEOREMES DE STRUCTURE.

Les coefficients Py définis en 3.1 vérifient des équations canoniques, du troi-

siéme degré en général, que l'on peut obtenir en faisant f = Gx. et g = éx.

dans la formule de définition d'un opérateur multiplicativement * 1ié, J
calculée au point X, . Les démonstrations sont purement combinatoires et jouent
sur la liberté de numérotation des points de X , Nous ne donnerons que la démons-
tration, d'ailleurs la plus simple et la plus courte, concernant un opérateur mul-
tiplicativement symétrique, renvoyant & DHOMBRES J. [9] pour des calculs détaillés,

Au Chapitre IV, nous envisagerons des généralisationms,

THEOREME 3.1, Dans une algébre finie, une matrice typique représentant un opéra-

teur multiplicativement symétrique peut se décomposer selon

L, 0,0 O

0 L0 O
[P] = | cevevetonenns
0 0:0 O

*

L} L;:M 0|

Réciproquement, une telle matrice représente un opérateur multiplicativement

symétrique,

Dans cette écriture, on convient de noter par M une matrice quelconque, par L
une matrice carrée rxr dont toutes les lignes sont égales et par L' une
matrice qxr de sorte que chaque ligne de L' soit proportionnelle & la ligne
de L,

Si par exemple r =3 et q =2 , on a la configuration suivante pour deux nombres

complexes quelconques u et u'

a b c
Ha HD He
L=|a b ¢ et L'=
a b c u'a u'd u'e

LEMME 3,4, Dans une algébre finie, soit P un opérateur multiplicativement 1ié
tel que B=C =D =0 ou bien un opérateur multiplicativement symétrique, Lors-
que p colonnes non nulles de la matrice [P] forment un systéme de rang p-1 ,

les p lignes transposées de ces colonnes sont égales,



- 47 -

Pour la démonstration, on utilisera la remarque suivante laquelle est toute simple:
si Pf =0, alors P(fPg) O pour tout élément g de El’sous les conditions du
lemme 3,k4,

Les équations canoniques d;un opérateur multiplicativement symétrique sont
n2(n-1)
PiPei = P3iPyj —
pij de (P] . Pour simplifier, on appelle termes antidiagonaux relatifs & deux

, soit équations entre les n2 coefficients,

colonnes i et Jj , les termes pij et pji . Lorsque les termes antidiagonaux
de deux colonnes ne sont pas tous deux nuls, le lemme 3,4 est applicable et

notamment, si p.., = pji # 0, les colonnes i et j sont égales ainsi que les

ij
lignes transposées, Plagons-nous d'abord dans le cas ol toute colonne posséde au
moins un coefficient non nul. Egrenons quelques remarques utiles pour la réduction

d'un opérateur multiplicativement symétrique :

Si Pij
de la ligne i par un terme correspondant de la colonne j donne O,

=0 , d'une part pji = 0 et d'autre part le produit de chaque terme

Si p;; = 0, alors les termes antidiagonaux relatifs & toute autre colonne non

nulle sont nuls,

Lorsque Pij n'est pas nul, 1'élément diagonal de la ligne i est égal au
transposé pji de pij .
Une numérotation convenable des points de X permet de ranger en dernier les
colonnes nulles, puis, les précédant, celles dont 1'élément diagonal est nul, En
premier, on peut placer une des colonnes ayant le plus grand nombre d'éléments

non nuls et ranger & sa suite toutes les colonnes dont le terme antidiagonal rela-
tif & la premiére colonne n'est pas nul, formant ainsi un groupement de r colon-
nes par exemple. Puisque ces r premiers coefficients de la premiére ligne ne
sont pas nuls, les remarques précédentes impliquent que ces coefficients répétent
ceux de la diagonale de la matrice rxr ainsi formée, Par contre-coup, les r
premiers coefficients de la premiére colonne sont tous égaux au premier terme
diagonal, La premiére remarque assure que la matrice rxr a tous ses éléments
non nuls, donc que les r 1lignes de cette matrice sont égales, Cette méme remar-
que permet d'assurer la nullité des n-r derniers éléments des r premiéres li-
gnes et par suite la nullité des termes transposés, sauf en ce qui concerne les
lignes transposées de colonnes nulles, Quant aux lignes dont le terme diagonal est
nul, elles sont nulles selon la deuxiéme remarque, Enfin, les lignes qui corres-
pondent aux colonnes nulles sont susceptibles du lemme 3,4, En regroupant ces ré-

sultats, on obtient le théoréme 3.1 qui donne la solution, en termes d'opérateurs,
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de 1'équation fonctionnelle
P(fPg) = P(gPf).

Sur un demi-groupe quelconque on peut d'ailleurs chercher toutes les fonctions

4 v:leurs dans le demi-groupe, solution de 1l'équation fonctionnelle
£(xf(y)) = £(yf(x))

et des solutions d'équations analogues déduites des relations satisfaites par les

opérateurs multiplicativement 1iés comme f(xf(y))+f(yf(x)) = £(x)f(y)+f(xy).

~

Sur ces équations, & ma connaissance fort peu étudiées & ce jour, on pourra con-
sulter un premier travail DHOMBRES J. [8].

Gréce au Théoréme 3,1, un opérateur multiplicativement symétrique s'écrit
P = P1+P,-P3

ol P; est un opérateur semi-multiplicetif symétrique, P, est un opérateur

d'interpolation et P3 un centralisateur idempotent positif.
Une démarche analogue permet de démontrer les théorémes suivants.,

THEOREME 3.2, Dans une algébre finie, un opérateur semi-multiplicatif est multi-

plicativement symétrique.

S

Nous obtiendrons un théoréme plus général au Chapitre IV, Mais dés & présent, on
peut constater & partir du Théoréme 3.1, qu'un tel opérateur est somme directe
d'opérateurs pouvant &tre représentés par une matrice [L] dont les lignes sont
égales (Le cas P(fPg) = P(gPf) = PfPg et P(1) =1 , fut traité initialement par
BIRKHOFF G. [1] et KAMPE DE FERIET J. (1]).

THEOREME 3.3, Dans une algébre finie, un opérateur demi-multiplicatif symétrique

pour lequel Pf est nul pour toute fonction. f portée par k(P) et dont 1'image

est une sous-algébre, est un opérateur semi-multiplicatif symétrique. Lorsque 1'en-

semble k(P) est vide, P est alors un opérateur idempotent.

THEOREME 3.L4. Dans une algébre finie, un opérateur U-nilpotent positif est multi-

plicativement anti-symétrique,

Un opérateur multiplicativement anti-symétrique est multiplicativement nilpotent,
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Le théoréme suivant montre que parmi les opérateurs de type E(a) , seul 1l'opéra-

teur E(-1) n'a pas une structure simple.

THEOREME 3.5. Dans une algébre finie

(a) Un opérateur hémi-multiplicatif E(1) est différence de deux opérateurs

d'interpolation dont le produit commute et est nul.

(b) Un opérateur de type E(a) , pour o différent de 1, -1, ou 3, est

différence directe de deux centralisateurs idempotents positifs.

(c) Un opérateur de type E(3) est somme directe d'opérateurs —P et
e /3 P’ ol P' est un centralisateur idempotent positif, et P 73 un_opéra-
teur ne faisant intervenir que deux points de X selon la matrice
1 2
et €2 = +1.
2 1] =

PROPOSITION 3.1, Soit P un opérateur de type E(-1) tel que P2e = Pe. P est
alors somme directe de deux opérateurs du méme type que P, l'un conservant

1'unité, 1'autre l'annulant.

Si P est un opérateur de type E(-1) conservant 1'unité et tel que
P(s_) =+ s
i i
pour un unique point x; de X, on peut alors numéroter les points de X de

sorte que
P(& ) =¢€b
. xn n
(s, )= (-1)c(s 426 + e s26 )
*n—k " “n-k n-k+1 n

THEOREME 3.6. Dans une algébre finie, un opérateur de quasi-interpolation est une

k
somme du type P = P' + P gg P' est d'interpolation et P.(e) = O, De plus
e du type AP rp i De plus
Pi(f) ne dépend que des valeurs de f en deux points fixes de X et peut se

représenter par une matrice décomposée en blocsselon
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ou C .désigne une matrice 2xq dont les colonnes sont opposées. Enfin
P.P' = P'P, =0
i i
En particulier, si Pe(x) ne s'annule pas, P est un opérateur d'interpolation.

Au Chapitre IV, nous donnerons la structure générale des opérateurs d'interpolation,

En dimension finie, une matrice typique est décomposée en blocs selon

]

M qJ

ol I est une matrice carrée unité et M une matrice quelconque.

THEOREME 3,7. Dans une algébre finie, un opérateur pseudo-projectant est la dif-

férence directe de deux centralisateurs idempotents positifs.

~

Les algébres de dimension finie fournissent des contre exemples maniables & cer-
taines conjectures naturelles. Nous ne mentionnerons ici que quelques cas (cf.
DHOMBRES J. [3]).

(a) On peut ainsi construire un opérateur du type D , idempotent, mais non

multiplicativement symétrique (cf. d'ailleurs le Théoréme L4.13),

1 -1 -1 1
- a -a
1 -1 * 1 -1 1
P= 3 ou plus simplement P =
(0] (o] 1 -1 a-1 1-a
(0] (o] -1 1

(b) On peut aussi fournir un opérateur demi-multiplicatif symétrique dont 1'image
soit une algébre mais tel que P ne soit pas semi-multiplicatif. L'intérét des
opérateurs demi-multiplicatifs symétriques réside surtout dans le théoréme k.15

que nous démontrerons au chapitre IV,
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a b 0o 0

a b (o} 0
P=

(o] 0 0 (o]

ua ub c 0

(¢) On peut construire un opérateur U-nilpotent, tel que Pe = O , mais qui ne

soit pas un homothétique d'un opérateur de quasi-interpolation.

1 -1 o] (o]
-1 1 [¢] (o]
P =
a -8 (o] 0
b =-b c -c
(d) La matrice
1 -1
o
2 la 1

représente un opérateur B(a) non multiplicativement symétrique.

(e) Lorsque (Pe)? = P(Pe)2 et P(Pe) = Pe oulorsque ImP contient une unité
relative (c'est-d-dire un élément f de ImP tel que fg = g pour tout g
dans ImP) , un opérateur demi-multiplicatif est en fait un opérateur multiplica-

tivement symétrique, c'est-d-dire de structure connue (cf. Chapitre IV § 7).

(f) En ce qui concerne les opérateurs Df{a) ou D'(a}, les résultats sont d'un
aspect tout & fait différent (Chapitre V § 5 et Chapitre VI § 3). Notamment, pour
les opérateurs de Baxter, une technique d'analyse spectrale permet 4'obtenir la
représentation de 1l'action de P sur 1l'algébre engendrée par e et Pe (cf,
ATKINSON F.V, [1] et les précisions apportées par MILLER J.B. [3]). Récemment,
ROTA G.C. [3] a donné une approche purement combinatoire & partir du théoréme as-
surant que toute algébre standard de Baxter est libre. En particulier, ceci permet
de retrouver le résultat suivant de SPITZER F. [1], dans des algdbres topologiques
convenables . Précisons auparavant qu'un résultat voisin est accessible quant aux
opérateurs du type E(-1) pour lesquels nous n'avions pas encore obtenu de décom-
position satisfaisante. Nous ne le donnerons pas ici, faute de place sinon d‘im-
portance.
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THEOREME 3,8. L'équation ou 1'inconnue est y :

= e+
y=e xP(xoy)
avec x et X fixés, a une solution unique sous la forme explicite
y = exp(-P(Log(e-xxo)))

si et seulement si P est de Baxter.

3. FORMULES DE RECURRENCE,

Les opérateurs multiplicativement 1iés satisfont des relations de récurrence de
deux sortes : les unes portant sur les puissances n-iémes de la fonction Pf,
d'autres concernant les puissances successives dg 1l'opérateur P . Ces relations
jouent un rdle tant pour l'analyse spectrale de ces opérateurs que pour 1l'étude de
leur structure, et cela méme dans le cadre d'une algébre de dimension finie.
Choisissons un premier exemple en proposant la détermination des opérateurs multi-

plicativement symétriques du type B(a).

LEMME 3.5. Pour tout entier n , supérieur ou égal & 2 , un opérateur multiplica-
tivement symétrique du type B(a) (avec a # 2 et o # 1) satisfait la relation
de récurrence :

n-1

n
(1) P(P"rP%) = %:fi P(Prpg) - 8 18

£ pirg) a)?
T-8 fg) avec B = (E:;)

On part de la relation de définition d'un opérateur B(a).
P(PfPg)+P(gP2f) = aP(gPf)+(2-a)P(P2fPg)

La relation de symétrie fournit P(PfPg) = P(gP2f) tandis que la relation de défi-
nition d'un B(a) permet d'exprimer l'expression P(P2fPg+PfP2g) . On en déduit
la formule fournissant P(P2fP2g) :

LP(PfPg) = a?P(fg)+a(2~a)P(PfPg)+(2-a)(aP(PfPg)+(2-a)P(P2fP2g))
(2-a)2P(P2fP2g) = (a2+(2-a)2)P(PfPg)-a?P(fg)

ou encore lorsque a # 2 , une expression de P(P2fP2g) & partir de P(PfPg) et
P(fg)

(2) P(P2fP2g) = (1+8)P(PfPg)-RP(fg)

ce qui est précisément la relation (1) pour n =2 .,

Posons maintenant Un = P(Panng) pour n > 1 et U° = P(fg) . On a

2 2 2 )2
(a?+(2-a) )Un+l =aq Un+(2 a) LU
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Cette récurrence linéaire se résoud classiquement en cherchant les sclutions de
la forme Un =x" . L'équation caractéristique

(a=2)2x2~(a?+(a=2)2)x + a2 = 0
admet, lorsque o # 2 et o # 1 , deux racines simples : 1 et B = (5%:)2 .
Par suite la forme générale de Un est donnée par 1'expression Un = ag™b  avec

2
les conditions initiales U_= a+b et U; = a(—Ew) +b .
(] 2-a

Aprés élimination des constantes a et b , on obtient pour tout entier n > 2

)2n-2

2n 2n I 2n 2n |
(2-a u = =(2-w) U + [(2-«1)2“-2- a =(2=a) jUO

n o g2.(2-q)2 a2-(2-a)?

~

formule que l'on raméne immédiatement & la formule (1).

Lorsque a = 1 , 1'équation caractéristique posséde une racine double et la dé-
monstration doit €tre aménagée. Cependant le résultat trouvé revient & faire tendre

a vers 1 dans la relation de récurrence (1). D'olu

LEMME 3.6. Un opérateur multiplicativement symétrique du type D satisfait la

relation suivante pour n > 2

P(P"tP"g) = nP(PfPg)-(n-1)P(fg)
Sur une algébre normée, ces deux lemmes permettent 1'étude des opérateurs multi-
plicativement symétriquescontinus du type B(a) d&s que la norme de ces opéra-

teurs obéit & une condition de croissance pour les puissances successives,

THEOREME 3,8, Sur une algébre normée, un opérateur continu multiplicativement

symétrique du type B(o) , lorsque & > 1 , et dont les puissances n-iémes restent

bornées en norme, est un opérateur d'interpolation.

Considérons d'abord le cas a > 1 , en excluant a = 2 pour lequel le théoréme

est trivialement vérifié., Les hypothéses faites impliquent B8 > 1 et par suite

Limg" = 4o , En outre il existe une constante A telle que [|P"{ < A pour tout

entier n . On peut estimer [[P(P"tP"g) || selon {|P(F"tP"g) (| < A3llcil llel .

La relation (1) s'écrit sous la forme suivante :
-n

1-8

- 1-6"
)

8~"p(P"rPg) = =

P(PfPg) +

-n
z P(fg)

qui donne P(PfPg) = P(fg) lorsque n tend vers 1'infini, donc termine la démons-

tration du théoréme.
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(On remarquera que seule 1'hypothése ||P|| < |§%; suffirait pour ce cas a > 1),

N

Le cas g = 1 se traite de la méme maniére & partir du lemme 3.6 puisque

Lim P(Pnﬁpn = 0 au sens de 1l'algébre normée,

n-o

Regroupons maintenant sous forme d'un unique théoréme les ﬁrincipales relations
de récurrence de la premiére sorte concernant les opérateurs multiplicativement
1iés (cf. d'autres relations dans DHOMBRES J. [6]).

THEOREME 3.9, Sur une algébre commutative, un opérateur :

(1) du type D(a) , pour a # 1, O, satisfait pour tout entier n >0 :

n+l n+lJ

P(af-P£)™*! = (a-1)® [a(p£)™* -p(pPE)

(g) du type D = D(1) satisfait, pour tous entiers n et m supérieurs ou

égaux & 1 ,

P (£-P£)"(g-Pg)™] = O

(3) du type de Reynolds, c'est-d-dire du type D(o) , satisfait pour tout entier
n supérieur ou égal & 1 , :

nP{ £(P£)?71] = (P£)"+(n-1)P(Pf)"

(4) du type de Baxter, c'est-d-dire du type D'(o) , satisfait pour tout entier

n supérieur ou égal & 1

P(P£-£)® = p(Pe)"(P£)"®

Cormengons par la derniére relation (l4), trivialement vérifiée par n = 1 , Pour
n =2, il s'agit d'une écriture différente de la relation de définition d'un
opérateur de Baxter lorsque f = g ., Raisonnons par récurrence en supposant (L)

exacte pour tous les entiers jusqu'd n inclusivement. On dispose de la relation
n KBk Koo D=k
(5) co(pr)® + § (-1 cEp(e5(pe)®*) = 0
n n
k=1
On remarque que pour tout entier k >1
-] 1 ) -] 1]
P(eR(£5(P)™ X)) = B(£X¥*! (Pr)P )4 (£)P(£5(Pe)2E) -p( £ (pr) ¥ )

Multiplions (5) par f et faisons ensuite agir 1l'opérateur P :
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k=n 1 1
Co(R(e(P)™)~(p)™) + § (-1)5GR(e* (pe)™ =) ) (154 cKp K (pe)* Ky

k=1
ou encore en réorganisant cette somme, on peut écrire

° n+l
-cn(Pf)

s(corc, P(£(Pe)™) - (cl+c2)p(e? (pr)™ ) 4 L.
+(-1)P'1(c§+c§‘l)P(fP(Pf)“*l‘P) + o (-1)“c2p(f“*l)
donc

n+l
P( T (-1)%c%. £*(pe)™! %) = p(pr)™*!_(pr)™*!
\k-o n+l ’

ce qui est bien la formule désirée .

Notamment si 1'opérateur P est idempotent, on a P(Pf)" = (P£)® ce qui peut

s'établir directement puisque ImP constitue une algébre.

La relation (3) se déduit de méme par récurrence mais il est plus intéressant de
noter que cette relation (3) peut s'obtenir formellement & partir de la relation
(1) en faisant tendre o vers O . Effectivement dans la suite, le cas d'un opé-
rateur de Reynolds apparait comme un cas limite du type D(a) ., Ainsi au § 5 de
ce chapitre, intervient une équation aux différences pour D(a) et une équation

différentielle pour un opérateur de Reynolds.

La relation (2) peut s'établir par récurrence mais on note que Im(I-P) est une
" algébre et que Im(I-P)xIm{I-P) est inclus dans le noyau de 1l'opérateur P

lui-méme inclus dans l'espace image de 1l'opérateur I-P .

Enfin, supposons la relation (1) exacte jusqu'a l'ordre n,

n+l

P(af-P£)""" = P((af-Pf)(af-Pf)")

Posons F = af-Pf et G = (af-Pf)”. Il vient la relation

P(af-Pf)™*! = p(£c)-P(CPF)

Or par 1'hypothése de récurrence valable jusqu'd l'ordre n
-1
P(G) = (a-1)"""La(pr)"-P(P£)™]

d'ol, en posant g = (Pf)n, on obtient

n+l n+lJ

P(af-Pf) = (a-1)" [aP(fg)-P(fPg)+(1-a)PfPg+P(PfPg)~a(l~a)(Pf)

(a=1)2"'(P(gPf)-a(1-a) (P£)**} sap(p£)™*!]

(a-1)® [a(pr)™*! n+y

-P(Pf)

ce qui termine la démonstration de la relation de récurrence (1).
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4, OPERATEURS DU TYPE D(a) COMMUTANT AVEC LES TRANSLATIONS.

Comme premier exemple d'application des relations de récurrence, nous proposons

la détermination des opérateurs du type D(a) invariants par translation. L'al-
gébre CI,sur laquelle nous nous plagons est 1'algébre des fonctions entiéres de
type exponentiel nul, munie de la topologie de la convergence compacte. Nous sup=-
posons que P est un opérateur de type D(a) sur El, , invariant par translation
et continu sur Ex,.

L'image de la fonction constante 1 est une constante a qui ne peut prendre
que les valeurs 1, a ou O , Aprés homothétie les deux derniers cas se ramé-
nent & un opérateur de Baxter idempotent et invariant par translation. Nous suppo-
sons donc a = 1 . Grdce & 1'invariance par translation, 1'espace des polyndmes
est stable vis-d-vis de P selon la relation

k=n X

P(z") = kzocnan_kzk o a = P(z)(0)

Appliquons la relation de récurrence (1) & la fonction f(z) = z-X_ ol X,

désigne un nombre complexe quelconque.
+1 n n+l n+l
Pfa(z-xo)-(z-x°+al)Jn = (a-1) [a(z-x°+a1) -P(z-x_*a;) ]
Puis en posant z_ = x -8, ainsi que a; = Eil b , il vient

1 1
(u-l)P(z-zo-bl)n+l = a(z-zo)n+ -P(z-zo)n*

formule dont on peut constater la validité pour n = -1 , A partir d'une fonction
entiére f et de son développement de Taylor autour de z ,la continuité de
P rpour la convergence compacte permet d'écrire

n n_(n) n_(n)
= P(z-z_-b;) NES PN = (z-z )" (2 ) o E (z-z )77 '(z )
n=o n! ° n=o n ! n=o n !

(a-1) )

soit en posant F(z) = Pf(z), et grdce & l'invariance de P par translation
(6) (a=1)F(z=b) )+F(z) = af(z)

F est ainsi solution d'une équation linéaire aux différences. Or, il ne peut y

avoir une solution polyndmiale de 1'équation homogéne associée
(a=1)(F(z=b) )+F(z) = 0
Mais, lorsque O < a < 1 , un calcul facile basé sur la transformée de Laplace

nous permet de trouver une solution particuliére de (6)

(M Flz) = a J (1-a)%f(z-kb;)
k=0
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expression convergente lorsque f est un polyndme, ou plus généralement une fonc-

tion entiére dont le type exponentiel est strictement inférieur & %l log i%; .

On vérifie en outre que, pour f =1 , la fonction est égale & 1 et que pour
£(z) =z , F(z) = z+a; = z+a-l(l-a)b1 . D'ailleurs, un calcul de résidus, par
analogie avec les formules classiques relatives aux polyndmes de Bernouilli (cf

PICARD E. [1]), donne encore
)(o) . e’ dv

a E f(n
F(z) T — -
a=1 n=o 21in c+ ev-(l-c)-l vn+1

N + P : 2 a P :
oi C désigne le bord orienté d'un compact ne contenant que le pSle en zéro. Bien

entendu, les problémes de convergence restent identiques.

Réciproquement, la solution de 1'équation aux différences (6) fournie par (7),
définit un opérateur non trivial de type D(a) . Pour le vérifier, on peut effec-
tuer un raisonnement par double récurrence sur les fonctions

£(z) = z° et g(z) = 2"

L'équation aux différences (6) devient une équation différentielle lorsque a
tend vers O. En effet

F(z)-F(z2- —— &1) a8
8 ——————37L y p(ze —) = £(2)
1 aa} a-1

donc en passant & la limite on obtient 1'&quation cherchée
(8) F(z)-a,F'(z) = £(z)
Cette équation admet une solution F , bien déterminée lorsque l'on impose 1l'inva-

riance par translation,

-1
exp(za; )
(9) Flz) = ——— 25 (x)exp(-a, 0)ax

3 condition toutefois que f ait un comportement convenable & 1'infini (si 1'on
prend a; > 0) . Or un opérateur D{o) est un opérateur de Reynolds et on vérifie
que (9) définit bien un tel opérateur. Pour constater que ce sont les seuls opéra-
teurs de Reynolds possibles, on peut utiliser la relation de récurrence (3).
D'ailleurs cette solution (9) fut expérimentalement découverte en moyennant les
mesures d'un anémométre dans un courant d'air turbulent (cf. KAMPE de FERIET J.[2]).
On remarquera que l'opérateur défini par (9) satisfait P2 = I ce qui n'est pas le
cas de (7).

Au contraire, lorsque la constante a prend la valeur 1 , on peut montrer qu‘un
opérateur du type D invariant par translation est soit 1'opérateur identique,

soit l'opérateur nul., A une homothétie pré&s, ce résultat subsiste notamment en ce
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qui concerne les opérateurs semi-multiplicatifs, les opérateurs de quasi-interpo=-
lation, les opérateurs multiplicativement symétriques, les opérateurs hémi-multi-

plicatifs et enfin les opérateurs de Baxter.

5. CAS D'UN OPERATEUR DE REYNOLDS SUR UN ESPACE DE STONE,

Donnons un deuxiéme exemple d'application des relations de récurrence, ot, cette

fois, la topologie va jouer un rdle essentiel.

~

Lorsque 1'algébre Ex.est constituée de fonctions & valeurs complexes nous convenons

de dire qu'un opérateur P est réel si P(f) = P(f) ou F désigne la fonction

dont les valeurs sont les conjuguées de celles de f .

THEOREME 3,10. Soit X un espace de Stone et P un opérateur de Reynolds continu

sur C(X) , Si l'image de C(X) par P, est en outre 1'image de C(X) par une

projection réelle Q , de norme 1 , P est alors un opérateur semi-multiplicatif
idempotent.

Un espace de Stone est un espace compact extrémement discontinu, c'est-d-dire un
espace compact pour lequel la fermeture de tout ouvert est encore ouverte. La
relation de récurrence (3) permet de montrer qu'un opérateur de Reynolds est idem-~
potent sur les idempotents de son image. Soit en effet Pf un élément tel que

(Pf)2 = Pf . D'aprés (3), on peut écrire
P(fPf) = -E—f- + (1- -};)P(Pf)

et en faisant tendre n vers l'infini, on obtient P(fPf) = P(Pf) . Puis en repor-
tant dans (3) il vient Pf = P(Pf) .

Or l'image de 1l'algébre C(X) par P est une algébre comme nous l'avons déja
remarqué, auto-adjointe gréce & l'hypothése faite sur Q . Cette algébre est néces-
sairement fermée puisqu'image d'un opérateur de projection. Pour conduire la dé-
monstration, nous devons succinctement rappeler quelques résultats concernant les

espaces de Stone et la propriété de HAHN-BANACH généralisée.

Un espace de Banach réel N posséde la propriété de Hahn-Banach généralisée si
pour tout espace normé réel N' , sous-espace fermé d'un espace normé réel N"
et pour toute application linéaire continue T' de N' dans N , il existe une
application linéaire T" de N" dans N , de méme norme que T' et prolén-

geant T' ,
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N"
TAS
T"
i
N' ti N
T'

KELLEY J.L, [2] établit en toute généralité une caractérisation de ces espaces

selon :

Un espace de Banach réel N posséde la propriété de Hahn-Banach généralisée si et

seulement si N est isométriquement isomorphe & l'algébre des fonctions continues

réelles sur un espace de Stone.

I1 n'est pas inutile de souligner, aprés GOODNER D.B. [1], que la propriété de
Hahn-Banach généralisée est équivalente & la propriété suivante, appelée Pj .

Plus généralement définissons la propriété PA selon :

Un espace de Banach réel N posséde la propriété PA si pour tout sur-espace
de Banach réel B de N , il existe une projection de norme inférieure ou &gale

d& A de l'espace B sur N .

Ces rappels effectués, 1'hypothdse du Théoréme 3.10 assure l'existence d'une pro-
jection réelle de norme 1 sur l'espace de Banach ImP, donc l'existence d'une
projection réelle, de norme 1 , de l'espace CR(X) sur 1l'espace (Irnli’)R = Re(ImP)
constitué par les parties réelles des fonctions de ImP ou de fagon équivalente
par les fonctions de ImP & valeurs réelles. Montrons que (ImP)R posséde la
propriété de Hahn-Banach généralisée. Soit T' wune application lin€aire continue
de N' dans (ImP)R . On peut encore la considérer comme une application linéaire
continue ﬁ', de Egme norme que T' , de N' dans CR(X)’ donc la prolonger en
une applifation T" de méme norme que T' » de N" dans CR(X) . L'application
T" = ROT" est une application linéaire continue, de méme norme que T' , dé-
finie de N" dans (ImP)R et prolongeant T' . Le théoréme de Kelley enseigne
que Re(ImP) est isométriquement isomorphe & CR(X') ol X' est un espace de
Stone. Cependant, il est classique qu'une propriété caractéristique des espaces
de Stone X' est que la boule unité de CR(X') est 1l'enveloppe fermée convexe de
ses idempotents (cf. DUNFORD N., SCHWARTZ J.T. [1]). Cette propriété se propage
donc & (ImP)R et & ImP = Re(ImP)+iRe(ImP) et comme P est invariant sur les

idempotents de 1'image, c'est que " ImP est invariant sous l'action de P , donc
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que P est idempotent, On sait que cette derniére propriété implique la semi-
multiplicativité symétrique d'un opérateur de Reynolds, ce qui termine la démons-

tration. Nous donnerons au Chapitre V un prolongement de ce résultat,

Bien entendu, le Théoréme 3,10 peut s'exprimer de bien d'autres maniéres par 1'in-
termédiaire des théorémes de représentation de Stone et de Kakutani (cf.

DAY M. M, [1]). Soit {Q ,%, u} un espace de probabilité ol u est une mesure
de probabilité définie sur une tribu de sous-ensembles de Q ., On vérifie que
1'espace L“(ﬂ N 3:, u) des classes de fonctions & valeurs complexes et u
essentiellement bornées constitue une C'- algébre commutative, donc est isométri-
quement isomorphe & C(X) ol X est un espace de Stone (cf. Chapitre V § 6).

On a donc le corollaire suivant, ol 1l'on peut remarquer, comme dans le Théoréme
3,10, qu'une condition portant seulement sur l'espace image de P implique l'idem-
potence de P .

COROLLAIRE 3.1, Soit P un opérateur de Reynolds borné sur (@ ,9), u). Si
1'image de L~ par P est également 1'image de L (R , .9,,11) , par une projection

réelle Q de norme 1 , alors P est un opérateur semi-multiplicatif idempotent.

COROLLAIRE 3,2, Soit P un opérateur de Reynolds borné sur L™(a . 9: , M) Si
1'image de L par P est également 1'image de L par une projection Q posi-

tive, alors P est un opérateur semi-multiplicatif idempotent.

Pour la démonstration, on peut utiliser une proposition mise sous forme plus géné-

rale que nécessaire dans le seul corollaire 3.2.

PROPOSITION 3.2. Soit 6 un espace de Banach réel, complétement réticulé et possé-
dant un élément u dans 1l'intérieur de son cdne positif de sorte que l'intervalle
ordonné [-u + u] reste borné. Soit Q un opérateur positif de projection défi-
ni sur % . Alors ImQ est isométriquement isomorphe & 1l'espace des fonctions

continues réelles sur un espace de Stone.

D'une maniére classique, nous définissons |[|f !Iu = Inf(A|x € R, Sup(f,-f) < 2e).
I1 s'agit d'une norme sur et il existe une constante a assurant

Nell <a |t ilu puisque [-u + u] est borné, et une constante b assurant
el 2o IIf llu puisque u est dans 1'intérieur du cdne d'ordre de D . par

suite [[£1] et £ 1] sont des normes équivalentes.

Montrons aussi que ImQ constitue un treillis pour l'ordre induit par @ . Soient

deux €léments f et g dans ImQ . Puisque Q est un opérateur idempotent et
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positif, Q(Sup(f,g)) est un élément de ImQ qui majore f =Qf et g = Qg
(respectivement Q(Inf(f,g)) minore f et g). Si h est dans ImQ et majore

f et g (respectivement minore f et g) alors Qh =h majore Sup(f , g )

donc Q (sup(f , g )) (respectivement minore Inf(f , g ) et donc Q(Inf(f , g)) )

Pour son ordre propre, ImQ est alors un treillis complétement réticulé,

Construisons une nouvelle norme sur cet espace ImQ . On pose
g|f||Qu = Inf{)|x réel, Sup(f,-f) < A Qu}

et montrons l'équivalence des normes [lf!lu et llfllqu sur ImQ . On note que
puisque Q est positif et idempotent, il est inutile de préciser si le Sup(f,-f)
est pris au sens de ImQ ou au sens de ﬁb , du moins pour le calcul de llfllqu .
L'équivalence de I|fl| et ilf}lu assure l'existence d'une constante notée
[|Q||“ telle que
sup flaffl = flall, -
u u
el <1
u
(Notons d'ailleurs que ||Q :'u = |Qu !Iu comme un calcul facile permet de le

constater). Pour f dans ImQ , si Sup(f,-f) < A u alors
Q (Sup(f,-f)) = Sup(Qf,-Qf) = Sup(f,-f) < X Qu

donc l'f!‘Qu < !lfilu . La réciproque est facile puisque si Sup(f,-f) < A Qu ,

on a & partir de 1‘'inégalité Qu < (IIQu||u+e)u la majoration
Sup(f,~f) < A (lIQuI|“+c)u

done IIfII“ < ilQuilu Ilf!|Q“ .

Finalement ImQ est un espace vectoriel réticulé, de Banach pour la topologie
de l'ordre associde & un élément Qu . Par suite, d'aprds DAY M, (1], ImQ est
isométriquement isomorphe, en tant qu'espace vectoriel normé et en tant que
treillis, a 1'algébre CR(Y) ol Y est un espace compact. Comme l'espace ImQ

est complétement réticulé, Y est nécessairement de Stone d'aprés GOODNER D.B.[1].

Dans le Théoréme 3,10, et le corollaire 3.1, une modification 1égére de 1'hypo-

thése consiste & supposer la projection Q de norme 1 et l'opérateur P réel ,
.. + < s

En effet, l'opérateur R défini selon Rg = 35525 est une projection de norme 1

réelle envoyant CR(X) sur (ImP)R .

Sur un espace de Banach ordonné, on pourrait décomposer un opérateur multiplicati-
vement 1ié. Nous nous contenterons d'envisager le cas d'un opérateur multiplicati-

vement 1ié positif au chapitre IV,
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6., CARACTERISATIONS ALGEBRIQUES.

On peut donner quelques caractérisations purement algébriques des opérateurs multi-

plicativement 1iés. Nous ne le ferons que sur trois exemples car il existe une
littérature extensive i ce sujet, essentiellement consacrée aux opérateurs semi-
multiplicatifs symétriques. On pourra consulter la bibliographie détaillée fournie
dans ROTA G.C, [2] et 1'article initiateur de BIRKHOFF G. [1] ainsi que les géné-
ralisations aux F-anneaux BRAINERD B. [1] . Les opérateurs SMS 'réguliers"

furent envisagés par Mme DUBREIL-JACOTIN M.L. [1] et ARBAULT J. (2] .

PROPOSITION 3.3. Soit El,une algébre, somme directe de deux sous-espaces vectoriels
M et N . Si M constitue une sous-algébre et si MxN = NxM est inclus dans

N , alors la projection de EL sur M parallélement & N , définit un opérateur

semi-multiplicatif symétrique.

PROPOSITION 3.4. Soit €l,une algébre, somme directe de deux sous-espaces vectoriels
M et N, Si N constitue une sous-algébre, la projection de €L sur M paral-

lélement & N , définit un opérateur du type D .

Pour le type D , on notera d'ailleurs les inclusions
Im(I-P)X Im(I-P) € Ker PC Im(I-P)

(Dans la relation ci-dessus, le signe X signifie que 1l'on considére 1l'ensemble

des éléments de la forme f,f, ou f;, f, sont dans Im(I-P)).

PROPOSITION 3.5, (cf. ATKINSON F.V. [1]) . Soit L une algibre. Pour qu'un opéra-
teur P soit. de Baxter surfx,, il faut et il suffit quefx,soit la différence
sous-directe de deux algébres M et N : c'est-d-dire qu'il existe une sous-al-
gébre él, de MxN pour la structure produit et, pour tout f dans zl,, un unique
élément (m, n) de flf tel que f = m-n . L'opérateur de Baxter est défini par
Pf=m.,

Sous les conditions de la proposition 3.3, si M constitue également une algébre,

P est un opérateur du type D'(0) , c'est-2-dire un opérateur de Baxter.
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Tableau n°4 : Cas d'une algdbre finie

NS QT | sM DM T R |8Q | D |V W | €@ | €cD| Ba | V2 [WwS | un | @
Ns T Vs @| |13 (@ 5 |52 |9 e b |2y
QI&E:;::SIIISLI&:::;&'OLS\'“
s BtV 383 als s )m o vy
I N R E I RS Y A B SR
Gimel Ml I n N a|o & a9 o
R n w sl vt o o

Ble| [z|0|T |5 5|8 % o @

3] B[S s 02 R o wzx

DA T e e L S e R T

IR i |2 O |V

frlew |38 | o |5t x| 0|0 iz

£ed) §°\ Q) .fl OV

Ba i: ()] W 2T

u O |0 |2

ws un| o

UN;‘\QO

(1) I-P est M, 2I. e 1;;

(2) On a (1) lorsque P2 = P,

(3) 8i (Pe)? = P(Pe)? ou P2e = Pe alors P est M, 2I.
(4) A une homothétie prés, P est M, 2N.

(5) Pe = 0, P2 = 2P cf. Th. 3.6

(6) P =Py; + Pyp + Py

(7) méme remarque qu'en (6) mais Py, = O,

(8) Pe = 0, aprés homothétie on a (5).
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CHAPITRE IV

OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES DANS LES ALGEBRES
DE FONCTIONS CONTINUES

Sur un espace tcpologique compact X , nous considérons l'algébre C(X) constituée
par les fonctions continues et & valeurs complexes définies sur X . Quand nous
nous restreindrons aux fonctions dont les valeurs sont réelles, on notera CR(X) .
Nous munissons C(X) de la topologie de la convergence uniforme selon la norme
fel} = sup [£(x)] .

x€ X
Le dual topologique de C(X) est 1l'ensemble M(X) des mesures de Radon sur X
et la dualité sera indifféremment notée u(f) = < f,u> =(fxf(x)du(x) . Nous dési-
gnons par Mr(x) la boule de rayon r de M(X) , et par MY(X) , le sous-en-
semble fermé de M;(X) constitué par les mesures positives, La sphére de M,(X)
est notée S;(X) . Rappelons que pour la topologie vague sur M(X) , les sous-en-

+
sembles Mr(x) et M;(X) sont des sous-ensembles convexes compacts.,

Sur cette algébre C(X) , nous proposons l'étude de certains opérateurs multiplica-
tivement 1iés. On pourrait encore se placer sur CO(X) , espace des fonctions con-
tinues & valeurs complexes nulles & l'infini sur un espace localement compact X ,
mais aprés compactification, cela reviendrait & opérer sur un idéal maximal fermé
de C(X) pour X compact, situation & laquelle on peut facilement adapter les

méthodes qui font 1l'objet de ce chapitre.

Précisons que 6x est la mesure de Dirac au point x , c'est-d-dire par définition
f(x) =<f, 6x > et ux(P) »ou u o,

i » . .
est la mesure transformée de Gx par l'adjoint P d'un opérateur continu P de

c(x))
W= P’(ax) et Pf(x) =<f, P"(ax)>

Nous allons commencer ce chapitre par 1'étude des opérateurs d'interpolation.
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1. THEOREME DE REPRESENTATION INTEGRALE DES OPERATEURS D'INTERPOLATION,
La relation algébrique de définition P(fPg) = P(fg) peut s'écrire

*
(1) < f(Pg-g) , P (5 )>=0
et pour toute mesure de Radon u de M(X) , on a encore 1'égalité
.,
(2) P*(£p* (1)) = tP*(n)

En particulier, 1l'ensemble des mesures de Radon invariantes par P* constitue
un module sur C(X) . La relation (1) étant valable pbur tout f dans 1'algébre C(x)

Pg(y) = gly)

*
pour tout y appartenant au support de P (Gx) , ce résultat étant valable pour
. . * .
tout x dans X . En outre, l'applieation x » P (Gx) est vaguement continue.
Récipicquement une application vaguement continue satisfaisant la propriété précé-

dente détermine un opérateur d'interpolation.

Soit Y 1l'ensemble des points de X pour lesquels P*(Gx) = Gx , ensemble que
nous appelons intergolateur de P ., Il s'agit d'un sous-ensemble compact de X ,
lequel porte toute mesure ux(P) .

THEOREME 4,1, Soit Y un sous-ensemble fermé d'un espace compact X et P un

opérateur linéaire borné. Il y a &quivalence entre :

(a) P(fPg) = P(fg) et P admet Y pour interpolateur
(b) Pf(x) ne dépend que des valeurs de f sur Y et Pf(y) = f(y) pour

tout y appartenant & Y .

En particulier, si 1'on note par RY 1l'opérateur de restriction au sous-espace Y ,
on a la relation R/P =Ry , c'est-d-dire que P est un prolongement & C(X) de
1'opérateur identique défini sur C(Y) . Un opérateur d'interpolation permet 1l'ex-
tension linéaire & tout X des fonctions continues définies sur Y . En effet,
soit f un élément de C(Y) et ¥ un quelconque prolongement en une fonction
continue sur X , obtenu par exemple' par le procédé (non lindaire) de Tietze. Si
l'on applique P & ¥ , on obtient un prolongement de f en une fonction continue
sur tout X et de plus la correspondance f + P(?) est linéaire et ne dépend pas
du prolongement ¥ choisi. Réciproquement, un opérateur linéaire d'extemnsion Q
associé 4 1l'espace Y permet de définir un opérateur d'interpolation. On pose

P=QRy . Algébriquement, P(fg) = QRY(fg) tandis qu'on peut calculer
P(fPg) = QRy(fQR(g)) = QR (fe)

ce qui donne bien P(fg) = P(fPg) .
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Donnons maintenant une autre caractérisation de l'interpolateur. D'aprés la for-
mule de définition, le noyau d'un orérateur d'interpolation constitue un idéal
fermé de 1'algébre C(X) , dont le "support" est un certain sous-ensemble fermé

Yo . Lorsque f est nulle sur Y , la représentation intégrale de 1l'opérateur
*
Pf(x)=<f, P (6x) > assure Pf =0,

donc que f appartient au noyau de P et par suite s'annule sur Yo . Gréce au
théoréme d'extension de Tietze, cela signifie Y°<: Y . D'autre part, lorsque f
n'est pas identiquement nulle sur Y , par exemple f(zo) différent de O pour
un z dans Y , cela signifie que Pf(zo) est différent de zéro. Par suite f
n'appartient pas au noyau de P et n'est pas identiquement nulle sur Yo . D'ol

Yo =Y ., On énonce :

LEMME k4,1, L'interpolateur d'un opérateur d'interpolation P est un ensemble

compact qui colncide avec le "support" du noyau de P .
On dispose d'un résultat dual,

LEMME 4.2. Pour qu'une mesure de Radon u soit invariante vis-i-vis de 1l'opérateur

P’, il faut et il suffit que son support soit inclus dans l'interpolateur.

D'une part, si Supp u est inclus dans Y , la mesure u est alors une limite
vague de combinaisons linéaires de § ol les x; appartiennent & Y (cf

. * i e N N . .
BOURBAKI N. [l]). Par suite P (u) es% limite vague des mémes combinaisons li-

P L4
néaires, d'od P (u) =yu .
D'autre part, si P.(u) =y et si f a son support dans Y' , alors Pf =0
puisque P est d'interpolation. Par suite < Pf , u > = O et donc on dispose de
< f, P'(u) > =0 ce qui signifie < f, y>=0, soit Suppu C Y .
P . * . .
On déduit de ce lemme 4.2 que 1'image de P coincide avec l'ensemble des mesures

de Radon dont le support est dans Y .

Convenons d'appeler espace d'interpolation 1'image de 1'algébre C(X) par 1l'opé-

rateur P . On dispose d'un premier résultat d'unicité qui fait intervenir les
deux objets caractéristiques d'un opérateur d'interpolation, 3 savoir 1'interpola~

teur et 1l'espace d'interpolation. On énonce :
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THEOREME L4,2. Deux opérateurs d‘'interpolation sur 1'algébre C(X) qui admettent

méme espace d'interpolation et méme interpolateur coincident.

Soient P; et P, ces deux opérateurs. D'aprés les hypothéses faites, on dispose
de ImP;, = ImP, et de ImPY = ImP; (lemme L4.2), De plus, P, étant idempotent,
1l'orthogonal de ImP; est Ker Pi = Im(I-Pi) , done Qi = I-Pi a une méme image

pour i =1 ou 2 , Posons
g = PL(£)P,(£) = Q,(£)q(£).

D'une part, g appartient & l'espace d'interpolation commun, d'autre part, g
appartient & l'espace commun image de I—Pi . Mais ces deux espaces sont "disjoints"

ce qui établit la nullité de g .

Un résultat plus précis est possible gréce & la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1. Pour un opérateur d'interpolation de norme inférieure ou égale &
1'unité, dont 1'image sépare l'espace X et contient les constantes, l'interpola-

teur est la frontiére de Choquet de l'espace d'interpolation.

L'idempotence de 1l'opérateur P assure que P(1) = 1 . On peut montrer que Y est

un ensemble frontiére de P(C(X)) et coIncide méme avec la frontiére de Silov.

Mais on peut obtenir plus. Soit y un point de la frontiére de Choquet de 1'espace

P(C(X)) , ce qui signifie que Gy est un point extrémal de la boule unité posi-
tive du dual de P(C(X)), (cf. PHELPS R.R. [1]). Supposons que y n'appartienne
pas & Y , la mesure u_ = P*(é ) a son support dans Y et pour tout f dans

P(C(X)) ,ka(y) = f(y) . Mais ilP*(Gy)iI <1, tendis que

<1,P*(5y)>=<P(1), 6,7 =1,

ce qui montre que P*(5.) est un élément de la boule unité positive du dual

de P(C(X)) (ef. Chapitie V, Lemme 5.4), dont le support est par hypoth&se distinct
de celui de 6_ . Or, une propriété caractéristique d'un point de la frontiére de
Choquet d'un sous-ensemble E de C(X) , séparant les points de X et contenant
les constantes, est que 1'égalité < f , u > = f(y) pour tout f de E implique
nécessairement u = 6y lorsque u est une mesure de Radon positive de norme 1 ,
La contradiction entraine 1'inclusion de la frontiére de Choquet de 1'espace d'in-

terpolation de P dans Y .

uy(£)+uy (1)

2
tout f de ImP , ol u; et u, sont des mesures de Radon (positives) dans

sl(X), alors on a relativement 3 P’(Gy) :

Inversement, soit y wun point quelconque de Y . Si f(y) = pour
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P* (1) )+P* (1)

»
P(s )=

(y)
Puisque P est de norme unité, on a €galement les majorations :

* »
RN I Y S S
. P (uy)+P (uy)
tandis que <1, P(ui) >=1,Puis P (6 )=6_, dongc —m————=3§

y
P . *
ce qui implique P (u;) = P‘(uz) = Gy (cf. DUNFORD-SCHWARTZ fl])z, donc que 6y
est point extrémal dans la boule unité positive du dual de l'espace d'interpolation,

ou encore que y est un élément de la frontiére de Choquet de cet espace.
Cette caractérisation de l'interpolateur permet le deuxiéme théoréme d'unicité.

THEOREME L4.3. Deux opérateurs d'interpolation sur l'algébre C(X) , dont la norme

est inférieure ou égale & 1 , et qui admettent un méme espace d'interpolation

séparant les points de X et contenant les constantes, coincident nécessairement.

Donnons quelques exemples de réalisation des opérateurs étudiés dans ce paragraphe

Exemple 1. Soit X = [-1, +1] et daéfinissons pour un indice i prenant les

valeurs 1 ou 2 les deux opérateurs suivants :

P.f(x) = x(£(-1)7-£(0))+£(0)  powr 1>x 20

p,r(x) = -x(£(-1)*-r(0))+2(0)  pour 0> x > -1

P, et P, sont des opérateurs d'interpolation de méme image et de norme unité,
tels que Pi(l) =1, Pourtant Y, = {0} U {1} différe de Y, = {0} U {-1}.
Mais il est clair que 1l'image de ces opérateurs n'est pas séparante. Toutefois, on
pourrait modifier le Théoréme 4.3 pour inclure le cas ol l'espace d'interpolation

n'est pas séparant, mais 1'énoncé devient inutilement compliqué.

Exemple 2, Pour a et b positifs, notons Ab,a la fonction triangle de support

[a,b]) ,valant 1 en O, O en a et -b et linéaire par morceaux. Soit
S ={x; =0, «uu, X s eees X 1} une division de [0,1] avec n > 2 . Posons
Ai(x) = A (x) pour i=1, .c. ,n,

X=X, X, . =X,
i Tie1? Ti+l i

en convenant de noter x = 0 et Xoa = 1. L'opérateur Pg associé & la division
S selon :
n
Ps{(x) = iElf(xi)Ai(x-xi)
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est l'opérateur usuel d'interpolation linéaire, opérateur positif, de norme 1 et
d'interpolateur S , Puisque l'espace vectoriel des fonctions linéaires par mor-
ceaux dont les noeuds appartiennent & la division S sépare les points de X ,

le Théoréme U.3 assure qu'il s'agit de l'unique opérateur d'interpolation positif
sur cet espace. Par contre, il est possible de construire d'autres opérateurs d'in-

terpolation & valeurs dans l'espace des fonctions linéaires par morCeaux, pour

une subdivision S' plus fine que S , et dont l'interpolateur soit cependant S .

Cet exemple se transcrit notamment sur 1l'ensemble triadique de Cantor Y sur

(0,1] . En prolongeant toute fonction continue sur Y par des fonctions linéaires
sur les intervalles ouverts du complémentaire de Y , on constate que Y est un
interpolateur relatif & un opérateur d'interpolation satisfaisant les hypothéses

du Théoréme L.3.

PROPOSITION L,2. Soient P; et P, deux opérateurs d'interpolation définis sur
1'algébre C(X) . Deux quelconques des trois propriétés suivantes impliquent la

troisiéme.

(a) P, et P, commutent

(b) 1'interpolateur Y, de P, est inclus dans l'interpolateur Y, de P,

(c) 1l'espace d'interpolation de P, est inclus dans l'espace d'interpolation
de P;.

Montrons d'abord que 1'inclusion Y, C Y; équivaut & la relation P,P; = P, .

Nous partons d'une mesure de Radon u de M(X) . Des relations d'inclusion
* . . s
Supp P,(u) C Y, C Y1 ,on déduit que P;\u) est une mesure invariante par P;

. * »
(Lemme 4,2)., Soit PP, = P, ou encore P,P; = P,.

Réciproquement, supposons P,P, = P, et choisissons un point x de Y,. De

* PP * Z N
P;(Gx) = 6x et P:P; = P, , on déduit Pl(éx) = Gx établissant que x est dans
Y, . L'idempotence de P, assure facilement 1'équivalence entre PP, = P, et

1'inclusion ImP, C ImP; ., La démonstration de la proposition 4.2 est alors facile

(a) et (b) donnent PP, = P,P; et P,P; =P, donc PP, = P, soit (c)
(a) et (c) donnent PP, = P,P; et PP, = P, donc P,P; = P, soit (b)
(b) et (c) donnent PZPl = Pz et P\Pz = Pz donc P1P2\= P2Pl soit (&)
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En particulier, si 1'on a une égalité dans (b) ou dans (c), les deux opérateurs
Py et P, sont &égaux.

~

Passons maintenant & la construction d'interpolateurs & partir d'interpolateurs

connus.

Convenons d'appeler interpolateur markovien (ou de Markov) relatif & X , un

sous-espace Y de X , tel qu'il existe un opérateur de Markov, c'est-d-dire un
opérateur sur C(X) de norme inférieure ou égale & 1 et conservant les cons-
tantes, d'interpolation et dont 1l'interpolateur soit Y .

~

Un interpolateur markovien absolu est un interpolateur markovien relatif & tout

espace compact dans lequel il est injecté homéomorphiquement.

THEOREME b.L4. Soit Yi une famille d'interpolateurs markoviens relatifs & des
(¥;)

compacts Xi indexés par une famille I . Le produit topologique Y =

I
est un interpolateur markovien relatif & X = I (Xi) i€l
i€l

Lorsque I est un ensemble fini, les Théorémes de Stone-Weierstrass et de

Fubini permettent une démonstration simple & partir du produit tensoriel selon I
® c(x;).

i€l

Lorsque la famille I n'est pas finie, appelons 2 la projection canonique

de Ssur I (X.) o JCI et F 1l'espace vectoriel formé par les fonctions

continues s;]:u‘e i de la forme fJ o Pry oi J parcourt l'ensemble filtrant des

parties finies de I et ol fJ est une fonction continue sur : g J(Xi) . Cet

espace F est dense dans C(X) . Soit x = ) ® x. un point de X et posons

P"(gx) égal a4 la mesure produit tensoriel 1% EP:(GX‘) ol Pi est un opérateur
i i

de Markov d'interpolation sur C(Xi) dont 1'interpolateur (markovien) est Y. La
» .,
mesure P’(Gx) est une mesure de Radon sur X car Pi(6x )(1) = 1 et également

P;(Gx ) > 0 (cf. BOURBAKI N. [1] Chapitre III § 4). En pliis, P*(Gx) appartient
i

a ST(X) . Lorsque x est dans Y , on a 1'égalité P’(Gx) = 6 puisque, d'aprés
les propriétés de la mesure produit
<f opr. P )>=<t , ® P )>=<tf , ® 5 >

JoPy x J° X, J°

i€y i ieg X

(@ %) =gy ewryl)
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et 1'on termine gréce i la densité de F dans C(X) .

En outre P’(Gx) a son support dans Y car Supp P;(Gx.)C: Yi . Pour la démons-
tration, on utilise le Théoréme de Fubini afin d'obtenir®
Supp (.® P:(Gx )) ¢ supp P;(Gx )
i€ J i i1€J i
pour un ensemble J fini et on utilise la densité de F et la topologie produit.
Grédce au Théoréme 4,1, il ne reste plus qu'd démontrer la continuité vague de

. . »
1'application x + P (Gx) » Or, pour f dans F , de la forme fy o Pry :

<£,P*6)>=<f opr,PMs)>=<f , @ P5. ) >
x J J X J . X,
i€Jd i
et donc x » < f, P*(Gx) > est continue, par application du Théoréme L.L, dans le
.. cr s . *
cas d'un ensemble J fini. Par densité de F dans C(X) , puisque [|P (GXNI <1,

. e eas )
on a le résultat pour tout f dans C(X) et donc la continuité vague x -+ P (Gx).

Ce théoréme relatif au produit peut se généraliser de la méme maniére aux limites
Py )
d'espaces compacts, indexé par un ensemble préordonné filtrant I , lorsque Pij

projectives (cf. BOURBAKI N, {1] Chap III) pour un systéme projectif ()(:.L ,

est surjectif (ainsi que sa restriction & Yi<: Xi sur ch: Xj . Une condition

d'existence d'une mesure limite projective Lim Pi(éx ) est la commutativité du

. « i
diagramme :
+ P;‘ ‘ +
M (X, ) d My (X,)
»* *
P, P
*
P..
+ +
M(Y.) 14 Ml(Yj)

Sous ces conditions, on montre sans difficulté que Lim Yi est un interpolateur
. . . «
markovien relatif & Lim Xi .
-
On aurait des énoncés analogues en considérant des interpolateurs markoviens abso-
lus. Un espace compact, homéomorphe & un espace markovien absolu,est bien entendu

un espace markovien absolu.

THEOREME k.4 bis. Un produit topologique (ou une limite projective) d'espaces com-

pacts markoviens absolus est un espace compact markovien absolu,

Il semble naturel de fournir maintenant des conditions suffisantes d'existence.
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2, THEOREME D'EXISTENCE D'UN OPERATEUR D'INTERPOLATION.

On distingue plusieurs problémes distincts, les uns portant sur le couple (X, Y)

les sutres sur l'espace d'interpolation.

Probléme a, . Soit Y wun sous-ensemble fermé d'un espace compact X . Exis-
te-t-il un opérateur d'interpolation sur C{X) , de norme inférieure ou égale & A,

dont Y soit l'interpolateur ?

Probléme a: . Soit Y un sous-ensemble fermé d'un espace compact X . L'espace

Y est-il un interpolateur markovien relatif & X ?

Probléme b . Soit H un sous-espace vectoriel fermé de C(X) . Existe~t-il
un opérateur d'interpolation, de norme inférieure ou égale & A , dont 1l'espace

d'interpolation soit H ?
' . . 2
Probléme b, . Soit H un sous-espace vectoriel fermé de C(X) contenant les
constantes et séparant les points de X . Résoudre le probléme b; dans ce cas ?

Commengons par examiner le probléme b, . Soit H un sous-espace vectoriel fermé

A
de C{X) et Y un sous-espace fermé de Y . Nous dirons que H posséde la pro-

priété de 1l'extension unique A-majorée sur Y si pour tout élément g de C(Y) ,

4"
il existe un unique prolongement de g en une fonction g continue sur X et

~

appartenant & H pour lequel ilz ﬂx < e "Y . Bien entendu, on suppose 1 > 1.

PROPOSITION k4.3. Lorsque l'espace H posséde la propriété de l'extension unique
A-majorée sur Y , il existe un opérateur d'interpolation de norme inférieure ou

égale & A dont 1l'interpolateur est Y et 1l'espace d'interpolation H .

L'unicité est essentielle. Si H = C(X) , d'aprés le Théoréme de Tietze, il existe
une fonction F prolongeant f définie sur Y . Quitte & multiplier ¥ par une

fonction ¢ valant O sur 1'ensemble des points od |F(x)| > Sup |[f(x)]+2e et
x€ Y

1 sur 1l'ensemble des points de x ou |F(x)] < Sup {f(x){+e , on note que pour
x€ Y

€ >0 , l'espace C{(X) posséde la propriété de l'extension (1+e) majorée sur

tout sous-espace compact Y de X .

Soit R, 1'opérateur de restriction d'une fonction de C(X) 8u sous-espace Y .
Par hypothése, il existe une bijection bicontinue entre H et C(Y) . Soit f
dans H et x un point quelconque de X . L'application qui a RYf fait corres-

pondre le nombre f(x) est une forme linéaire continue sur C(Y) puisque

l<r,e > 1<l Irgl < rirgl
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D'aprés le Théoréme de Riesz, il existe une mesure de Radon My s portée par Y
et de norme au plus égale & )\ , telle que f{x) = ,l'Yf(z‘)dux(z) pour toute fonc-
tion f de H . Pour établir que l'application x -+ u, est vaguement continue,

choisissons un filtre . sur X qui converge vers x . Pour tout f dans C(X) R

; \
Lin uy(f;

. i 1 =14
= %i?"!f(z)duy\z) %%?‘rYRY(f)duy<z)

L~ ~~
%i? Ryf(y) = Ryf{x)

[xt(z)au (2) = u_(£)

L'application x -+ u, 8 toutes les propriétés requises par le théoréme de repré-

sentation intégrale 4.1 lequel permet de définir un opérateur d'interpolation P
*

x
» . . .
P(C(X)) =H et P (Gx) =6  siet seulement si x est dans Y , donmc 1'interpo-

lateur de P est Y .

selon P (6 ) = §_. De plus i|P*!| = ||P] < Sup lu_ /| < A tandis que 1'on a
x x “xex X~

Restreignons-nous au probléme b; pour lequel la théorie abstraite du potentiel
va nous &tre utile. Si le probléme b{ a une solution, puisque P est de Markov,
P est positif (cf. Lemme 5.4) et ImP = H est un espace auto-adjoint. En parti-
culier, ReH = P(CR(X)) . Cet espace ReH sépare les points de X et contient
les constantes. D'ailleurs, la frontiére de Choquet de H et celle de ReH coin-
cident. Une condition nécessaire du probléme b; est donc que la frontiére de
Choquet de H soit fermée (Proposition 4.1) et que ReH soit réticulé supérieu-
rement et inférieurement pour son ordre propre (cf. début de la proposition 3.2

ol le fait que P soit un opérateur positif de projection est seul utilisé). Ces
conditions sont suffisantes pour le probléme b; et méme la deuxiéme condition
implique la premidre en utilisant un résultat dd & BAUER H. [1] . De ce méme
article, on peut déduire que H posséde la propriété de l'extension l-majorée sur
sa frontiére de Choquet car BAUER H.H. montre que l'on peut résoudre le probléme
de Dirichlet abstrait dans H & partir de la frontiére de Silov de H qui est
précisément Y . Or, si ||[f|] <1 sur la frontidre de Silov, le prolongement
(unique) est nécessairement de norme inférieure ou égale & 1 . On peut alors

énoncer :

COROLLAIRE 4.1. Soit H un sous-espace vectoriel de C(X) , fermé et auto-adjoint,
séparant les points de X et contenant les constantes. Si ReH est un treillis
pour son ordre propre, il existe un opérateur d'interpolation de Markov dont 1l'es-

pace d'interpolation est H ,
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Le probléme a, peut n'avoir aucune solution. De méme a

A
ait une solution pour A' < X\ . Prenons l'exemple suivant qui

N peut avoir une solu-

tion sans que a5,
remonte & ARENS R, [1] et fut repris dans CORSON H.H,; LINDENTRAUSS J. (1] .

On considére un ensemble discret non dénombrable A dont on prend le compactifié
d'Alexandroff A et on se place sur l'espace M(A) , dual de- C(A) . L'espace A
est canoniquement injecté dans la boule unité M;(K) par la correspondance

x->6x.

Pour tout nombre ) tel que 2n-1 < X < 2n+l , ol n est un entier naturel, on
peut construire une application vaguement continue P* de M(A) & valeurs

dans (K) et telle que P’(Gx) =6, pour tout x dans A .

M2n+l

Par contre, pour tout A < 2n+l , il est impossible de construire une application
. *

vaguement continue P de M

. 2n+l
P (Gx-) = Gx pour tout x dans A .

(X) a valeurs dans M)‘(E) et telle que 1'on ait
Grdce au Théoréme L,1, cela montre que le probléme ay n'a pas de solution pour

le couple (A, My
2n+l < X < 2n+3 . Aucun probléme a

(K)) lorsque A < 2n+l , mais admet des solutions pour
, B'a de solution pour ‘(i\', M(R)) .

Pour tenter de résoudre le probléme (a;), sans vouloir entrer dans la construc-
tion d'une algébre de fonctions dont la frontiére de Choquet coincide avec Y ,

on peut utiliser une méthode de points extrémaux, susceptible de s'adapter a de

nombreux autres cas., On commence par remarquer que :

LEMME 4,3, L'ensemble des opérateurs d'interpolation qui admettent un méme inter-
polateur est un ensemble convexe.

Soient P, et P, deux opérateurs d'interpolation ayant méme interpolateur. Puis-
que Pi(ijg) =Pi(f5) pour i et j valant 1 ou 2 , on vérifie que

(aP;+(1=a)P,) (£(aP+(1-a)P,)(g) = (aP;+(1-a)P,)(fg)

Nous utilisons maintenant une propriété bien connue des mesures spectrales :

LEMME 4.4, Soit X un espace compact et u une mesure de Radon non nulle sur X
telle que wu(fg) = u(f)u(g) . Alors u est une mesure de Dirac.

Faisant g = 1 , on constate que u(l) = 1 puisque u n'est pas la mesure nulle.
Soit f une fonction de C(X) telle que [|fll <1 , Pour tout A complexe, tel
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que |A] > 1, il existe une fonction continue g telle que (A-f)g =1 . Donc
u(g)(r-u(£))
ditions [ull <1 et u(1l) =1 impliquent la positivité de u (cf. Lemme 5,4).

1, ce qui montre que u(f) # A donc |u(f)| < 1. Les deux con-

Supposons alors que le support de u contienne deux points x; et x, . Comme
X est normal, il existe deux voisinages fermés V; et V, de x; et x, et
deux ouverts disjoints W; et W, tels que Wic: V, . Par le Théoréme 4'Urysohn,

on peut construire une fonction fi continue (i = 1, 2) dont le support est
dans W; et qui prend la valeur 1 sur Vi D'od f;f, =0 et u(f;) > O
ainsi qu> u(f,) > 0 . Ceci contredit u(f;fy) = u(f,)u(f,) et implique u = A8

mais la positivité jointe & (1) =1 fournit u = LI

Appelons :T(Y) 1l'ensemble des opérateurs d'interpolation de Markov admettant pour

interpolateur un méme ensemble fermé Y . Cet ensemble est convexe d'aprés le

Lemme 4,3 mais peut étre vide d'aprés 1'exemple final donné aprés le corollaire k.1,

PROPOSITION L.4, Un opérateur appartenant & 11 (Y) est extrémal si et seulement

si cet opérateur est multiplicatif.

Puisque 1 appartient & 1'image de P,P(1) = 1 et ceci, joint & ([P =1,
fournit la positivité de P (cf. Chapitre V, Lemme 5.k4)

(a) La condition est suffisante. Supposons que P(fg) = PfPg pour un opérateur
P dans :7 (Y) . Supposons en outre P = El%fz ou Pi(i =1, 2) est dans Jj (Y).

I1 vient
* *
® P1(6x)+P2(6x)
P (Qx) = ——
2
tandis que ux(P) = P*(Gx) satisfait ux(fg) = ux(f)ux(g) et ux(l) =1, Le
lemme L.k, donne u, = Gy . Mais comme PT(GX) et P;(Gx) sont dans ST(X) .

1'extrémalité des mesures de Dirac dans S;(X) implique
* * -
Pl(Gx) = Pz(dx) =P (ax)

et ce pour tout x de X . D'ol P, =P, =P et P est extrémal dans éj (Y).

(b) La condition est nécessaire. Fixons-nous deux nombres réels a et B8 ,
positifs, ( a < B ) et dont la somme soit égale & 1 . Choisissons une fonction
réelle &, dans C(X) , minorée par a et majorée par B ., Introduisons deux

nouveaux opérateurs Q; et Q, sur C(X) :

P(fgo) 1 a P(fgo)
Qf) = e et Qu(f) = = P(f) = m e
P(g,) 8 8 Plg,)



Ces opérateurs sont bien définis,
Visiblement,
point, on vérifie que pour f > 0

. 1 1
. = E
tandis que FTT;) T n effet

0
2

—Pf -
B

et la minoration

Les opérateurs

%

Ce sont des opérateurs d'interpolation dont Y

Qr(s) =

et de méme *
Qz(Gx)
si t dans Y, Qi(6.) =6
i x est dans > Qs <

Enfin, par construction, aQ;+8Q,

Q1 (1) = Q,(1) =1 tandis que Q; >0
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car Pg > a , et sont linfaires sur C(X) .

et Q, > O . Pour ce dernier
» 1'inégalité g < B donne P(fg ) < BPf

on a :

a P(fg )
< - S < pr
B P(go)
a P(fgo) a
e >~ Pf > 0,
8 Plg)) B

sont donc de norme égale & 1 ) c'est-d-dire de Markov.

est 1l'interpolateur. En effet :

P*(s.)

& X

-

Pg(x)

go
b5l
= - P (5x)
B
tandis que Supp Qz(sx)c: Y.

= P , Puisque P est extrémal, on doit avoir

Q =Q =P, c'est-d-dire (1) P(go)P(f) = P(fgo), pour toute fonction f de

C(X) . Il est maintenant facile de passer a 1'égalité P(f)P(g) = P(fg)

pour tous f et g dans C(X) ,
g =2 £ Lot
o 2 )
e il
de P,

et d'appliquer (1) &

valable

I1 suffit en effet de prendre une fonction

g, pour en déduire la multiplicativité

Ayant caractérisé les éléments extrémaux de é’(Y) , i1 convient d'examiner géomé-

triquement la signification de la

THEOREME 4,5, Sur 1'algdbre C(X)

polation tel que k(P) = ¢ et dont 1l'interpolateur est Y

multiplicativité,

, il existe un opérateur multiplicatif d'inter-

si et seulement si Y

est un retract de X .

Rappelons (cf. HU S.T. ClJ) que Y est un retract de X

que de Y

sur Y admet une extension continue de X

si 1l'application identi-

sur Y ., Si nous notons ¢

cette extension, l'opérateur Pf , défini selon Pf(x) = fo¢(x) , est un opérateur
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multiplicatif d'interpolation positif, conservant les constantes et d'interpola-
teur Y (en effet, on a 1'égalité P*(s ) = 6
k(P) est réduit & 1'ensemble vide.

¢(x))' De plus le sous~ensemble

Réciproquement, soit P un opérateur multiplicatif idempotent sur C(X) , (ce
dernier point est conséquence de nos hypothéses car 1l'unité est conservée par
1'opérateur P ) , d'interpolateur Y . Pour tout x dans X, la mesure ux(P)
satisfait la relation multiplicative ux(fg) = ux(f)ux(g) et ne peut &tre nulle
puisque k(P) = ¢ , donc le Lemme L4.4 assure 1l'existence d'un point, noté

¢(x) , tel que

«
P (Gx) = G¢(x)'

L'application ¢ : X + X est en fait définie sur X et & valeurs dans Y . Elle
est continue car supposons que xa converge vers x et que o(xa) ne converge
pas vers ¢(x) , alors quitte & prendre un sous-filtre, ¢(xu) converge vers un
point z différent de ¢(x) . Il existe g dans C(X) telle que g(z) =0 et

g(¢(x)) = 1 . Mais comme u, converge vaguement vers ‘ux 5 (g,ux) = g(¢(xa))

a
converge vers g(z) =0 et vers g(x) =1 , ce qui est impossible. Enfin, si x
est dans Y , on a 1'égalité ¢(x) = x puisque par hypothése w =98 ,ce qui

établit que Y est bien un retract de X .

On sait notamment que tout ensemble convexe compact Y d'un espace de Fréchet

est un retract absolu (cf. HU S.T. [1]) et par suite, ces ensembles sont des in-

terpolateurs absolus. Plus généralement, chaque fois que la théorie de 1l'homotopie
fournit un retract, cela entraine la solution d'un probléme (ai) correspondant .

Rappelons qu'une condition, nécessaire, d'ailleurs simple, pour qu'un sous-ensem-

ble Y soit un retract de X , est que le groupe d'homologie d'ordre q)Hq(Y)) de

S

1l'espace Y, soit isomorphe & un facteur direct du groupe d'homologie correspon-
dant H (X) .
q

Toutefois, le probléme a] admet une solution méme lorsque Y n'est pas un re-

tract de X . Prenons la sphére S frontiére de la boule unité d'un espace

n-1 °
euclidien de dimension n . La condition nécessaire d'homologie rappelée ci-dessus
n'étant pas satisfaite, Sn_1
du compactifié de Cech BEn de En . Pourtant, il existe un opérateur 4'interpo-

n'est pas un retract de En , ni méme, a fortiori,

lation de Markov, d'interpolateur Y , défini sur BEn, c'est-d-dire défini sur
les fonctions continues bornées de E . Le couple (Y = Y , BEn) satisfait donc
a] . En effet, 1'existence d'un tel opérateur résulte du Théoréme suivant (cf.
ARENS R. [1)), généralisant des résultats de DUGUNDJI J.
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THEOREME L4.6. Soit Y un sous-ensemble fermé d'un espace compact X et f une

~

fonction continue définie sur Y & valeurs dans un sous-espace métrique K ,

convexe et complet, d'un espace localement convexe, Il existe une extension ? de

> Y 2z :
f & tout X dont les valeurs restent dans K , f &tant continue sur X .

Lorsque Y est un sous-ensemble fermé métrisable d'un espace compact X , 1l'appli-
cation x + 6, est vaguement continue de Y dans SI(Y) , espace convexe compact
et métrisable (cf. DUNFORD-SCHWARTZ (1] (Théoréme 1 § V , 5, 1)) pour la topologie
vague, Donc il existe un prolongement P*(dx) , vaguement continu, de X dans
S:(Y) . Ce prolongement définit un opérateur d'interpolation P qui permet de

résoudre le probléme (a{) pour Y .

COROLLAIRE L,2. Tout ensemble métrisable compact est un interpolateur absolu mar-

kovien.

COROLLAIRE L4,3. Soit X = 1 Xi un produit topologique de compacts et Yi
i€l

des sous-ensembles compacts métrisables de Xi . L'espace Yi est un inter-

n
i€l

polateur markovien de X .

Signalons que pour démontrer le Théoréme 4.6, deux attitudes sont possibles :
soit utiliser une partition judicieuse de 1'unité (cf. ARENS R. (1)), soit utiliser
directement un théoréme de sélection continue (cf. MICHAEL E. [1] et [2]). Gréce &
ce qui précéde, nous disposons d'un moyen pour connaitre qu'un couple (Y, X)

satisfaisant le probléme a ‘est tel que Y soit un retract de X .

THEOREME 4,7. Soit (Y, X) un couple résolvant le probléme a; , c'est-d-dire Y

un interpolateur markovien relatif & 1l'espace compact X . La condition topologique

-Y est un retract de X- est équivalente & la condition géométrique appelée
condition C : L'ensemble :7(Y) admet un point extrémal.

I1 suffit d'appliquer la Proposition 4.3 et le Théoréme k4.5 .

Une fagon simple, sinon naturelle, pour assurer la condition C , est de découvrir
un espace localement convexe dont :7 (Y) soit un sous-espace convexe compact
puisque le théoréme de Krein-Milman assure 1'existence d'au moins un point extrémal.
Nous donnerons au Chapitre V une utilisation de cette idée relative aux espaces
compacts de Stone, Envisageons ici deux exemples dont le premier reprend d'ailleurs

un cas déja étudié :
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Exemple 1, Soit X = [-1, +1] et Y = {(-1), (+1)}. Il existe un opérateur
d'interpolation sur C(X) dont l'interpolateur est Y . Par exemple, en prenant
P‘(6x) =x5 si x>0 et |x|6_l si x <0 . Pourtant :7 (Y) ne poss&de pas de

points extrémaux.

Exemple 2. Posons X = [-1, - l-]U [l 1] et Y = {(-1), (+1)}, I1 existe

des opérateurs d'interpolation dont 1'1nterpolateur est Y et il existe un seul

point extremal de :7 (Y), défini par P* (6 ) = 1 si x > % et p* (6 ) = a
si x < - 5 Jf (Y) n'est pas enveloppe convexe fermée de ses points extremaux,

donc n'est compact pour aucune topologie compatible avec sa structure de convexe.

3. OPERATEURS SEMI-MULTIPLICATIFS SYMETRIQUES ET EXAVES LINEAIRES.

Comme pour les opérateurs d'interpolation, nous donnons d'abord un théoréme

caractéristique de représentation intégrale, lequel fait intervenir quelques
objets essentiels. La relation x P y , définie par 1'égalité Pf(x) = Pf(y)

pour tout f dans C(X) , est une relation d'équivalence sur l'espace X . Les
classes d'équivalence de cette relation sont fermées et induisent une partition
semi-continue supérieurement de X . L'espace quotient x/TJ est alors séparé et
quasi-compact, donc compact pour la topologie quotient. Nous appelons p 1'appli-

cation quotient et 13 (x) la classe d'équivalence du point X .

THEOREME 4.8. Sur 1'algdbre C(X) , un opérateur continu P est semi-multiplica-

tif symétrique si et seulement le support de la mesure P (6 ) est inclus dans

P (x),

Lorsque Supp P*(Gx) est inclus dans P (x), comme Pg est constante sur (x)
d'ailleurs égale & Pg(x) , on a P(fPg)(x) = Pf(x)Pg(x).

Réciproquement, si < fPg, P*(éx) >=<f, PgP‘(éx) >

= < PrPg,5_> = Palx) < f, P’(ax) >,

égalité valable pour tout f dans c(x) ,ona (Pg-Pg(x))P (6 ) =0 donc
Pg(y) = Pg(x) pour tout y de Supp P (6 ) d'od Supp p* (6 ) c:13 (x).

On dira qu'une relation d'équivalence Il sur l'espace compact X est guasi-moyen-
nante s'il existe un opérateur semi-multiplicatif symétrique P pour lequel 13
coincide avec la relation 9% donnée. Une relation d'équivalence est moyennante
si elle est quasi-moyennante pour un opérateur semi-multiplicatif symétrique de

Markov, ce dernier opérateur étant alors appelé opérateur de moyenne (cf.
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DHOMBRES J. [1]).

P
La relation d'équivalence Fl joue, vis-a-vis d'un opérateur semi-multiplicatif,
un rdle analogue & celui joué par l'interpolateur vis-d-vis d'un opérateur d'in-
terpolation comme on peut d'ailleurs le constater sur la proposition suivante,

pour laquelle nous avons besoin d'une définition préalable.

Tout sous-ensemble fermé Y d'un espace compact X , détermine une relation
d'éguivalence (fermée)!] dont les classes sontjU (x) = {x} lorsque x n'appar-

tient pas & Y et'I] (x) =Y lorsque x appartient da Y.

PROPOSITION L4.5. Pour que le sous-ensemble fermé Y soit un interpolateur dans
1l'espace compact X , il suffit que ]] soit une relation d'équivalence quasi-

moyennante.

A 1l'opérateur Q semi-multiplicatif et relatif & 17 , faisons correspondre un

~

nouvel opérateur P défini & partir d'un point arbitraire Yo de Y
Pr(x) = £(x)-af(x)+af(y )

On calcule aussitot :

P(fg)-P(fPg) = f(g-Pg)-Q(f(g-Pg))+a(f(e-Pg))(y )

(a) Pour x dans Y , Qg(x) Qg(yo) et Pg(x) = g(x), donc on dispose de

P(fg)(x)-P(fPg)(x) = -Q(f(g-Pg))(y )+a(f(g-Pg))(y ) = O.

(b) Pour x dans Y' , Qg(x) = g(x) et Pg(x) = Qg(yo) donc on dispose de

P(fg)(x)-P(fPg)(x) = Q(f(s-Pg))(yo) = Q(st)(yo)-Qf(yo)Qg(yo) =0

Finalement P(fg) = P(fPg) et l'interpolateur de P est précisément Y .

Cependant la condition de la proposition 4.5 n'est pas nécessaire. Soit P un
opérateur d'interpolation, dont 1'interpolateur est Y , et soit y, un point

de Y . Définissons un opérateur Q par :
Qar = £-Pf+f(y )

Pour x dans Y , Pf(x) = f(x) donc Qf(x) = f(yo) , c'est-d-dire que Qf est
constante sur Y ., D'ailleurs, si f est constante sur Y , Qf = £ , Donc Q est
une projection de l'espace C(X) sur les fonctions constantes sur Y . Mais une
projection qﬁelconque de ce type ne peut pas €tre un opérateur semi-multiplicatif

symétrique d&s que la frontidre de Y posséde au moins deux points distincts
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¥1 et y, . Pour toute fonction f de C(X) , on devrait avoir
£(y1) = Qf(y1) = Qf(y2) = £(y2)

ce qui est impossible. Pourtant, il existe des interpolateurs dont la frontiére

a plus d'un point (cf. Théoréme L4.6).

Relativement & une relation d'équivalence }E définie sur un espace compact X ,
on peut poser quelques problémes analogues aux problémes a, et bk .

Probléme c, . Existe-t-il un opérateur semi-multiplicatif symétrique, de norme

A
inférieure ou égale & )\ , dont la relation d'équivalence associée coincide

avec JQL ?

Probléme ci . Une relation d'équivalence donnée JQl , est-elle moyennante ?

Pour que les deux problémes prAcédents aient une solution, il est évidemment
nécessaire queJQL soit une relation fermée, mais ce n'est pas une condition suf-
fisante comme on a pu le constater sur le contre-exemple indiqué & la fin de la

proposition 4.5.

Donnons d'abord une proposition dont la démonstration est sans doute trop con-
tournée, et qui rapproche quelquefois j1e probléme °, du probléme c; .
PROPOSITION 4,6, Soit P un opérateur semi-multiplicatif symétrique réel et tel
que pour tout point X, de X , on puisse trouver g dans C(X) pour laquelle
Pg(xo) n'est pas nul. Il existe alors un opérateur semi-multiplicatif symétrique
idempotent et conservant les constantes, déterminant une méme relation d‘'équiva-

lence que l'opérateur P .

Puisqu'en chaque point X, s il existe 8, telle que Pgo(xo) ne soit pas nul,
la fonction ‘fo = EoPgo satisfait Pfo(xo) = |Pg(xo)|2 et il existe donc un
voisinage ouvert de X, sur lequel Pf_ = reste strictement positive., On recouvre
de cette maniére le compact X par des ouverts C> (xo) dont on peut extraire un
recouvrement fini O (xi) , i variant de 1 & n . A ce recouvrement fini, on
associe n fonctions fi . Pour la fonction

n

h= )£,

i=1

Ph est strictement positif sur X . Définissons alors un opérateur Q par

Qf = 2%%%% et introduisons un espace intermédiairegs constitué par toutes les
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fonctions g satisfaisant P(fg) = gPf pour toute fonction f de C(X) . Cet

espace est une sous-algébre fermée et auto-adjointe, dite algdbre des scalaires

de 1l'opérateur P . Cette algdbre contient de plus l'image de P . Par suite,
puisque P(h) appartient a \% , le théoréme de Stone-Weierstrass montre qu'il
en est de méme pour la fonction FJ(;H) . Ce résultat permet d'établir la semi-mul-
tiplicativité de Q selon les égalités

1 P(gh))_ o(_fn P(gh)
a(ag) = 57 Pim SE9= Py )
- 2 BlEh) - o(e)ae)

Comme Q(1) = 1 , on obtient en outre 1'idempotence de Q.

Montrons maintenant que 1'algébre 8 des scalaires de l'opérateur Q colincide
en fait avec l'image de Q . Si g est dans € , Q(gf) = gaf et on a

Q(egaf) = Q2(gf) = Q(gf) = gQr

Qgef
donc (g-Qg)Qf = O soit g = Qg . Réciproquement, 1'algdbre @ contient 1'image
de Q d'odl 1'égalité Inmg = P

I1 est bien clair que x l/‘, y implique xQy mais 1'égalité ImQ = é et les
inclusions g D 55 oo ImP font que x®Qy implique x P Yy , ce qui termine

la démonstration.

Occupons-nous maintenant du probléme c; . 50itJ¥ une relation d'équivalence
fermée sur Y et r 1l'application quotient X - YR =x Appelons g(Y)

le sous-espace (vaguement fermé) de S:(X) constitué par les mesures de Radon sur
X dont le support est inclus dans une classe d'équivalence de R. Appelons R
1'application de 3(Y) sur Y qui, 3 la mesure u dans 3(y) , fait correspon-
dre la classe d'équivalence & laquelle appartient son support. R est une appli-
cation continue. En effet, si vy converge vaguement vers u dans g(Y) tandis
que R(ui) ne converge pas vers R(u) , il existe un point y de Y et une sous-fa-
mille, encore notée par B o telle que R(ui) converge vers Yy . Mais il existe
une fonction positive continue f , nulle en r Y(R(u)) et valant 1 sur
r-l(U(y)) ol U(y) est un voisinage ouvert de y dans Y . La famille de
mesures ui(f) converge vers u(f) = 0 mais vaut constamment 1 pour i assez
grand, ce qui établit la contradiction. En particulier, R est une application

fermée puisque 3(Y) est compact et Y séparé. On peut alors énoncer :

le probléme c! a une solution, précisément la relation ) est moyennante, si

et seulement s'il existe un relévement continu de R .
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Nous allons commencer par donner une condition permettant de ramener le probléme
c{ au seul relévement continu de r . Pour ce faire, on adapte la méthode de
points extrémaux précédemment utilisée pour les opérateurs d'interpolation. Il me
faut signaler que dans LLOYD S.P. [1], article dont je n'ai pris connaissance que
trds récemment, (cf. DHOMBRES J. [3]), on a déja obtenu cette condition et envi-
sagé de nombreux exemples. Définissons 1'ensemble ] (R) comme 1'ensemble des
opérateurs semi-multiplicatifs symétriques de Markov qui déterminent la méme
relation d'équivalence R .En remplagant partout les mots "interpolateur marko-
vien" par"relation d'équivalence moyennante", le lemme 4.3 et la proposition 4.3
restent valables, les démonstrations étant les mémes mutatis mutandis. De fait,
on peut méme obtenir un théoréme beaucoup plus général en faisant intervenir une
notion de "linear exave", récemment introduite par PELCZYNSKI A. [1] et dont

nous donnons ici une définition algébrique.

Soient %1 et 62 deux catégories et F un foncteur contravariant de Z 1
dans @2. Soit ¢ un morphisme de @1) ¢ :S~»>T

Un morphisme V de ?2 : V : F(8) » F(T) est exave pour F selon le morphisme
¢ si FLe] v F (o] = Flo].

Prenons pour fl la catégorie des espaces compacts dont les morphismes sont les
applications continues et pour ? » la catégorie des espaces de Banach dont les
morphismes sont les opérateurs bornés contractants. Soit ¢ un morphisme de

(61 ol ¢ : X+ Y . Le foncteur contravariant F choisi fait correspondre & ¢,
F(¢] aéfini par FL¢J(f) = £, ¢ c'est-d-dire F[¢] : C(Y) + C(X) .

Définition. Un exave linéaire selon ¢ est un opérateur linéaire continu R de

C(X) dans C(Y) tel que le diagramme suivant soit commutatif :

c(y) K c(x)
F(¢] FL¢]
c(x) c(y)

R

Parmi les exaves linéaires, il y a deux cas extrémes : le premier est directement
1ié & 1la notion d'opérateur semi-multiplicatif symétrique et le deuxiéme est
relié & la notion d'opérateur d'interpolation. Pour le voir nous continuons de

noter X et Y deux espaces topologiques compacts.
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PROPOSITION L4.7. Soit ¢ une application injective continue de Y dans X .
I1 existe un exave linéaire selon ¢ si et seulement si ¢(Y) est un interpola-

teur dans l'espace X .

D'une part, posons P RF[oJ . On dispose de la relation
RF[¢] (fRF(¢]e) = R(FL4](£) FLoIRF(4](g))
RF(¢](fg) = P(fg).

S8i x = ¢(y) est dans o(Y) , RF{¢J(£)(x) = FLeIRFLo](£)(y) = F{e]2(y) = £(x)

P(fPg)

n

donc l'interpolateur de P contient ¢(Y) . Mais si x n'est pas dans ¢(Y) ,

il existe une fonction continue, nulle sur ¢(Y) et valant 1 en x , donc
RF(¢]J(f) =0 et f(x) =1 a'od f£(x) # PP(x) ce qui montre que x n'appartient
pas & 1l'interpolateur de P .

D'autre part, soit f une fonction de C(Y) et soit P un opérateur d'interpo-
lation sur C(X) d'interpolateur ¢(Y) . Soit f un prolongement, construit par
exemple par le Théoréme de Tietze, de la fonction f(¢-1(x)) définie sur ¢(Y) .
L'opérateur Rf = P(?) est un exave linéaire selon ¢ comme il est facile de le

constater.

PROPOSITION 4.8, Soit ¢ une application surjective continue de X sur Y . Il
existe un exave linéaire de Markov selon ¢ si et seulement si la relation d'équi-

valence déterminée par ¢ sur l'espace compact X est moyennante.

On utilise le Théoréme de Stone-Weierstrass et le lemme 5.4 pour conduire la dé-
monstration parallélement & la précédente en utilisant les opérateurs
-1
P=F[¢JR et R=F [¢JP .

Soit maintenant ¢ une application continue ¢ : X > Y et notons Jr(¢) 1'ensem-
ble des exaves linéaires de Markov selon ¢ . Cet ensemble peut e€tre vide mais la

proposition 4.4 et le lemme L4.3 sont encore valables. Notamment

PROPOSITION 4.9. Un &lément de 1'ensemble convexe J7 (¢) est extrémal si et
seulement s'il s'agit d'un opérateur multiplicatif.

Pour vérifier que les démonstration précédentes sont généralisables, on peut uti-
liser un théoréme de représentation intégrale, dont la démonstration est analogue
i celle des Théorémes 4.8 et 4,1 (PEECZYNSKI A. [1]).
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THEOREME 4.9. Un opérateur linéaire continu P : C(X) + C(Y) est un exave

linéaire de Markov relativement & 1l'application continue ¢ : X+ Y ol X, Y

sont deux espaces compacts si et seulement si

.. . +
(a) y - P*(éy) est une application vaguement continue de Y dans S)(X)

* . -
(b) Le support de la mesure de Radon P (Gy) est inclus dens ¢ l(y) lorsque
y appartient & 1l'espace ¢(X).

En fait les opérateurs Q; et Q, , construits lors de la proposition 4.4, ne
font intervenir que les propriétés de P et conservent le support de P*(éx)'
La proposition 4.9 se déduit donc de la méme maniére dans le cas des exaves li-
néaires de Markov que dans le cas particulier des opérateurs d'interpolation de

Markov.
Caractérisons maintenant les exaves linéaires multiplicatifs.

THEOREME L.10. Un exave linéaire R selon ¢ : X + Y et tel que k(R) = ¢

est multiplicatif si et seulement s'il existe une application continue

¥ Y>X telle que ¢ o ¥ soit 1'identité sur ¢(X) .

N

D'un cSté, si RfRg = R(fg) , de fagon analogue & ce qui fut fait au Théoréme k4.5
et en utilisant k(R) = @ , on définit une application continue ¢ définie sur
Y et & valeurs dans X telle que Rf(y) = f(w(y)) . Comme R est un exave
linéaire, on doit avoir F{¢Jf = F{¢]f(¢ o ¥) pour toute fonction continue f
sur Y . Comme les fonctions continues séparent les points de Y , on a

¢o(x) = ¢ o ¥ o ¢(x) pour tout x , donc ¢ o, ¢ est bien 1l'identité sur ¢(X) .

Réciproquement, si ¢ o ¢y est l'identité sur ¢(X) , l'opérateur

Rf(y) = £(y(y)) est un exave linéaire pour ¢ : X - Y , tel que k(R) =9 .

Condition C . L'ensemble JT(¢) admet un point extrémal.

Gréce & la condition géométrique C , on peut relier la condition algébrique
d'existence d'un exave linéaire selon ¢ & la condition topologique d'existence

d'une fonction ¢ relevant continuement ¢ .

THEOREME 4.11. Soit (X,Y) un couple d'espaces compacts et soit ¢ une applica-~

tion continue de X dans Y pour laquelle il existe un exave linéaire de Markov

selon ¢ . L'ensemble (¢) satisfait la condition C si et seulement s'il
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existe une application continue ¢ : Y + X telle que ¢ o ¥ soit 1'identité

sur 1'espace image ¢(X) .

Dans le cas des opérateurs semi-multiplicatifs symétriques, le Théoréme 4.11
s'énonce d'une maniére intéressante. Définissons 1'ensemble 57 (yl) associé &
une relation d'équivalence (fermée) TQ,, construite sur un espace compact X ,
comme la famille des opérateurs idempotents de Markov dont 1'image est 1'algébre

des fonctions continues constantes sur les classes de Jtv .

COROLLAIRE b4.4. Supposons que »7 (3?) satisfasse la condition C . La relation
est une relation d'équivalence moyennante si et seulement si R est fermée

et admet un relévement continu.

Nous démontrerons en effet (Corollaire 4.8), que 1'ensemble convexe :7(}Q) est

un ensemble d'opérateurs semi-multiplicatifs symétriques de Markov. Rappelons

qu'une relation d'équivalence admet un reldvement continu (ou une section continue)
lorsqu'il existe une application continue r' : X/JR + X qui, & toute classe
d'équivalence fait correspondre un point dans cette classe. Le Théoréme 4.11

donne alors le corollaire 4.4. en prenant ¢ =r : X » X/ R et r' =y puisque
ror' est l'identité sur X/R (cf. Proposition L4.8).

Cependant, lorsque la condition C n'est pas vérifiée, l'existence d'un reléve-
ment continu pour R n'implique pas l'existence d'un relévement continu pour r ,
c'est-d-dire l'existence d'une section continue pour DQL. Des exemples construits
par LLYOD S.P. (1) montrent que :7(]%) peut ne pas avoir de points extrémaux
sans étre vide, J7(3Q) peut avoir des points extrémaux sans en €tre 1'enveloppe
convexe fermée, ~7(3QJ peut étre enveloppe convexe fermée de ses points extré-
maux sans étre compact. Avec de la patience et un peu d'imagination, on construit

de tels exemples dans le cas général d'exaves linéaires de Markov.

Une condition de métrisabilité sur l'espace Y ne suffit pas pour obtenir le
Corollaire 4.k, en omettant la condition C . En effet, appelons espace dyadique
Y 1'image continue d'un espace de Cantor généralisé {O,l}k = X . Un espace
dyadique induit sur X , dont il est 1'image continue, une relation d'équivalence

fermée et 1'on dit que Y est de Milutin lorsque cette relation est moyennante.

I1 y a déjd un certain temps, Milutin a démontré que [0,1] était un tel espace
tandis que PELCZYNSKI A. [1] a #&tabli que le produit topologique d'espaces
compacts de Milutin est de Milutin.
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Une condition de métrisabilité de X est insuffisante mais si 1'on suppose en
outre que Rest ouverte, alors le Corollaire 4.L est exact, d'aprés un théoréme
de sélection de MICHAEL E. [1] . Cependant, cette dernidre condition n'est pas
nécessaire (cf. LLOYD S.P. [1]). Nous allons donner une généralisation de ce résul-
tat aux exaves linéaires en utilisant une idée due & SINE R-JAMISON B. [1] .
Auparavant, nous avons besoin de quelques lemmes directement inspirés de l'article
cité. Nous leur donnons une forme assez générale car nous utiliserons plus tard

ces lemmes (cf. §6 Chapitre V).

LEMME 4.4, Soient X un espace compaét et Y un espace séparé. Pour toute fonc-
tion continue surjective r : X + Y , on a 1'équivalence des 3 propriétés sui-

vantes :

(a) r est une application ouverte.

(b) Pour tout voisinage V d'un point x de X , il existe un ouvert O
contenant x et contenu dans V , tel que r( O) soit un voisinage de r(x).

(c) Pour tout x dans X et tout filtre :Elqui converge vers r(x), il
existe un filtre Isur X , qui converge vers x et dont 1l'image par r engendre

—)

un filtre plus fin que le filtre des voisinages de r(x) et moins fin que .
L'équivalence de (a) et de (b) est facile.

(¢) = (a) . S'il existe un voisinage ouvert V de x tel que r(V) ne soit
pas voisinage de r(x) , alors on peut construire un ultra filtre plus fin que le
filtre des voisinages de r(x) et ne contenant pas r(V) . Cet ultrafiltre

ne peut &tre plus fin que le filtre engendré par l'image d'un quelconque filtre
plus fin que le filtre des voisinages de X .

(a) = (c). Soient j:, un filtre qui converge vers r(x) et @un ouvert conte-
nant x . L'ensemble r( (9) est ouvert,donc il existe un élément F de II
contenu dans r( 0) et rH(F)N O =F' n'est pas vide. On définit ainsi une
base de filtre sur X , qui engendre un filtre plus fin que le filtre des voisina-
ges de x et dont 1l'image par r engendre un filtre moins fin que Ilmais plus
fin que le filtre des voisinages de r(x) car r est continue, donc fermée

puisque X est compact.

Avec les notations utilisées aprés la proposition 4.6, on peut démontrer le

lemme suivant :
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LEMME 4.5. L'application R : %’(Y) + Y est ouverte si et seulement si 1'applica-

tion r : X Y est ouverte.

Supposons l'application R ouverte et soit Oun ensemble ouvert de X . Consi-
dérons 1l'ensemble Ol des mesures appartenant & E(Y) dont le support a une in-
tersection non vide avec . Le complémentaire de 01 est vaguement fermé, donc
Ol est ouvert ainsi que R(Ol). De plus, R(Ol) = r(0) , compte tenu de la

cos ¥ . s s
définition de S(Y) , et par suite r est une application ouverte.

Supposons r ouverte et soit u, un point de $(Y) , tel que R(ux) = r(x) .
_ )

Soit /L un filtre sur Y qui converge vers r(x) . Soit @un ouvert contenant

u, « Par densité, il existe une mesure discréte u)’c appartenant & @ , telle

que R(u;() = r(x) . On peut écrire :

n
[ 5 =
uy = Z aidx ou r(xi) r(x) .

i=1 i
~
Mais par le lemme 4.4, il existe sur X des filtres Il . Iz s s0v s ’i’n
convergeant vers le s seey 8 et dont les images par r engendrent des
n

’
filtres moins fins que L . Choisissons un ouvert (- contenant r(x) . I1

existe des voisinages ouverts (Qi de Gx. tels que Z a; (Qi appartienne
AL i=]1 ~
encore a 0, et tels que r( ©i n x)C O, 11 existe donc des F, dans ,1/1
contenus dans (9 . Prenons F dans I,égal a ﬁ r(F.). L'ensemble
RF) N O nfest pas vide et tous les ensembled™! delce type forment une
base de filtre dans S(Y) , plus fine que la base de filtre des voisinages de wu
et dont 1'image par R est par comstruction moins fine que T, pe plus,
gréce au choix de 6 , ce filtre est plus fin que celui des voisinages de r(x) .
Nous sommes dans la situation du lemme U.4 vis-d-vis de R , donc R est une

application ouverte.

Soit A une sous-algébre de CR(X) et T la relation d'équivalence associée
sur X . Nous notons par Suppf 1l'application définie sur X par x —
Suppf(x) = Sup(f(y)) et par Infpf 1l'application définie selon
x "y

x — Inf f(x) = Inf £(y)
P Ay

LEMME 4,6. Soit A une sous-algébre fermée de CR(X) « I1 y a équivalence entre

les T propriétés suivantes :

(1) La relation d'équivalence T est ouverte.
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(2) £+ Suppf est une application continue, sous-additive, de C(X) sur
1'algébre A.

(2vis) £ ~ Infpf est une application continue, sur-additive, de C(X) sur
1'algébre A .

(3) Toute section commengante dans A relative & un élément de C(X) contient
sa borne inférieure dans A.

(3bis) Toute section finissante dans A relative & un élément de C(X) con-
tient sa borne supérieure dans A .

(4) L'intérieur d'un sous-ensemble saturé pour la relation T est saturé par
cette relation.

(bpis) La fermeture d'un sous-ensemble saturé pourla relation T est saturée

par cette relation.

(1) ==> (2) La fonction Suppf est une fonction semi-continue inférieurement.
En effet, soient x un point et )\ un nombre réel pour lequel Sup f(x) > A et

x, un point équivalent & x pour lequel f(xo) = Supf(y) . Il existe un

¥y
un voisinage ouvert O de x  sur lequel f(x) > A et donc Sup f est stric-

tement supérieur & A sur le saturé de O pour 7 . Or, ce saturé est
-1 o s N
p (p( (O )) , lequel est un voisinage ouvert de x puisque P( O ) est ouvert.

L'ensemble des x tels que Suppf(x) > A est donc ouvert.

Suppf‘ est une fonction semi-continue supérieurement. Soit I:un filtre qui con-
verge sur l'ensemble des x tels que Sup f(x) > A . Appelons x, le point
lmlte de I Faisons correspondre & wun pomt x de X un sous-ensemble de
7 (x) , le sous-ensemble fermé des points y tels que f(y) = Suppf(x) . Par
cette correspondance, on définit une base de filtre I sur X , image du filtre
1/ . Il existe un ultrafiltre I"plus fin que fl, qui converge vers un
point y gréce a l'argument de compacité. On a p(y) = Li:xln’})’(’x) = Limp(x) = p(x)

tandis que f£(y) = Limf"(x) > A, soit Suppf(x) > X , donc l'ensemble des x tels

que Suppf(x) > A est un fermé. On remarquera que 1l'hypothése (1) n'a pas été

utilisée pour la démonstration de cette semi-continuité supérieure.

Finalement, l'application Suppf est une fonction continue et le Théoréme de
Stone-Weierstrass permet d'assurer que Suppf est un élément de A , que A
soit du type C(X/ P ) ou CO(X/F ) . I1 est en outre clair que la correspon-
dance f - Sup _f est sous-additive de C(X) sur A , positivement homogéne et,
d'autre part, si [[fll < e , on a bien IISuppf I <€ ce qui assure la conti-
nuité de la correspondance f -+ Suppf .
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(2)<= (2bis) Par le changement de f en -f .

(2) == (3) Soit E un sous-ensemble de A admettant une borne inférieure f
dans C(X) . La fonction Suppf est encore un minorant de l'ensemble E et
comme f < Suppf , on a nécessairement f = Suppf . Il est alors bien assuré

que f est une borne inférieure de E dans A . Mais on dispose d'un résultat
plus fort. Si E_, est la section commencante de f relative & A , c'est-d-dire

£
l'ensemble des h de A tels que h > £ , l'application Suppf est un élément

de A donc, puisqu'il minore les éléments de cette section commengante E, , il
s'agit de la borne inférieure dans A de E, .
(3)<== (3bis) Par le passage de f en -f .

(3) ==> (4) Soit un sous-ensemble de X saturé par la relation d'équi.va.lenceTJ
c'est-d-dire de la forme p-l(E) ol E est un sous-ensemble de X/'p . 8i 1l'in-
térieur de 1'ensemble P-I(E) est vide, le résultat est acquis. S'il existe x
dans 1l'intérieur p-l(E) , le théoréme d'Urysohn fournit une fonction f de

Cp(X) satisfaisant o < f <1 et telle que fl(x) = 1let f estnulle sur le
complémentaire de 1'intérieur de 1'ensemble P~ (E) . Considérons la section
commengante Ef dans A dont la base est cette fonction f . D'aprds ce qui a
été démontré dans 1l'implication (1) = (2) , on constate que Suppf est une
fonction semi-continue supérieurement. En outre, par hypothése, il existe une
fonction g dans E. , borne inférieure dans A de E; - I1 en résulte

g > Suppf . Appelons P(g) et P(Sup f) les fonctions respectivement continues
et semi-continues supérieurement, définies sur X/ ™ par g o p-l et (Sup f) o p'l
Supposons que, sur X/ 0 , i1l existe un point y réalisant une inégalitép
stricte P(g)(y) > P(Suppf)()") . On sait classiquement construire une fonction

continue séparante h assurant les inégalités suivantes :
P(g) 2h > P(sup £) et P(g)(§) > n(y) > P(Sup £(¥).

On peut méme s'arranger pour que h soit nulle & 1'éventuel point de nullité de
toutes les fonctions de la forme P(f) ol f est dans A . Par suite, hop
est dans A gréce au Théoréme de Stone-Weierstrass et est distincte de g ,
minore g et appartient & Ef ; I1 y a contradiction puisque g est la borne in-
férieure de Ef dans A . Donc on doit avoir g = Suppf . Au point X choisi

. -1 .
dans 1'intérieur de p (E) , on a maintenant
g(xo) = Pg(p(x))) = Suppf(xo) =1,

tandis que sur
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o

(e~ (£)))' DE' , on & Pg(z) = P(sup () = 0 .

, i1 existe un ouvert non

o

vide inclus dans E , donc que p(x) appartient & E ou encore que x, eppar-
. -1 . - /-}7'
tient & p (‘ﬁ) , c'est-d-dire p Y®) = p (E

d'un saturé par P est saturé.

Ce qui signifie notamment qu'autour du point p(xo)

s établissant que tout intérieur

(4) <=> (b bis) par passage au complémentaire.

(4) == (1) Soit (D un ouvert de X . L'ensemble p-l(.p( (®)) contient

en son intérieur et 1l'hypothése implique que p-l(p( ®)) a un intérieur
saturé donc que p ) (p( @) )) coincide avec son intérieur, c'est-d-dire est
ouvert. Dire que p( (D) est ouvert dans X/ N pour tout ouvert O de X
revient 4 dire que P est une relation d'équivalence ouverte ou encore que p -est

une application ouverte.
Nous avons maintenant tout le matériel requis pour démontrer le :

THEOREME 4.12. Soit X un espace compact métrisable et soit ¢ une application

continue ouverte de X dans un espace compact Z . Il existe un exave linéaire

de Markov selon ¢ °

Posons Y = ¢(X) . L'espace topologique Y est un espace compact métrisable
puisque 7 est séparé et ¢ continue (cf. BOURBAKI N. [2], §2, n°10). En premier,
montrons que 1l'on peut construire une application vaguement continue de ¢(X)

dans 3(Y) . X &tent métrisable, s]'(x) est métrisable pour la topologie vague,
comme nous l'avons déja remarqué, et on sait construire une fonction continue
réelle strictement convexe f sur SY(X) (ef JPHELPS R.R. [1]).

Appelons uy 1l'unique point de ¢-l(y) ol f prend son maximum sur cet ensemble.
La correspondance P“I Ty > u est vaguement continue. En effet, soit 3: un ultra-
filtre sur Y dont le point {imite est y . L'image par P* du filtre I induit
un ultrafiltre sur S(Y), lequel, par compacité admet un point limite p' . Gréace
a4 la continuité de R , on dispose de R(u;) =Lim x =y . Le lemme 4.5 assure
que R est ouverte puisque r = ¢ l'est et on peut appliquer le lemme L.6 assu-
rant la continuité de Sup_ £(u). On a également

u € R(y)

f(uy) = Sup_lf(u) = lizm Sup_l(fu) = lim f(uy) = f(u'y)
u € R(y) u € R(x)
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La stricte convexité de la fonction f donne u_ = u' ce qui établit la conti-
nuité vague de ug . Maintenant, on peut appliquer le théoréme 4.6 permettant de
prolonger P (6 ) en une fonction vaguement continue, définie sur 2 et prenant
ses valeurs sur le convexe vaguement fermé engendré par g(Y) lequel est un sous-
ensemble de sl(x). Finalement, le théoréme de représentation intégrale 4.9 per-
met de vérifier que l'opérateur P , défini par Pf(z) = <f, P*(Gz) > pour tout

z dans Z , est bien un exave linéaire de Markov relatif & ¢ , terminant ainsi
la démonstration du théoréme L4.12.

Corollaire 4.5. Une relation d'équivalence ouverte et fermée sur un espace com-

pact métrisable est moyennable.

On peut déduire, & partir de la proposition 4.5, le résultat faible suivant :

Tout-ensemble & la fois ouvert et fermé d'un espace métrisable compact est un

interpolateur markovien.

Corollaire 4.6. Soit P, une famille d'exaves linéaires de Markov selon ¢; ou
o5 est une application continue ouverte définie sur un compact métrisable Yy
et & valeurs dans un compact X . Il existe un exave linéaire de Markov selon

6= @ ¢. relative au couple (X,Y) o Y=T Y, e x= T X,.

ier * ier * ier *

I1 suffit de vérifier que la mesure produit sur l'espace X

P’(Gx) = ® PI(Gx ) pour x= @ x5
i€l i ieI
permet de définir un exave linéaire de Markov selon ® ¢. 1lorsque Pi est
iel
un exave linéaire de Markov selon oi : Yi — Xi . On utilise la méme méthode

qu'au théoréme 4.4 avec le théoréme de représentation 4.9.

On disposerait bien slir de théorémes analogues en utilisant des limites projec-

tives.

En particulier, en appliquant par exemple le corollaire 4.6 et la proposition k.7,

on dispose du résultat suivant :

Corollaire 4,7. Soient X wun produit topologique compact et Y un sous-espace
ouvert, sous-produit topologique de X dont les facteurs sont des espaces com-

pacts métrisables. Y est alors un interpolateur markovien de X .
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Mais de tels espaces n'épuisent pas la famille des interpolateurs markoviens,

A partir du résultat de Milutin sur l'espace [0,1] , on peut construire d'autres
espaces de Milutin, par exemple : le produit topologique d'espaces compacts mé-
trisables est de Milutin. Cependant, l'espace [0,1] est un espace de Milutin

pour lequel la relation d'équivalence associée n'est pas une relation ouverte.

Au terme de ce paragraphe, on constate que le probléme subsiste de donner une
caractérisation topologique des espaces markoviens absolus, des espaces de Milu-
tin, voire des solutions des problémes a bA , et ) etc... qui ne fas-
sent pas intervenir une restriction superflue comme la condition C . On remarque
la simplification apportée par 1'hypoth&se de Markov, laissant prévoir des si-

tuations pathologiques dans le cas général.

4. ROLE DE LA POSITIVITE,

Lorsqu'un opérateur multiplicativement 1ié conserve un cdne de 1l'espace fonction-
nel sur lequel il est défini, on peut étudier plus facilement sa structure. Pre-
nons 1l'exemple d'un opérateur positif sur 1l'algébre C(X) , c'est-i-dire un
opérateur pour lequel Pf(x) > O d&s que f(x) > O pour tout point x de

1'espace topologique X .

. THEOREME 4.13. Sur 1'algébre C(X), un opérateur positif du type D est un

opérateur d'interpolation.

Pour la démonstration, nous avons besoin d'un résultat intéressant en lui-méme.

LEMME 4.8. Soit P un opérateur continu du type D supposé réel. P est

idempotent si et seulement si Im(I-P) est fermé.

Lorsque P est idempotent, il en est de méme pour I-P et cette derniére pro-

priété implique évidemment la fermeture de 1'image de C(X) par 1l'opérateur I-P.

Réciproquement, supposons que l'image de C(X) par I-P soit fermée. Nous avons

déja noté les inclusions
Im(I-P) x Im(I-P) C KerP . Im(I-P) (cf.Proposition 3.l4).

Posons A = Im(I-P) . L'esoace A est une algébre auto-adjointe fermée qui

détermine sur X une relation d'équivalence fermée Ol . Par 1le théordme de
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Stone-Weiersfrass, A est isométriquement isomorphe & C(X/ L) ou d
CO(X/ Al) , idéal maximal fermé de C(X/L). Or, ces deux algdbres possddent
la propriété de factorisation, ce qui donne A x A=A , donc KerP = A , ou
encore 1'égalité Im(I-P) = KerP , donc l'idempotence de P .

LEMME L4.9. Soit P un opérateur du type D supposé réel. L'espace Im(I-P)
est alors fermé.

Considérons la fermeture A de 1'algdbre auto-adjointe A = Im(I-P) . L'espace

K est une algébre auto-adjointe et, de méme que précédemment, on a A x A = XK
Mais A x A est une sous-algdbre dense de 1'algdbre (fermée) A x A , comme il
est facile de le constater. Par suite, AxA=Ah ,0r AxACKerPCA et

KerP est une algdbre fermée, d'od A cC A , soit A = A cqfd.

Nous pouvons démontrer le théoréme L4.13, puisque la positivité de P implique
que P est réel. Envisageons deux cas :

~

ler cas A est isométriquement isomorphe & c(x/A) , c'est-3-dire que A est
1l'algébre des fonctions constantes sur les classes d'équivalence 12L. Comme
* crs
0 = Pf(x) = < f,P (Gx) > et que P*(éx) est une mesure positive, c'est que

P*(Gx) = 0 pour tout x , donc que P est nul.

2éme cas A est isométriquement isomorphe & CO(X/;l) et un raisonnement ana-
logue montre que le support de P’(tSx ) est nécessairement inclus dans la classe
d'équivalence de nullité des fonctions de A . Notons Y cette classe (sous-en
semble fermé de X ). Lorsque x est dans Y, Pf(x) = f(x) , tandis que

Supp P*(G x) c Y . Le théoréme 4.1 assure que P est un opérateur da'interpolation

dont l'interpolateur est Y précisément, ce qui termine la démonstration.

Le théoréme 4.13 peut s'appliquer aux opérateurs de Baxter idempotents, lesquels
jouent un certain rdle en théorie des files d'attente MG/1/1. (cf. KINGMAN
J.F.C. [1]).

REMARQUE. Pour tout ce qui concerne ce chapitre, du moins pour les opérateurs
positifs, on pourrait se placer sur des cdnes réticulés et adaptés de fonctions
continues, comme ceux qui interviennent en théorie du potentiel. Si X est un
espace localement compact dénombrable & 1'infini, on dit qu'un cdne convexe C
de fonction est adapté, d'une part s'il existe pour tout x une fonction f de
C telle que f(x) > O , d'autre part si pour tout f dans C , il existe g
dans C telle que pour tout ¢ > O , il y ait un compact sur le complémentaire
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duquel |f(x)| < € g(x). L'intérét de ces cdnes est que toute forme linéaire
positive sur la différence C-C se représente par une mesure de Radon u , géné-
ralement unique. Pour les exaves linéaires, les théorémes de représentation inté-
grale restent valables, ce qui est essentiel pour notre théorie. Toutefois,

faute de place nous ne donnerons ici aucun développement de cette sorte.

Reprenons les opérateurs semi-multiplicatifs symétriques. Remarquons que si P
est idempotent, alors P(l) est une fonction caractéristique dont le support est
le complémentaire de k(P) et réciproquement si P est positif et P(1) une

fonction caractéristique, alors grace au théoréme 4.8, P est idempotent.

Lorsque 1l'on désire connaitre une condition assurant qu'une relation quasi-moyen-
nante est moyennante, ure idée naturelle est 1l'étude de la correspondance
* N .
x — |P (Gx)| ol pour toute fonction f > 0 de C(X) , la mesure |P'(6x)|
est donnée par :
* »*
|P7(s.)| (£) = sup <g,P(8)>
x x
osg<|f|
. * . s
Comme x — < f, P’(éx) > est continue, |P (dx)|(f) est une fonction positive
semi-continue inférieurement, en général non continue. Ainsi, sur le carré

[0,1]2 , considérons l'opérateur P déterminé par 1'égalité.

a 8
n X,X=X
n

"
<
]
o
»
M
[}
1
Tor)
o

ol x, est une suite de nombres distincts, dense dans [0,1] , et a une
série 4 termes positifs convergente et de somme égale & 1 . L'opérateur P est
un opérateur semi-multiplicatif symétrique, d'ailleurs nilpotent, dont 1'image
est une sous-algébre auto-adjointe, non fermée et séparante dans C [0,1].

Cependant |P’(6x y)I(l) admet des discontinuités en chaque point de la suite x !
, :

Pourtant, définissons pour f > O , l'opérateur |P| selon
&*
[PI(£)(x) = < £,]P7(s )] >

Il est facile de constater, par extension de Lebesgue aux fonctions semi-conti-
nues inférieurement, que |P|(f£|P|(g)) = |P|(£)|P|(g) pour les fonctions positives
et, par linéarité, pour toutes les fonctions. Plagons-nous dans les conditions de
la proposition 4.5 en supposant en outre, que la fonction &(x) = |Q‘(6x)| (1)

soit semi-continue supérieurement. Visiblement 2(x) est ulors continue et

supérieure ou égale & 1 . Sur l'algébre C(X) , on définit alors
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RE(x) =(2(x))" Q(£)(x)

Comme dans la proposition 4.5 on peut établir R(1) = 1, R(fRg) = RfRg et
enfin montrer que R est un opérateur positif défini sur C+(X) & valeurs
dans un c6ne.convexe de fonction semi-continues inférieurement. De plus, la
relation d'équivalence associée & R coincide avec celle associée & P car

R laisse invariante 1'algébre ImQ . Il faudrait ajouter une condition pour
que R(C+(X)) C ImQ , ce qui montrerait que P est moyennante. Peut-é€tre con-
vient-il de se placer sur un espace de Stone ol 1l'on peut montrer que les fonc-
tions semi-continues inférieurement différent d'une fonction continue, au plus

sur un ensemble maigre.

Dans un ordre d'idées plus géométriques, nous avons la caractérisation suivante,
Soit R une relation d'équivalence fermée sur X et P un opérateur linéaire
de éi?(C(X)) tel que Pf(x) appartienne & 1'enveloppe convexe fermée des
valeurs f(y) lorsque y parcourt 1l'espace Tl(x) et en outre, tel que Pf(x)

reste constante sur jQ.(x).

D'une part, P est positif donc continu et P(1l) = 1 . De plus, si f est
continue et constante sur chaque jQ(x) ,ona Pf=f et comme Pf(x) ne
dépend que des valeurs prises par f sur 32,(x) , on a bien la relation de

semi-multiplicativité symétrique P(fPg) = PfPg.

Réciproquement, soit P un opérateur de moyenne sur C(X) , il est clair que

* . ~ ot N PR ez
P (Gx) appartient a sl(x) done, d'aprés le théoréme usuel de convexité

(cf. BOURBAKI N. [1]),la valeur Pf(x) appartient & 1l'enveloppe convexe fermée

des f(y) lorsque y parcourt 7 (x) . On énonce :

THEOREME 4.1L4. Pour un opérateur linéaire défini sur C(X) et valeurs dans

C(Xx) , il y a équivalence entre

(1) P est un opérateur de moyenne

(2) 11 existe une partition de X en classes fermées. Pf est une fonction

constante sur chaque classe et Pf(x) appartient a l'enveloppe convexe fermée

des valeurs prises par f sur la classe du point x .

Un théoréme de forme analogue existe pour les opérateurs d4'interpolation de

Markov, voire plus généralement pour les exaves linéaires de Markov.
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5. RELATION ENTRE LES OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES ET LES PROJECTIONS DE
NORME 1 SUR L'AILGEBRE C(X).

Dans ce paragraphe, nous allons établir que, sur C(X) , l'idempotence et une
condition sur la norme d'un opérateur linéaire continu, impliquent dans certains
cas que l'opérateur est multiplicativement 1ié. Divers auteurs ont obtenu des
résultats voisins selon les hypoth&ses faites sur P . Ainsi le cas d'une projec-
tion positive sur une sous-algébre fut envisagé dens KELLEY J.L. [1]. L'étude
d'une C*- algdbre non commutative fut envisagée par TOMIYAMA J. [1], en suppo-
sant que 1'image par l'opérateur est une sous-C*—algébre unifére et la projection
de norme 1 . Pour ce qui est de C(X) , P est alors positif. Toutefois, 1'hy-
pothése P(1) = 1 est en fait inutile (cf. DHOMBRES J. [1]). Pour démontrer ce
résultat, nous utiliserons une démarche plus générale de WULBERT D.E. [1].

Soit E un sous-espace vectoriel fermé de C(X) , nous notons Br(E) la boule
de rayon r du dual topologique de E et Sl(E) la sphére unité. Soit T une
forme linéaire extrémale du convexe Bl(E) , il existe au moins un point extrémal
de Ml(X) prolongeant T sur tout C(X) . Il suffit en effet de considérer le
sous-ensemble non vide des mesures de Radon de Ml(X) prolongeant T . Cet en-
semble est un convexe compact et admet donc au moins un point extrémal u . Or,
cette mesure u est extrémale dans Ml(X) car si 2u = uy+u; , ona

up(f) = uy(f) = u(f) pour tout f dans E , donc u = u;=u, . Rappelons
qu'un élément extrémal dans Ml(X) est nécessairement de la forme elaéx ol
@ est un nombre réel et réciproquement (cf. DUNFORD N., SCHWARTZ J.T. [1]
Chapitre V, § 8, n°6).

Nous dirons que E est un espace extrémement séparant lorsqu'une forme linéaire

extrémale de. Bl(E) ne peut &tre prolongée que par une unique mesure de Ml(x)
ou, ce qui revient au méme, qu'il existe une unique mesure extrémale de Ml(x)

prolongeant la forme linéaire extrémale de Bl(E)'

Exemple. Soit E un sous-ensemble fermé de C(X) , séparant les points de X .
Supposons que E contienne une fonction fo ne s'annulant pas et prenant toutes
ses valeurs sur une demi-droite fixée du plan complexe. E est extrémement sépa-

rant, car s'il existe deux points x et x' et deux nombres réels o et o'
ia!

tels que eluax =e Gx' sur E , le scalaire o ne peut &tre égal & o'

puisque E sépare X et il est impossible que Argfo = (a-a') + ArgfO .

Lorsque E ne sépare pas les points de X , appelons X/(¥ 1l'espace quotient
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de X par la relation d'équivalence fermée déterminée par E . Il existe un
isomorphisme isométrique entre C(X/ (5 ) et l'espace 8(X/C§) des fonctions
continues sur X , constantes sur les classes d'équivalence de (E . E peut

N

ainsi &tre identifié i un sous-espace ® de C(X/ & ).

Nous dirons que E est un espace extrémement séparant quotient lorsque E est

extrémement séparant dans C(X/(Z).

Exemple. Si 1'ensemble des modules des fonctions de E sépare les classes de @2)

E est extrémement séparant quotient.

Par le théoréme de Stone, il est trivial que toute sous-algébre fermée auto-ad-

jointe de C(X) forme un espace extrémement séparant quotient.

Soit P une projection qui conserve le cdne des fonctions continues prenant
leurs valeurs dans une demi-droite fixée issue de l'origine. ImP est alors un
espace extrémement séparant quotieﬂt. L'opérateur P est en particulier positif,
car si £ >0 et si 6 désigne 1l'angle orienté de la demi-droite en jeu,
P(eief) = eiePf et par hypothése, Pf est, soit nul, soit d'argument nul,

donc Pf > Q. D&s lors, soit T une forme lin€aire continue extrémale de
. : 4
Bl(E) et supposons T prolongée par eladx et e®

Gx, . Visiblement, la propo-
sition sera acquise si nous construisons une fonction f dans l'image de P ,
telle que f(x) >0 et f(y) >0 pour tout' y de X . Soit f dans ImP

telle que f(x) ne soit pas nulle. On décompose
+ - . + -
f = ((Ref) =~ (Ref)”) + i ((Imf) - (Imf)")
et on peut toujours supposer que f(x) est strictement positive au point x .
La fonction g(y) = P(Sup(Re(g),0))(y) convient car on a 1'inégalité

P(Sup(Ref),0)(x) > Sup(P(Ref)(x),0) = Sup(Re(Pf)(x),0)
Sup(f(x),0) > 0

THEOREME 4.15. Lorsque 1'image d'un opérateur de projection de norme 1 sur

l'algébre C(X) est un espace extrémement séparant gquotient, cet opérateur est

demi-multiplicatif symétrique.

On déduira aussitdt de ce théoréme le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.8. Soit (A une sous-algébre fermée auto-adjointe de C(X) et P

un opérateur de projection de norme 1 dont 1'image est une sous-algébre auto-
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adjointe de (Z_. P est alors un opérateur semi-multiplicatif symétrique positif.

DEMONSTRATION DU THEOREME L4.15. Considérons un point y de la frontiére de
Choquet de ¥ dans C(X/(¥) ol E = ImwP . D'aprés les hypoth&ses faites, Gy
est 1l'unique mesure de Radon de norme 1 sur X/Cf qui prolonge Gy sur ¥ .

Soit x un point de la classe d'équivalence contenant le point y et u .une
mesure de Radon de norme 1 sur X qui prolonge Gx sur E . Par l'isométrie
canonique entre a(X/C?) et C(X/Ci) » on constate que u =  sur 1l'espace
8(X/(§) et en particulier u(l) =1 , ce qui, joint & I ull <1 , implique la
positivité de u (cf. Lemme 5.4). Cette positivité permet de démontrer que le
support de u est nécessairement inclus dans Cf (x) . En effet, si z n'appar-
tient pas & G?(x) , i1l existe f > O dans x/ & ) telle que f(z)‘= 1 et
£( & (x)

0 , mais u(f) =0 , donc 2z n'appartient pas au support de u .

sz * . s L
Considérons P (éx) , pour un point x appartenant d& la classe d'équivalence
contenant le point y de la frontiére de Choquet de E. Puisque P est une

. . * .
projection de norme 1, P (Gx) prolonge 6x sur E , donc est une mesure posi-

tive dont le support est inclus dans (S (x).

P(fPg(x) = < fpg,p*(sx) > = Pg(x) < f,p"(ax)) =

[}

Pf(x)Pg(x)

puisque Pg est constante sur (£ (x) . Mais, en général, PfPg n'est pas un

élément de E , par contre P(PfPg) en est un, et on a bien
P(fPg)(x) = P(PfPg)(x)

pour tous les x choisis ci-dessus. En outre P(fPg) et P(PfPg) sont des
fonctions sur E dont les éléments correspondants sur E sont égaux sur la
frontiére de Choquet de ¥ , donc partout égaux (Il faut remarquer que si T
est extrémale dans Ml(X/ &), ‘I‘(T(l))_l est de la forme ¢ , donc si deux
fonctions de Ml(X/ () sont égales sur les points x telles que S, soit
extrémale, ces fonctions ne séparent pas les points extrémaux de Ml(X/(E ) , ni

donc les éléments de Ml(X/ (&) , c'est-d-dire sont égales partout).

Pour le corollaire 4.8, il reste seulement & démontrer la positivité de 1'opéra-
teur P . Mais puisque E = C(X/G ) ou EO(X/ G), P*(Gx) est une mesure de
Radon dans Sl(X) » prolongeant 6§ sur E et ceci pour tout x (sauf au plus
un point) puisque la frontidre de Choquet de E est X/ (5 sauf peut-&tre un
point. P*(Gx) est donc positive comme nous 1l'avons établi au cours du théordme

4.15, ce qui assure la positivité de P .
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THEOREME 4.16. Soit X un espace compact et P un opérateur de projection

dans C(X) , de norme unité, dont 1'image est une sous-algSbre auto-adjointe de

C(X) . L'espace X est réunion de deux compacts disjoints X; et X, et P

est un opérateur de moyenne sur C(X;) , nul sur C(X,) .

De P(fPg) = PfPg , on déduit que k(P) est un ensemble & la fois ouvert et

fermé. En effet, k(P) = [} {x|f(x) =0} et k(P) = {x|P(1)(x) < 1 }. On
f € ImP

prend pour X; le complémentaire de k(P) et on pose X, = k(P). On a la dé-
composition en somme directe C(X) = C(X;) @ C(X,) et P( x xl) = XXl , tandis
que P( Xy ) =0 . On en déduit facilement (Chapitre I § 3), que
2
P12 = Pp; =Py =0

donc P = P;; qui est de moyenne sur C(X;) . En particulier, si X est un

espace compact connexe, P est de moyenne ou nul.

COROLLAIRE 4.9. Soit P un opérateur linéaire réel n-potent sur C(X) , dont
1'image est une sous-algébre. Supposons que la norme de 1'opérateur Pn-l soit
inférieure ou égale a 1'unité, alors Pn-l(ng) = Pn-l(f)Pg.

COROLLAIRE L4.10. Un opérateur de projection positif sur C(X) dont 1l'image est

une sous-algébre est un opérateur semi-multiplicatif symétrique.

Donnons deux exemples indiquant 1'importance des hypothéses du théoréme L4.15.

Exemple n°l. Lorsque [[P |l > 1 , le corollaire 4.8 cesse d'étre valable.

Soit X = {x; , X, , X3 , X3} et définissons un opérateur P selon

§_ 468
p*(s )=p‘(5 y= XL X2 4 & (5 s )
X) X2 2 2 X3 Xy
. - Gx +5x
P(§ )=P (5 )=-=2-24
X3 Xy 2

2
On vérifie P =P, P(1) =1 et ImP est une algébre. Mais l'opérateur P n'est
pas semi-multiplicatif et JIP|l =1 + |a] .

Exemple n®2. Soit £, une fonction prenant des valeurs positives et négatives
sur un compact X . Par exemple, fo(xl) = +1 et fo(xz) = -1, "fo I <1. Soit
E 1'espace vectoriel engendré par fo : ce n'est pas un espace extrémement
séparant quotient.
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Posons
£(x1)-r(x3)
Pf = ———m——— f
> o
P est idempotent puisque Pf = f et ey = % . Mais P(1)

O et si P
€tait demi-multiplicatif symétrique, on aurait P =0 donc P =0 (cf. Chapi-
tre II ; tableau n°2).

6. THEOREMES DE DECOMPOSITION DE L'ESPACE SOUS—JACENT X .

Etant donné deux opérateurs semi-multiplicatifs sur 1l'algdbre C(X) , on peut
en déduire une décomposition non triviale de l'espace X en un produit topologi-
que X; x X, lorsque quelques hypothéses naturelles sont satisfaites. Nous

donnons trois définitions.

Définition. Deux opérateurs P; et P, sont dits mutuellement séparants sur
C(X) 1lorsque l'ensemble obtenu en prenant les produits de la forme f£,f, ou
fi est dans 1l'image de Pi et i un indice valant 1 ou 2 forme un espace

qui sépare les points de X .

Définition. Deux opérateurs P, et P, sont dits mutuellement complémentaires

sur C(X) 1lorsque Pl oP, et P,o0P sont des formes linéaires sur C(X) .

Définition. L'opérateur P, est dit P)-productible s'il n'existe pas de fonc-
tion non nulle dans 1l'image de Pl qui soit nulle sur la fermeture de la réu-

nion des supports de P;(éx) lorsque x parcourt X .

THEOREME L4.17. Soient P; et P, deux opérateurs semi-multiplicatifs symétriques

continus, réels, conservant les constantes, mutuellement séparants et complémen-

taires sur 1'algdbre C(X) . Supposons que P, soit un opérateur P)-productible

bu P; un opérateur P,-productible). Alors, l'espace X est homéomorphe 3 un

produit topologique. De plus

Pif(x),%5) =.fx2f(x1,Y2)du1(yz)

et
P,f(x),xp) = rxlf(yl,xz)duz(Y1)
o u! (respectivement u? ) est une mesure de Radon sur X, (respectivement X;)

le support de la mesure u? étant X; .
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Remarquons que si X = X; x X; et X, —*'u; est une application vaguement
i
continue de X; dans M(Xj) (j # 1 valant 1 ou 2) , les opérateurs P, définis

selon

_ i
P.f(x;, ) = _[‘le*(xi ;5 )duxi(yj )

sont semi-multiplicatifs symétriques, mais Pi o Pj différe de Pj o Pi lorsque
i différe de j . Plus généralement, pour deux opérateurs semi-multiplicatifs

symétriques, 4 partir des 6 hypothéses :

(a) P; et P, sont mutuellement complémentaires et (a') sa négation
(b) P; @8 P, sont mutuellement séparants et (b') sa négation

(c) P, et P, commutent et (c') sa négation.

on peut construire des exemples de réalisation des 7 combinaisons possibles,

seule la conjonction (a), (b) et (c') étant impossible.
Pour démontrer le théoréme 4.17, on utilise un lemme de décomposition :

LEMME 14,10, Soient A; et A, deux sous-algébres fermées de C(X) , contenant
les constantes et auto-adjointes. Supposons que : ’

(1) Le produit A; x A, sépare les points de X
(2) )I£1£,. 1 = 0 &quivaut & ||£; I Hf, )l = 0 pour tout £, dans A; et
£, dans A; .

>

Alors X est homéomorphe & un produit topologique X; x X, et, selon cette ho-

N

méomorphie, 1'algébre A; est isomorphe & C(Xi) .

Désignons par a; 1'application quotient de X sur Xi = X/ i on A i

désigne la relation d'équivalence fermée déterminée par Ai'

Soient x); un point de X; et x; un point de X, . L'ensemble

atl(x;) N az*(xy)

n'est pas vide. En effet, considérons un voisinage fermé V, de x, et l'en-
semble Y, -des points de X; tels que efl(x) r\a;l(vz) ne soit pas vide.
Cet ensemble est &gal & al(a;l(vz)) donc est un ensemble fermé non vide. Soit

x, un point de X; n'appartenant pas & Y; , et soit V un voisinage fermé
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quelconque de X, I1 existe une fonction f; continue sur X , et dans A; ,

telle que rl(a-l(xo)) = 1 et dont le support soit inclus dans aIl(V) puisque
X, est un espace normal. De méme, il existe f, dans A, telle que
f(azl(xz)) =1 et dont le support est dans a;l(vz) . D'aprés 1l'hypothése (2)

1l'intersection des supports de f; et f, ne peut &tre vide, donc

afl(U) N azl(V) #0

ce qui s'interpréte en disant que X, est adhérent & Y, , donc est dans Y; ,
puisque les voisinages fermés de X forment une base de voisinages. Finalement
X1=Y1.

Mais le filtre des voisinages V, de x, détermine une base de filtre sur

aIl(xl) selon les ensembles non vides a;l(xl) N a;l(v ) et, par compacité,

il existe un point adhérent ce qui donne a;l(xl) N azl(xz) £0.

L'hypothése (1) de séparation est alors introduite pour assurer qu'il existe au

plus un point dans l'ensemble non vide aIl(xl) N azl(xz).

Ceci étant, la correspoudance x — (a;(x), ap(x)) est une application bijective
et bicontinue de X sur le produit topologique X; x X, et, pour f dans Ai .
la correspondance g — f ol f(x) = g(ai(x)) , établit un isomorphisme isométri-

que entre C(XQ et Ai .
Pour démontrer le théordme 4.17, assurons-nous que ImP; et ImP, satisfont
les conditions du lemme 4.10. Il suffit de vérifier (2), les autres hypothéses

étant plus faciles. Or, si fi est dans ImPi .

ey {f£,5) )

"

Py (£) ] e

iA

eyl Neyep

et

1P, (£1£,) 1| = |Po(£))] £ Nl

Ia

M, I ey f0 Y
Donec on a (2) sauf pour le cas douteux ol simultanément
"fle | = P](fz) = Pz(fl) = 0.

Plagons-nous dans les conditions de ce cas douteux et notons ¢; et ¢, deux

fonctions, la premiére appartenant & ImPl et la deuxiéme & ImP2 .

PoPy(£16162) = Pa(£14))P1(62)
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D'aprés les hypothéses faites, de la relation P,(f;¢,f,) = 0 , on déduit
fzpz(fld)l) = 0 donc ”fz ” =0

sauf si P,(f1¢,) = O et ceci pour toute fonction ¢, dans ImP, .
Le cas douteux est donc réduit au cas oi P,(f,4;) = 0 d'ol 1'on déduit

P,P (f1614,) = O . En agissant de la méme fagon avec la fonction f, , le cas
ol 1'on ne peut pas assurer |If; || = O implique P,P, (f£,6,6;) = O pour toute

fonction ¢, dans ImPl et ¢, dans ImP_ . Cependant, le produit des deux

2
algebres ImPl et ImP, est dense dans 1'algébre C(X) , ce qui permet d'obtenir:
PoPy(£3f) = 0 pour toute fonction f de C(X)
et de méme
PPy(f,f) = 0 pour toute fonction f de C(X).

Supposons, par exemple, que 1l'opérateur P, soit Pj-productible. On &crit
Pi(f) = ¢, et donc Py(f;6;) = O pour tout ¢; dans ImP; . Introduisant

encore ¢, , on obtient facilement par densité :
Po(£,f) = 0 pour toute fonction f dans C(X).

Mais ce résultat implique la nullité de fl sur la réunion des supports des

% . x
mesures P (6x) lorsque x parcourt X , donc sur leur fermeture grace a la
continuité de fl . Par suite fl = 0 partout, ce qui termine la démonstration.

On obtiendrait le résultat f2 = 0 en supposant que l'opérateur Pl est

Pz*productible.

Remarquons, en passant, que les opérateurs P1 et P2 commutent. En effet

PP (£if}) = P,(£3)P,(f]) = P\P,(£]f}). Par densité du produit des deux algbres
images dans C(X) , on déduit bien la relation de commutation PP, = P,P,.

Le lemme 4.10 peut donc jouer en posant A; = ImP, et A, = ImP, . Par suite,
1'espace topologique X est homéomorphe & un produit topologique X; x X,
selon x — (pl(x),pz(x)) et en prenant les foncteurs contravariants associés
& pi(x) et py(x) , on constate que ImP, est isométriquement isomorphe &
c(xi) . D'ailleurs on vérifie que
-y A
X; =X/ 1.
2 e P
En outre, Supp Pi(éx) CFi+l(X) et 1'image de s i(x) par P. est réduite
4 un seul point. (Ici, i est un indice dans 2/2) .
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On remarque que les relations G 1 et ‘Fl 2 sont des relations d'équivalence
ouvertes, puisque, si (@ est ouvert dans X , le saturé de (Qpa.r ? ; est de
la forme a.;l(ai( 0y , lequel est un ouvert de X gréce aux propriétés de la

topologie produit. Le lemme 4.4 permet de conclure.

En identifiant X au produit topologique X; x X, 1l'ensemble TJ i.(x) est

2 s t}
homéomorphe & Xi donc Pi(6x) est une mesure de Radon sur Xi .

s .
Cependant, les opg:rl'ateu.rs P, et P, #étant mutuellement complémentaires, on
vél.‘ifie que P;(Gx) est une mesure indépendante du point x . Posons

ul = P;(Gx) . Lorsque 1'opérateur P, est P;-productible, on montre que
Supp u, = X; , c'est-d-dire que le support de P;(&x) est exactement 2(x)
pour tout point x de X . Pour terminer, énongons un théoréme combinant les

résultats de ce paragraphe et ceux du paragraphe précédent.

THEOREME L4.18. Soient P; et P, deux opérateurs réels de projection sur C(X)

de norme 1 et dont les images son* des’ sous-algébres. Supposons P, et P,

mutuellement séparants, mutuellement complémentaires et supposons gque P, soit

un opérateur P;-productible. X est alors un produit topologigue et il existe
deux mesures de Radon positives, ul! portée par X, et u? dont le support
est X; , telles que

Plf(xl N .)

.rxzf(xl wy2)aul(yy)

Pof( . ,xp) = .rxlf(h,xz)duz(h)

7. AUTRES OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES SUR C(X).

Soit P un opérateur multiplicativement 1ié et borné sur C(X) . Désignons

par S le support de la mesure .P*(Gx) et par H (Sx) le sous-espace fermé
saturé de Sx par la relation d'équivalence T'l déterminée par P . Nous dirons
que x» y lorsque Sx c Sy . La relation de préordre ainsi définie sur X
est compatible avec la topologie de X puisque toute section commengante est
fermée. Lorsque P est un opérateur semi-multiplicatif, la relation P est une

-
relation d'ordre sur 1l'espace quotient S/ 1° .

PROPOSITION 4.10.

(a) Pour un opérateur multiplicativement 1ié tel que B=C=E =0 , ou
encore pour un opérateur multiplicativement symétrique, y ) x pour tout y

dans S_ .
X



- 106 -

(b) Si P est un opérateur multiplicativement 1ié tel que E =0 et si P
posséde la propriété suivante : f(xo) # 0 , on a également Pf(xo) # 0 , alors
y P x pour tout y dans 5, -

Ce lemme concerne notamment les opérateurs de Baxter, les opérateurs semi-multi-
plicatifs ou de quasi-interpolation. Supposons que g ait son support dans le
complémentaire de Sx lorsque B=C=E =0, on a 1'égalité caractéristique
en'utilisant la dualité < C(X) , M(X) > .

< rPg,P*(sx) >+ < ng,P*(ax) > = APF(x) < g,P’(sx) >4+ D < fg,P“(ax) >

* . .
done  <fPg,P (Gx)> = 0 pour tout f , ce qui donne Pg = 0 sur 5, » soit
1'inclusion Sy C Sx pour tout y dans Sx .
Lorsque 1'on a seulement E = O , mais avec la propriété supplémentaire (b) du
lemme, on constate facilement que x appartient & Sx et que les termes
g(x)Pf(x), £(x)g(x) sont nuls, de méme que f(x)Pg(x) . La conclusion s'en déduit

comme précédemment en (a).

Sous les deux conditions (a) ou (b) de la proposition 4.10, mais en imposant
de plus k(P) = @ , on constate qu'une section commengante de base x & savoir
Ex = {ylﬁ}x) est un ensemble inductif, puisque tout sous-ensemble totalement
préordonné de Ex admet un majorant. En effet, si xg est une telle famille,
Sx. est une famille décroissante de compacts non vides (ici intervient 1'hypo-
thése k(P) = ¢) , donc A(\ Sx. n'est pas vide et pour tout y dans cet
ieI"1
ensemble, on a y P x5 » x d'aprds la proposition 4.10. Le théoréme de Zorn
indique qu'il existe dans E_ un é1ément maximal X, - Soit 2z un élément de
S, »ons, selon la proposition 4.10, z » x, donc x » z , c'est-d-dire,
Sz°= Sx pour tout z dans Sx . En particulier, lorsque p est une relation
d'ordre sur X/ Tj , sous les cogditions de la proposition 4.10,il existe un
élément x, pour lequel P(ng)(xo) = Pf(xo)Pg(xo), c'est-d~-dire la condition

de semi-multiplicativité symétrique.

Considérons un opérateur d'extension E , non linéaire en général, associant &
une fonction continue sur C(ﬂ(sx)) un prolongement continu sur tout X et consi-
dérons l'opérateur R de restriction & H (Sx) . Par Qx = RPE , on d&finit un
opérateur Qx sur 1l'algébre C( H (Sx)) . Sous les conditions de la proposition
4,10, cet opérateur est linéaire et ne dépend pas de 1l'opérateur d'extension

choisi et nous permet d*obtenir un résultat de localisation.
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PROPOSITION 4.11. Sous les conditions (a) ou (b) de la proposition 4.10, 1'opé-

rateur Qx est du méme type multiplicativement 1ié que l'opérateur P .

Par exemple, pour le cas d'un opérateur multiplicativement symétrique, on a

les relations multiplicatives suivantes :

RP(E(f)PE(g))
RPE(gEPE(f))

RP(E(g)PE(£))
RS

Q (fQ g) = RPE(fRPE(g))

Les autres démonstrations concernant la proposition sont analogues.

La proposition suivante généralise une propriété des opérateurs multiplicative-

ment symétriques dans le cadre des algébres de dimension finie (Théoréme 3.1).

PROPOSITION L4.12. Lorsque P est un opérateur multiplicativement symétrique,

Qx est un opérateur semi-multiplicatif symétrique pour tout x .

On part de P(hP(fPg)) = P(fPgPh) = P{gP{fPh))

P(gP(hPf)) = P{nPPg)
pour tout h dans C(X) , soit encore la relation

< n,P(ng)P'(ax) > = < h,PfPg P’(cx) >

d'ou

Qo (fae) Q (£)a_(g)

e . . .
On peut montrer que si H (Sx) = X pour au moins un point x dans X , il y
a équivalence entre P(1) =1 et P2 =P lorsque P est multiplicativement

symétrique. Convenons d'une définition:
ym q

Pour un opérateur continu sur C(X) , nous dirons que P est auto-supportant

T =y o
lorsque U (Sx) coincide avec 1l'espace compact X .
x €X

THEOREME 4.19. Pour un opérateur linéaire continu sur 1'algébre C(X) et auto-

supportant, il y a équivalence entre la propriété de symétrie multiplicative et

celle de semi-multiplicativité symétrique.

De la méme maniére, donnons deux résultats relatifs aux opérateurs semi-multiplica-

tifs et demi-multiplicatifs qui généralisent des théorémes obtenus au chapitre III.
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THEOREME L4.20. Un opérateur linéaire continu semi-multiplicatif sur 1'algébre

C(X) est semi-multiplicatif symétrique.

Appliquons l'ideniité de définition aux fonctions fPg et h puis gPf et h

et additionnons les égalités obtenues
2P(hPfPg) + P(fPgPh) + P(gPfPh) = L4PfPgPh

En utilisant la symétrie du membre de droite par rapport aux trois fonctions
f ,g et h , on dispose successivement des égalités
P(hPfPg) = P(fPhPg)
P(hPfPg) = PfPgPh.
En particulier, < h,PfPg P’(cx) > =< h,Pf(x)Pg(x)P*(sx) > pour tout h dans
c(x) , done Pf(y)Pgly) = Pf(x)Pg(x) pour tout point y de 5, et notamment

]

(Pf(y))2 = (Pf(x))2 . On peut décomposer §, en deux sous-ensembles fermés
disjoints Si et Si dont les fonctions caractéristiques sont notés X; et

X, les sous-ensembles sont tels que pour tout f dans C(X) on a

Pf(y) = Pf(x) sur S;

Pr(y) = -Pf(x) sur s2
Mais on dispose de la relation P(fPf)(x) = (Pf)2(x) laquelle fournit
PE(x)P(£( X;= Xp))(x) = (P£(x))?
(a) 8i Pr(x) # 0, P(£( X;= X))(x) = P(£( X1+ X5))(x) d'od P(f X,)(x) = 0
(b) si Pf(x) =0 , il vient Pg(x)P(f( X;- X;))(x) = O pour tout g dans C(X)
donc P(f( Xj= X,))(x) = 0 et P(f( X;+ X)(x) = 0 , soit également
P(f X,)(x) = 0 , ce qui assure finalement Si =@ et donc »Pf(y) = Pf(x)

pour tout y dans S _ .et toute fonction f de C(X) . D'old SxCZ A (x) et
le théoréme de représentation intégrale 4.8 termine la démonstration.

PROPOSITION L4.13. Un opérateur linfaire continu demi-multiplicatif dont 1'image
est une algdbre auto-adjointe fermée est un opérateur multiplicativement symétri-

que.

On part de la relation P(hP(fPg)) + P(fPgPh) = 2P(P(fPg)Ph), laquelle donne par
symétrisation en f et g

2P(hP(PfPg)) + P(fPgPh) + P(gPfPh) = LP(P(PfPg)Ph)

2P(PfPgPh) + 2P(hP(PfPg)
Soit P(fPgPh) + P(gPfPh) = 2P(PfPgPh) et donc par symétrie

P(fPgPh) = P(hPgPf) = P(gPfPh)
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Ce qui conduit finalement &

P(fPgPh) = P(PfPgPh)

Cependant, si ImP est une algdbre auto-adjointe fermée, on a

X X
ImP = C (=) ou C(=-)
o' 7
et le raisonnement suivi lors de la démonstration du théoréme 4.13 montre que
pour toute fonction j on a la décomposition de Pj en un produit PgPh .

Donc P(fPj) = P(PfPj) pour tout f et tout j dans C(X) .

Dans le chapitre suivant, nous allons considérer des opérateurs définis sur des
espaces du type LP et notamment des opérateurs sur L” . La théorie de la
représentation des C*~algébres commutatives va nous permettre d'utiliser les
résultats établis dans ce chapitre sur C(X) . Rappelons que nous négligeons
volontairement dans ce texte le cas des C*-algébres non commutatives. Il va

de soi que des progrés sérieux pourraient &tre faits en ce qui concerne notamment
les opérateurs d'interpolation sur des sous-algdbres de C(X) , avec X = RY,

en particulier par utilisation du théoréme de Whitney pour le cas d'algébres

de fonctions différentiables. Nous ne donnons aucun résultat de ce type dans ce
travail.
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CHAPITRE V

OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES
DANS LES ESPACES FONCTIONNELS DE BANACH REGULIERS.

1. ESPACES FONCTIONNELS DE BANACH REGULIERS.

Soit (@ , sf, u) 1le triplet d'un espace mesuré ol u. est une mesure positive

sur une tribu s: construite sur un ensemble Q . Nous supposons que la tribu
a été préalablement complétée. Pour simplifier les démonstration et les &noncés
de ce chapitre, nous supposons en outre que l'ensemble 0 est de mesure finie

en normalisant selon u(Q) =1 .

Une application N définie sur l'ensemble des fonctions u-mesurables positives
sur 2 et dont les valeurs sont positives (finies ou infinies) est une norme

fonctionnelle lorsque l'on a les quatres propriétés suivantes :

(1) N(f) est nul si et seulement si f est nulle u-presque partout
(2) N est positivement homogéne et sous-additive
(3) N est croissante : si 0 <f<g, ona O<N(f)<N(g)

() si fn est une suite croissante de fonctions mesurables qui converge

u-presque partout vers une fonction f , alors N(fn) converge vers N(f) .

On appelle LN(Q ,f;), u) , en abrégé LN , 1l'espace des classes de fonctions
mesurables et & valeurs complexes pour lesquelles N(lf]) est finie. Cet espace
est normé par N(|f|) que nous noterons désormais plus simplement N(f) . De
nombreux auteurs ont contribué a 1'étude de tels espaces, dont la structure con-
tient en particulier celle des espaces LP(Q ,f;: u) pour +e >p>1 ouplus
généralement celle des espaces d'Orlicz ou des espaces de Lorentz G.G. définis

a4 partir du réarrangement d'une fonction intégrable. On trouvera des références
détaillées dans les publications conjointes de Mme Luxemburg W.A.J et Zxanen A.C.,
publiées sur une période allant de 1956 3 1965 dans les Comptes Rendus de 1'Aca-
démie des Sciences de Hollande. Citons notamment LUXEMBURG W.A.J. [1] et

ZAANEN A.C. [2] . Un résumé substantiel des propriétés de ces espaces peut &tre
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)

trouvé dans ZAANEN A.C. [1] et dans les références citées. On trouvera égale-
ment des énoncés plus faibles que les propriétés (1)-(4), mais qui ne changent
pas les propriétés essentielles de l'espace LN . On peut également définir des
espaces LN(Q s fﬁ ,u,B),ol B estun espace de Banach, comme 1l'espace
des fonctions mesurables définies sur Q et & valeurs dans un espace de Banach
B pour lesquelles N( ||f ”B) est finie. Pour 1'étude des opérateurs multipli-
cativement 1iés, il conviendra de choisir une algébre de Banach B commutative
et unifére. Par souci d'économie nous sommes restés dans ce texte sur le plan

complexe.

Remarquons tout de suite que LN(Q , EF , u) constitue un module sur

L”(a , 3: , u) grace aux propriétés (2) et (3). Pour éviter des complications
ultérieures, nous faisons quelques hypothéses supplémentaires (non classiques)

sur LN .

(5) L'espace LN(Q s sf , u) contient 1'espace L7(Q , EF , u) constitué par
les fonctions up-mesurables, u-essentiellement bornées puisque u(Q) =1 et

nous imposons une condition de normalisation par la relation N(1) =1 .

(6) L'espace LN(Q ,.s: , u) est un sous-espace vectoriel de L!(Q ,3: , W)

et nous imposons de fagon précise
N
_[‘QIfIdui N(f) pour tout f dans L .

De plus, 1'égalité ne peut avoir lieu pour des fonctions positives que si f est
une fonction constante, du moins lorsque LN ne coincide pas avec 1l'espace
e, F .

(7) Pour toute famille d'ensembles mesurables Ea telle que u(Ea) converge
vers O, N(fxE ) converge vers O . Cette derniére propriété est connue sous

le nom d'absollle continuité de la norme fonctionnelle. On peut exprimer de diverses

fagons équivalentes cette propriété d'absolue continuité mais nous nous contente-

rons de cette formulation.

Les propriétés (5) et (6), de méme que la relation u(Q) <1 qui en résulte, ne
sont pas essentielles pour les théorémes de ce chapitre et peuvent &tre considéra-
blement affaiblies, par exemple en utilisant une mesure u o-finie, mais il convient
d'introduire alors une fonction £, strictement positive et invariante par les
opérateurs considérés plus loin. Par contre, la propriété (7) semble indispensable.
Pour p > 1 , les espaces LP(Q R Sﬁ' , W) Sur un espace de probabilité, vérifient

les 7 propriétés (1)-(7), mais 1'espace L (Q , , u) vérifie seulement (1)-{§)
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D'autres espaces comme les espaces 1P de Lorentz G.G. ou certains espaces
d'Orlicz pour des fonctions convexes de Young convenables, poss&dent les proprié-
tés (1)-(T7) (ef. ZYGMUND A. [1]).

Pour simplifier, introduisons une nouvelle terminologie en appelant espace fonc-
tionnel de Banach régulier, un espace satisfaisant les propriétés (1)-(7) . Nous

allons étudier les opérateurs multiplicativement 1iés sur de tels espaces. Comme
il ne s'agit pas d'algébres, une définition ad hoc est indispensable, faisant
jouer un réle au fait que LN est un module sur L~ .

2. OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES.
Sur un espace fonctionnel de Banach régulier LN , un opérateur multiplicativement

1ié est un opérateur linéaire tel que pour tout f dans LN et g dans > R
fPg appartienne & Y , et d'autre part, tel que la relation (1) soit satisfaite

(1) P(fPg+gPf) = APfPg+B(fPg+gPf)+CLfg+DP(fg)+EP(PfPg)

THEOREME 5.1. Soit P un opérateur semi-multiplicatif borné sur un espace fonc-

tionnel de Banach régulier. L'opérateur P est semi-multiplicatif borné sur L

© . N
et sa norme sur l'espace L n'est pas supér1eure 4 sa norme sur l'espace L .

COROLLAIRE 5.1 Soit P un opérateur semi-multiplicatif borné sur un espace

LP(Q , j;f, u) pour p > 1 . L'opérateur P est alors borné, sans augmentation
. [ .

de la norme, et du méme type, pour tout espace fonctionnel LP (a2, 37, u) ou

p' est un nombre, fini ou infini, supérieur ou égal & p .

Gréce aux propriétés (2) et (3), on dispose pour tout f dans L™ et tout g
N
dans L de :

N(fg) <lIf ]l N(g)

En outre, 1l'espace L” est dense dans LN . Prenons en effet une fonction f de

=2

I et définissons la fonction tronquée de f & l'ordre n par
£,o=f si |£(x)| <n

et

£(x)
=n

£ si |f(x)| >n .
)]

La suite g = |f—fn| est une suite décroissante de fonctions mesurables et
cette suite converge presque partout vers O par construction. Cependant, la

propriété (7) permet un analogue du théoréme de la convergence dominée de
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Lebesgue dans les espaces LN . Pour e>0, soit En 1'ensemble des x
tels que gn(x) > ¢ . La suite d'ensembles En est décroissante et tend vers un
ensemble de mesure nulle. Grdce & (7), et par un raisonnement classique, on peut
trouver un nombre n > O tel que u(E) < n implique N(fx E) < ¢ , donc pour
n>n_ tel que u(En ) <n,ona N(fx E ) <e , da'ol 1l'estimation de N(gn)

n

o
selon

N(g,) = N(g x  *8 X i) < eN(x 5, )+N(g xp )
n n n n

[

eN(1)+N(|f]x g ) S2e
n

donc la relation Lim N(f-f ) = O.
Do n

LEMME 5.1. Soit f une fonction (mesurable) telle que fg appartienne & N
pour toute fonction g dans LN . La fonction f est nécessairement u-essen-

tiellement bornée.

On pose g — gf, = Qn(g) et Ql(g) = gf ol f, estla fonctionNtronquée de f
a4 l'ordre de n . L'opérateur Qn est linéaire et continu sur L~ puisque
N(Qn(s)) < nN(g) . De plus, %%g Qn(s) = Q(g) u-presque partout et Q(g)
appartient & LN . Comme ci-dessus, la propriété (7) permet détablir que

gig Qn(g) = Qg au sens de LY . Le théortme de Banach-Steinhaus indique alors
que Q est un opérateur linéaire continu sur LY de norme 1Q )l . Supposons
maintenant que pour tout entier n , il existe un ensemble u-mesurable En R
dont la mesure soit positive, et sur lequel on ait la minoration |[f|(x) > n
u-presque partout. En choisissant une fonction g dans LN dont le support est
dans En , par exemple la fonction caractéristique de En , on obtient la suite
d'inégalités

e |l N(g) > N(fg) z_N(XLE fg) > nN(X E g) = nN(g)
n n

imposant N(g) = 0 c'est-d-dire u(En ) = 0 pour un certain entier n , ce
o
qui signifie que la fonction f est u-essentiellement bornée.

Soit p un nombre réel supérieur & 1 . Définissons Np(f) = (N(fp))l/p ce

qui va nous permettre d'atteindre L” .

LEMME 5.2. Np est une norme fonctionnelle sur (Q ,E;?, u) . En outre, pour des
exposants p et q conjugués (%-+ % = 1) on a la relation de Hélder :

N(tg) < N ()N, (g)
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La propriété (1) est acquise ainsi que 1'homogén&ité de N_ . Posons
£(x) (x)
£1(x) = ﬁ;(?) et gi(x) = %;TE)

pour des fonctions f et g positives, u-essentiellement bornées, non u-pres-

que partout nulles. Or, on a D aQ
Px) el x)
+ =

NP Twgh)

£ (x)g (x) :_% u-presque partout,

donc
N(f1gy) < 1,
ce qui fournit bien
N(f, < N (f)N .
(fg) < p( )q(s)
On en déduit classiquement, en appliquant cette inégalité a N(f(f+g)p-l , 1'iné-

galité du type de Minkowski :

Np(f+g) :_Np(f) + Np(g) pour £ et g dams L (® ,f;), .

LEMME 5.3. Si f est une fonction u-essentiellement bornée, pour toute suite

P, » croissante et non bornée de nombres réels, on a le résultat limite

B I, = Linm Np ()

n « n

Si f est une fonction up-essentiellement bornée)des relations
N(fg) < Nt | N(g)

et N(1) =1, on déduit que N(f) < ||| donc que Np(f) < il . Pour tout
€ avec 0 < e <1, il existe un sous-ensemble E de mesure u positive, sur

lequel |f|(x) > £l (1-€). D&s lors, on obtient les minorations :

P P P P
(£ ®) 2 NOxple] ™) 2 e ) P1-e) PNCx g)

1/P
Np (£) 2 1211, (2-e)(N(x ) 7,
n
1/Pn
ce qui donne & la limite Lim Ny (£) = ||t |, puisque Lim (N (x E)) =1 .
n-o n n-e

Soit maintenant P un opérateur borné, semi.multiplicatif sur LN(Q . 37, u)

dont la norme est notée ||P ]| . Puisque pour tout f dans LN , le produit fPg
appaitient a LN lorsque g est dans " , le lemme 5.1 enseigne que Pg est
dans L~ . Ceci montre que 1'image de L par P est incluse dans L” . Par con-
séquent, pour £ et g dans L~ » P(fPg) = P(gPf) = PfPg . Calculons N,(Pf)
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pour f dans L , sans d'ailleurs utiliser la symétrie de 1l'opérateur P :

(N(P£))2 = N(Pf£)2 = N(PfPf) = N(P(£Pf)) < ||P|| N(fPf)

[

1P || N,(£)N,(Pe)

ce qui donne la majoration N,(Pf) < [|P || Ne(f) .

Plus généralement, on obtient par récurrence pour tout entier p ,

|
N, (pr) < PN (£)
2'p 2'p
et le lemme 5.3 nous donne la majoration |[PfIl_< NP [|[£]l_ ce qui termine

la démonstration du théoréme 5.1.

Notons que nous n'avons pas utilisé la propriété (6).

Pour le corollaire 5.1, on a facilement N x (p£) < NP N " (f) puis on utilise
2

P 2'p
le théoréme classique d'interpolation de M. Riesz-0.Thorin entre les espaces de

Lebesgue ® et ” pour obtenir la conclusion du corollaire.

La réciproque du corollaire 5.1 est en général inexacte. Soit g une fonction
mesurable positive et non essentiellement bornée, appartenant i 1l'espace

1t [0,1] . Sur l'espace des fonctions mesurables au sens de Lebesgue sur le
carré [0,1]2 , posons

Pf(x; , .) ',fif(X1,Y2)s(Yz)dyz

P est un opérateur continu en norme L? (od les nombres p et q sont conju-
gués : % + % = 1) , satisfaisant les conditions du corollaire 5.1 et pourtant P
n'est pas continu en norme L . Toutefois, on dispose d'un théoréme réciproque
lorsque P conserve les constantes et posséde une norme inférieure ou égale & 1.

Un tel opérateur sera dit de Markov sur LF:N(Pf) <N(f) ; et P(1)=1.

ongons auparavant un autre c ire q it aussi transcrire
Ann t t orollaire que l'on pourrait aussi tr: dans

le cas d'un espace localement compact.

COROLLAIRE 5.2. Soient X un espace compact et u une mesure positive de Radon
de norme 1 dont le support est X . Supposons que P soit un opérateur linéaire,
semi-myltiplicatif (symétrique) sur C(X) , continu pour une norme fonctionnelle
associée & uy . P est alors continu pour la norme uniforme, sans augmentation

de la norme de 1l'opérateur.
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THEOREME 5.2. Soit P un opérateur linéaire de Markov et multiplicativement

symétrique sur un espace fonctionnel de Banach régulier. P est alors un opéra-~

teur positif semi-multiplicatif symétrique, continu et de Markov pour tout espace
pl
L

ol p' est un nombre réel, fini ou infini, supérieur ou égal & 1 .

Pour démontrer ce théoréme, nous utiliserons quelques propriétés de dualité
relatives aux espaces ‘LN car la considération de l'adjoint de l'opérateur P
va ici jouer un grand rdle. Pour toute fonction mesurable, définie sur Q et a
valeurs réelles, considérons 1'expression
N'(f) = Sup [|fg|du

N(g)<1
Il est facile de montrer que N' constitue une norme fonctionnelle possedant les
propriétés (1), (2), (3) et (4) , ce qui permet de définir un espace L . La
propriété (5) est encore maintenue puisque si f est up-essentiellement bornée,
on a la majoration

sup [lfglau < Nell, Sup [olglaw < NN, et N'(1) =
N(g)<1 N(g)<1

La propriété (6) est également satisfaite puisque

[olflan < N'(£)N(1) = N (£)
sauf peut-&tre en ce qui concerne le cas d'égalité. Par contre, la propriété (7)
n'est pas exacte en général (prendre par exemple N(f) =.fn|f[du). Toutefois,
pour la norme N" que 1l'on déduit de N' comme N' se déduit de N , on peut

Al *
établir 1'égalité N = N" , donc l'identité des espaces LN et LN .
cpz ~ N
Par la dualité £ — < f,g > =_rn f(x)g(x)du(x) oi f est dans L et g
]

dans LN , on constate que L peut s'identifier & un sous-espace vectoriel fermé
du dual topologique fort de L . La propriété (7) permet d'assurer qu'en fait on
obtient ainsi tout le dual topologlque de L (Q N Sf’u)

. .. * . .
Nous pouvons donc considérer 1'opérateur adjoint P  comme opérateur linéaire

1
et continu sur LN . On vérifie les deux relations :

<1, P*(1) > = [P (1)(x)au(x) =
et

N (e* )< NPT N(1) <2
ce qui donne la majoration

IolP*glaw < fP*(1)aw = 1 = [ au

pour tout g tel que N(g) <1 .
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En faisant g = 1 , on constate que P*(1) est positif, puis appliquant 1'hypo-
thése (6) du début de ce chapitre, on déduit P’(l) = 1 u-presque partout.

. . P N' . .
Soit maintenant h un €lément de L , puls g et f deux fonctions u-essen-

tiellement bornées. La symétrie multiplicative fournit les égalités

]
< P(fPg),h > = < fPg,P (h) > = < £,PgP h >

i

< P(gPf),n > = < £,P*(gp™h) >

donc PgP'h = P*(gP'h) et en particulier en prenant h = 1, 1'égalité Pg = P g.
Par suite, lorsque h est dans L” , on obtient 1'identité PgPh = P(gPh) .

Ceci &établit que P est un opérateur semi-multiplicatif symétrique sur L et,
puisque P est continu en norme LN , 11 en résulte que P est un opérateur
semi-multiplicatif symétrique sur 1l'espace LN . On peut appliquer maintenant

le théoréme 5.1 établissant que P est un opérateur continu sur L~ . La positi-
vité de P sur L(2 ,% , u) provient alors d'un lemme dont nous avons déja

eu besoin précédemment et qui s'énonce selon :
LEMME 5.4. Un opérateur linéaire de Markov sur L (9 , 8:, u) est positif.

L™(o ,f;’, u) est une C‘-algébre, isométriquement isomorphe & 1l'algébre C(X) ol
X est un espace compact hyperstonien (cf. Chapitre V § 6). En outre, les pro-
priétés de 1l'ordre sont conservées dans cette correspondance. Par suite, il
suffit de se placer sur 1'algébre C(X) . Un opérateur P , linéaire et continu,
se représente comme Pf(x) =< f,P’(Gx) > et on dispose par hypothése de

<1, P’(Gx) >=1 et ||P*(6x) I < 1. Le théor2me est donc acquis i partir du
résultat classique suivant : Une mesure u de Radon telle que u{1) =1 et

ful <1, est une mesure positive.

Poursuivant 1la démonstration du théoréme, la positivité de 1l'opérateur P sur
LN est facile & déduire. Il nous reste, pour terminer la démonstration, a établir
que l'opérateur P est continu en norme L1 car cette continuité implique la
continuité en norme LP comme nous l'avons déjid remarqué. Pour ce faire, donnons

un lemme :

LEMME 5.5. Un opérateur positif P sur l'algebre L>(q ,E;), u) vérifie
u~presque partout, pour tout f dans L” , la relation

|pe| < P(|£])
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En effet, 1'expression < f;,f, > = P(f1f,) constitue un produit scalaire
généralisé sur Lm(Q , 3", u) auquel 1'inégalité de Schwarz est applicable.

[p(£282)| < (Y (162 [2)) (V B(T£2]2))

En particulier, si f est dans L(2 , 3{ , u) , les fonctions £, = /[f]
et fp = T%T V[f] appartiennent encore & L7(2 , $ ,u) et permettent d'obte-

nir 1'inégalité souhaitée selon :

Pour toute fonction f dans LN , nous avons la relation
[prau = < £,P%(1) > = [ £au

Gréce 4 la majoration acquise dans le lemme 5.5, majoration qui se transmet &

tout l'espace LN , on dispose de
[olptlau < [pCl£)au = [ |f|au

On en conclut que P est un opérateur linéaire de Markov dans 1l'espace

L(2,J, u).Ce point termine la démonstration du théoréme 5.2.

Le théoréme 5.2 se généralise a4 des situations fonctionnelles plus générales
moyennant 1'idempotence de 1'opérateur P . Dans ANDO T. [1], ce dernier montre
qu'un projecteur de Markov dans P , pour tout p # 2 , est continu et de norme
1 sur l'espace L! , donc positif, mais sa démonstration originale semble trop
utiliser les propriétés de P pour pouvoir s'étendre au cas des espaces fonc-
tionnels de Banach réguliers et non réflexifs. Le probléme reste ouvert de trou-
ver une condition nécessaire et suffisante sur l'espace fonctionnel pour la vali-

dité du lemme 5.4 relatif a un projecteur.

On peut énoncer différemment le théoréme 5.2, en utilisant le langagé des espé-~
rances conditionnelles et généraliser ainsi des résultats de MOY S.T.C. [1] et
ROTA G.C. [1] . D'ailleurs, de nombreux auteurs ont consacré des travaux & des
problémes fonctionnels voisins : MAHARAM D. [1], ZIDAK Z. (1], BAHADUR R.R. [1]
GROTHENDIECK A. [1], DOUGLAS R.G. [1], RAO M.M. [1] . Le texte de (1) ANDO T.

donne les résultats les plus précis.

THEOREME 5.3. Soient LN un_espace fonctionnel de Banach régulier et P un

opérateur multiplicativement symétrique de Markov sur LN . 11 existe une sous-

tribu gc_ig § telle que Pf soit mesurable pour et coincide avec 1l'espérance

conditionnelle de f relativement & ( Q ,g} > u') ol u'est la restriction de
v & 9 , ¢c'est-d-dire satisfait : ‘
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[,Pfau = [,fau pour tout A dans g

D'aprés le théoréme 5.2, l'opérateur P est positif, semi-multiplicatif symé-
trique et continu de norme 1 sur L” . Par la transformation de Gelfand,
1'algdbre L7(Q , %, u) est isométriquement isomorphe & un espace C(X) oi X
est un espace compact (d'ailleurs hyperstonien) . Nous connaissons bien la struc-
ture de P sur C(X) par les théorémes du chapitre IV et le sous-espace ImP
de C(X) est une algébre de la forme . ¥(x/P) selon les notations de ce méme
chapitre. La sous-algébre correspondance de L™(n , 9, u) est une algébre
e, G, u oﬁg, est une sous-tribu de 4 car X/P est encore un espace
de Stone. Cependant, 1l'opérateur P est également continu sur 1l'espace

L2(q , ﬂ;l ,u) et sem image est fermée pour cette topologie L2(Q,Y ,u) puisque
P est un projecteur. Cette image contient L”(a N ,u') donc coincide avec
L2(q ,9 , u') . D'aprés le théoréme de projection sur un espace de Hilbert, il
existe une unique projection contractante sur L2(Q ,g, ,u') , celle déterminée
par 1l'espérance conditionnelle usuelle relative d la tribu : notée selon
_1'usage E( . | Q/) , dont c'est une définition commode lorsqu'on veut éviter le
théoréme de Radon-Nikodym . D'ailleurs, E( . | ) posséde toutes les propriétés

requises pour P . En particulier la relation
[pta = '['AE(fIQ Jau = [, £au

pour tout ensemble A appartenant & la tribu et tout f dans L2 . Par

! u) e

P PP . N
densité, on déduit pour toute fonction f de L (Q ,
'fAPfdu = Afdu

ce qui termine la démonstration.

3. CAS DE L'IDEMPOTENCE DE L'OPERATEUR P.

Pour un opérateur idempotent de Markov, on peut obtenir des résultats analogues

aux théorémes précédents. Nous avons d'abord le :

THEOREME 5.4. Soit P un opérateur idempotent, positif et de Markov, sur un

espace fonctionnel de Banach régulier LN(Q . H') , u). L'opérateur P est alors

~

1'espérance conditionnelle sur LN(Q , J’ 1) relative & une sous-tribu de 9’/ .

Réciproquement, un opérateur linéaire d'espérance conditionnelle sur L (Q , f Ju)

est un opérateur semi-multiplicatif symétrique positif et continu sur LN(Q , 3% ,u)

P est un opérateur positif et de norme 1 sur 1l'espace L (9 ,g" ,u). Soit P
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1l'opérateur déterminé sur C(X) par ;(;) = (Pf)A ol f—»f‘ est la correspon-
dance de Gelfand entre L (% , .‘J-’,,u) et C(X) . D'aprés le théoréme 4.15, P
est un opérateur demi-multiplicatif symétrique P(fPg) = P(PfPg) = P(gPf) ,
puisque P est positif donc que l'espace image de C(X) par P est extrémement
séparant quotient. Il en est de méme pour P sur L , donc, par continuité,
sur LN(Q ,95 ,u) . Le théoréme 5.3 est alors applicable et fournit la premiére
partie de ce théoréme 5.k,

Réciproquement, soit P un opérateur linéaire, défini sur L“(n ,4’ LM) et tel
que [ pPfdu = I afdu  pour tout ensemble A appartenanf 4 une sous-tribu de J9*°
par rapport & laquelle les Pf sont mesurables. On a tout d'abord P(1) =1
u-presque partout. Montrons la positivité de 1l'opérateur P . Soit f une fonction
positive u-presque partout. Soit € un nombre positif et Ee 1l'ensemble des x
de Q@ tels que Pf(x) < -¢ . L'ensemble Ee est un sous-ensemble mesurable
relatif au triplet (Q , ,u') , par suite, il contient un ensemble A de la
tribu dont la mesure "'(Ae) n'est pas nulle lorsque celle de Ee ne l'est
pas. Donc fAPfdu < 0 tandis que .rAfdu >0 . Ily a donc contradiction. En uti-
lisant 1'inégalité finale de la démonstration du théoréme 5.2, on déduit que P

est de Markov sur L1(Q, ¥ ,u) et méme sur tout LP(Q, °,E) pour p>1.

Par passage 4 l'espace L2, on peut déduire que P(fPg) = PfPg , mais un calcul
direct est possible. On a [oxox,Pfdu = [

fdy pour A et B dans . Donc
lorsque f est dans Lm(n,é‘;,u) ,

QXBXa

[x,PePfau = [fPgx,du

pour toute g dans L (%, §,u) puisque Pg est dans L7(Q, (j ,ii) et est limite

dans Ll(@, 9 ,u) , de fonctions en escalier sur cet espace. En particulier :
[,PfPgau = [, rPgdy = [,P(fPg)du

Mais PfPg et P(fPg) sont mesurables vis-d-vis de (2, U ,u') donc ces deux
fonctions sont égales u'-presque partout. En outre, P est continu sur tout
LN(Q, ?,u) . En effet, si fn converge vers f et an vers g , au sens de
l'espace de Banach LN(Q, *,u), f ~converge vers f et Pf vVers g au sens
de Ll(@,J°,u) , donc, puisque P est continu sur Ll(ﬂ,g’g,u) , Pt =g
u-presque partout, ce qui donne Pf = g dans LN(Q, 9’, ,u) et le théoréme du
graphe fermé permet de conclure & la continuité de 1l'opérateur P . Par densité
de L7(, 5:,11) dans LN(Q, g'p,u) , on constate que P est un opérateur semi-mul-
tiplicatif symétrique sur LN(Q, 3-:,u) .
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4, ROLE DE L‘'HERMITICITE DE L'OPERATEUR P .
Sur un espace fonctionnel de Banach régulier LN(Q,~jf,u) , nous disons que P

est hermitien lorsque P colncide avec P* sur 1'espace Lw(ﬂ,ﬁf,u), lequel

1
est & la fois inclus dans les espaces LN et LN qui, d'ailleurs, sont des
modules sur L~ . L'hermiticité d'un opérateur multiplicativement 1ié procure une

relation algébrique supplémentaire permettant une réduction. Nous allons fournir

quelques exemples.

THEOREME 5.6. Soit P un opérateur hermitien sur un espace fonctionnel de Banach
régulier. Si P est de 1'un des types suivants : multiplicativement symétrique,

semi-multiplicatif, demi-multiplicatif, U-idempotent ou de Reynolds, alors P

est un opérateur semi-multiplicatif symétrique, d'ailleurs idembotent dans le

dernier cas.

PROPOSITION 5.1. Soit P un opérateur hermitien sur un espace fonctionnel de
al-P

a=-1

est semi-multiplicatif symétriquej pour o = 1 , l'opérateur I-P est semi-mul-

' Banach régulier. Si P est du type B(a) , pour o # 1 , l'opérateur

tiplicatif symétrique idempotent. Si P est hémi-multiplicatif, ou de Baxter, P

est un centralisateur symétrique, idempotent dans le dernier cas.

PROPOSITION 5.2. Soit P un opérateur multiplicativement symétrique tel que
*® . P
P(1) =1 et tel que P soit également multiplicativement symétrique. P est

alors un opérateur hermitien, semi-multiplicatif symétrique idempotent.

Commengons par la démonstration de cette derniére proposition : pour f et g

dans L (@, 9 ;u) , on dispose des deux relations :

L]
< £,PgP h >

< P(fPg),h >
*, %
< P(gPf),h > = < £,P (hP g) >

done PgP*h = P’(hP’g) et cette expression est égale a P‘(gP’h) par hypothése ,
donc & P’gPh . Jouant sur les rdles similaires de P et P., on a donc la rela-
tion P‘(gP’h) = P(gPh) et sur L~ en particulier (P*)2 = P2 , Mais comme

P(1) =1, on a (P*)2 =P* et P2=P a'od P =P" et le théoréme 5.6 est
applicable. On pourrait raffiner la proposition précédente en ne supposant pas

. gy =1 Py o
que P(1) = 1 mais seulement que (P(1))” est définie dans L (Q,gf,u) .

Donnons uniquement la démonstration concernant un opérateur de Baxter dans la
proposition 5.1 . Pour f, g et h dans l'espace des fonctions u-essentiellement
bornées, on dispose des relations :



- 122 -

* * L ]
< £,pgP*h + P*(gP™h) > = < £,gP"h > + < £,P*(nPg >

Lorsque P est hermitien, on peut donc calculer

P(gPh) + P(hPg) = P(hg) + PhPg et P(gPh)-P(hPg) = gPh = PgPh
donc

2P(gPh) = P(hg) + gPh
et

2P(hg) + 2PhPg = 2P(hg) + gPh + hPg
ce qui donne

2PgPh = gPh + hPg et P2(1) = P(1).
On en déduit

2PgP(1) = gP(1) + Pg , soit PgP(1) # gP(1) d'od Pg = gP (1)
pour tout g dans L~ , ce qui définit bien un centralisateur symétrique, par
ailleurs idempotent.

En ce qui concerne le théoréme 5.6, choisissons de démontrer ce qui a trait au
cas d'un opérateur de Reynolds. Il vient pour f, g et h dans LQ(O,ﬁf,u) :
%
PgP*h + P*(gP*h) = P*(hPg) + P*(PgP*n)

donc facilement PgPh = P(PgPh) , relation qui donne un opérateur U-idempotent
et le tableau 1 montre qu'il s'agit en fait d'un opérateur semi-multiplicatif
symétrique idempotent.

Pour les autres cas du théoréme 5.6, les calculs sont analogues en utilisant les
tableaux du chapitre 2.

5. CAS PARTICULIFR DES OPERATEURS DU TYPE D(a) .

Proposons-nous d'abord le cas des opérateurs P , continus sur C(X) , et du

type D(a) dont l'inverse existe et est continu.
P(fPg+gPf) = aP(fg) + (1-a)PfPg + P(PfPg)
Un calcul simple montre que 1l'opérateur M = (l-a)-l(I-dP-l) est multiplicatif,
c'est-d-dire satisfait = M(fg) = MfMg. Par suite, il existe une application
continue ¢ : X — X telle que Mf = f , ¢ ce qui permet d'écrire :
Pf(x)-af(x) = (1-a)f o ¢(x)
Lorsque 0 < a < 1 , 1'équation précédente poss€de la solution développée :

(1) Pf=a f (1-0)"f o o°
n=o
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On remarque que P(f o, ¢) = Pf o, ¢ (cf. par analogie le Chapitre III § 5).
Réciproquement on peut vérifier directement que P , défini selon (1), est un opé-

rateur positif, inversible, satisfaisant 1'identité des opérateurs D(a) .

Plus généralement, soit EX»une algébre de Banach commutative et soit M un opé-
rateur multiplicatif continu appartenant & 88(61,\. On dispose d'un résultat

concernant le résolvant de 1'opérateur M :

PROPOSITION 5.3. Si )\ n'appartient pas au spectre d'un opérateur multiplicatif
borné M , l'opérateur P = (1-)\)(1--).1'1)—l est du type D(1-1) .

Bien entendu, tout opérateur du type D(a) n'est pas de cette forme particuliére.

Pour les cas extrémes A =1 et A =0 , c'est-d-dire pour un opérateur de
Reynolds ou pour un opérateur du type D , la proposition 5.3 est sans intérét,
mais on dispose d'un résultat déjd envisagé par MILLER J.B. [3] pour le cas

A =1 . Pour énoncer ce résultat, il nous faut rappeler briévement quelques défi-
nitions relatives aux familles q4'opérateurs (cf. HILLE E. ; PHILIPPS R.S.

[1)).

On dit qu'une famille d'opérateurs {PA} , sur une algdbre de Banach commutative
61, , forme une sous-résolvante lorsque pour A et u parcourant un certain

domaine A de C\{0} , on dispose de la relation :

uPX-APu = (u—A)PAPu

Si pour un certain AO , on a en plus Pi =P, alors P  est indépend8nt de A

A A

auquel cas on dit que la famille sous-résolvanfe est dégénérée.

Réciproquement, si PA = Pu , pour )\ différent de u , alors la famille sous-

résolvante est dégénérée et 1l'unique élément est idempotent.

Les théorémes classiques de Hille E. et Philipps R.S. sur les pseudo-résolvantes
permettent de déterminer la forme générale des familles sous-résolvantes maximales,
c'est-d-dire pour lesquelles on ne peut agrandir le domaine des A . En simplifiant
il existe un opérateur P continu tel que P = AP(I-(1~A)P)-1 . Le domaine A
des )\ possibles est défini par les nombres complexes A non nuls tels que,

soit A =1, soit (1-)‘)—1 appartient au résolvant de P , c'est-d-dire au
complémentaire du spectre de P . En remarquant que )P = PA-(l-A)PxP et en posant
F = £~(1-1)Pf donc

PA(F) = \Pf = Px(f)-(l-A)PA(Pf)



- 124 -
et de méme & partir de la fonction g , on peut obtenir, au terme d'un calcul
facile mais un peu long, la proposition suivante dont les notations sont celles
des explications précédentes :

PROPOSITION 5.4. Lorsque P est un opérateur de Reynolds, respectivement un opé-
rateur du type D , 1l'opérateur PA est de Reynolds (respectivement du type D),
pour tout nombre complexe A appartenant & A .

En particulier, si un &lément Px

de cette derniére proposition, tous les opérateurs de la sous-résolvante sont de

d'une sous-résolvante est de 1'un des types

ce type, ce que 1l'on décrit en disant que les propriétés R ou D sont "conta-
gieuses" sur une sous-résolvante. Cette proposition 5.4 permet une représentation
d'un opérateur de Reynolds (ou d'un opérateur du type D) lorsque 1l'on suppose
que le résolvant de cet opérateur contient un domaine annulaire (cf. MILLER

J.B. [3]). Des raisonnements voisins sont adaptables aux opérateurs D(1l) mais

nous ne donnerons ici aucun détail.

6. CAS DES ESPACES COMPACTS HYPERSTONIENS.

Soit L(a, Sf,u) 1l'espace des fonctions u-essentiellement bornées et d valeurs

complexes sur un espace de probabilité (g, sg,u) . L'algdbre L (9, 8ﬁ,u)
constitue une C*-algébre commutative unifére lorsque 1l'on choisi comme involu-
tion la conjugaison ordinaire. Elle se représente, par la transformée de Gelfand:
f + £ , comme 1'algébre des fonctions continues et & valeurs complexes sur un
espace compact X . Il est facile de noter que les cones d'ordre de LQ(Q, 8f,u)
et de C(X) sont en correspondance biunivoque puisque f est positif ou nul au
sens de L7(Q, J°,u) si et seulement si f = gg ol g est dans L (R, gi,u) .
Par suite, les propriétés de l'ordre sur les fonctions réelles de L™ et de
C(X) sont identiques, donc X constitue un espace particulier de Stone, quel-

quefois appelé espace hyperstonien. Si P est un opérateur linéaire continu sur

~

L7(q, J’,u), mous convenons de noter par P 1'opérateur défini sur C(X) &
partir de P(f) = (Pf) . Grdce & cette représentation, certains théorémes établis
au chapitre IV sur 1'algébre C(X) se propagent ainsi aux espaces fonctionnels

LN . Par exemple :

THEOREME 5.7. Un opérateur continu de type semi-multiplicatif dans un espace

fonctionnel de Banach régulier est semi-multiplicatif symétrique.

La continuité de P en norme Lw(ﬂ,.gf,u) s'obtient d'aprés le raisonnement du

théoréme 5.1 . Par suite, P est un opérateur semi-multiplicatif symétrique



- 125 -

d'aprés le résultat du théordme 4.20. Il en est de méme pour P sur LQ(Q,gf ),
N caz
donec pour P sur L (@, Sf,u) par densité.

Dans un autre ordre d'idées, et afin de généraliser les théorémes d'existence du

chapitre IV, nous allons d'abord démontrer le résultat suivant :

LEMME 5.6. L'espace convexe 8 des opérateurs de Markov sur L (9, g’),u) est un

espace compact pour une certaine topologie d'espace vectoriel.

Considérons 1l'espace L: , c'est-d-dire l'espace Lm(ﬂ, N ,#) muni de la topolo-
gie faible of(L”, L!) pour la dualité entre LI(Q,q’ ,u) et Lm(Q,ffr2 ,u) . Con-
sidérons o\f (LQ,L:) , espace des opérateurs linéaires continus définis sur

Lm(Q “,u) pour la topologie normée i valeurs dans L: . Nous le munissons de
la topologie de la convergence simple que nous notons of (L L ) . L'ensemble
convexe 8 des opérateurs de Markov sur L (Q ,u) est un sous-ensemble de
c:f(L L *) , d'ailleurs fermé pour cette topologie. En effet, si Pa est une
fa.m111e dans 8 qui converge dans i s(L"D,L:’) vers un opérateur P, on a, pour

tout g dans L!(@, I ,u) ,de norme inférieure ou égale & 1 :
Ifo(® flgau | < Ne N, done [f(Pflegdu | < I£H

c'est-d-dire IPflN_ < IIfll_ . En outre, l'ensemble ~ est un ensemble équicon-

tinu de s(L“",L:‘;) puisque si n fonction 8; déterminent un voisinage fonda-

mental de zéro dans L: , 1'image des fonctions f de L” telle que

-1

e, < sup g I)

" (i=1,...,n

est incluse dans ce voisinage fondamental. De plus, l'ensemble Pf , lorsque f
est fixée dans L~ et P parcourt 6 , déerit un sous-ensemble borné de L”
donc relativement compact pour la topologie faible L: . Gréce & un théoréme
classique (cf. BOURBAKI N. [3), Chapitre ITI, § 3, cor. de la proposition k.)
1'ensemble 8 est relativement compact et fermé donc compact pour ;Lp s(Lm, L:),

ce qui termine la démonstration du lemme 5.6.

Soient alors P un opérateur semi-multiplicatif de Markov sur L™(q, Si ,u) et
1l'espace des opérateurs idempotents de Markov sur 1'algébre C(X) dont 1l'es-
pace image coincide avec l'espace P(C(X)) . D'aprés le corollaire 4.10, puisqu'un
opérateur de Markov est positif (lemme 5.k4), 1'espace coincide avec 1l'espace
convexe 5 défini au chapitre IV § 3 . Muni de la topologie que 1l'on peut déduire

de la topologie de S(LQ,L:) ,» l'ensemble (7 est un sous-ensemble fermé de 1l'en-
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semble é . En effet, si Pu converge vers P pour cette topologieé?f s(L‘“’,L:;) N
alors Pf appartient & 1'image commune des Pa et vérifie Pa(Pf) = Pf ,
lequel coincide donc avec P2f . D'aprés le lemme 5.6, éi est un sous-ensemble
compact pour Sf s(L“,L:) . Le théor&me de Krein-Milman (cf. BOURBAKI N. [3]
Chapitre II, § L4, Théoréme 1) assure l'existence d'au moins un &lément extrémal
pour ce convexe compact :7 et la condition C du chapitre IV est ainsi satis-~
faite. La proposition 4.9 permet d'obtenir :

THEOREME 5.8. Pour qu'un sous-espace fermé E de L™(q, gg,u) soit 1'image d'un

opérateur de Markov semi-multiplicatif, il faut et il suffit que E soit 1'image

d'un opérateur multiplicatif idempotent de Markov sur L.

De la méme fagon, on obtiendrait

THEOREME 5.9. Pour qu'un sous-espace fermé E de L“(Q, Sg,u) soit le noyau

d'un opérateur de Markov d'interpolation, il faut et il suffit que E soit le

noyau d'un opérateur multiplicatif idempotent de Markov sur L (%, ﬂg,u).

Bien entendu, les opérateurs multiplicatifs ainsi obtenus ne sont en général pas

continus pour une norme fonctionnelle N .

Dans ce chapitre, nous venons de montrer que les opérateurs de Markov multipli-
cativement symétriques apparaissent comme les bons opérateurs de moyenne sur les
espaces fonctionnels de Banach réguliers puisqu'ils correspondent aux différents
conditionnements par toutes les sous-tribus de J’ . On peut alors envisager des
familles de tels opérateurs et considérer leurs limites pour généraliser, en
prenant quelques précautions, les théorémes classiques de convergence ses martin-
gales, obtenus dans les espaces Ll(Q, J?,u) ou encore certains théorémes ergo-
diques. Des théorémes analogues sur 1l'algdbres C(X) , munie de la topologie de
la convergence uniforme, cessent d'€tre valides en général, mais une étude des
cas de validité se révéle intéressante. Nous n'exposerons pas ici les théorémes

obtenus préférant les développey dans un travail indépendant.

Dans le prochain chapitre, nous allons essayer de mieux encore dégager le rdle
de moyenne joué par les opérateurs multiplicativement symétriques P lorsque
1l'on dispose d'un semi-groupe d'opérateurs qui commutent avec 1l'opérateur P .
Au lieu toutefois de se placer dans un systéme dynamique général, nous particula-

riserons notre intérét au cas du groupe des opérateurs de translation, engendré
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par un groupe topologique abélien localement compact G , et opérant sur des

espaces fonctionnels naturels construits sur le groupe G .
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CHAPITRE VI

OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES COMMUTANT
AVEC LES TRANSLATIONS.

1. ALGEBRES DE FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES ET OPERATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIES.

Soit G un groupe topologique abélien, noté additivement, et supposé localement
compact. Nous notons additivement le groupe dual G~ de G , c'est-da-dire l'en-
semble des caractéres de G muni de la topologie de la convergence compacte. G~
désigne donc & -la fois l'ensemble et sa tonologie. La dualité entre G et G~

GG ou < x,X > lorsqu'il n'y a pas ambiguité. Soit n,
une mesure de Haar du groupe G , mesure que 1l'on normalise par mG(G) =1 lors-

est notée < x,X >

que G est compact. Sur certaines algébres de fonctions définies sur G , nous
nous proposons l'étude des opérateurs multiplicativement 1iés qui commutent avec
les translations définies par les &léments du groupe G . Pour un élément h du
groupe G et une fonction f sur G , U f=1f désigne la fonction x —+ f£(x-h)
et U_ est 1l'opérateur de translation de pas h . Un opérateur commute avec les

h

translations lorsque P 4 Uh = Uh o P pour tout €lément h de G.

Comme algdbre de départ, il est naturel de choisir 1'algébre A(G) des fonctions

presque-périodiques de Bohr, que 1l'on peut définir comme la fermeture, au sens

de la topologie de la norme uniforme sur les fonctions continues bornées de G ,
du sous-espace des polyndmes trigonométriques généralisés P sur G :

P(x) = .% a; < x,ii > ol ii est un élément de G°

1=1

A(G) est une C*-algébre dont le spectre s'identifie au compactifié de Bohr &
du groupe G . Rappelons que (G)°= G; ou Ga est 1l'ensemble G~ muni de la topo-
logie discréte, tandis que (G*)" = G d'aprés le théoréme de dualité de
PONTRYAGIN L.S. (cf. HEWITT E -~ ROSS K.A. [1] ou LOOMIS H.H. [1]).D'ailleurs, on
a résumé les propriétés utiles du groupe de Bohr de G dans DHOMBRES J. [2] .

Le premier théoréme concerne les opérateurs multiplicativement symétriques sur

1'algébre des fonctions presque-périodiques. Pour alléger, nous n'avons pris que
des fonctions 4 valeurs complexes, mais 1'étude Se méne pour des fonctions pres-
que périodiques 4 valeurs dans une algébre commutative de Banach (cf. DHOMBRES J.

(3.
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THEOREME 6.1. Il existe une correspondance biunivoque entre 1'ensemble des

~

opérateurs non nuls sur A(G) définis & une homothétie prés, multiplicativement

symétriques continus et qui commutent avec les translations, et l'ensemble des

sous-groupes du dual de G.

Nous allons préciser cette correspondance au cours de la démonstration.

(a) Soit Q wun opérateur du type décrit par 1'énoncé du théordme 6.1 et soit

X un caractére de G . La commutation avec les translations implique

ol k'(X) est une fonction définie sur G” et & valeurs complexes. En effet,

QUL (%)) = < -h,% > Q(R) = U, (Q(%))

Q(x) = Q(x)(8)% = k'(x)%
En particulier, Q(3) = k'(8)0"~ ol 0" est le caractére unité valant 1 sur

tout G . L'identité de symétrie multiplicative fournit une équation fonctionnelle

quant & k'
k' (R)k'(X)+%5) = k' (%) )k (R)+%))

Si k'(8) est nul, il vient (k'(%;))2 =0 pour tout %, dans G~ donc Q =0 .

Nous éliminons ce cas dans 1'énoncé du théoréme 5.1.

Si k'(8) est différent de O , en posant P = (k'(6))_lQ , on trouve un opérateur
P possédant les propriétés de Q et tel que P(8) = 6 . Avec la relation

k(%) = k'(i)(k'(ﬁ))—l , on note que kz(i) = k(%) . Le sous-ensemble A du
groupe G~ , défini comme ensemble des caractéres X tels que k(X) =1 , forme
un sous-groupe. En effet, si k(X;) différe de k(%,) , alors k(X +%,) =0 .

En particulier, si k(X). différe de k(&) = 1 , alors k(X) = O . En outre,

k(%) = k(-X;) puisque k(&) =1 . Si donc ®; et X, sont dans A tandis

que X;+X, n'appartient pas & A , X; = (X;+X;)-X, ne peut appartenir & A , ce

qui est contradictoire.

n
Si maintenant f est un polyndme trigonométrique généralisé f(x) = ] a; < x,ii >,
i=1
n
l'action de P sur f se calcule selon Pf = [ aiP(ii) done
i=1
2
Pf = . 4
(x) L8y < xR >
i=1
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Par densité, 1'opérateur continu P est donc déterminé par le sous-groupe A .

(b) Réciproquement, soit A un sous-groupe de G~ . Nous allons construire un
opérateur P ayant les propriétés requises par le théoréme 6.1 et dont le sous-grou-
pe associé est précisément A , Considérons 1l'annihilateur H de A d4éfini
comme sous-ensemble du compactifié de Bohr & de G et constitué des &léments x
de G tels que < %, x> 6~, § =1 pour tout X dans A ., L'ensemble H est
un sous groupe fermé, donc compact dans G , qui posséde une mesure de Haar norma-
lise m, que 1l'on peut prolonger canoniquement en une mesure de Radon positive

et de norme 1 sur 8 . notée L
_[‘_f(:':)dMH(:'c) =f f(i)de(E).
G H

En particulier 1!annihilateur du sous-groupe {0} est & , tandis que 1l'annihila-

teur de G~ est réduit a {0},

La transformée de Fourier de la mesure MH est une fonction définie sur G~
qui n'est autre que la fonction caractéristique du sous-groupe A , c'est-i.-dire

la fonction valant 1 sur A et O sur A' . On a en effet

ML) =[ <%x>

[ <R oM ()= <27

Fam (x)
H H a’

H

Si X est dans A , la normalisation de la mesure m, sur H fournit
(MH)(i) =1,
Si X n'appartient pas & A , supposons que (MH)“(i) = a , Puisque m, est

la mesure de Haar de H , pour tout y dans H , On a

a=[ <% x>.xdn(x)=[ <&x+y > . (x)
. 63,6 M , 63,6 dmy,
=<®y>[ <%X> . =dm(x)
. 63,8
=<®y>a

soit a(l-<%,y>) = O pour tout y dans H . Mais comme <X,y> est différent

de 1 pour au moins un tel ¥y , c'est que a =0 .

Soit f un élément de A(G) . Par la transformation de Gelfand, la fonction de
Bohr f se prolonge en une fonction continue ¢ sur le compactifié G . Consi-
dérons 1'application linéaire ¢ - ¢€DMH = R(¢) ol la convolution s'entend

sur C(C) relativement & la mesure de Haar prolongée de H . Cette fonction

+® MH est continue sur G , donc fournit une fonction presque-périodique de

Bohr sur G , notée Pf . Cette derniére s'obtient d'ailleurs par restriction des
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des valeurs de R(¢) & G . La correspondance entre f et Pf est linéaire,
continue ( "P ! < 1) et conserve 1'unité P(1) = 1 . En particulier, P est
un opérateur positif. P commute &galement avec les translations puisque

Uh¢ =¢® Gh ol 6h est la mesure de Dirac au point h de G , donc

(¢ ® Gh) @MH = (¢ @MH) ® Gh . En outre, P est multiplicativement symétrique.

Nous allons méme montrer que P est un opérateur semi-multiplicatif symétrique.

I1 suffit, bien siir, de se placer sur C(G) . On pose :
M; = R(¢R(¥)) et M, = (Re)(Ru)

et 1'on prend les transformées de Fourier de ces deux fonctions M; et M, .

Grdce aux propriétés opératoires classiques
Mp(§) = (6 @M ) s (v @ M)" = S e(v @ M)
(RY)*(F-%) = (v ® MH)‘(f-i) = WF-xM(5-%)
Comme A est un sous-groupe de G~ , §-X appartient & A , pour X dans A ,

si et seulement si § appartient & A . Donc,

M3(F) = M(F) [ 3(2)(Ro)"(§-R)am, ~(%)

D'autre part :

M(F) = MA(9) [ -3(2)(RY) " (F-R)am~(%) = M3(F)

Comme la transformation de Fourier est injective, les fonctions R(¢Ry) et
(R6)(RY) sont égales, d'od P(fPg) = PfPg pour tous f et g dans 1l'algébre
A(G).

Pour terminer la démonstration, il convient de vérifier que le sous-groupe associé

o7

P par le procédé de (1) est bien le sous-groupe A . En effet, la fonction

»

se prolonge sur G par ¢(x) = < %,x > G~ &
d’

M (x) = < y,% > M (%)
d <y,> si e A
=
0 si X¢ A

Finalement, & la famille des homothétiques d'un opérateur multiplicativement

6 ®M(y) = [ <y-x,%>
G

symétrique satisfaisant les conditions du théoréme 6.1, on fait correspondre un
sous-groupe A de G” et réciproquement & un sous-groupe de G~ correspond un
opérateur multiplicativement symétrique vérifiant les conditions du théoréme 6.1
et tel que P(1) = 1 , La correspondance est surjective, elle est visiblement
injective donc biunivoque. En particulier, nous avons démontré un énoncé plus

précis et une propriété intéressante.
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Propriété 6.1. Un opérateur multiplicativement symétrique continu, conservant
1'unité et commutant avec les translations sur A(G) , est un opérateur de

moyenne, c'est-d-dire semi-multiplicatif symétrique positif et de norme 1.

THEOREME 6.2. A tout sous-groupe A de G” correspond un opérateur semi-multi-

plicatif symétrigue non nul sur A(G), borné, commutant avec les translations.

Réciproquement un tel opérateur correspond & un sous-groupe A de G~. Lorsgue

la série de Fourier associée & f s'écrit

la série de Fourier associée 4 Pf

Pfn~ ] alR)%
c

COROLLAIRE 6.1. Un opérateur semi-multiplicatif continu, commutant avec les

translations sur A(G) . est 1'homothétique d'un opérateur de moyenne,

I1 suffit d'appliquer le théordme 4,20 & 1'algébre C(G) laquelle est isométri-
quement isomorphe & 1'algébre A(G) des fonctions presque-périodiques. On obtient

la symétrie multiplicative et on applique le théoréme 6.1,

COROLLAIRE 6.2. Un opérateur non nul, demi-multiplicatif, continu sur A(G) et

commutant avec les translations, est un opéra¥eur de moyenne.

PN

En effet, on dispose relativement 3 la fonction k , définie précédemment sur G

de 1'équation fonctionnelle
k(X1+%,) (k(%) )4k (X5)) = 2k(%) )k (%,)k(X +%,)

On en tire k2(8) = k3(8) et on distingue deux cas
Si k(8) = 0 , on constate que P =0 ,
Au contraire, k(8) =1 implique 1'idemvotence de P (tableau n°3) et on peut

apoliquer la propriété 6.1.

2. ESPACES' FONCTIONNELS DE BANACH.

Dans ce paragraphe, nous allons supposer que le groupe abélien G est compact.

Soit LN un espace fonctionnel de Banach (cf. Chapitre V), construit sur
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(6,C ,mG) oi Gest la tribu borélienne complétée vis-i-vis de la mesure de
Haar Mg o normalisée dans G . Nous supposons en outre que LN est stable
par 1l'opérateur Uh et méme que Uh détermine une isométrie sur LN : soit

pour tout h dans G la relation:
N(u,£) = N(£).

Un tel espace L“ sera simplement dit un espace fonctionnel de Banach sur un

groupe,

THEOREME 6,3, Soit P un opérateur linéaire et continu, commutant avec les

translations sur un espace fonctionnel de Banach régulier sur un groupe compact.,

P est un opérateur multiplicativement symétrique sur ﬂNkG) si’'et seulement

s'il existe un sous-groupe fermé H de G et une constante complexe a telle

que

Pf = a(f-MH)

La condition est nécessaire : d'aprés le chapitre V, L7(G) est stable par
1'opérateur P et méme P est continu selon la norme LQ(G) . Ceci est une con-
séquence faible du théoréme 5,1 lorsque P est semi-multiplicatif, ou du théo-
réme du graphe fermé dans le cas général, En effet, si fn converge vers f et
an converge vers g &au sens ge LQ(G) , puisque P est continu en norme N ,
an converge vers Pf dans L (G) , ce qui donne Pf =g , mG—presque partout ,
donc Pf =g au sens de L (G) . En outre, si f est une fonction continue sur

G , elle est uniformément continue, c'est-d-dire O = lim MU (f)-f Il . Par suite,

h-+o h
grice & P, U, =V, 0P, lim "P(Uhf)-P(f) I =0, C'est-d-dire que
h-+o

P(c(G)) c c(G).
Sur un groupe compact, A(G) = C(G) et le théoréme 6.1 est applicable, assurant

que Pf = a(f « MH) pour toute fonction continue f avec P(1) = a.

1
Soit maintenant g un élément quelconque de N (6) (Chapitre V § 2). Pour la
*
dualité entre LN(G) et LV (G) , on dispose de :

<t Mg>=[ glx)f flx-y)aM (y)am,(x)
¢ G

Puisque f et g sont absolument intégrables, le théoréme de Fubini permet

d'écrire successivement

<fw«Mo,g>=[[ flx-y)alx)aM,(y)dam,(x)
GxG

| <urg> | = [[of(x-y)elx)any(x) | < N(U £IN'(g) = N(£)N' ()
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ce qui montre que, pour f continue, la convolution est continue par rapport &

la norme de l'espace fonctionnel LN(G) :
N(f « M) < N(f).

Cette inégalité termine la démonstration de la nécessité du théoréme 6.2 et donne

sans peine la suffisance de ce méme théoréme.

COROLLAIRE 6.2. Un opérateur non nul, demi-multiplicstif continu et commutant avec
les translations sur un espace fonctionnel de Banach régulier sur un groupe abélien

compact, est un opérateur de moyenne.

Lorsque P(1) = 1 , on constate qu'un opérateur satisfaisant les propriétés du
théoréme 6.3 est positif et de norme 1 . Sur 1'algdbre du groupe Ll(G) , un
opérateur continu qui commute avec les translations est la convolution par une
mesure de Radon bornée u . Lorsque P est idempotent, u est alors égale & son
carré de convolution et on montre que u appartient 3 l'espace stable par les
opérations : u % X , u+i-u * ) et Go-u , engendré par les mesures de Haar
u = MH associées i des sous-groupes de G dont l'annihiliteur A est ouvert
dans G~ (cf. RUDIN W. [1] et une démonstration notablement simplifiée dans
ITO T. et AMEMIYA I. [1]). De ce fait, si "PIl =1 (et P(1) =1) , alors
Pf=f *m , sinon NP1l :.!g . Par suite, la propriété algébrique de liaison
multiplicative limite 1a norme & 1 . Nous avons d'ailleurs déjd noté le rdle

particulier joué par les ovérateurs de Markov.

3. CAS DES OPERATEURS DE BAXTER.

[N

Nous supposons & nouveau que G est un groupe localement compact abélien. Par
T(G) nous représentons les polyndmes trigonométriques généralisés définis sur

G.Si f est dans T(G) et %; dans G*
n
f(x) = .Z a; < x,ii >
i=1 G,G

Le polyndme trigonométrique zénéralisé f se prolonge en une fonction continue

sur le compactifié de Bohr G :

f£(x) = a, < %.,x >

e
=
>
-
.

G7,G

E’

Sur T(G) , nous pouvons définir une norme fonctionnelle, notée Mp , selon
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op _.m
M_(£) = (F_ |£(X)] dm_(x)) pour 4o > P > 1
L g g -
et
M_(f) = Sup |f(x)] = Nen pour P = +=
xFf G

On trouvera une interprétation différente de ces normes MP au paragraphe

suivant.

Nous nous proposons 1'étude des opérateurs de Baxter, continus au sens de la
norme MP . et qui commutent avec les translations définies par le groupe G sur
1'algébre T(G) . Comme précédemment P(X) = k(X)X et 1'identité de Baxter four-

nit une équation fonctionnelle relative & la fonction k définie sur G* :
k(R1+%,) (k(%) )+k(%p)) = k(%)+%5)+k(%))k(X;)

donc en particulier kZ(8) = k(&) . Si k(8) = 0 , 1'opérateur Q = I-P est de
Baxter et Qe = e . Sans perdre de généralité, on peut donc supposer que k(3) = 1,
Mais ceci implique 1l'idempotence de l'opérateur P (tableau n°3), donc
k2(%) = k(%) . Définissons par A le sous-ensemble des éléments de G~ pour les-
quels k(%) = 1 . L'équation fonctionnelle que vérifie k permet d'établir que

A est un semi-groupe inclus dans G~ , contenant o~, et que le complémentaire

A' du sous-groupe A est également un semi-groupe inclus dans G (on en dé-
duit en particulier -(A)'c A). Nous disposons d'un premier résultat lorsque

G =%, c'est-d-dire le tore & une dimension.

PROPOSITION 6.2.
I1 n'existe que deux opérateurs de Baxter non triviaux sur T(F), continus en
norme LP(Q) et commutant avec les translations pour + > p > + 1 , Il n'existe

pas de tel opérateur continu pour p=1 et p = +w,

(Par opérateur non trivial, on exclut le cas de 1l'opérateur identique et celui

de 1'opérateur nul).

Soient A = pq-l un nombre rationnel compris entre O et 1, x et y deux
éléments de A C Z et supposons que 2z = (1-A)x + Ay soit dans 2 . L'élément

z appartient & A car sinon z est dans A' donc qz appartient & la fois
4 A eta A' ; ce qui est impossible. On a une propriété identique pour x et
y dans -A . Posoms G_ = (A) N (-A). L'ensemble G, est un sous-groupe de % ,

donc de la forme aZ ol a est un nombre entier relatif. Si o n'est pas nul
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coome O et o sont dans A et dans -A , 1 = aa-l est dans G =272 et

(A)* =@ . Par contre, si a=0 ,ona A'U{8}=-A, En particzlier

(A) N (~A) = {8} et ce qui précdde montre que pour deux points x et y de A,
les points de 2 M [x,y] sont encore dans A , donc que

A=NU{8} ou A= (-N)U {3},

Finalement, en dehors de 1'identité et de 1'opérateur nul, si f est un polyndme

trigonométrique :

. Pif(x) = ] a e1nkx
mkx : nklo

inkx
nkgp nk

sz(x) =

c'est-d-dire que P;f est la contraction analytique de f.

Le théoréme classique de M. Riesz enseigne que !IPf !l :_Ap ne "p pour tout p
tel que +w > p > 1 , (cf., ZYGMUND A. [1]). Mais on ne peut avoir la continuité
en norme uniforme car sinon la contraction analytique d'une fonction continue
serait continue, Or
e(mx + e—inx
n>1 2n Log n s
einx
est une fonction continue, mais non Z ~——— . Par dualité, 1'opérateur de
n>1 2n Log n 1
contraction analytique P ne peut €tre continu en norme L~ !

Dans le cas d'un groupe plus général, convenons de dire qu'un opérateur est analy-

tique lorsque f et f ne peuvent simultanément appartenir i 1'image de P

tant que f n'est pas une constante.

THEOREME 6.4, Soit T(G) 1'algébre des polyndmes trigonométriques généralisés

sur un groupe abélien localement compact, Il y a une correspondance biunivoque

entre les opérateurs de Baxter analytiques, continus en norme MP(+w >p>1) ,

commutant avec les translations, et les semi-groupes de G~ qui déterminent un

ordre sur G~. Pour p=1 ou p =+ , il n'existe pas de tels opérateurs.

Montrons que G _ = (M) N (-A) = {8} , En effet, si x est dans G, ,ona

P(X) =% et P(-%) = -X . Mais < x,~X > = < X,X >, . et 1'analyticité de P

G,G" G,G
implique X = & . Le semi-groupe A constitue alors le cdne positif d'une rela-
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tion d'ordre sur G~ selon : x >y si et seulement si x-y est dans A , La
relation est transitive et x > y,v > x implique y = x par Go = {8} . Le
théordme de M. Riesz se généralise dans cette situation (cf. RUDIN W. [1]) permet-
tant d'obtenir le théoréme 6,3 sans difficulté.

Pour les opérateurs de Baxter non analytiques, Go est un semi-groupe non réduit

3 {8) . Par exemple, en prenant G = R” et pour A un demi-espace fermé de
n

P

R” , la fonction caractéristique de A est un multiplicateur continu en norme

L° pour += > p > 1 (cf. RUDIN W. [1]) . Cet opérateur satisfait 1'identité de
Baxter.

Remarque, Si 1'on suppose que la fonction k(%) est semi-continue inférieurement
sur G" , 1la proposition 6.2 est encore valable dans le cas particulier ou
G=R,

4, CARACTERISATIONS GEOMETRIQUES.

Nous nous plagons toujours sur un espace fonctionnel de Banach régulier LN R
défini sur un groupe topologique abélien compact G , Soit P un opérateur multi-
plicativement symétrique, continu sur LN et qui commute avec les translations
définies par les éléments du groupe., Nous notons H 1'annihilateur du sous-
groupe A de G~ associé & P par le théoréme 6,1 , Lorsque P(1) = 1 , nous
convenons d'appeler Pf 1la moyenne de la fonction f suivant H (ef. Corol-

laire 6.1).

L'ensemble Eg(f) désigne la fermeture (au sens de LN ) de 1'enveloppe convexe

des translatées de f suivant le sous-groupe H , c'est-i-dire de 1l'ensemble
n n

des fonctions de la forme | ety o ] ;=1 et c; >0, tandis que les
i=1 i i=1

hi sont des éléments d; H . On dispose alors d'une caractérisation de Pf géné-
ralisant aux espaces L et aux moyennes non stationnaires, la caractérisation

de la moyenne (constante) d'une fonction presque-périodique obtenue par VON
NEUMANN J. (cf. LOOMIS H.H. l1]). Nous fixons donc un opérateur P du type décrit:

THEOREME 6.5. La moyenne de la fonction f suivant H est 1'unique fonction de

1'enveloope convexe fermée (au sens de LN) des translatées de f suivant H ,

admettant H comme sous-groupe des périodes.

Une formulation voisine donne le théoré&me suivant :
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THEOREME 6,6. La moyenne de la fonction f suivant H est 1'unique fonction

de l'enveloppe convexe fermée {au sens de LN ) des translatées de f suivant

H invariante par lfopérateur P .

Gréce au théoréme 6.3, le théoréme 6.5 est une conséquence du théoréme 6.6.
Montrons d'abord que Pf est un élément de Eﬂ(f) . Pour tout f dans LV s

on & un résultat limite : lim N(Uhf-f) = 0. Il suffit de remarquer que
ho
1lim Uhf = f.m,-presque partout et d'utiliser le théoréme de convergence dominée
h+o
de Lebesgue que l'on peut déduire de (7) (cf. Chapitre V) dans les espaces fonc-

tionnels de Banach réguliers. Pour tout ¢ > O , il existe un voisinage ouvert

U de 1'élément neutre tel que N(Uhf-f) < € lorsque h est dans U . Pour le
groupe G , il existe un recouvrement ouvert fini ai+U oi i variede 1 & n,
auquel on associe une partition de 1l'unité, c'est-i-dire des fonctions gi(x) R
continues et i valeurs réelles sur G , telles que

n
iglgi(x) =1,0<g; <1, et Supp giCai +U .,

Calculons la norme N de la fonction :

n
n(y) = Pe(y) - ] £(y-a;) [ g, (x)aM,(x)
i=1 G

Par dualité, on utilise une fonction h' de Lﬁ et le théoréme de Fubini pour

justifier 1'interversion des signes .r dans ce qui suit :

n

t_rGh-(y)(rG .Zl(uxf(y) - Uaif(y))giix)dmﬂ(x))dmc(y)l

1=

| an> |

n
IF (LT (ely=x)-£(y-a;))n" (y)am, (v))e, (x)) M (x)|
G i=1 G

IA

n
. r Si(x)(fclf(y—x)-f(y-ai)llh'(y)ldmc(y)}dMH(x)

i=1 a.+U
1

Mais on a la majoration

_fGIf(y-x)—f(y—ai) [Int(y) !de(y) < N(Ux_ai(f)-f)N'(h‘ )

et pour x dans ai+U , cette expression est inférieure & eN'(h') . D'ol

| <nn' > |

1S

n
) N'(h')fa.+ugi(x)dMH(x)

i=1

[

eN'(h')
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ce qui donne N(h) < € . Or, en posant e = gi(x)dmc(x) , on note que
G

e

n
e, = 1. Finalement, Pf appartient bien & Eg .
1

esa 0

ci >0 et que

'3

En outre, puisque P est un opérateur idempotent, il est clair que Pf est un
point fixe de Eg pour l'opérateur P , ou, ce qui revient au méme, admet le
sous-groupe H comme sous-groupe de périodes. Montrons maintenant que Pf est
1'unique fonction de EN invariante par 1l'opérateur P ; Supposons qu'une fonc-

f

tion F soit dans Eg et soit invariante selon P , Pour tout e > 0 , il existe

n
n nombres c; positifs vérifiant | e; = 1 , et des éléments hi de H assu-
i=1

n
rant que h(y) = F(y) - } cif(y-hi) a une norme fonctionnelle N inférieure ou
i=1

égale & ¢ . L'invariance par P s'écrit [ F(y-x)dMH(x) = F(y). Calculons la
G

n
norme de Ph od Ph=P(F- ] c.U (f)) :
i=1 i

n
N(Ph) = N[F(¥) = [ e, fly-x-h;)aM (x)]
i=1 Yg

Mais puisque les éléments hi sont dans le groupe H :
I £(y-x-h)aM,(x) = [ £(y-x)aM,(x)
G G

soit N(Ph) = N(F-Pf). Mais on sait que N(h) < ¢ donc

N(F-Pf) < PN N(h) < ¢

ce qui donne bien F = Pf au sens de LN .

La caractérisation géométrique qui précéde, permet de démontrer divers résultats
d'approximation sur les fonctions presque-périodiques (cf. DHOMBRES J. [2]).

Notamment :

PROPOSITION 6.3, La limite de Césaro des translatées suivant {62} d'une fonction
presque périodique continue sur 1l'axe réel est uniformément atteinte, périodique

et de période 6 ,

La limite de Césaro des translatées suivant {eZ} désigne :

. P
Lim Erve] Z f(x+p8)
p=-n

n--+o
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Soit G un groupe topologique abélien localement.compact possédant la propriété
suivante : il existe une famille dénombrable {On} de sous-ensembles de G

satisfaisant

L]
(1) (9n est un ouvert relativement compact et U ( (2) =G
n=1

(2) On c on+1
mG[(x+C9n) Nt On)']

(3) 1im = 0 pour tout x dans G .
n-+e mG( © n)

D'aprés HEWITT E., ROSS K.A. [1], tout groupe abélien topologique, localement
compact dénombrable & 1'infini, posséde cette propriété. On peut alors définir

1l'espace de Besicovitch-Marcinkiewicz STCP (G) comme espace des fonctions mesu-~

rables définies sur G et a4 valeurs complexes, telles que l'expression

1 1/p
Lin Sup(——— [ [£(x)Fam,(x)) =0MF(e)
o mc(on) On

soit finie.

Pour p>1, m—tp constitue une semi-norme et l'espace quotient par le noyau
de cette semi-ncrme est un espace de Banach. La norme est invariante par trans-
lations pour les fonctions f bornées. L'étude de ces espaces, en fait essen-
tiellement celle des sous-espaces séparables, est faite dans BERTRANDIAS J,.P.
[1] dans le cas o G = R ou VO-KHAC X [1] dans le cas plus général d'un groupe
G au moyen des techniques d'ergodicité et de compacité faible de EBERLEIN

w.F. (1], r21).

Pour une fonction presque périodique continue de Bohr, une propriété caractéris-
tique est que l'ensemble des translatées de f constitue un ensemble relativement
compact dans Cb(G) , espace des fonctions continues bornées sur G muni de la
norme uniforme, EG(f) est 1'enveloppe fermée convexe de 1l'ensemble précédent,
donc est compact d'aprés le théoréme de Mazur. Mais 1'opérateur P laisse stable
EG(f) donc admet un point fixe d'aprés le théoréme de MARKOV-KAKUTANI (cf.
DUNFORD, N., SCHWARTZ J.T. [1]). Nous avons démontré 1l'unicité de ce point fixe.
En particulier, pour une fonction de Bohr, lorsque p > 1 :

1/p

1/p
Lim | Il Fang)  =JRe) = (F_|2(2) | Pang(5)
ne m( On) (Dn G
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Notamment, en appelant AP(G) la fermeture, au sens de 31”(”, des polyndmes
trigonométriques généralisés sur G , on dispose d'un théoréme analogue au
théoréme 6.2, On peut également donner des théor&mes beaucoup plus généraux sur
les opérateurs linéaires sur:m: P(G) » commutant avec les translations,en particu-
lier pour les opérateurs multiplicativement 1iés. Pour ne pas alourdir le texte,

nous ne donnerons aucun développement .de  cet ordre dans ce travail,

Remarque, Sur 1'algébre A(G) des fonctions continues presque périodiques de
Bohr, on peut définir une opération de convolution selon f ® g(x) = F % G(i(x))
oli F désigne le prolongement de f en une fonction continue sur G et i

1'injection canonique de G dans G.

PROPOSITION 6.4, Pour que P soit un opérateur linéaire et continu sur A(G) ,
commutant avec les translations, il est nécessaire et suffisant que P commute

avec 1l'opération ®

D'une part, si g est un polyndme trigonométrique, on calcule facilement
P(f®g) =f®Pg=g@®Pf et on peut conclure grice i la densité de T(G)
dans A(G) .

Réciproquement, la continuité de P provient du théoréme du graphe fermé, car

si fn converge vers f et an vers g , la suite an® X = fn@ P(x)
converge vers g@® X = f @ P(X) = PP@ X et pour tout X dans G¢", on a
PP@X=g@®X donc Pf =g . La commutation avec les translations s'obtient &
partir d'une approximation {qa} de 1'unité dans G , formée par des polyndmes
trigonométriques généralisés (comme ceux de Bochner-Féjer dans R). On note que
f@® g, converge uniformément vers f donc P(Uh( @ ga)) converge uniformément
vers P(Uhf) tandis que P(Uh(f® ga)) = P(f® Uh(ga))=Pf® Uh(ga) =

= Uh(Pf© gu) qui converge uniformément vers Uh(Pf).

Remarque, Dans le cas des fonctions faiblement presque périodiques (cf. EBERLEIN
W.F. [1]) Y8tude des opérateurs multiplicativement 1iés qui commutent avec les

translations est moins précise. Toutefois, on peut montrer qu'un opérateur semi-
multiplicatif continu est multiplicativement symétrique et se décompose en somme
directe de deux tels opérateurs, l'un agissant sur les fonctions presque périodi-

ques de Bohr, 1'autre opérant .dans 1'espace des "Fluchtvektoren".



- 1k2 -

5. MESURES ASYMPTOTIQUES ET OPERATEURS DE MOYENNE SUR A(R).

Pour étudier la répartition des valeurs prises var certaines fonctions, on peut

introduire une notion de mesure asvmptotique jouant le rdle d'une fonction de révar-

tition, Cette idée fut introduite par TORTRAT A. l1]. Nous donnerons ici une pré-

sentation différente relative aux fonctions dejTCl(R)) espace de Besicovitch-Marcin-
kiewicz des fonctions & valeurs réelles, construit sur R & partir du systéme
On = J-n. +n[ . Précisément, on pose :

1 +T 1 +T
Mie) = imsup Zo 0 Ie(e)]at et Mi(£) = 5 [ flt)at
T4 B =T -T
On notera M 1la limite de MT lorsqu’elle existe. L'espace des classes de fonc-

tions 01{1 est un espace de Banach.

PROPOSITION 6.5. A toute fonction f de JT[I(R) correspond une famille

((uf)) de mesures de Radon. positives et de norme 1 sur l'axe réel. A toute

mesure u, de cette famille est associée une suite croissante non bornée de nom-
bres positifs '1‘k de sorte gue
+T . .
Lim %E' . k elmf(t)dt = elwtduf(t)
Tk*-fm k -Tk R
Soit R*® un sous-ensemhle dénombrable dense dans R . Puisque |MT(e1wf)| <1.
par le procédé diagonal, on veut extraire une suite croissante et non hornée de

lwf) existe pour tout nombre w

nombres positifs T, de sorte oue lim My (e
k4o k

dans R' . Mais on établit facilement la majoration

IMTk(eiwf) A NP aYE)
k

laquelle assure que 1lim MT (elmf
k++e Tk

) = M_(w) existe pour tout w réel d'une part,
et d'autre part est une fonction lipschitzienne d'ordre 1 donc continue sur

1‘axe réel,

En outre cette fonction est définie positive puisaue
) (F 1 1)
e EM (w -w, ) = Lim J e e >0
k‘l=1klfk 3 k—~+wMTkl(=1k

Le théordme de Bochner (cf. RUDIN W, [1]) assure 1'existence d'une mesure de Radon

up . positive et de norme 1 puisque M(1) =1 , telle que

M(w) = fReitmduf(t) = 8,(w)
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(D'ailleurs, on note que pour f = a cos at, Mf(“) = Jo(aw) ol J, est la fonc-
tion de Bessel de premilre espdce et d'ordre O , En particulier

dat

Xg () = au(t)

n/a2-t2

ol xa(t) est la fonction caractéristique de 1l'intervalle [-a,+a]),

2 .2t
. r T sin 2
Le calcul de 1'intégrale K.f Mf(m)dw = -_EET_-d“f(t) permet de connaitre le
2 R =+
-7 T
. 2t
sinz=
comportement de u, & 1'infini en majorant 5% l par 1 sur [-T,+T] et par
T
%~sur 1'ensemble complémentaire. On obtient :
- v
1u ([-T,+13") < (1 - |+ [ M (wawl) < [ 7 1-M (w)]dw
> f = | 4 -k 4
2 2 2
T T
or, |1-Mf(m)| < |w|31tl(f) donc on a 1l'estimation importante
,2
T o T 2
(1) u ((-1411") < (5[ olan) o) < £ OMEM (o)
2

-1

La famille de mesures ainsi associée a& une fonction f de jTt 1 est équi-inté-
grable a4 1'infini et on peut montrer qu'il s'agit d'un ensemble de mesures compact
pour la topologie de la convergence étroite. Cet ensemble est en outre invariant
var une translation ou une dilatation portant sur la fonction f . Cependant, dans

ce travail, nous allons nous restreindre & un cas ol cette famille est réduite &

une seule mesure. (Pour d'autres utilisations des mesures asymptotiques PHAM P,H,

rj.

Plus précisément, nous prenons l'algébre A(R) des fonctions presque périodiques

de Bohr & valeurs réelles sur l'axe réel, On sait que si f appartient & 1'algébre

A(R) , il en est de méme pour % gone
1 +T
Mo(w) = Lim 3, I exp(iwf(t))at
Tt -7
existe pour tout nombre w réel. Remarquons que nous disposons ici de la majora-

tion ¢
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(2) Mp(0) - M ()] < o] M1 e-g) < lo] Negh_

En utilisant le vocabulaire des probabilités, nous disons que deuxr fonctions
réelles rresque-périodiques f et g sont complétement asymptotiquement indépen-

dantes lorsque pour tous nombres réels a et b , 2 et m , on a la relation :

-(3) MaUl(f)"'bUm(g)(w) = Mul(f)(aw)ﬁum(g)(bm)

~

Cette définition revient & dire

(k)

“au, (£)+0U () = af * Vg

Rappelons que le spectre d'une fonction presque périodique continue est consti-

tué d'un ensemble dénombrable de nombres réels pour lesquels

+7 .
Lim .%i' [ oe(t)e  tar
T+ -T

n'est pas nul. Nous appelons A(f) 1le sous—groupe spectral de R engendré par

le spectre de la fonction presque périodique f .

PROPOSITION 6.6. Deux fonctions presque périodiques réelles f et g sont com-
plétement asymptotiquement indépendantes lorsque leurs sous-groupes spectraux

ont une intersection réduite & {0}.

Commencons par établir que pour deux nombres o et B8 linéairement indépendants
sur Q . les fonctions f(t) = cos at et g(t) = sin Bt sont compl&tement asym-
ptotiquement indépendantes. Grace & la relation (2), on a pour la topologie de

la convergence compacte sur les fonctions entiéres

o« .nn
_ 1w n _
Maul(f,)(m) = ngo o~ a™(") car M(U,(£)) = M(£)
PO n
My (g)(@) = [ 5y oM
m n=0

n.k _ k n-k
et en posant h!.m = Uz(f )Um(g )

@ .nnn
_ 1w k ne n,k
MaU’(f)+bUm(g)(w) - ngo n! kzocnakb kM(ht,m)

LEMME 6.1, Soient a et B deux nombres réels. Lorsque l'on n'a pas de relations

de la forme “f'a = = k'B ol O < &' <% et 0 <k'<k;y ¢, 2' k et k' éEtant
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des nombres entiers, il vient :
3 2
u(e5s') = m(me")

pour f(t) = cos at ou sin at et g(t) = cos Bt ou sin Bt.

La démonstration est simple par récurrence. M(fg) = M(fM(g) sauf si a = #8 .

Supposons le lemme exact jusqu'd l'ordre k et £ . Vérifions le pour k+1 et £,

1
6n a coslat = 1 A, cos(mat)
m=o

k+1
M(fkﬂ'gl) i AmM(cos(mat)g"(t))
m=o0
k+1
) AmM(cos(mat))M(g ) = M(eX*?
m=o0

Mg

Compte tenu de 1'indépendance supposée de o et B8 sur Q , on a, puisque

A
cos (at-m!.) est un polyndme en cosk at et sink at pour O < k' <k :

_ =gam e -k,
MaUQ(f)+bUm(g)(“') = ngo n‘; kgoc aXp kM(fk)M(g
bt n 1 x X
= Ji% ] - 2o u( £ (" K)
n=o k=0 k! n-k!

(I

n=o

L amo(e) (] 80 ouie)

Choisissons maintenant pour f un polyndme trigonométrique tel que A(f) inter-

secte au plus BZ en {0} et gardons g = cos Bt .

Z 1 W M(aU (f)+bU (g))"

Ma.‘Ul(f)«o-bUm(g)(m) ) n=o n!

Mais on a

M(aU,(£)+b U_(g))" = e K akpn k(% (g2 F)
k-o

car fk'estun lyndéme du type A_cos a_t+)\' sin ot ol les a_ sont
L polyn Y Zp P p P P

dans A(f) . Finalement :

Maul(f) + bUm(g)(“’) = r'1f(am)l4g('nu.\)
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En prenant deux polyndmes trigonométriques f et g tels que A(f)() Alg) = {0}
= A : /‘
on a donc MaUn(f) + bUm(g)(m) Mf(am)Mg(bm) . Or, 1'on peut approcher uniformé

ment toute fonction presque-périodique f de Bohr par des polyndmes trigonométri-
ques dont le spectre reste inclus dans le spectre de f . On peut utiliser par
exemple les polyndmes généralisés de Bochner-Fejer (cf. FAVARD J. [1]). En outre,

si fn converge vers f uniformément, Mf (w) converge vers Mf(w) pour la topo-
n
logie de la convergence compacte. On termine alors sans peine la démonstration de

la proposition 6.6 par passage & la limite. (En particulier, si f est une fonc-
tion presque périodique dont le spectre est composé de nombres réels indépendants
sur Q

]

Mf(m) =1 Jo(aim)Jo(bim) ol £~ _Z (ai cos w,x + b, sin mix)]
i=1 i=]

THEOREME 6.7. Sur 1'algébre des fonctions presque périodiques réelles et continues

de Bohr, deux opérateurs linéaires et continus P; et P, , multiplicativement

symétriques et qui commutent avec les translations sont mutuellement complémentai-

res si et seulement si pour toute f , les fonctions P,f et P,f sont compléte-

ment asymptotiquement indépendantes.

En effet, P, et P, sont mutuellement complémentaires si et seulement si les
sous-groupes A, et A, associés par le théoréme 6.2 sont disjoints, Par suite,
comme A(P;f)C A, et A(P,f) C A, , on a bien la nécessité du théoréme gréce i

la proposition 6.6,

Réciproquement, soient f et g deux fonctions complétement asymptotiquement

indépendantes. On a

® .nn ©° .nn n
N 1n‘;’ M(aU, (£) + bU_(g))" = ] 24— g C:akbn-kM(f'k)M(gn-k)
n=o n=0 k=0

donc par identification
® kkn k n-k ? k k n- k n-k
lc 2" (U, (FF)u_(e*7%)) = lc 250" KM ( £ ()
n ) m “n
k=0 k=0
ce qui fournit pour n >k >1

MU, () MU (7)) = M m(e™™) = m(u, (£ ("))

donc M(P(f)M(Q(g)) = M(P(sz)Q(Uﬁg)) pour tous les polyndmes réels P et Q .
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k
Si w appartient au spectre de f , il existe une combinaison linéaire X aifh
i=1 i

1wX

qui approche e au sens de la topologie jth. En particulier, compte tenu de

la majoration 31t1(f) < thz(f) < eM_ on dispose de

(el M(g) = M(ela(x))
Si w n'est pas nul, M(eimx) =0 donc w ne peut appartenir au spectre de g .
De la méme fagon, un nombre réel non nul appartenant au spectre de Pf ne peut
appartenir au spectre de Qg pour tous polyndmes réels P et Q . D&s lors, si
P;f et P,f sont complétement asymptotiquement indépendants, on a 1'inclusion
So(P;£)/) Sp(P,£) C {0} . Or, PP, = P,P; = P; ol P3 est un opérateur du méme
type auquel est associé A3 = A} (A, d'aprés le théoréme 6.2, Si f est dans
1l'image de Py , P;f = f et P,f =7f , donc Spf C {0} , c'est-d-dire que f est
une fonction constante, ce qui assure la mutuelle complémentarité des opérateurs

P; et Py .

La notion de famille de mesures asymptotiques peut naturellement se définir sur
un groupe abélien localement compact dénombrable & 1'infini et s'interpréter comme
limite de moyennes dans le cas d'un groupe satisfaisant les conditions énoncées
au paragraphe 4, Pour des espaces fonctionnels convenables, on peut transcrire
quelques résultats probabililistes. En outre, la classe des sous-ensembles D

pour lesquels

\lf(D) = ﬁ-];: l'n;';("(‘D—n‘)mG{x|x F @n, f(x) € D}

ne constitue pas une tribu dans G , Selon des conditions restrictives apportées
a4 f , on peut donner des conditions nécessaires ou suffisantes pour que la classe
(I% contienne 1'algébre engendrée par les intervalles ou la tribu borélienne, Mais

nous ne développons pas ces techniques dans ce travail.
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INDEX DES DEFINITIONS

Absolue continuité d'une norme fonctionnelle
Algébre finie

Algébre des scalaires d'un opérateur P
Algébre fonctionnelle

Annihilateur d'un sous-groupe

Antidérivation (opérateur d'-)

Centralisateur
Centralisateur symétrique
Contraction analytique
Convolution dans un espace L

Dérivation (opérateur de -)
Différence sous-directe de deux sous-algébres

Equation sous-résolvante
Espace complétement réticulé

" dyadique
de Besicovitch-Marcinkiewicz
de Cantor généralisé
" de Milutin
hyperstonien
" de Stone
d'interpolation
extrémement séparant
extrémement séparant quotient
fonctionnel de Banach régulier
fonctionnel de Banach sur un groupe
Exave linéaire selon ¢

Fonctions presque-périodiques continues de Bohr
Frontiére de Choquet

Interpolateur
" markovien relatif & X

" markovien absolu

Mesures asymptotiques
Moyenne de la fonction f suivant le sous-groupe H

Norme fonctionnelle
Norme compatible
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Operateur auto-supportant

d'extension linéaire
d'interpolation
demi-multiplicatif (symétrique)
" de Baxter

" de Baxter analytique

" de quasi-interpolation

" de moyenne

" de Markov sur 1l'espace L (o EFf,u)
" de restriction sur C(X)

" de Reynolds

" du type A(a,B)

" B(a,8), B(a)

" " C(G 8)

" ”n D(G)

" " D'(a.)

" " E(a)
hémi-multiplicatif

hermitien sur un espace de Banach régulier
idempotent

" irréductible

" multiplicatif
multiplicativement 1ié
mutuellement complémentaires
mutuellement séparants
nilpotent d‘ordre p

n-potent

positif

P)-productible
pseudo-projectant

" réel

semi-multiplicatif (symétrique)
U-idempotent

U-nilpotent

Problémes 8, a] ;b,,bj

”n cA’ c{
Propriété de l'extension unique A-majorée
" de Hahn-Banach généralisée

[
PX

b4

Relation d'équivalence moyennante
" " quasi-moyennante
Retract
" absolu

Relévement continu d'une relation d'équivalence

Section commengante (finissante)
Spectre d'une fonction presque-périodique
Symétrie multiplicative

Termes antidiagonaux

Iv
v

Iv
III
III
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INDEX DES PRINCIPALES NOTATIONS

ENSEMBLES, ESPACES et ALGEBRES.

N
R,C
T = R/Z

oo > Q

O

A(G) = ¢(G)
7(G)

XY, ..
Yl
(x,Y)
X

c(x)

¢, (x)
Cq (x)
Sl(X) Sl(X)
Mr(x)..Mr(X)

¥

), 70,7 B

H (x)

’F(s)

13 (x)
x/fj

Suppu

P
k(P)

ensemble des entiers naturels positifs, O exclu.

espace topologique des nombres réels, complexes.

tore ou espace topologique quotient des nombres réels modulo 1.
groupe abélien localement compact.

groupe dual muni de sa topologie de dualité.

sous-groupe de G~ ,

groupe compactifié de Bohr de G.

sous-groupe fermé de G, annihilateur du sous-groupe A.

groupe G muni de la topologie discréte.

algébre des fonctions presque-périodiques de Bohr sur G.

algdbre des polyndmes trigonométriques généralisés sur G.

espaces topologiques compacts.
complémentaire du sous-espace Y dans 1l'espace X.
couple de deux espaces topologiques compacts, Y C X .

compactifié de Cech d'un espace topologique régulier.

algdbre des fonctions continues et 3 valeurs complexes définies
sur l'espace topologique compact X.

idéal maximal de C(X).
sous-algdbre de C(X) des fonctions & valeurs réelles.
espace des mesures de Radon sur X de norme égale & 1, positives.,

espace des mesures de Radon sur X de norme inférieure ou égale
a r, positives,

sous-espace de C(X/TQ) associé d& un sous-espace E de C(X).
sous-ensembles convexes . Chap IV §2, §3
groupe d'homologie de X d'ordre q .

saturé de l'ensemble S par la relation d'équivalence 1‘
Supp u = Supp Pt (6 ) Chap v § {
classe d'equ1valence de la relatlon‘P contenant le p01nt b
espace topologique quotient de X par la relation I

support de la mesure de Radon u.

application canonique X—» X/;j

ensemble des points de nullité de 1l'opérateur P, c'est-d-dire
ensemble des points x de X tels que P(f)(x) = O pour toute
fonction f dans 1l'algébre fonctionnelle construite sur X.



Re(ImP) = (ImP)R

Sp(f)
A(E)

g

u

(a, g‘J,u)
(e, F ,u)

Mo, & )
Y (a, F ,u)
M.F)
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espace des fonctions réelles appartenant & ImP,
spectre d'une fonction presque-périodique. Chap VI § 5

sous-groupe engendré par le spectre d'une fonction presque
périodique. Chap VI § 5

algébre commutative unifére sur le corps des nombres complexes.,
(algébre O munie d'un élément unité extérieur).Chap II § 2.
algébre des opérateurs linéaires sur {)L‘

élément unité de 1'algébre unifére.

tribus sur un ensemble Q.
mesure positive sur une tribu compléte yf.
espace mesuré (on supposera u(X) =1, u>0) ChapV §1

espace des classes de fonctions d valeurs complexes,gf mesura-
bles, u-essentiellement bornées.

espace fonctionnel de Banach régulier, Chap V § 1
espace fonctionnel de Banach dual . Chap V § 1
espace de Besicovitch-Marcinkiewicz. Chap VI § L

enveloppe convexe fermée dans 1'espace LN des translatées de
la fonction f suivant le sous-groupe H.

enveloppe convexe fermée dans 1'espace L” de toutes les trans-
latées de la fonction f suivant G,

section commengante de base f. Chap IV § 6
section commengante de base x Chap IV & T
classe d'ensembles. Chap VI § 5

RELATIONS et APPLICATIONS,

<
R

r

R

Sup f, Inf f
g

~

relation d'ordre sur X associé & un opérateur P. Chap IV § T
relation d'équivalence fermée sur un espace topologique X |,
application surjective X— Y; X et Y sont compacts. Chap IV & 3
application S(Y)—y., Chap IV § 3
voir le lemme 4,6, : Chap VI § 6
un fermé Y de X.Chap IV § 3

7

relation d'équivalence associée

~

relation d'équivalence associée & une sous-algébre A de C(X).
Chap IV § 6

dualité entre G et G,



- 152 -

f |
<, > dualité entre L“(n, ?,u) et LN (9,§ ,u),
<f,u> = fxf(x)du(x) = u(f) intégrale de f selon la mesure u.
C’; relation d'équivalence associée a E. Chap IV § 5
up mesure asymptotique de la fonction f. Chap VI § 5
* opérateur de convolution sur le groupe G.
) opérateur de convolution sur 1l'algébre A(G).
¢ application continue X—Y ; X et Y sont compacts.
F(¢) application continue C(Y)—+C(X) donnée par F(¢)(f) = £ o ¢
Chap IV § 3
Xg fonction caractéristique d'ensembles g, de méme X1, X2, oo
OPERATEURS
P opérateur linéaire sur 1'algébre (9
I opérateur identique (noté Id dans les tableaux 1,2,3 ou k4)
P adjoint de l'opérateur P.

A(a,8), B(a,8), B(a)

.z s e ‘s
¢(a.8), D(a} . D'(a) types d'opérateurs multiplicativement liés. Chap II §1
E(a); F(G,B) ) "
DM, SM, HM; DMS, SMS " ! "
MS, MAS "
I, QI, D, Ba, R, PP " ! "
UN, U2, MN, CS, C " "
nN, nI "
M opérateur de type multiplicatif , "
Pi.(f) = x;P(x;f) Chap I § 3
"

Py; = P(sxi)(xj) III §1
[L), [L'], [M], [C) matrices introduites au " IIT §2
P opérateur transmué de P par la transformation de Gelfand.

Chap V § 6
Q, opérateur associé & 1'opérateur P. Chap IV § 7

~

R! opérateur de restriction & un sous-espace Y.Chap IV § 1
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ﬂ relation d'équivalence associée d un opérateur P. Chap IV §3
n, mesure de Haar de G, normalisée lorsque G est compact.
MH prolongement & C(G) de la mesure de Haar de H.

NORMES & FONCTIONS SOUS-ADDITIVES.

N norme fonctionnelle, Chap V§ 1
N' norme fonctionnelle duale, " o§e2
N norme fonctionnelle N d'ordre p, " §2
lrf "“, e "QU normes de 1l'ordre, "IITI § 5
M (£)=Nel_ norme de la convergence uniforme.

e "p norme de 1'espace LP(Q, F ,u). "v§l

1 1/p
", p(f) = Lim Sup(———— [ |£(x)|Panm,(x))

e Be'Yn n
Mo semi-norme de 1'espace de Besicovitch-Marcinkiewicz, "VI§ 3
L norme gyr 1l'algébre A(G),
1 +T p - -
Mi(f) = Lim I 1ex)ax = [_ |f(x)|pdm_(x) "VI§s
T =T R R
+T . .
M (w) = Lim l" elof(t)yy o I elwtduf(t') "VI§S
Toe 27 -T "R
1 +T
M(f) = Lim 3, [ f(t)at = Lim Mp(f) "VI§ S5
T =T T-reo
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